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Predgovor

Visokosolski u¢benik, ki je pred vami, predstavlja studijsko gradivo pri predmetu Kom-
pleksna analiza, ki ga poslusajo Studenti enopredmetne matematike na Fakulteti za na-
ravoslovje in matematiko Univerze v Mariboru. Nastal je predvsem v okviru priprav na
predavanja pri tem predmetu, vendar zraven teorije in zgledov vkljucuje tudi naloge iz
pisnih izpitov in kolokvijev, ki so nastajale od leta 2016 do leta 2023.

Podrocje kompleksne analize je sicer obravnavano v ve¢ ucbenikih (glejte [T1, 2} 4] 8] [T,
12]), vendar imajo posamezni avtorji razli¢ne pristope. Pricujo¢i uébenik vec¢inoma sledi
predavanjem tako, kot jih je podajal Ze dr. Bojan Hvala na predbolonjskem studijskem
programu matematike na Univerzi v Mariboru. Delo ne vsebuje originalnih prispevkov ali
pristopov s podroc¢ja kompleksne analize, vendar je v dolo¢eni meri originalen izbor tem
in predstavitev obravnavane snovi.

Izpitne naloge so zbrane glede na vsebino ob koncu nekaterih poglavij. Poudariti je
treba, da niso vse naloge originalne, saj so nekatere povzete ali prirejene po nalogah iz
drugih zbirk vaj, na primer [3, 5] 6] [7, O, 10, 13]. Opazili boste, da se katera od nalog,
ki vsebuje razlicne tematike, pojavi tudi v dveh sklopih. V zadnjem poglavju so zbrani
rezultati vseh izpitnih nalog. Pri tistih delih, ki zahtevajo kakSen dokaz, pa je podana
celotna resitev. Za dolocene podmnozice kompleksne ravnine, ki jih treba zapisati in
skicirati, je podan le natancen zapis.

Upava, da bo pricujoci ucbenik koristen pripomocek pri studiju tako teoreticnega dela
kompleksne analize kot pri samostojni pripravi na kolokvije in pisne izpite.

Na koncu bi se iskreno zahvalila recenzentoma dr. Bojanu Hvali in dr. Marku Slaparju
za natancen pregled dela in popravke. Zahvala gre tudi Alenki Fujs za lektoriranje bese-
dila.






Poglavje 1

Kompleksna sStevila

V uvodnem poglavju bomo ponovili nekaj osnovnih definicij in dejstev o kompleksnih
Stevilih.
Mnozica kompleksnih Stevil, ki jo oznacimo s C, je definirana kot mnozica vseh
urejenih parov realnih stevil. To pomeni
C={(z,y) | 2,y € R} =R%

Na mnozico C vpeljemo operaciji seStevanja in mnozenja, za kateri velja:
(1) sestevanje kompleksnih stevil:
(5,9) + (w,0) = (& + w,y + )

za vsaka (z,y), (u,v) € C,
(2) enota za sestevanje je (0,0),
(3) mnozenje kompleksnih stevil:

(x,y) - (u,v) = (zu — yv, yu + zv)

za vsaka (z,9), (u,v) € C,

(4) enota za mnozenje je (1,0).

Izkaze se, da je mnozica kompleksnih stevil, skupaj z operacijama seStevanja in mnozenja,
komutativni obseg. Kompleksna stevila prikazemo v kompleksni ravninzi.

Dogovorimo se, da bomo kompleksno stevilo (z, 0) zapisovali kar kot z, torej x = (x,0)
za poljuben z € R. Po drugi strani bomo kompleksno stevilo (0, 1) oznacevali z i, torej
i = (0,1). Stevilo 4 imenujemo tudi #maginarna enota. Takoj opazimo, da velja
i? = —1. IzkaZe se, da lahko poljubno kompleksno &tevilo (z,y) zapisemo kot

(z,9) = (2,0)+ (0,y) =2+ (y,0) - (0,1) = z +iy.
Naj bo z =z + iy € C, kjer sta x,y € R. Definiramo:

(1) realni del stevila z: Re(z) = z,



(2) imaginarni del stevila z: Im(z) =y,
(3) konjugirano kompleksno stevilo: zZ =z — iy,
(4) absolutna vrednost kompleksnega stevila: |z| = /2% + 2.

Zlahka preverimo, da za poljubni kompleksni stevili z, w velja:

(2) zw =z W,

(3) @ =2

(4) Re(z) = 57 in Im(z) = 37,

(5) |z[ =0,

(6) |z| = 0 natanko tedaj, ko je z =0,
(7) 12]* = 2%,

(8) Iz = I,

(9) lzw] = [2] - |wl],
(10) |z 4+ w| < |z] + |w].

Kompleksno stevilo z = x 4 1y lahko zapisemo tudi v polarni obliki
z = r(cosp + isiny),

kjer je r = |z| absolutna vrednost kompleksnega Stevila z in ¢ = arg(z) argument
stevila z. Pri tem arg(z) predstavlja usmerjeni kot, ki ga dobimo, ¢e pozitivni poltrak osi
x zavrtimo proti poltraku z vrhom v tocki 0, ki poteka tudi skozi tocko z (slika [1.1)). Ce
vrtenje poteka v pozitivni smeri, torej nasprotni smeri urnega kazalca, je kot pozitiven,
sicer pa negativen. Opomnimo, da argument arg(z) Stevila z ni enoli¢no dolocen. Zaradi
tega oznac¢imo z Arg(z) argument Stevila z, ki lezi na intervalu (—m, 7].

Im,

Yl :

Slika 1.1: Kompleksno $tevilo z = x + iy = r(cos ¢ + isin ).

Ce je x # 0, si za raCunanje argumenta ¢ pomagamo s formulo

Y

tan(p) = =



Ocitno velja tudi x = rcos ¢ in y = rsin .

Izkaze se, da za poljubni kompleksni stevili z; = 71 (cos @1 +isin ;) in 25 = r3(cos o+
isin ) velja
2129 = r11r9(cos(p1 + p2) + isin(er + p2)).

Posledi¢no za vsako kompleksno stevilo z = r(cos ¢ + i sin¢) in poljubno naravno stevilo
n velja
2" = r"(cos(ny) + isin(nyp)).

V razdelku bomo vpeljali kompleksno eksponentno funkcijo, pri ¢emer bomo po-
kazali, da za vsak ¢ € R velja

€'’ = cosp + isin .
Stevilo z = r(cos ¢ + isin ¢) lahko posledi¢no zapisemo kot
2 =re'?,
kar imenujemo Fulerjev zapis kompleksnega stevila.

Ponekod bomo uporabljali tudi razsirjeno kompleksno ravnino C = CU{oc}, ki jo
dobimo iz obicajne kompleksne ravnine tako, da ji dodamo tocko co. Naj bo Sy sfera v
R3. Ker obstaja bijekcija f : Sy \ {P} — C, obstaja tudi bijekcija g : Sy — C (slika .

Slika 1.2: Bijekcija f: S\ {P} — C.

Zapisimo Se nekaj definicij, ki jih bomo potrebovali tudi v nadaljnjih poglavjih:



(1) Odprti krog K,.(a) s srediscem v tocki a € C in polmerom r > 0 je mnozica
K,(a)={2€C ||z —a| <1}

Podobno je zaprti krog K,(a) s srediscem v tocki a € C in polmerom r > 0
definiran kot o
K. (a)={2€C | |z—a|] <r}.

(2) Mnozica D C C je odprta, ce za vsak a € D obstajar > 0, tako da velja K,.(a) C D.
Mnozica D C C je zaprta, ¢e je mnozica C\D odprta.

(3) Mnozica V' C C je okolica tocke a € C, ¢e obstaja taka odprta mnozica U, da je
acelUCV.

(4) Odprta mnozica D C C je nepovezana, Ce obstajata taki disjunktni neprazni
odprti mnozici A;B C C, da je D = AU B. Ce odprta mnozica D C C ni
nepovezana, recemo, da je povezana.

(5) Naj bo D C C. Tocka a € C je robna tocéka mnozice D, ¢e za vsak r > 0
velja K,.(a) N D # 0 in K,.(a) N (C\D) # 0. Mnozici vseh robnih tock mnozice D
bomo rekli 7ob mnozice D, oznacevali pa jo bomo kot dD. Mnozico D = D U 0D
imenujemo zaprtje mnozice D.

Definicija 1.1 Neprazna, odprta in povezana podmnozica kompleksne ravnine se imenuje
obmocje.

Opomnimo Se, da bomo v nadaljevanju ucbenika uporabljali tudi nekatere druge kon-
cepte in rezultate, ki se obravnavajo pri teoriji metri¢nih prostorov ali pri realni analizi,
ceprav jih ne bomo posebej ponavljali.



Poglavje 2

Funkcije kompleksne spremenljivke

Naj bo D C C poljubno obmocje. Kompleksna funkcija ene kompleksne spremen-
lyivke je preslikava f : D — C, ki poljubno kompleksno stevilo z = x 4+ iy € D preslika v
kompleksno stevilo u(z,y) + iv(x,y), kjer sta u,v : D — R funkciji dveh spremenljivk.

To pomeni, da lahko f obravnavamo tudi kot funkcijo f : D C R? — R?, ki par (z,y)
preslika v (u(x,y),v(z,y)):

(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

V nadaljevanju poglavja bomo spoznali nekaj razlicnih vrst funkcij kompleksnih spre-

menljivk.

2.1 Linearna funkcija
Linearna funkcija je preslikava f : C — C s predpisom
f(z) = az+0b,

kijer sta a,b € C. Ce je a # 0, je ta preslikava bijektivna. Da to preverimo, izberimo
poljuben w € C. Is¢emo tak z € C, da bo veljalo w = f(z). To pomeni

—b
w=f(z) <= w=az+b <= az=w-b <= P

a

Tak z je torej enolicno dolocen, zato je f bijekcija.
V nadaljevanju zelimo ugotoviti, kam funkcija f preslika neko stevilo z € C. Predpo-
stavimo, da je a # 0, in lo¢imo nekaj primerov.

(1) Ce je a = 1, potem ima preslikava f predpis f(z) = z + b, kjer je b € C. Ta
preslikava pa ocitno predstavlja premik (translacija) v kompleksni ravnini za vektor
(kompleksno stevilo) b; glejte sliko

(2) Ceje b= 0, potem ima preslikava f predpis f(z) = az, kjer je a € C\{0}. Zapisimo
Stevili @ in z v polarnem zapisu:

a = la|](cosp +isingp),
z = |z|(cost + isiny).



Im -"”‘_?Z—f— b

Slika 2.1: Premik (translacija) kompleksnega Stevila z za vektor (kompleksno stevilo) b.

Potem seveda velja

f(z) = az = la| - |2|(cos(p + ¥) +isin(p +1))).

Opazimo, da ta preslikava predstavlja razteg za faktor |a| in rotacijo za kot arga =
©.

(3) Ceje f(2) = az + b, kjer sta a,b € C in a # 0, potem lahko iz prejsnjih dveh tock
sklepamo, da je f kompozitum raztega, rotacije in premika.

Naj bo f(z) = az+b, kjer sta a,b € C in a # 0. Ker razteg (za nek pozitiven faktor),
rotacija in premik slikajo premice v premice in kroznice v kroznice, sledi, da tudi f slika
premice v premice in kroznice v kroznice.

Primer 2.1 Kam funkcija f, ki je podana s predpisom f(z) = (3 —4i)z + 6+ 2i, preslika
kroznico K, podano z enacbo |z + 1 +i| =17
Enacbo kroznice K lahko zapisemo tudi v obliki

2= (=1=9)[=1,

kar pomeni, da ima dana kroznica sredis¢e S = —1 — ¢ in polmer r = 1. Ker zelimo najti
sliko f(K'), moramo poiskati vse tocke w € C, za katere je w € f(K). Posledi¢no is¢emo
vse w € C, za katere obstaja tak z € K, da velja w = f(z). Opazimo, da so naslednje
trditve ekvivalentne:

w—6—2

w=f(z) <= w=0B-4)24+6+2 <= z= FYRYE

Ker pa morajo tocke z pripadati mnozici K, pridemo do naslednjih ekvivalentnih enach:

lz+ 144 = 1,
w—6—21

— 4+ 141 =1

' 3 1 + 14 ;

w—6—2i+ (1+14)(3 — 4i) ,

3—4i 7

lw+1-3i = [3—44,
lw—(=143i)|] = 5.
Iz zapisanega sledi, da je f(K) kroznica s sredis¢em S’ = —1 + 3i in polmerom r’ = 5.

8



V drugem delu razdelka podajmo Se nekaj dejstev o rotacijah ravnine. Naj R(zo, ¢)
oznacuje rotacijo ravnine okoli tocke zg € C za kot ¢ € R\{2kn | k € Z}. Takoj opazimo,
da lahko preslikavo R(0,¢) podamo s predpisom z + e%z. Po drugi strani pa hitro
ugotovimo, da ima poljubna rotacija R(zy, @) predpis

R(z0,¢) : 2+ (2 — 20) + 20.
Naj bo f = R(zg, ). Opazimo, da za poljuben z € C velja
f(2) =e®(z— 20) + 20 = €2 + 2o(1 — %),

kar pomeni, da je rotacija ravnine dejansko linearna preslikava, podana s predpisom f(z) =
az + b, kjer je a,b € C in |a| = 1.

Poglejmo, ali velja tudi obrat te trditve. Naj bo torej f linearna funkcija, podana s
predpisom f(z) = az + b, kjer je a,b € C in |a| = 1. Ali lahko pri danih @ in b poiscemo
ustrezna zo in ¢, da bo f = R(zo,¢)? To bi pomenilo, da mora veljati

a=¢e% in b= z(1—e"%).
Lo¢imo dve moznosti.
(1) Ce je a # 1, ima zgornji sistem resitev

) b b
—arga in zyg= — = .
14 & 0 1 —ew l1—a

Velja torej f = R(zo, ), kjer je ¢ € R\{2k~ | k € Z}.

(2) Ce je a = 1, obravnavamo e dve moznosti.

(2.1) V primeru, ko je b = 0, lahko izberemo poljuben z,. Prav tako velja ¢ = 2k,
kjer je k € Z. Posledi¢no je f identiteta, tako da ne gre za rotacijo.

(2.2) V primeru, ko je b # 0, dani sistem nima resitve, kar pomeni, da f ni rotacija,
ampak gre le za premik.

S tem smo preverili, da je f rotacija samo v primeru, ko velja |a| =1 in a # 1.

Za konec si oglejmo Se, kaj je kompozitum dveh rotacij. Naj bosta f = R(z1,¢1) in
g = R(z9,p2) dve poljubni rotaciji, kjer sta 1,2 € R\{2k7 | k € Z}. Potem za vsak
z € C velja

(fog)z) = flg(2) = [f (% (2 = 22) + 22)
= 1 ((e"(z2—2)+2)—2)+2a
eigO1 eigOQZ + w = 67;(@1+802)Z + w7
kjer je o A '
w= —e¥le Pz 4+ e"¥lzg — "l + 21.
Opazimo naslednje:

(1) Ceje p1 + @y € R\{2k7 | k € Z}, je f o g rotacija za kot ¢1 + .

(2) Ceje p1 + @y € {2kn | k € Z}, preslikava f o g ni rotacija.
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2.2 Ulomljene linearne preslikave

Ulomljena linearna preslikava ima predpis

az+b
f(Z)—m,

kjer so a,b, ¢, d € C in velja ad — be # 0. Ce bi veljalo ad — be = 0, bi dobili konstantno
funkcijo. V primeru, ko je d # 0, to preverimo tako:

az+b adz+bd  bez+bd  blcz+d) b
f(z) = = = = = -
cz+d (cz+d)d (cz+d)d (cz+d)d d

Ce pa velja d = 0, iz ad — bc = 0 sledi b = 0 (saj v tem primeru ¢ # 0) in dobimo
az a

fe) =2

cz ¢
Opazimo, da je za ¢ # 0 preslikava f : C\ {—2} — C\ {2}, podana s predpisom

az+b

f(z) = cz+d’

bijekcija. Da to preverimo, izberimo poljuben w € C\ {%} Iscemo tak z € C\ {—%}, da
bo veljalo w = f(z). To pomeni:
b
w:OLZjL — cwtwd=az+b <= z(cw—a)=>b—wd.
cz+d
Ker w # %, je cw — a # 0, zato sledi

_b—wd

z .
cw —a

Tak z je torej enoli¢no dolocen, zato je f bijekcija. o
Ocitno iz zgornjega sledi, da je bijektivna tudi preslikava f : C — C, podana kot

f(z):az+b zazeC\{—c—i}, —C—lr—>oo, 00 > L)

cz+d c c c

Inverzna preslikava f~' : C — C je podana s predpisom

_b—dz

cCzZ—a

a a d
zazGC\{—}, — =00, 00F ——.
c c c

f(2)

Trditev 2.2 MnoZica vseh ulomljenih linearnih preslikav je grupa za komponiranje.

Dokaz. Kompozitum je seveda asociativna operacija. Prav tako ze vemo, da ima vsaka
ulomljena linearna preslikava inverz, ki je spet ulomljena linearna preslikava. Enota za
komponiranje je identiteta, podana s predpisom

_1-z+0
T 0-z+41

za z € C.

fz) =z
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Preveriti Se moramo, da je kompozitum ulomljenih linearnih preslikav spet ulomljena
linearna preslikava. Naj bosta f in ¢ ulomljeni linearni preslikavi, ki ju lahko zapiSemo
tako:

arz+br (2) asz + by
= ———— in ¢g(2) = —-—=.
c12 + dl g CoZ + d2
Potem je
a asz+ba + b b b b d
(f Og)(z) = f(g(z)) — 52:;;12 L (a1a2 + 102)2 + (CLl o + b1 2>,
€1 cjz—l—di + d1 (a2c1 + Cle)Z + <b201 + d1d2>
kar je spet ulomljena linearna preslikava. O

V nadaljevanju nas bo zanimalo, kam ulomljena linearna preslikava preslika kroznice
in premice. Denimo, da imamo kroznico K,(a), kjer je a € C in » € R*. To je torej
mnozica vseh z € C, za katere veljajo naslednje trditve:

|z —al = 1

[z —al* = r?%
(:—a)z=a) =
(z—a)(zZ—a) = 7%
2Z—az—az+aa—1" = 0

Razmislimo, kaksno mnozico lahko predstavlja izraz:
azZ+bz+bz+7=0, a,y€R, beC.

Lo¢imo dve moznosti:

(1) a #0.

V tem primeru lahko izraz delimo z « in dobimo naslednje ekvivalentne trditve:

azZ+bz+bz+y = 0,

,2,24—22—1-224-z = 0,
o
b bb bb
ZZ+—Z+—E+—2——2 1 == O,
a a o o o
b b bb
<Z+—> (E+:>——2 l = O,
Q Q a o
b|? b|2
z4+ = = %—1.
Q a o

Opazimo naslednje:
(i)
(i) Ceje oy —

eeIbl_
)€ =

)¢

> (), potem enacba predstavlja kroznico.

l\J

X
@
X
@

= 0, potem je reSitev ena sama tocka.
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(i33) Ce je |2—|22 — 1 <0, potem enacha nima resitve.
(2) a=0.
V tem primeru dobimo naslednje ekvivalentne trditve:
bz+bz+~y = 0,
bz +bz+vy = 0,
2Re (l_)z) +v =
Ce zapisemo b = by + iby in z = & + iy, kjer so by, by, z,y € R, potem velja
2(b1x +boy) +v=0 <= 2bjx +2by+ v =0,
kar predstavlja enacbo premice v implicitni obliki.

Ugotovili smo torej, da enacba
azZ+bz+bz+v=0, a,y€R, beC,

lahko dolo¢a kroznico, premico, tocko ali prazno mnozico.

Lema 2.3 Ulomljena linearna preslikava f, podana s predpisom f(z) = %, mnozico

kroznic in premic preslika samo vase.

Dokaz. Naj bo L nek objekt iz mnozice kroznic in premic. Potem lahko mnozico L
zapisemo s pomocjo enacbe

azZ+bz+bz+~v=0, a,y€R, beC.

Izberimo poljuben w € f(L). Seveda je w € f(L) natanko tedaj, ko obstaja z € L, tako
a

da velja f(z) = w ozirom % = w. To je ekvivalentno dejstvu, da obstaja z € L, tako da
. 1
je z = =.

w
Tak z vstavimo v zgornjo enacbo in dobimo

11 -1 1 - _
a——+b—4+b=4+v=0 <= a+bw+bw+yww=0.
ww w w
Ce oznacimo ¢ = b, sledi
YW 4 cw + cw + o = 0.

Funkcija f je bijekcija, zato f(L) ne more biti prazna mnozica in ne more vsebovati ene
same tocke. To pomeni, da zgornja enacba spet doloca kroznico ali premico. [

Izrek 2.4 Poljubna ulomljena linearna preslikava preslika mmnoZico kroZnic in premic
samo vase.

Dokaz. Naj bo

az+b

J(z) =" ad—be 0,

12



ulomljena linearna preslikava. Ce je ¢ = 0, je f linearna funkcija, zato izrek v tem primeru
velja. Naj bo torej ¢ # 0. Preoblikujmo izraz

az+b_az—|—b a a acz+bc—acz—ad a

1) = cz+d_cz+d_z+zz c(cz 4+ d) +E
~ bc—ad +g_bc—ad 1 +g
ez +d) ¢ ¢ cz+d ¢

Definirajmo preslikave f;, fo in f3 s predpisi:

1 bc — ad a

fl(z):CZ"'da f2(z):;, f3(2) = - z—f—z.

Opazimo, da je

bc — ad 1
— . 4
c cz+d

f(z) % = f3(f2(f1(2))) = (fs 0 fao fi)(2),

zato velja f = fs3 o fy o fi. Ker sta f; in f3 linearni preslikavi, fo pa po lemi ohranja
mnozico kroznic in premic, sledi, da vse tri funkcije ohranjajo mnozico kroznic in premic.
Posledicno tudi f ohranja mnozico kroznic in premic. O

Trditev 2.5 Ulomljena linearna preslikava f, ki ni identiteta, ima najvec dve fiksni tocki.

Dokaz. Naj bo z € C fiksna tocka preslikave f. To pomeni, da velja f(z) = z. Dobimo
naslednje ekvivalentne trditve:

az+0b

cz+d

az+b = cz*+ zd,
c?+(d—a)z—b = 0.

Lo¢imo dve moznosti.

(1) Predpostavimo, da velja ¢ # 0.
V tem primeru ima zgornja enacba najve¢ dve razliéni reSitvi, kar pomeni, da ima
f najvec dve fiksni tocki.

(2) Predpostavimo, da velja ¢ = 0.
V tem primeru dobimo enacbo (d — a)z = b. Ponovno si oglejmo dve moznosti.

(2.1) V primeru, ko je d # a, ima enacba samo eno resitev v C.

(2.2) V primeru, ko je d = a, dobimo —b = 0. Ce je b # 0, ta enacba sploh nima
resitve, ¢e pa je b = 0, je f identiteta, kar je v protislovju s predpostavko
trditve.

Preverili smo torej, da ¢e f ni identiteta, potem lahko ima najve¢ dve fiksni tocki. O

Posledica 2.6 Ce se dve ulomljeni linearni preslikavi ujemata v slikah treh paroma raz-
licnih tock, potem sta enaku.
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Dokaz. Naj bosta f in g dve ulomljeni linearni preslikavi in recimo, da za paroma razlicna
Stevila z1, 29, 23 € C velja

f(z1) = 9g(z1), f(22) = g(22), fl(23) = g(23).

Preslikava h = f~! o g je spet ulomljena linearna preslikava, za katero velja h(z;) =
FHg(z1)) = f7Yf(21)) = 21, h(22) = 23 in h(z23) = 23. Ker ima h tri paroma razli¢ne
fiksne tocke, je po trditvi enaka identiteti, torej h = f~! o g = id, kar pomeni, da je
f=g9 O

Trditev 2.7 Naj bodo z1, z3, 23 € C tri paroma razlicne tocke in wy, wy, w3 € C prav tako
tri paroma razlicne tocke. Potem obstaja natanko ena ulomljena linearna preslikava f,
tako da velja f(z;) = w; za vsak 1 € {1,2,3}.

Dokaz. Naj bo
R2 — Z3

o= _ .
22— 21 Wy — W1

Definirajmo preslikavo f s predpisom

ws(z — 2z1)a —wy(z — 2’3)/3'

f(z) = (z—z)a— (2 — 23)

Opazimo, da velja

—wi (21 — 23)8 w323 — 1)

f(z1) = (21— 23)8 =w; In f(ZS)—mzwg.
Izracunajmo Se
flz) = ws(22 — z1)a — wi (22 — 23)8 _ ws3(zy — 23) — wi (22 — 23)3
i (2 — z1)a — (22 — 23)8 (22— 2) — (22— )0
w3 — w3 _ w3(w2 - wl) - wl(wz - w3) _ WaW3 — W1Ws
1-p (w2—w1)—(w2—’w3) w3 — Wy
_ wyws —wy)
= —— = Way.

W3 — Wy

Iz predpisa preslikave f je razvidno, da je f ulomljena linearna preslikava (glede na zgornji
razmislek f seveda ni konstanta). S tem smo pokazali, da obstaja ulomljena linearna
preslikava f, tako da velja f(z;) = w; za vsak i € {1,2,3}. Posledica [2.6| nam zagotavlja,
da je taka preslikava ena sama. O

Posledica 2.8 Naj bosta L in M dva objekta 1z mnoZice krozZnic in premic. Potem obstaja
ulomljena linearna preslikava, ki L preslika na M.

Dokaz. Naj bodo z, 29,23 € C tri paroma razlicne tocke iz objekta L in wy,ws, w3 tri
paroma razli¢cne tocke iz objekta M. Po trditvi obstaja ulomljena linearna preslikava
f, tako da velja f(z;) = w; za vsak i € {1,2,3}. Preslikava f po izreku preslika
mnozico kroznic in premic samo vase, zato mora biti f(L) = M. Natancneje:

14



(1) Ce so tocke wy,ws, w3 kolinearne, je M premica.
(2) Ce tocke wy,ws, ws niso kolinearne, je M kroznica.

O

Opomba 2.9 Navedeni rezultati veljajo tudi v primeru, ¢e eno izmed tock iz mnoZice
{21, 29, 23} oziroma iz mnoZice {wy,wq, w3} zamenjamo z co.

Kot primer si oglejmo situacijo, ko je z3 = 0o, medtem ko velja z1, 2o, wq, wo, w3y € C.
Pokazimo, da obstaja natanko ena ulomljena linearna preslikava f, za katero je f(z;) = w;
za vsak i € {1,2,3}. Naj bo g ulomljena linearna preslikava, ki je podana s predpisom
g(z) = ﬁ, pri ¢emer je d poljubno stevilo iz mnozice C\{z1, z2}. V tem primeru seveda
velja g(21), g(z2) € C\{0}, zato so g(z1), g(22), 0 tri razlicne tocke. Po trditvi [2.7] obstaja
natanko ena ulomljena linearna preslikava h, za katero je

h(g(z1)) = wy, h(g(z2)) = we, h(0) = ws.

Naj bo f = hog. Seveda je tudi f ulomljena linearna preslikava. Opazimo Se, da
velja f(z1) = wy, f(z2) = wy in f(oco) = h(g(co)) = h(0) = ws. S tem smo dokazali
obstoj preslikave f. Za dokaz enoli¢nosti predpostavimo, da sta f; in fo dve ulomljeni
linearni preslikavi, tako da velja f;(z;) = w; za vsaka ¢ € {1,2,3} in j € {1,2}. Potem
definiramo preslikavi by = f; 0 g™ in hy = fy 0 g7'. Opazimo, da za j € {1,2} velja

hj(Q(Zl)) = fj(21> = Wq, hj(g(ZQ)) = fj(ZQ) = W2 n h](()) = f](OO> = ws. Iz trditve
sedaj sledi hy = hs, zato dobimo Se f; = fs.

2.3 Kvadratna funkcija
Kwvadratna funkcija je preslikava f : C — C s predpisom
f(2) =az® + bz +c,

kjer so a,b,c € C in a # 0. V nadaljevanju razdelka bomo obravnavali samo situacijo, ko
je f podana s predpisom

flz) =22
Ce je z = r(cos ¢ + isin p) = e, potem velja

22 = 1%(cos(2p) +isin(2p)) = r?e*®.

Opazujmo poltrak z vrhom v izhodiscu 0. To je mnozica tock v kompleksni ravnini,
ki imajo isti argument, denimo kot a. Tocke s tega poltraka lahko zapiSemo na naslednji
nacin:

{zeC|agz=a}={z=r"|r>0}.

Preslikava f, podana s predpisom f(z) = 2%, to mnoZico preslika v mnoZico

{7‘26i2a | r > 0} ,
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kar je spet poltrak, tokrat s podvojenim argumentom. Posledi¢no se za poljubna kota «
in 3, kjer je a < 3, mnozica

{z€eC |a<argz < p}
preslika v mnozico

{z€C | 2a < argz < 20}.

Zato lahko recemo, da preslikava f podvaja kote med poltraki z vrhom v izhodis¢u.
Sedaj definirajmo mnozico

HD:{ZEC } —g<argz§g},

ki jo imenujemo desna polravnina kompleksne ravnine. Na podlagi zgornjega razmi-
sleka je preslikava f : Hp — C s predpisom f(z) = z? bijekcija. Njen inverz je glavna
(prva) veja kompleksne korenske funkcije.

Podobno vpeljemo mnozico

3
HL:{Z€C|g<argZ§§}>

ki jo imenujemo leva polravnina kompleksne ravnine. Tudi preslikava f : H, — C s
predpisom f(z) = 22 je bijektivna, njen inverz pa je druga veja kompleksne korenske
funkcye.

Opomba 2.10 Podoben razmislek, kot smo ga naredili za kvadratno funkcijo, lahko na-
redimo za poljubno potencno funkcijo f : C — C, ki jo podamo s predpisom f(z) = 2",
kjer je n € N. 'V tem primeru funkcija f argumente poltrakov mnoZi z n in zato enako
deluje na kote z vrhom v izhodiscu.

2.4 Potencne vrste v kompleksnem

Najprej ponovimo nekaj osnovnih pojmov o kompleksnih zaporedjih in vrstah.
Zaporedje kompleksnih stevil (z,),en je konvergentno, ¢e obstaja tak L € C, da
velja:
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng : |z, — L| <e.

Stevilo L v tem primeru imenujemo limita zaporedja (2n)nen in pisemo

L = lim z,.
n—oo

Zaporedje (z,)nen je Cauchyjevo, e
Ve > 0,3ng € N,Vm,n > ng : |z, — 2| < e.

Ker je C poln metri¢ni prostor, je zaporedje kompleksnih stevil (z,)nen konvergentno
natanko tedaj, ko je Cauchyjevo.
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Naj bo (z;)ren kompleksno zaporedje. Stevilska vrsta je formalna vsota
21+22+Z3+"':sz-
k=1

Zgornji vrsti priredimo zaporedje delnih vsot (s, )nen, pri cemer za vsak n € N velja
=Y e
k=1

[e.e]
Ce obstaja s € C, tako da velja lim s, = s, potem pravimo, da vrsta Z 2 konvergira,
n—oo

k=1
njena vsota pa je s. To oznac¢imo tudi tako:

oo
E Zk = S.
k=1

Trditev 2.11 Naj bo Z zr kompleksna vrsta, tako da za vsak k € N velja zr, = xp + 1y,
k=1

Tk, Y € R. Tedaj vrsta sz konvergira natanko tedaj, ko konvergirata vrsti Zxk m
k=1 k=1

Z Y-
k=1

Dokaz. Vrsta sz konvergira natanko tedaj, ko konvergira zaporedje delnih vsot
k=1
(Sn)nen, pri katerem za poljuben n € N velja

n

Sp = sz = Z(xk —i—@'yk) = Zxk +izyk.
k=1 k=1 k=1

k=1

Opazimo torej, da zaporedje (s,)nen konvergira natanko tedaj, ko konvergirata zapored;ji

n n o0
(Z :L‘k> in <Z yk> , kar pa je ekvivalentno dejstvu, da konvergirata vrsti Z Tk
k=1 neN k=1 neN

k=1

in iyk. 0
k=1

[e.o]

Spomnimo, da je vrsta Z 2 absolutno konvergentna, ce je konvergentna vrsta

k=1
o

DIl

k=1

Trditev 2.12 Ce vrsta Z 2 absolutno konvergira, potem tudi konvergira.
k=1
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Dokaz. Za poljuben n € N definiramo

n n
sn:sz in Sn:Z|zk|.
k=1 k=1

Naj bosta m,n € N naravni stevili, tako da velja m > n. Potem je

m n m m
|Sm — 8| = sz—z,zk = Z 2| < Z |2k = S — Sn = |Sm — Shl-
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1
o0
Ker vrsta Z 21, absolutno konvergira, je zaporedje (S, )neny konvergentno in posledic¢no
k=1
Cauchyjevo. Zaradi zgornje ocene mora biti tudi zaporedje (s,),en Cauchyjevo, kar po-
o0
meni, da je tudi konvergentno. S tem smo pokazali, da vrsta Z 2 konvergira. [
k=1

Definicija 2.13 Kompleksna potenéna vrsta je funkcijska vrsta oblike

o0
Z ap(z — )",
k=0

kjer je zo € C in ap € C za vsak k € Ny.

o0

Lema 2.14 Ce potencna vrsta Z ar(z—20)* konvergira za nek z, € C, potem (absolutno)

konvergira tudi za vsak zo € C, za katerega velja |z — zo| < |21 — 20|; glejte sliko 2.3,

Im B

Slika 2.2: Stevilo 2, € C, za katerega velja |25 — 29| < |21 — 2.

oo
Dokaz. Naj bo z; # z5. Vemo, da vrsta Z ar(z1 — 2)" konvergira, zato je
k=0

lim ay(z; — 20)F = 0.
k—o0

Ker je zaporedje (ax(z1 — 20)*)ren konvergentno, je tudi omejeno:

M > 0,Vk € Ny : |ax(z1 — 20)*| < M.
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Ker je |22 — 20| < |21 — 20|, sledi

S k - k - 22 — 20" - |21 = 2|*
D an(za—z0)"| = > lawl [z — 20l = laxl - "
k=0 k=0 k=0 ’Zl - ZO‘
= S ot o] (1222
k=0 |21 = %

o0

S () s
|21 —Zo| et

IN

|22 — 20|

|21 — 2o
lq| < 1. Posledi¢no velja, da vrsta

kjer je ¢ = < 1. Vemo, da geometrijska vrsta konvergira natanko tedaj, ko je

o0
Z ak(22 - Zo)k
k=0

absolutno konvergira in po trditvi tudi konvergira. 0

Izrek 2.15 Za vsako kompleksno potencno vrsto
Zak(z —2)F, ap e C, 2 eC,

velja natanko ena izmed nasledngjih mozZnosti:
(1) Vrsta konvergira le za z = z.
(2) Vrsta konvergira za vsak z € C.

(3) Obstaja R > 0, tako da vrsta konvergira za vsak z € C z lastnostjo |z — 2| < R in
divergira za vsak z € C z lastnostjo |z — zp| > R.

Dokaz. Naj bo A mnozica vseh z € C, za katere potencna vrsta konvergira. Definirajmo
mnozico
Dy={l]z—2]||2€ A} CR{.
Lo¢imo naslednji moznosti:
(1) Mnozica D4 je neomejena.
Izberemo poljuben z € C in pogledamo vrednost |z — z|. Ker je D4 neomejena,
obstaja z; € A, za katerega velja |z — 29| < |21 — 2|. Vrsta konvergira za z; € A,

zato po lemi konvergira tudi za z € C. Ker smo z € C izbrali poljubno, vrsta
konvergira za vsak z € C.

(2) MnoZica D4 je omejena.
Ker je D4 omejena, obstaja sup(A) = R. Loc¢imo $e dve podmoznosti:

(2.1) R=0.

V tem primeru je ocitno, da vrsta konvergira samo za z = zj.
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(2.2) R>0.

Izberimo tak z € C, za katerega je |z — 29| < R. Ker je R supremum mnozice
Dy, obstaja z; € A, za katerega velja |z — zo| < |21 — 20| < R. Ker vrsta
konvergira za z; € A, po lemi konvergira tudi za izbrani z.

Naj bo sedaj z € C tak, da velja |z — 25| > R. Denimo, da vrsta za ta z
konvergira. Potem je z € A in posledi¢no |z — zg| € Da. Ker je |z — 2| > R,
smo torej nasli vrednost v D4, ki je vecja od supremuma te mnozice, kar je
protislovje. S tem smo dokazali, da vrsta divergira za vse z € C, za katere je
|z — 20| > R.

O

Definicija 2.16 Stevilu R € Ry iz prejsnjega izreka pravimo konvergenéni polmer
potencne vrste.

Opomba 2.17 Iz kriterijev za konvergenco vrst sledi, da lahko konvergencni polmer R
1zracunamo s pomocjo formul

Qr+1
ag

— = lim

R m lim Y |ak],

oziroma — =
k—o0

ce ustrezni limiti obstajata.

2.5 Eksponentna funkcija

Eksponentno funkcijo exp : C — C definiramo s pomocjo kompleksne potencne vrste:

exp(z) = e* = Z ok
k=0

ok
Iz realne analize vemo, da vrsta Z % konvergira za vsak z = x+i-0, x € R. Po lemi[2.14

k=0
zato ta vrsta absolutno konvergira za vse z € C. Funkcija exp je torej dobro definirana.

Naj bo z=xz+1-0, kjer je z € R. Potem velja

S SER USSR S

eF = = —_— = — =e".

zZ
k k! k!

k=0 k=0 k=0

Kompleksna eksponentna funkcija torej v tem primeru sovpada z realno eksponentno
funkcijo.
Sedaj predpostavimo, da je z = 0 + iy, kjer je y € R. V tem primeru dobimo

y e () iy oyt Y
z Yy g _ g _ g
e = e —kio ] 1—1—1' o —3'—1-4'-1—
2 4 6 3 5 7
Yy Yy ) . Yy ) Y
- (—Wz—a* >“<y—§+a—ﬁ+ >

= Ccosy +¢siny.

20



Trditev 2.18 Za vsaki kompleksni stevili z,w € C velja

oo oo
B Zk: ) " wm
e = -— m e = E —_—.
k! m!
k=0 m=0

Ker pa zgornji dve vrsti absolutno konvergirata, lahko njun produkt izracunamo kot

2 s N 1y nl k. n—k
Rl ——

=1 “(n k 2 (z 4 w)" tw
SO g e

=0 n=0

kjer smo pri predzadnji enakosti uporabili binomski izrek. O
Posledi¢no za poljuben z = x + 1y, x,y € R, velja
e” = "W = e = e"(cosy + isiny) = e” cosy + ie” siny.
Omenimo nekaj lastnosti eksponentne funkcije:
(1) Za vse z,w € C velja e*e® = e,
To sicer ze vemo po trditvi [2.18] sedaj pa lahko preverimo e na drugi nac¢in. Naj
bosta z = a4+ bt in w = ¢ + di, kjer so a,b,c,d € R. Potem je
efe” = eMectd — %(cosb 4 isinb) - e“(cosd + isind)
= e%e“(cosbcosd+ icosbsind + isinbcosd — sin bsin d)

= ¢""(cos(b+d) + isin(b+d))
ea+cei(b+d) _ ea—i-c—i—z'(b—}—d) _ e(a-i—bi)-l—(c—l—di) — Ftw

(2) Funkcija exp je periodicna s periodo 27i.
Opazimo, da za poljuben z =a+bi € C, a,b € R, velja
et = patbidaml _ pati(b42m) — pa(cog(b + 2) + isin(b + 2n))
= e%(cosb +isinb) = e%e” = T = ¢*.
Izkaze se, da je 27 tudi osnovna perioda funkcije exp.

(3) Funkcija exp nima nobene nicle.
Poiscimo vse z € C, za katere je e* = 0. Ce zapisemo z = z + iy, kjer sta z,y € R,
potem mora veljati

e” ="t = e"(cosy + isiny) = 0,

od koder sledi e® = 0 ali cosy + ¢siny = 0. Ker realna eksponentna funkcija nima
nicel, enacba e = 0 nima resitve, iz druge enacbe pa dobimo cosy = 0 in siny = 0,
kar pa prav tako ni mogoce, saj mora biti cos?y + sin?y = 1. To torej pomeni, da
enacba e* = ( nima resitev v C.
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Primer 2.19 Premislimo, kam funkcija exp preslika obmocje [1,2] x [0, 7]. Vemo, da za
z=x+1y € C, kjer sta x,y € R, velja

exp(z) = e* = e,

To pomeni, da absolutna vrednost stevila e* zavzame vse vrednosti med e in €2, argument
Stevila e* pa vse vrednosti med 0 in 7. Posledi¢no se dano obmocje preslika tako, kot kaze

slika 2.3]

10
Im

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 28 10

Slika 2.3:  Slika obmocja [1,2] x [0, 7] s funkcijo exp.

Ce domeno in kodomeno eksponentne funkcije definiramo tako, da velja
exp : R x(—m, 7] = C\{0}, exp(z)=¢€?,

potem dobimo bijektivno funkcijo.

2.6 Logaritemska funkcija
Za z € C definirajmo mnozico
log(z) ={weC | e’ =z}
Naj bo w € log(2) in w = u + v, kjer sta u,v € R. Potem je
eV =2 = "V =2 = el = |z|e' 8P

od koder dobimo
e =|z| in v=arg(z)+2km k€ Z,
kar implicira Se

u=1Inl|z| in v=arg(z)+2km keZ.
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Ce je torej z € C\{0}, lahko zapisemo
log(z) = {In|z| + i(arg(z) + 2km) | k € Z}.
Glavno vejo kompleksne logaritemske funkcije lahko definiramo kot funkcijo
Log : C\{0} — R x(—m, ],
tako da za vsak z € C\{0} velja
Log(z) = In |z| + i Arg(z),

kjer je Arg(z) € (—m, 7.
Za poljubna z,w € C, z # 0, lahko definiramo $e potenco

2% = exp(w Log(z)) = ¥,

Primer 2.20 Izra¢unajmo:
(1) Log(—1) =In| — 1| + i Arg(—1) = 0 +im = im.
(2) Log(2i) = In|2i| 4 i Arg(2i) = In2 4 7.

(3) i’ = exp(iLog(i)) = exp(i(In |i| + i Arg(i))) = exp (i - i%) =exp (—3) = e 2.

2.7 Kotne in krozne funkcije
Kompleksni funkciji sin in cos prav tako definiramo s pomocjo potenc¢nih vrst:

o (_1)k22k+1 ' B a (_1)kz2k
Qk+1 cosz= (2k)!

sin z =

k=0 k=0

Ker ti vrsti konvergirata za vsak z € R, po lemi konvergirata tudi za vsak z € C.
Opazimo, da za vsak z € C velja

o0 . k . 2 . 3 4
- 1z iz z 1z z
et :Z() — 14+ = s
k! 1 21 3! 4]
k=0
2 A 6 . 3. 5 LT
I S T TR A e TR TR T
= cosz+¢sinz.
Podobno velja
e ¥ = cosz —isin z,
zato dobimo
e¥+e ¥ =2cosz In e¥—e ¥ =2sinz
ter posledi¢no se
eiz + efiz eiz - efiz
c0szg = ———— in sinzg= -—moH—o—
2 21

Zapisimo Se nekaj osnovnih lastnosti funkcij sin in cos.

23



(1) Zakompleksni funkciji sin in cos veljajo obicajni adicijski izreki. Kot zgled dokazimo,
da za poljubna z,w € C velja

sin(z 4+ w) = sin z cos w + cos 2z sin w.
Z uporabo zgoraj zapisanih formul dobimo

1z 677,2 ezw _"_ e*’tw 612 _"_ e*’LZ ezw _ 672’!1)

. . (&
SN zZ COS W + COS 2 SINwW = 2 : 9 + 9 . 2
B ei(z—l—w) + 6z'(z—w) _ e—i(z—w) _ e—i(z+w) + ei(z—i—w) _ 6z'(z—w) 4 e—i(z—w) _ e—i(z—l—w)
N 41
26i(z+w) _ Qe—i(z—i-w) 6i(z—i—w) _ e—i(z-i-w)
= T = 5 = sin(z + w),

kar pomeni, da je formula dokazana.
(2) Funkciji sin in cos sta periodiéni. Za sin bi to preverili tako:
sin(z + 27) = sin z cos(27) + cos z sin(27) = sin z.
Izkaze se, da je 2w osnovna perioda tako za sin kot za cos.
(3) Opazimo, da ¢e je y € R, potem velja

, e et eV eV eVteV
cos(iy) = 5 S S S chy,
o e —etW eV _ev  —(e¥—eY) eV —eV

Naj bo z = x + 1y, kjer sta z,y € R. Izracunajmo realni in imaginarni del funkcije
sin:

sin z = sin(x + iy) = sinz cos(iy) + cos x sin(iy) = sinzchy + icosx shy.
Podobno dobimo tudi za funkcijo cos:

cosz = cosxchy —isinxshy.

(4) Funkciji sin in cos v C nista omejeni, kar sledi iz tocke (3).
(5) Pois¢imo nicle funkcije sin. Is¢emo torej vse z = = + 1y, =,y € R, za katere je
sinz =sinzchy +icosxshy =0,
kar pomeni, da mora biti
sinzchy=0 in cosxshy =0.

Iz prve enacbe sledi sin z = 0 in posledi¢no = = kr, k € Z. Ce to vstavimo v drugo
enacbo, dobimo cos(km)shy = 0 in zato y = 0. Nicle funkcije sin so torej Stevila
z = km, kjer je k € Z. Posledi¢no opazimo, da ima kompleksna funkcija sin enake
nicle kot realna funkcija sin, podobno pa velja za funkcijo cos.
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Definiramo lahko tudi funkciji tan in ctan:

tan:(C\{szlmr | k‘EZ} —C, tanz= sz,

2 COS 2

ctan: C\{kr | k € Z} - C, ctanz = C?SZ.
sin 2

Ob koncu razdelka vpeljimo Se krozne funkcije. Za poljuben z € C definirajmo najprej
naslednje mnozice:

arcsinz = {w e C | sinw = z},

arccosz = {w € C | cosw = z},

arctanz = {w € C | tanw = 2},
arcctanz = {w € C | ctanw = z}.

Za zacetek si oglejmo mnozico arctan z. Opazimo, da velja

W _p—iw e
24

W —tw
— €

tanw = z <—

zato dobimo Se naslednje ekvivalentne trditve:
ez‘w . e—iw — Z-Z(eiw + e—z‘w>7

= iz(e®™ + 1) = ize®™ + iz,
Pl —iz) = 1+iz,

Q2w _ 1+1z
1=z
To pomeni, da velja
) 14z
21w € log :
1—1z

in posledi¢no dobimo

1
2iw=L0g<1+m

1 141
: >+2km’, kel — w:—,Log< “,Z) Vkm, ke
—1z 24 11—z
Mnozico arctan z lahko torej zapisemo kot

1+1iz
1—1z

1
arctanz:{?Log< >+k7r|k:€Z},
i

funkcijo Arctan pa definiramo s predpisom

1 1+
Arctan z = % Log < + ZZ)
i

1—1z
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za vse z € C\{i, —i}. Podobno izpeljemo tudi

1 zZ—1

1 .
Arcctan z = iLog (Z +Z>.

Oglejmo si Se mnozico arcsin z. Opazimo, da velja

eiw _ e—iw ) )
sinw =2 <— — =2z <= Y —e " =2z,
21
kar implicira

A 1 =2ize™ = ¥ —2jze™ —1=0.

Ce vpeljemo novo spremenljivko ¢ = €™, dobimo enacbo t2 — 2izt — 1 = 0, ki ima resitvi

_ 2izi\/2—422+4 _ 2izi22\/1—22 e VIR

1,2

To pomeni, da je
iw = Log (iz & V1= 2%) + 2kni, k € Z,

kar nam da Se

1
w:—,Log(izj:\/l—zz)+2k7r, keZ.
i

Mnozico arcsin z lahko torej zapisemo kot
arcsin z = {% Log (zz + m> +2km | k € Z},
funkcijo Arcsin pa definiramo s predpisom
Arcsin z = % Log (iz + m>

Podobno izpeljemo tudi

1
Arccos z = - Log (z + V22— 1).
i

2.8 Izpitne naloge: linearna funkcija
1. V kompleksni ravnini je podan trikotnik 71" z oglis¢i —1, 1 in 4.

(a) Zapisi linearno preslikavo, ki trikotnik 7" preslika v trikotnik z oglis¢i 0, 1 in 7.

(b) Ugotovi in utemelji, kam se trikotnik 7" preslika s preslikavo f(z) = £. Skica
je obvezna.

2. 'V kompleksni ravnini sta podana kvadrat K; z oglis¢i —i, 1, ¢, —1 in kvadrat Ky z
ogliséi 0, —2i, 2 — 24, 2.

(a) Zapisi eksplicitni predpis linearne preslikave, ki K preslika na K.
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3.

(b) Ugotovi in utemelji, kam se kvadrat K, preslika s preslikavo f(z) = e**. Presli-
kano obmocje skiciraj in prikazi, kam se preslikajo posamezni robovi kvadrata
K.

V kompleksni ravnini sta podana kvadrat K z oglis¢i —2z, 2, 27, —2 in kvadrat Ky
z oglisci 0, 1, 1 + 4, 7.
(a) Zapisi eksplicitni predpis linearne preslikave, ki K preslika na K.

(b) Ugotovi in utemelji, kam se kvadrat K, preslika s preslikavo f(z) = €**. Presli-
kano obmocje skiciraj in prikazi, kam se preslikajo posamezni robovi kvadrata
K.

2.9 Izpitne naloge: ulomljene linearne preslikave

Opomba: stevilne naloge v tem razdelku so povzete ali prirejene po nalogah iz zbirk [3] in

9.

1.

Poisci predpis ulomljene linearne preslikave f, ki ohranja tocki 0 in 2, tocko oo pa
preslika v 1. Zapisi in skiciraj, kam se s preslikavo f preslika kolobar 1 < |z] < 2.

Poisci predpis ulomljene linearne preslikave f, ki tocke 0, —i in 2¢ zaporedoma
preslika v tocke —1, 0 in 3. Ugotovi in zapisi, kam preslikava f slika obmocje

D={2z€C||Rez|+|Imz| <1 A Imz > 0}.
Preslikano obmocje natancéno skiciraj in zapisi enacbe njegovih robov.

Poisci predpis ulomljene linearne preslikave f, ki tocke 0, 3 in oo zaporedoma preslika
v tocke 0, % in 1. Ugotovi in zapisi, kam preslikava f slika obmocje

D={z€C||z] <1 ANRez+Imz>1}.
Preslikano obmocje natancéno skiciraj in zapisi enacbe njegovih robov.

Zapisi ulomljeno linearno preslikavo f, ki tocke 0, 1 in ¢ preslika zaporedoma v tocke
3i, 2 + 2i in oo. Ugotovi in utemelji, kam f preslika kroznico z enacbo |z — 2i| = 1
in premico z enacbo z + 7z = 2. Zapisi enachi preslikanih krivulj in ju skiciraj.

Poisci predpis ulomljene linearne preslikave f, ki tocke 0, 1 + ¢ in co zaporedoma
preslika v tocke oo, 2 — ¢ in 1. Ugotovi in zapisi, kam preslikava f slika obmocje

D={zeC||lz+2|<2 A |z+1| > 1}.
Preslikano obmocje natancéno skiciraj in zapisi enacbe njegovih robov.

Poisci predpis ulomljene linearne preslikave f, ki tocke 1, 2 in 3 zaporedoma preslika
v tocke oo, 2 in % Ugotovi in zapisi, kam preslikava f slika obmocje

D:{ZE(C‘

1 1
z—§’<§ /\Imz>0}.
Odgovor utemelji in preslikano obmocje tudi skiciraj.
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10.

11.

12.

13.

Poisci predpis ulomljene linearne preslikave f, ki tocke 0, —1 in —2 zaporedoma
preslika v tocke 0, 1 in co. Ugotovi in zapisi, kam preslikava f slika obmocje

D:{ZGC|g<Argz<ﬂ}.

Preslikano obmocje natanéno skiciraj in zapisi enac¢be njegovih robov.

Poisci predpis ulomljene linearne preslikave f, ki tocke 1 — 7, co in 0 zaporedoma
preslika v tocke 3 4 2¢, 1 in co. Ugotovi in zapisi, kam preslikava f slika obmocje

D={zeC|lz+2|>2 A |z—4| >4}
Preslikano obmocje natancéno skiciraj in zapisi enacbe njegovih robov.

Poiséi predpis ulomljene linearne preslikave f, ki tocke 0, 4 in oo zaporedoma preslika
v tocke 0, 2 in 3. Ugotovi in zapisi, kam preslikava f slika obmocje

D={zeC| (2| <2) A (Imz—Rez<2)}.
Preslikano obmocje natancéno skiciraj in zapisi enacbe njegovih robov.

Poisci predpis ulomljene linearne preslikave f, ki tocke 0, —1 in ¢ zaporedoma pre-
slika v tocke —1, 0 in —i. Ugotovi in zapisi, kam preslikava f slika obmocje

D={2€C|(Rez—1<Imz<1—Rez) A (Rez>0)}.

Preslikano obmocje natancéno skiciraj in zapisi enacbe njegovih robov.

Poiséi ulomljeno linearno preslikavo, ki obmocje Dy = {2z € C | |z2| <1 A Imz > 0}
preslika na Dy ={z € C | Rez >0 A Imz > 0}.

V kompleksni ravnini sta dani mnozici

3
Dlz{z€C||z\Zl/\\z—i|§\/§} in Dy = {ZGC}ggarg(z)gz}.
Poisci predpis ulomljene linearne preslikave, ki preslika mnozico Dy na Ds.

V kompleksni ravnini je podan trikotnik 7" z oglis¢i —1, 1 in .

(a) Zapisi linearno preslikavo, ki trikotnik 7" preslika v trikotnik z oglisci 0, 1 in 1.

(b) Ugotovi in utemelji, kam se trikotnik 7" preslika s preslikavo f(z) = % Skica
je obvezna.

2.10 Izpitne naloge: druge elementarne funkcije

Opomba: Stevilne naloge v tem razdelku so povzete ali prirejene po nalogah iz zbirke [3].
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. Zapi§i konformno preslikavo, ki preslika mnozico
D:{zEC| 2] > 1 /\Ogarg(z)<%} na D'={zeC||z—2i >3}

Obe mnozici tudi skiciraj.
.V kompleksni ravnini sta podana kvadrat K; z oglis¢i —, 1, ¢, —1 in kvadrat Kj z
oglisci 0, —2i, 2 — 21, 2.

(a) Zapisi eksplicitni predpis linearne preslikave, ki K; preslika na K.

(b) Ugotovi in utemelji, kam se kvadrat K, preslika s preslikavo f(z) = €?*. Presli-
kano obmocje skiciraj in prikazi, kam se preslikajo posamezni robovi kvadrata
K.

.V kompleksni ravnini sta podana kvadrat K z oglis¢i —2¢, 2, 2, —2 in kvadrat Ky
z oglisci 0, 1, 1 + 4, 1.
(a) Zapisi eksplicitni predpis linearne preslikave, ki K; preslika na K.

(b) Ugotovi in utemelji, kam se kvadrat K preslika s preslikavo f(z) = €3*. Presli-
kano obmocje skiciraj in prikazi, kam se preslikajo posamezni robovi kvadrata
K.

. 'V kompleksni ravnini sta dani mnozici
Ki={z€C]||z|<4n]z—2>2} in Ky ={z€C| Im(z) > 0}.
Poisci predpis konformne preslikave f, ki preslika mnozico K7 na mnozico K.
Namig: MnoZico Ky najprej preslikaj v pas 0 < Im(z) < 4.
. Dana je funkcija f : C — {x+iy | (z > 0)V(z = 0Ay > 0)} s predpisom f(z) = /=
in obmocje D ={z € C | (]z| > 1) A (3F < argz < 2F)}.
(a) Resi enacbo 22 = —1 —/3i in izracunaj f(—1 — v/3i).
(b) Ugotovi, kam funkcija f preslika obmocje D. Preslikano obmocje zapisi in
skiciraj.
(c) Naj bo funkcija g : C\ {0} — R x (—m, 7| podana s predpisom ¢(z) = Log z.
Ugotovi, kam se s funkcijo g o f preslika obmocje D.

. Podani sta funkciji f : C = {z+iy | (t >0)V(r=0Ay>0)}ing:C\ {0} —
R x (—m, x| s predpisoma f(z) = y/z in g(z) = Logz. Naj bo obmocje D podano
kot

D={zeC|(e<|z| <e*’)ARez < 0)}.

(a) Obmocje D preslikaj s funkcijo f.
(b) Naj bo h(z) =ig(z) za vsak z € C\ {0}. Obmocje D preslikaj s funkcijo h.

V obeh primerih preslikano obmocje zapisi in skiciraj.
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7. Funkciji f:C —»{z+iy | (x >0)V(r=0Ay>0)}ing: C\ {0} - R x (—m,7]
sta podani s predpisoma f(z) = +/z in g(z) = Log 2. Podana je Se mnozica D:

D ={ze€C\{0} | |[Rez| =|Imzl}.
(a) Naj bo h(z) = (1 +1)f(z) za vsak z € C. Mnozico D preslikaj s funkcijo h.
(b) Mnozico D preslikaj s funkcijo g.
V obeh primerih vse korake natanc¢no utemelji in skiciraj preslikano mnozico.

8. (a) Izratunaj Log(3 + 3i) in resi enacbo e* = 3 + 3i.

(b) S funkcijo s predpisom f(z) = Log(z) preslikaj mnozico

I={zeC||z| € [1,¢],arg(z) € [0, 7]}.
Mnozico I in preslikano mnozico tudi skiciraj.

9. Dana je funkcija f : C — C s predpisom f(z) = cosz.

(a) Ugotovi, kam se s funkcijo f preslika poltrak
D,={z€C|Rez=a,Imz >0}, kjer jea € (—%,%

).
(b) Kam se preslika daljica Dy = {z € C|Imz = b, =5 < Rez < T}, kjer je
b>07

(c) Kam se s funkcijo f preslika obmocje
D:{ze(c\ —g<Rez<g/\Imz>0}?

(d) Resi enacho sin z + cos z = 2.
10. Dana je funkcija f : C — C s predpisom f(z) = cos z.

(a) Poiséi vse z € C, za katere velja f(z) = 2.

(b) Ugotovi in utemelji, kam se s funkcijo f preslika premica
P, ={z € C| Rez = a}, kjer je a € [0, 7] konstanta. Skice so obvezne.

(c) Ugotovi in utemelji, kam se s funkcijo f preslika mnozica
D={ze€C|0<Rez <}

11. Dana je funkcija f : C — C s predpisom f(z) = shz.

(a) Dokazi, da za vse z,w € C velja sh(z + w) = shzchw 4 chzshw. Nato
izracunaj realni in imaginarni del funkcije f.

(b) Ugotovi, kam se s funkcijo f preslika daljica

Da:{z€C| Rez=ua,Imz € [—g,g}},

kjer je a € R konstanta. Kam se preslika mnozica [0, 00) x [—%,%]? Skice so
obvezne.
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12. Dana je funkcija f : C — C s predpisom f(z) = ch z.

(a) Poisci vse z € C, za katere velja f(z) = 1.

(b) Preveri, da za vse z,w € C velja ch(z + w) = ch zchw + sh z shw. Zapisi tudi
realni in imaginarni del funkcije f.

(c) Ugotovi, kam se s funkcijo f preslika mnozica tock D, = {z € C | Imz = a},
kjer je a € (0, %) konstanta. Skice so obvezne.

13. Dokazi, da za vsak z € C velja
|sh(Im 2)| < |cosz| < ch(Im z).

Kaksno oceno dobimo, ¢e je z € R?
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Poglavje 3

Kompleksni odvod

3.1 Definicija odvoda

Naj bo D C C poljubna mnozica. Funkcija f : D — C je zvezna v tock: zy € D, ce
velja:
Ve>0,30>0,Vz€D:|z—2| <d = |f(2) — f(20)] <e.

Ce je funkcija f : D — C zvezna v vsaki tocki zy € D, potem pravimo, da je zvezna.

Sedaj predpostavimo, da je f : D — C definirana na neki okolici tocke 2z, € C, razen
morda v tocki zy. Funkcija f ima limito L € C, ko gre z — 2y, Ce je resnic¢na naslednja
izjava:

Ve>0,30>0,V2eD:0<|z—2|<d = |f(z) —L| <e.

V takem primeru pisemo
L = lim f(2).
Z—20
Ce mnozica D vsebuje tudi tocko z, potem zlahka preverimo, da je f zvezna v tocki
2o € D natanko tedaj, ko velja lim f(2) = f(20).
Z—r20

Lastnosti:

(i) Naj bo D C C. Ce sta funkciji f : D — Cin g : D — C zvezni, potem so zvezne
tudi funkcije f + g, f — g in fg.

(i3) Ce je funkcija f zvezna in a € C, potem je a - f zvezna funkcija.

(#41) Naj bosta Dy, D, C C. Ce sta funkciji f : Dy — C in g : D, — C zvezni, pri
cemer je zaloga vrednosti funkcije g vsebovana v mnozici Dy, potem je zvezna tudi
funkcija f o g.

Kot ze vemo, lahko funkcijo f : D C C — C, ki = + iy preslika v u(z,y) + iv(z,y),
obravnavamo tudi kot funkcijo f : D C R? — R?, ki par (z,y) preslika v (u(z,y),v(z,y)).
Pri tem sta u, v funkciji dveh spremenljivk, ki slikata iz D v R. Opazimo, da je f: D C
C — C zvezna v zy = 79 + 9o € D natanko tedaj, ko je f : D C R? — R? zvezna v tocki
(x0,Y0). Posledi¢no to pomeni, da je f zvezna natanko tedaj, ko sta zvezni funkeciji w in
.
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Definicija 3.1 Naj bo D C C poljubna odprta mnoZica in zy € D. Funkcija f : D — C
je odvedlyiva v tocki zy, ce obstaja limita

. f(z0 + Az) — f(2) ~ lim f(2) = f(20)

Az—0 Az Z—20 zZ— 2

= f'(#0)-

Opomba 3.2 Veljajo obicajne formule za odvod vsote, razlike, produkta, produkta s stevilom,
kvocienta, kompozituma in inverzne preslikave, ki jih dokazZemo na enak nacin kot pri re-
alni analizi.

Primer 3.3 Alije f: C — C, f(z) = 2%, odvedljiva v tocki zg € C? Izracunajmo

f(z) = f(20) ~ lim 2 — 25 (2 — 20)(2 + 20)

f'(20) = lim = lim
Z—20 zZ— 20 zZ=20 2 — 20 zZ—20 zZ— 20
= lim (2 + 2) = 22.
Z—r20

To pomeni, da velja f'(z) = 2z za vsak z € C.
Opomba 3.4 Vse eclementarne funkcije v C so odvedljive in jih odvajamo tako kot v R.

Primer 3.5 Preverimo, ali je funkcija f : C — C, f(z) = Z, odvedljiva. Izra¢unajmo

. flz+Az)— f(2) . (z4+Az)—z2 . Z+Az-Z
lim = lim — = lim ———
Az—0 Az Az—0 Az Az—0 Az
I Az . Ax+iAy ! Az — 1Ay
= lim — = lim —— = lim ———~.
Az—0 Az Az—0 Ax + 1Ay Az=0 Ax + iAy
Sedaj si oglejmo dve moznosti:
3 Axr —iA A
(1) Ceje Az = Az +1i-0, potem je AILIEOAETEA?; = AgicIEOA_i = 1.
= Azr —iA —iA
(i7) Ce je Az =0+ iAy, potem je lim el A il

—— = lim
Az—0 Az 4+ 1Ay Ay—0 Ay
S tem smo preverili, da zacetna limita ne obstaja in posledi¢no funkcija f ni odvedljiva v

tocki z.

Izrek 3.6 Ce je funkcija f: D C C — C odvedljiva v tocki zy € D, potem je v tej tocki
tudi zvezna.

Dokaz. Dokazati zelimo, da je f zvezna v tocki zy € D. Dokazali bomo ekvivalentno
trditev, ki pravi, da velja lim f(z) = f(20) oziroma lim (f(z) — f(20)) = 0. Opazimo, da
Z—20 220

velja
Jim (f(2) = f(=)) = ZIL@O%;(ZO)(Z — %) = lim f(zz, = 50(20) lim (2 = zo)

= fl(Zo) -0=0.

Odvedljiva funkcija je torej vedno tudi zvezna, medtem ko obratna trditev v splosnem ne
velja.
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Definicija 3.7 Naj bo D C C poljubno obmocje. Ce je funkcija f : D — C odvedljiva v
vsaki tockt mnozice D, pravimo, da je f holomorfna na mnoZici D.

Definicija 3.8 Holomorfno funkcijo f : C — C imenujemo cela funkcija (f je holo-
morfna na C).

Trditev 3.9 Naj bo D C C poljubno obmocje. Denimo, da sta funkciji f,g : D — C
odvedljivi v tocki zg € D in da velja f(z0) = g(z0) =0, ¢'(20) # 0. Potem velja
f(z) _ ['(20)
m —= = .
=== 9(2)  g'(20)

Dokaz. Izracunajmo:

) = flz) o fE) = ()

f(Z) f(Z) - f(Zo) . Z— 2 z—z0 Z— 2 f/(Zo)
w0 g(z) =m0 g(2) — g(z0) =m0 9(2) — g(z0) i ) —9(0)  g'(20)
Z— 20 220 Z— 20

O

Izrek 3.10 (Cauchy-Riemann) Funkcija f: D C C — C, f = u+ iv, je odvedljiva v
tocki zo = xo + iyg € D, xo,y0 € R, natanko tedaj, ko sta funkciji u in v diferenciabilni v
tocki (xo,yo) in velja

Ux(xm yO) = Uy(xm yO)
uy(z0,40) = —vz(20,Y0)-
Opomba 3.11 1. Enacbama v izreku pravimo Cauchy-Riemannovi enacbi (na kratko

CR-enacbi).
2. Diferenciabilnost funkcij u in v v tocki (zo,yo) pomeni:
u(ro + Az, yo + Ay) = u(@o,Yo) + uz(To, Yo) Az + uy (20, yo) Ay + 01 (A, Ay),
v(zo + Az, yo + Ay) = v(Zo,Y0) + va(T0, Yo) Az + vy(20, Yo) Ay + 02(Az, Ay),
. . : 01(A[L‘7Ay) T OQ(Axa Ay) _ . _ .
kjer je Alggo W = Aliglo W =0 1in Az = Az + iAy.

Dokaz. (=) Najprej predpostavimo, da je f odvedljiva v tocki zy. To pomeni, da

obstaja
lim f(zo+Az) — f(zo).
Az—0 Az
(i) Naj bo Az = Az +i-0. Zgornja limita se v tem primeru poenostavi v

flzo+ Ax) — f(20) f(zo +iyo + Ax) — f(xo + iyo)

Alggo Ax - Alglcrgo Axr

— L u(xo + Az, yo) + iv(xo + Az, yo) — (o, Yo) — 10(Z0, Yo)

= lim
Az—0 AI’

— lim u(zo + Az, yo) — ulxo, yo) + i(v(xo + Az, y0) — v(20, Y0))
Az—0 ALE

— lim u(zo + Az, yo) — u(zo, o) 4 lim v(zo + Az, yo) — v(z0, o)
Az—0 Az Az—0 Azx

= U, (0, Yo) + 10z(x0, Yo)-
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To pomeni, da velja f'(z) = u(xo, yo) + vz (0, Yo)-
(17) Naj bo Az =0+ iAy. Zgornja limita se v tem primeru poenostavi v

f (20 +1Ay) — f(20) f (o +iyo +iAy) — f(xo + iyo)

A, Ay = Jimg Ay

= lim u(zo, yo + Ay) + iv(xo, yo + Ay) — u(wo, Yo) — 1v(z0, Yo)
Ay—0 1Ay

= lim u(zo, yo + Ay) — u(@o, yo) + i(v(2o, Yo + Ay) — v(xo, Yo))
Ay—0 iAy

- Aliglo v(o, Yo + AA?/; — v(z0, Yo) B iAI;rEO u(xo, Yo + AAyg — u(Zo, Yo)

= vy(Z0, Yo) — ity (2o, Yo).
To pomeni, da velja f'(z9) = vy(xo, Yo) — iy (T0, Yo)-
Ce zdruzimo (4) in (ii), dobimo
f'(20) = uz(20, Y0) + 1020, Yo) = vy (20, Yo) — ity (20, Yo)-

0Od tod sledi

Ux(iUo, yo) = Uy(%; yo)

Uy(xm ?Jo) = _Um(a’ba yo)‘

Dokazimo 8e, da sta u in v diferenciabilni v tocki (g, yo). Definirajmo izraz

f(z0+ Az) — f(20)

Az) = — f(20).

a(Az) A f'(z0)

Ker je f odvedljiva v tocki zg, o¢itno velja Alimoa(Az) = 0. Izracunamo lahko tudi
z—

Az-a(Az) = f(z0+ Az) — f(20) — Az - f'(20)

= f(xo +iyo + Az + iAy) — f(xo + yo) — (Azx + iAy) f'(xo + iyo)

= u(wo + Az, yo + Ay) + iv(zo + Az, yo + Ay) — u(zo, Yo) — v (o, Yo)
— (Az +iAy)(us (20, Yo) + 1z (0, Yo))-

Oglejmo si realni del zgornjega izraza in uporabimo Cauchy-Riemannovi formuli:

Re(Az - a(Az)) = u(xo + Az, yo + Ay) — u(To, Yo) — te(To, Yo) AT + v, (70, Yo) Ay
= U(l‘o + Az, yo + Ay) - U(5U07 yo) - ux(%, yO)Al’ - Uy(l’o, ?Jo)Ay = 01(A$, Ay).

Ol(Am7 Ay)

= 0. Opazimo, da velja
Az

Dokazati moramo Se, da velja lim
Az—0

i | 1AL, Ay) i [Re(Az - a(Az))]
Az—0 Az Az—0 ‘AZ|
. |Az-a(Az)| .
< _— —
e
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o Ja(An Ay) | . ... o1(Ax, Ay)
To pomeni, da je Aliril() I v 0 in posledi¢no tudi Algilo A,

smo preverili, da je funkcija u diferenciabilna v tocki (z¢,yo). Podobno bi z obravnavo
izraza Im(Az-a(Az)) lahko preverili, da je tudi funkcija v diferenciabilna v tocki (xg, yo).
Dokaz v eno smer je torej zakljucen.

= 0. S tem

(<) Za drugo smer predpostavimo, da veljata CR~enacbi in da sta funkciji u, v diferen-
ciabilni v tocki (xq,yo), kar pomeni:

u(wg + Az, yo + Ay) = w(xo,Yo) + uz(T0, Yo) Ax + uy (70, yo) Ay + 01(Ax, Ay),
v(xo + Aw,yo + Ay) = (2o, Yo) + Va0, yo) Az + vy (20, Y0) Ay + 02(Ax, Ay),

01(Ax, Ay) . 09(Ax, Ay)
- @G T — m ——=
0 |Az] Az—0 Az
V nadaljevanju preverimo, da obstaja odvod funkcije f v tocki zg, pri ¢emer bomo v
spodnjem izra¢unu namesto o1(Az, Ay) in 0o(Az, Ay) nekajkrat pisali kar oy in 0,:

f(z0 + Az) — f(20)

=0in Az = Az +iAy.

S
o je

f(zo +iyo + Az + iAy) — f(xo + 1yo)

f'(z0) = Algilo Az B Alglo Az

_ iy W0t Az yo + Ay) + iv(w + Az, yo + Ay) — ul@o, Yo) — (2o, Yo)
Az—0 Az

iy Ao+ AT yo + Ay) — ulwo, yo) + i(v(zo + Az, yo + Ay) — v(wo, yo))
Az—0 Az

= lim Ua (0, Yo) AT + uy (20, Yo) AY + 01 + 1(vs (X0, Yo) AT + vy (%0, Yo) AY + 02)
Az—0 Az

= lim Uz (0, Yo) A — vy (%o, Yo) Ay + 01 + i(va (2o, Yo) Az + s (20, Yo) Ay + 02)
Az—0 Az

= lim Az (ug (20, Y0) + 102 (0, o)) + Ay(—va2(To, Yo) + ita (%o, Yo)) + 01 + 10
Az—0 Az

iy AT+ DY) (U (w0, 9o) + 10 (w0, 40)) + 01(A, Ay) + i0s(Ax, Ay)
Az—0 Az

= uy (20, Yo) + 10 (Z0, Yo) + i W +i lim —OQ(AX;A?J)

= U (20, Yo) + 10 (T0,Yo) + 0+ 7 - 0 = uy(zo, Yo) + vz (X0, Yo)-

Opazimo torej, da je funkcija f odvedljiva v tocki zy, kar zakljuci dokaz. OJ

3.2 (Geometrijski pomen odvoda

V prejsnjem razdelku smo pokazali, da je funkcija f : D C C — C, f = u+ v, odvedljiva
natanko tedaj, ko sta funkciji u, v diferenciabilni in velja u, = vy, u, = —v,.

Po drugi strani ponovno opomnimo, da lahko na funkcijo f : D C C — C gledamo
tudi kot na funkcijo f : D C R? — R?, ki poljuben par (z,y) preslika v urejeni par
(u(z,y),v(z,y))-

Ce je torej f : D C C — C odvedljiva v tocki zy = xg + iyg, potem sta funkciji u, v
diferenciabilni v tocki (g, o), zato sledi, da je tudi funkcija f : D C R? — R? diferencia-
bilna v tocki (zg,yo). Posledi¢no to pomeni, da obstaja realna matrika A velikosti 2 x 2,
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da velja

A
f(xo + Az, yo + Ay) = f(zo,90) + A- {Aﬁ + o(Az, Ay),

pri cemer je
A= [Ux(ﬁo,yo) Uy(930>y0)}
vz (%0, Yo)  vy(To, Yo)
Jacobijeva matrika parcialnih odvodov funkcij u in v.
V primeru, ko je funkcija f : D C C — C odvedljiva v tocki zg = x¢+1yo in f'(20) # 0,
pa lahko na matriki A uporabimo tudi Cauchy-Rimenannovi enacbi:

A= [Ux(fl?myo) Uy (xojyo)] _

Uz (2o, yo) — (o, yo)}

vz(Z0,Y0) vy (T, Yo) x(il? U (0, Yo)
uz (T0,50) _ vz (20,Y0)
ug (z +(vz(z ug (Zo, 24 (v (o, 2
- Vot WP |V
V(U2 (20,90)2+(ve (w0,90))?  / (a(€0,50)) 2+ (v2(z0,90))?

Od tod dobimo _
N ety

sinp  cosp

kjer je p = arg(f’(20)) argument kompleksnega Stevila f'(zp).

Sklep. Naj bo funkcija f : D C C — C odvedljiva v tocki zg € D, pri cemer je f'(zy) # 0.
V okolici tocke zy lahko preslikavo f dobro aproksimiramo s pomocjo preslikave, ki je enaka
raztequ za faktor |f'(20)| in zasuku za kot arg(f'(zo)).

Primer 3.12 Naj bo funkcija f : C — C podana s predpisom f(z) = z* in naj bo
2o = 1 +1i. Opazimo, da je f(z) = (1 +1)3 = —2 + 2i. Po drugi strani je f/(z) = 32>
in posledino f'(z9) = 3(1 4 4)* = 6i, od koder dobimo |f’(z)| = 6 in arg(f'(z0)) = 5.
To pomeni, da lahko v okolici tocke 1 + ¢ preslikavo f dobro aproksimiramo s pomocjo

preslikave, ki je enaka kompozitumu raztega za faktor 6 in zasuka za kot 7 (glejte sliko

31).

Im N Im N
f
>
fz0) 3-eeeeeeeeeey 2
20 |
(2 —
1 Re -2 Re

Slika 3.1: Obnasanje funkcije f v okolici tocke zg.
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3.3 Konformnost

Definicija 3.13 Funkcija f : D C C — C je konformna, ce ohranja kote med krivu-
ljama po velikosti in orientaciji.

Opomba 3.14 1. Kot med krivuljama v neki skupni tocki je kot med tangentnima
vektorjema na dani krivulji v tej tocki (slika .

Ko

Slika 3.2: Kot ¢ med krivuljama Iy in Ks.

2. Spomnimo, da je parametrizacija neke krivulje K v R? funkcija 7 : [a,b] — K,
ki je zvezna in surjektivna. Zapisemo jo v obliki 7(t) = (x(t),y(t)) za vsak t €
[a,b]. Podobno je parametrizacija neke krivulje K v C funkcija z : |a,b] — K,
ki je zvezna in surjektivna; glejte sliko . Zapisemo jo v obliki z(t) = z(t) +
iy(t) za vsak t € la,b]. Glede na to, da za to interpretacijo potrebujemo obstoj
tangentnih vektorjev na krivuljo, bomo v nadaljevanju predpostavili, da za krivulje
obstaja regularna parametrizacija, kar zagotavlja, da obstaja 2(t) = &(t) + iy(t) in
velja 2(t) # 0 za vsak t € [a,b].

z(b)

Slika 3.3: Parametrizacija krivulje K.
Izrek 3.15 Naj bo f : D C C — C holomorfna funkcija in zg € D. Ce je f'(z) # 0,
potem je funkcija f konformna v tocki zg.
Dokaz. Naj bo K C D krivulja v C, ki poteka skozi tocko zy. Naj bo Se z : [a,b] — K
regularna parametrizacija krivulje IC in z(t) = «(t) + iy(t) za vsak t € [a,b]. Potem
obstaja tak ty € [a,b], da velja
Z(tg) =20 = l’(to) + Zy(t0>
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Odvod parametrizacije z v tocki ¢, je
2(to) = x(to) + iy(to),

kar predstavlja tangentni vektor na krivuljo K v tocki zo (slika [3.4)).
z(b)

Slika 3.4: Tangentni vektor na krivuljo K v tocki z.

Krivuljo I preslikamo s funkcijo f = u + iv, da dobimo krivuljo f(K), ki ima para-
metrizacijo z; = f o z. Za poljuben t € [a, b] torej velja

alt) = f(=(0) = fla(t) +iy(t))
= ula(t) y(t) + iv(a(t), y(1)):

Izracunajmo odvod parametrizacije 2;:

Z(t)
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=

= 0
= (1) f'(=(t

Ce v zgornjo enakost vstavimo ¢ = to, dobimo
Z1(to) = £(to) - f'(2(t0)) = £(to) - f'(20) # 0.

Opazimo, da je kot med tangentnim vektorjem na krivuljo IC v tocki zy in pozitivno
smerjo realne osi enak arg(%(ty)) (slika [3.5).

Po drugi strani je kot med tangentnim vektorjem na krivuljo f(K) v tocki f(zp) in
pozitivno smerjo realne osi enak arg(zi(tp)). Ocitno pa oba kota povezuje naslednja
enakost:

arg (4 (to)) = arg(Z(to)) + arg(f(20))-
Ce oznacimo o = arg(f'(z)), potem velja

arg(1 (t0)) = arg(3(to)) + o

Naj bosta Ky in Ky dve krivulji, ki potekata skozi tocko zy. Naj bosta Se 1 in o
kota, ki ga tangentna vektorja na krivulji Ky in Ky v tocki zy oklepata s pozitivno smerjo
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Im 4

Slika 3.5: Kot arg(Z(to)).

realne osi. Kot med krivuljama KC; in Ky je potem enak ¢; — 5. Iz zgornjega razmisleka
pa sledi, da je kot med krivuljama f(/C;) in f(/Cq) v tocki f(zo) enak

(o1 +a) — (w2 +a) =p1 — @,

kar zakljucuje dokaz. O

Primer 3.16 Funkcija f : C — C je podana s predpisom f(z) = z2. Naj bo e 29 = 0
terpy ={z=2+iyeClae>0,y=ztinp={z=xz+iyecC|lz=0,y >0}
dva poltraka, ki vsebujeta tocko zy = 0. Zlahka preverimo, da se s funkcijo f poltrak p;
preslika v poltrak p) =ps ={z =2z +iy € C| x =0, y > 0}, poltrak p, pa se preslika v
poltrak p), = {z =z +1y € C | x <0, y = 0}. Opazimo, da je kot med poltrakoma p;
in py enak 7, kot med poltrakoma p) in pj pa znasa 7 in torej ni enak prej omenjenemu
kotu (glejte sliko [3.6). Razlog za to je dejstvo, da velja f'(z9) = 229 = 0.

Im f(z) = 22 Im
T /\ T .
D2 by

b1

s
~ y 5/
|

Re

Re

Slika 3.6: Kot med poltrakoma p; in ps oziroma p) in pi.

3.4 Odvodi elementarnih funkcij

Navedimo odvode nekaterih elementarnih funkcij.
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(1) Polinome in racionalne funkcije odvajamo enako kot v R.
(2) Najbo f:C — C, f(z) = e*. Potem velja
f(z) = f(zx+iy) = e*(cosy +isiny) = e* cosy + ie” siny.

Funkcijo f lahko torej zapisemo v obliki f = u + iv, kjer je u(x,y) = e*cosy
in v(z,y) = e*siny. Preverimo lahko, da velja u,(z,y) = vy(x,y) = e"cosy in
uy(z,y) = —vy(zr,y) = —e"siny. Po Cauchy-Riemannovem izreku sledi, da je
funkcija f odvedljiva. Prav tako velja

1'(2) = ug(x,y) + ivg(x,y) = " cosy + ie” siny = €°.

S tem smo preverili, da je f'(z) = e* za vsak z € C.
(3) Naj bo f:C — C, f(z) =sinz. Izratunajmo odvod:
. o, . .
, B e'LZ _ e—ZZ B i iz o iz . B elZ + e—lZ B
f'(z)= (—z ) =5 (e -i—e*(—i)) = —y — =cosz.

Podobno lahko preverimo, da za funkcijo f : C — C, f(z) = cos z, velja f'(z) =
—sin z.

(4) Najbo f:C\ {0} — C, f(z) = Logz. Seveda za vsak z € C\ {0} velja

Log z

(& = Z.

Ce obe strani odvajamo, dobimo
e"8%(Logz) =1,

od koder sledi
1 1

r_ _ -
(Log 2)" = sz = 5

To pomeni, da velja f'(z) = L za vsak z € C\ {0}.
(5) Naj bo f:C\ {i,—i} — C, f(2) = Arctan(z). Izracunajmo odvod

. 1 1+iz\ 1 1—iz [(1+4+iz)
Je) = (ZLQg1—z’z) :Z'1+z‘z'<1—z‘z)
11—z i(1—d2) — (1 4a2)(—)

2% 1+4iz (1—iz)?
1 2 1
T2 (I+i2)(1—iz) 1422
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3.5 Izpitne naloge: kompleksni odvod

Opomba: nekatere naloge v tem razdelku so povzete po nalogah iz zbirk [10] in [6]. Ponekod
je to tudi posebej oznaceno.

1. Naj bo f(z) = sin(iz) — 2%
(a) Zapisi realni in imaginarni del funkcije f ter preveri, ali je f holomorfna.
(b) Izracunaj integral / %dz.
|z|=3
2. (a) Dana je funkcija f : C — C s predpisom

1

f(2) Ve (> +72%) + %MQ

Ali je f cela funkcija? Ce ni, poiséi vse tocke, v katerih je f odvedljiva.
(b) [6] Naj bosta f,g : C — C holomorfni funkciji, tako da velja f'(z) = ¢'(z) za
vsak z € C. Pokazi, da se f in g razlikujeta za konstanto.

3. [10] Poisci vse holomorfne funkcije f(z + iy) = u(x,y) + iv(x,y), za katere povsod
velja
U(l‘,y) + U($a y) = :L,Z - y2‘

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.
4. [10] Poiséi holomorfno funkcijo s predpisom f(z +iy) = u(z,y) +iv(zx,y), za katero

povsod velja
v(z,y) =142 —2zy in f(0) =3+ 4.

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.

5. Poiséi holomorfno funkcijo s predpisom f(z + iy) = u(x,y) + iv(x,y), za katero
povsod velja
v(z,y) = 4zxy — 3y in f(0) = 0.
Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + 7.
6. [I0] Poisci holomorfno funkcijo s predpisom f(x +1iy) = u(x,y) + iv(x,y), za katero

povsod velja
u(z,y) = 2° — 3zy® —y in £(0) = 1.

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.

7. Poisci holomorfno funkcijo s predpisom f(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y), za katero
povsod velja
v(x,y) = 3z%y — y* + 4oy — z in f(0) = 1.

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Pois¢i holomorfno funkcijo s predpisom f(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y), za katero
povsod velja
u(z,y) = v* — 3zy* + 22y in f(0) = 2i.

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy (brez uporabe Re z in Im z).

Poisci vse holomorfne funkcije s predpisom f(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y), za katere
povsod velja
v(z,y) = 2chz cosy.

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.

[10] Poisci holomorfno funkcijo s predpisom f(x +iy) = u(x,y) +iv(z,y), za katero
povsod velja

u(z,y) =xcosxchy +ysinxshy in f (g) =0.

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.

Poiséi holomorfno funkcijo s predpisom f(z + iy) = u(x,y) + iv(x,y), za katero
povsod velja

v(x,y) =ye® cosy + ze®siny in f <gz> = 0.
Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.

Poiséi holomorfno funkcijo s predpisom f(z + iy) = u(x,y) + iv(x,y), za katero
povsod velja
v(z,y) = cosxshy + 2zy — z in f(0) = 2.

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.

Poiséi holomorfno funkcijo s predpisom f(z + iy) = u(x,y) + iv(x,y), za katero
povsod velja

v(z,y) =x 4+ ysinzchy + xshycosz in f(0) =0.
Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.

Pois¢i holomorfno funkcijo s predpisom f(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y), za katero
povsod velja

u(z,y) = cosxchy —2* +y* — 3y in f(0) =1 +1.
Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.

Poiséi holomorfno funkcijo f s predpisom f(x + iy) = u(z,y) + iv(x,y), za katero
povsod velja
v(x,y) = e"cosy — x> +y* + 2y in £(0) = .

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke z = x + iy.

Pois¢i holomorfno funkcijo f s predpisom f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y), za katero
povsod velja

u(x,y) =sinzchy +2° — 3zy> — 2y in f(0) = 3.

Resitev izrazi kot funkcijo spremenljivke 2z = = + iy (brez uporabe Re z in Im z).
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Poglavje 4

Integracija kompleksnih funkcij

4.1 Definicija integrala

Naj bo D C C poljubno obmocje in f : D — C omejena funkcija. Naj bo se K C D
orientirana, enostavna ali enostavno sklenjena krivulja s kon¢no dolzino, kjer je a € K
zacetna tocka, b € K pa konc¢na tocka na tej krivulji.

Na krivulji I v smeri orientacije po vrsti izberemo tocke a = zg, 21, 29,...,2, = b.
Mnozico A = {zo, 21, . .., 2, } imenujemo mnoZica delitve krivulje . Definirajmo Se

pa = max{|zy — zk_1| | K € {1,...,n}},

kar predstavlja najvecjo izmed vseh razdalj med kompleksnimi stevili s sosednjimi indeksi.
Zavsak k € {1,...,n} na krivulji K med tockama z,_; in zj izberemo poljubno tocko &;
glejte sliko [4.1]

w=a=b=z,

Slika 4.1:  Orientirana enostavna oziroma enostavno sklenjena krivulja /C.

Vpeljimo vsoto

oalf) =Y F(&)(ar = 21-1)-

Definicija 4.1 Ce obstaja L € C, za katerega je

lim O'A(f> = L,

pa—0
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potem Stevilo L imenujemo kompleksni integral funkcije f po krivulji IC. V tem primeru
pravimo, da je funkcija f (kompleksno) integrabilna po krivulji IC, njen integral pa

0znacimo / /
L= | f(z)dz= [ fd-=.
K K

Naslednji izrek pove, da lahko kompleksni integral izrazimo s pomocjo dveh krivuljnih
integralov vektorskih funkcij.

Izrek 4.2 Naj bo funkcija f: D C C — C, f = u+ v, integrabilna po krivuly IC C D.
Potem velja

/f(z) dz = /(u, —v) df'—i—i/(v,u) dr.

K K K

Dokaz. Naj bo z, = xp + iyx za vsak k € {0,1,...,n} in §& = cx + idy za vsak
ke {l,...,n}, kjer so xx, yx, ¢k, dr, € R. Ker je f = u + iv, dobimo

oa(f) = D F(&) (2 — z1)

n

= Z (ulew, di) + iv(cr, di)) (2 — ze-1) + 1(yk — Yr-1))

k=1
n

= (u(ck, di)(zr — vp-1) — v(Ck, i) (Yr — Yr—1))

el

+

(v(ew, di) (o — Tp—1) + ulcr, di) (Y — Yr-1))

3 =
Il

= (u(ek, di), —v(ck, di)) - (Tk — Tr—1, Yk — Yr—1)

i
S =

+ iy (v(ew, di), (e, di)) - (T — Ti—1, Yo — Yi—1)-
1

B
Il

Ko na obeh straneh dobljene enakosti posljemo pa proti 0, dobimo enakost

/f(z) dz=/(u, —v) dF—l—z’/(v,u) dr.

K K

0

Trditev 4.3 Za integriranje kompleksnih funkciy f,g : D C C — C weljajo naslednje
lastnosti (ob pogoju, da vsi navedeni integrali obstajajo):

(1) Za poljubna o, B € C je [ (af +Bg)dz=a | fdz+ 5 | gd-z.
/ [r]

K
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(2) /fdz = — / fdz, kjer je =K krivulja, ki ima nasprotno orientacijo kot K.
K

(3) / fdz= /fdz+ / f dz, kjer krivulja ICy poteka od tocke a do tocke b, krivulja

KC1UK2 K1
ICo pa od tocke b do tocke ¢ (zacetna tocka krivulje Ky je torej enaka konéni tocki

krivulje ICy ).

(4) /1dz =b— a, kjer krivulja K poteka od tocke a do tocke b.

(5) / fdz| < / |f|ds, pri ¢emer drugi integral predstavlja krivuljni integral realne
skalame funkczye

Dokaz. V vseh primerih bomo pokazali zveze med ustreznimi vsotami po mnozici delitve
dane krivulje, zapisane rezultate pa nato dobimo, ko posljemo pa proti 0. Naj bo torej
A = {zy,21,...,2,} mnozica delitve krivulje I, tocka & pa naj na krivulji I lezi med
Zk—1 in zg pri poljubnem k € {1,...,n}.

(1) Opazimo, da je

n

oalaf+B8g9) = > (af +Bg) (&) (2 — z1)

k=1

= > (af(&) + Bg(&) (2 — z1)

k=1

= a) (&) —2) + B 9(&) (2 — 2r1)
_ a.;A(f)Hi-aA(g% _

Sl

od koder dobimo zeleni rezultat.

(2) Za potrebe te tocke ozna¢imo s oa(f; K) ustrezno vsoto za krivuljo K, s oa(f; —K)
pa ustrezno vsoto za krivuljo —/C. Potem velja

fok )(2k-1 — 2k) fok (21 — 2-1) = —oa(f; K),

kar smo zeleli pokazati.

(3) Naj bo A = {z0,21,...,2i-1, %, Zit1, - - - » 2o} Mnozica delitve krivulje Ky U Ko, kjer
jea =z, b=z in ¢ = z,. Potem je Ay = {zy, 21, ..., 2} mnozica delitve krivulje
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K1 in Ay ={z;, zi41, . . ., 2o} mnozica delitve krivulje ICy. Ocitno velja

oalf) = D F&)(zr— 21

= > f&@) (= — 1) + Z S (&) (2 — 26-1)
= UAl(f) + UAz(f)‘

(4) Opazimo, da je

3

oa(l) = 1-(zp—2p21) =20, —20=b—aq,
k=1

kar zakljucuje dokaz tocke (4).
(5) Ocitno velja

n

> F(&) (2 — 1)

k=1

3

loa(f)] = < > f&)] - [k — zra| = aallf]),

k=1

kar implicira rezultat zadnje tocke.

0J

Izrek 4.4 Naj bo f : D C C — C integrabilna funkcija po krivulji I C D, ki jo lahko
podamo z odeskoma zvezno odvedljivo parametrizacijo z : [a,b] — K. Potem velja

JECLE / F0)(0) dt.

Dokaz. Naj bo z(t) = z(t) + iy(t) za vsak t € [a,b], pri ¢emer sta x,y realni funkciji.

Vemo, da velja
/f(z) dz = /(u, —v) df'—i—i/(v,u) dr.
K K K
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Po izreku o racunanju krivuljnega integrala realne vektorske funkcije sledi

/f(Z)dZ = /(U(x(t),y(t)),—v(x(t%y(t)))'(i?(t),z)(t))dt

- / Fe(t)() dt,

kar pomeni, da je dokaz zakljucen. U

Oglejmo si nekaj primerov uporabe zadnjega izreka.

Primer 4.5 (1) Izracunajmo integral /Re(z) dz, kjer je Ky daljica od tocke 0 do tocke

144 (slika [4.2).

Im 4

7

0 1 Re

Slika 4.2: Krivulja ;.

Opazimo, da je z : [0, 1] — Ky, kjer je z(t) = t+it za vsak t € |0, 1], parametrizacija
krivulje /Cy. Ocitno velja 2(t) = 1 + 4, zato dobimo

1 1
AV

/Re(z) dz — /Re(t—i—it)z’(t) dt — /t(1+i) dt = (1 +1) (5)

K1 0 0
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(2) Izracunajmo integral / Re(z) dz, kjer je krivulja Ky podana s parametrizacijo z :

Ko
[0,1] = Ko, 2(t) =t +it? za vsak t € [0, 1] (slika[4.3).
Im 4
‘ 141
e ,
Ko
0 1 Re

Slika 4.3: Krivulja Ks.

Opazimo, da je £(t) = 1 + 2it za vsak t € [0, 1]. Tako dobimo

/Re(z) dz =

Ko

1

Re(t + it?)(1 + 2it) dt = /t(l + 2it) dt

0
1
t2
tdt+z’/2t2dt: <5>
0

()
0 3
_|_

1

0

= 1.

|
ST e S L

Wl o

(3) Izracunajmo integral / Re(z) dz, kjer sta Ky in Ky krivulji iz prejsnjih dveh

’CQU(*]Cl)
primerov (slika [4.4).
Im
. L+1
R ,
K
Ko

0 1 Re

Slika 4.4:  Krivulja ICo U (—/4).
Z uporabo tock (3) in (2) trditve {4.3[ dobimo

/ Re()d> — / Re(z) d= + / Re(2) d=

/CzU(—/Cl) Ko —K1
= /Re(z) dz — /Re(z) dz
’Cg ’Cl

B <1+2,) (1+1,>_z’
RV EEL 272" T %
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(4) Izracunajmo integral / 2% dz, kjer je K pozitivno orientirana kroznica, podana z

K
enacho |z| = 1 (slika [£.5).

Slika 4.5: Krivulja K.

Opazimo, da je z : [0,27] — K, kjer je z(t) = cost + isint = €' za vsak t € [0, 27],
parametrizacija krivulje K. Ocitno velja 2(t) = ie" za vsak ¢ € [0, 27], zato dobimo

27 2m
/22 dz = /( zt Zezt dt = / 2it 1t /dztdt
K 0 0
PR SN LS S S S PR
= i 32_(6 )0—3(6 1)—3(1 1) =0.

(5) Naj bo K daljica od tocke —1 do tocke 1, Ky daljica od ¢ do 1 ter K3 daljica od —1
do i. Krivulja £ = K; U (=K3) U (—K3) je torej pozitivno orientiran rob trikotnika

z ogliséi —1, 1 in i (slika [4.6).
Im1
1

/Cg ICQ

— —

Slika 4.6:  Krivulja K.

Naj bo z; : [-1,1] = Ky, z(t) = t parametrizacija krivulje ICq, 2z : [0,1] — Ko,
29(t) = t+i(1—t), parametrizacija krivulje Ko in 23 : [=1,0] — K, 23(t) = t+i(1+1),
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parametrizacija krivulje K3. Izracunajmo integral

/zdz = /zdz+/zdz+/zdz

—Ks —K3
/zdz—/zdz—/zdz
ICo
1

/t+zl—t 1—z’)dt—/(t+z’(1+t))(1+z’)dt

L—ﬂ—w(?—i“;”)

_ 1—1);(1“) (1+¢)%(¢—1)

I

|
~
—_
8
~

1 0

—(1+14) <§+z‘(lzt>2>

-1

0

(1+4) + <1+@);(1—¢):o.

1
(6) Izracunajmo integral / —dz, kjer je K pozitivno orientirana kroznica, podana z
z
K

enachbo |z| = 1. Ponovno je z : [0,27] — K, kjer je z(t) = cost + isint = €,
parametrizacija krivulje . Vemo, da je 2(t) = ie, zato dobimo

27 21
1 1 4
/—dz—/—.t-ie“dt—i/ldt—%ri.
z el
K 0 0

Izrek 4.6 (Jordanov izrek) Vsaka enostavno sklenjena krivulja v ravnini slednjo raz-
deli na dve komponenti — omejeno in neomejeno. Omejeni komponenti pravimo notranje

obmocje te krivulje.
Definicija 4.7 Obmocje D C C je enostavno povezano, ce za vsako enostavno skle-
njeno krivuljo K C D tudi notranje obmodcje krivulje IC lezi v D.

Za ponazoritev zgornje definicije glejte sliko

\

Slika 4.7:  Enostavno povezano obmocje (levo) in obmocje, ki ni enostavno povezano
(desno).

Naj bo D = C\ {0} in f : D — C funkcija, podana s predpisom f(z) = 1. Opazimo,
da obmoc¢je D ni enostavno povezano, saj na primer kroznica K z enacbo |z| = 1 obkrozi

tocko zp = 0, ki ne lezi v obmocju D.
Sklep. Enostavno povezano obmocje je taksno obmocje, ki nima “lukenj”.
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4.2 Cauchyjev izrek

Najprej se spomnimo Greenove formule, ki povezuje krivuljni integral vektorske funkcije
z dvojnim integralom.

Izrek 4.8 (Greenova formula) Naj bo K C R? pozitivno orientirana, enostavno sklen-
jena krivulja z odsekoma zvezno odvedljivo parametrizacijo in G C D C R? obmodje, ki
ga omejuje krivulja KC (glejte sliko @) Naj imata funkciji u,v : D — R zvezne parcialne
odvode. Potem velja

[Jtwte).vtw)dr = [[ (o) = (o)) dedy

K

Slika 4.8: Obmocje G C D, ki ga omejuje krivulja K.

Sedaj zapisimo Cauchyjev izrek, ki ga bomo na tem mestu dokazali samo v posebnem
primeru, bolj splosen dokaz pa sledi kasneje.

Izrek 4.9 (Cauchyjev izrek) Naj bo D C C enostavno povezano obmoéje, f : D — C
holomorfna funkcija in IC C D enostavno sklenjena krivulja z odsekoma zvezno odvedljivo

parametrizacijo. Tedaj je
/ f(z)dz =0.
K

Dokaz. Na tem mestu bomo pokazali dokaz izreka ob dodatni predpostavki, da je funkcija
f" zvezna. Dokaz brez te predpostavke sledi kasneje.
Naj bo f = u + iv, kjer sta u, v realni funkciji dveh spremenljivk. Ker je f’ zvezna in
velja
= uy + v, = vy — duy,

morajo biti zvezne tudi funkcije ug, uy, v, in v,. Naj bo G obmocje, ki ga omejuje krivulja

93



K (slika[£.8). Z uporabo izrekov [£.2]in [4.§| ter Cauchy-Riemannovih formul dobimo

/f(z)dz = /(u —v)df+i/(v w) dF

K
// —vx—uy d:cdy—l—// —vy dxdy
é/( dxdy+// y — vy)dwdy

= 0+0=0,
kar zakljuc¢i dokaz. O

Definicija 4.10 Obmocje D C C je zvezdasto, ce je rob 0D krivulja z odsekoma zvezno
odvedljivo parametrizacijo in obstaja taka tocka zo € D, da vsak poltrak z vrhom v zy seka

dD natanko enkrat (slika[4.9).

Slika 4.9:  Zvezdasto obmocje (levo) in obmocje, ki ni zvezdasto (desno).

Opomba 4.11 V primeru zvezdastega obmocja D lahko rob 0D parametriziramo na na-
slednji nacin: ‘

2:[0,27] = 0D,  z(t) = 20 + p(t)e = z + h(t),
kjer je zo tocka iz definicije zvezdastega obmodcja, p(t) razdalja med zy in ustrezno tocko
na robu in h(t) = p(t)e” za vsak t € [0, 27].

Izrek 4.12 (posploseni Cauchyjev izrek) Naj bo D C C omejeno, enostavno pove-
zano obmodje, f : D — C holomorfna na D in zvezna na D (zaprtje mnozice D) ter naj
ima 0D odsekoma zvezno odvedljivo parametrizacijo. Tedaj je

JECLE
oD

Dokaz. Denimo, da je D zvezdasto obmodje. Naj bo z : [0,27] — 9D s predpisom
z(t) = zo + h(t)
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Slika 4.10: Zvezdasto obmocje D in krivulja IC,.

parametrizacija roba dD. Potem je z; : [0, 27] — K, s predpisom

2(t) = 2o + ah(t)

parametrizacija neke krivulje K, C D, kjer je a € (0, 1); glejte sliko m

Po Cauchyjevem izreku velja

/f(z) dz = /f(zo + ah(t))ah/(t) dt = 0,
Ka 0

od koder dobimo )
/ F(z0 + ah(E)H (1) dt = 0,
0
Ker sta funkciji b in A’ zvezni na zaprtem intervalu [0, 27], sta na tem intervalu omejeni.
To pomeni, da obstajata M, N > 0, tako da za vsak t € [0, 27] velja
() <M in |BW(t)] < N.
Ker je mnozica D omejena, je D zaprta in omejena, zato je mnozica D kompaktna v C.
Funkcija f je zvezna na kompaktni mnozici D, zato je na tej mnozici tudi enakomerno

zvezna. To pomeni:
Ve>0,30>0,Vz,weD:|z—wl <§ = |f(z) - flw)| <e.

e _.
2N *°

3

Naj bo £ > 0 poljuben. Ker zgornje velja za vsak € > 0, velja tudi za
36 >0Vz,weD:|z—w < = |f(2) - f(w)] < .
2t N

Ce oznacimo z = 2, + h(t) in w = 2z + ah(t), dobimo
|2 = w[ = |20 + h(t) = (20 + ah(t))] = [(1 = )h(t)] = (1 = ) |h(t)] < (1 — ) M.
Sedaj izberimo a € (0, 1) tako, da bo (1 —a)M < J. Iz pogoja enakomerne zveznosti za
tocki z = 2o + h(t) in w = zo + ah(t) sledi

(20 + h(t)) — flzo0 + ah(t))] < zfzv'
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Ocenimo absolutno vrednost integrala / f(2)dz:

oD

= /f(z) dz—0
oD
27

= | [ s now @ [ o+ anana

0

/f(z) dz

21

= | (o4 h0) = Flao + ab@)) I (e)

27

< /v@www»—ﬂ%+ammwmwﬂw

€ €
Ndt=— [ dt =e¢.
= / 27N o c
0 0
Velja torej
/f(z) dz| <e
oD

za poljuben € > 0, zato mora biti

/ f(z)dz
oD

Naj bo sedaj D poljubno obmocje, ki zadosca pogojem izreka. Potem ga lahko razdelimo
na zvezdasta obmocja, katerih robovi so krivulje K1, K, ..., K, (slika|4.11]), tako da velja

aéf(Z)dZ:’C[f(Z)dZ+IC[f(Z)dZ+”‘_‘_’C[f(Z)dZ:O_‘_O_F‘“_I_O:O'

=0 in posledi¢no /f(z) dz = 0.
oD

4.3 Posledice Cauchyjevega izreka

4.3.1 D je enostavno povezano obmocje

Izrek 4.13 Naj bo D C C enostavno povezano obmocje, f : D — C holomorfna funkcija
n K1, Ko C D krivulji z zacetno tocko a € C in koncno tocko b € C, ki imata odsekoma
zvezno odvedljivi parametrizaciji. Potem velja

K[f(z)dz:’C[f(z)dz.
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Slika 4.11:  Delitev obmocja D na zvezdasta obmocja.

Dokaz. Brez izgube za splosnost predpostavimo, da sta tocki a in b edini skupni tocki
krivulj IC; in KCq; glejte sliko (¢e imata krivulji ve¢ skupnih tock, dokaz razdelimo na
vec delov).

K1

Ko

a
Slika 4.12: Krivulji £; in ICs.

Opazimo, da je K1 U (—K5) enostavno sklenjena krivulja, ki zadosca pogojem Cauchy-
jevega izreka (izrek . Sledi torej

0= / f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz:/f(z)dz—/f(z)dz,

IC1U(—IC2) —Ka

od koder dobimo
f(z)dz= [ f(2)d=.
Jroe]

Ce je D C C enostavno povezano obmoéje in a,b € D, potem je kompleksni integral
po neki krivulji od a do b vedno enak.
Zato definirajmo funkcijo F': D C C — C s predpisom

g

F(z) = / £(€) de.
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kjer [ predstavlja kompleksni integral po neki krivulji od tocke a do tocke z na enostavno

a
povezanem obmocju D.

Izrek 4.14 Naj bo D C C enostavno povezano obmocje, f : D — C holomorfna funkcija
i a € D. Potem je F': D — C,
- [ rea

holomorfna funkcija in za vsak z € D wvelja F'(z) = f(z) (F je torej primitivna funkcija
funkcije f na obmocju D).

Dokaz. Naj bo I' daljica od tocke z do tocke z+ Az, katere parametrizacija £ : [0,1] — T
je podana s predpisom £(t) = (1 —t)z + t(z + Az) = z + tAz (slika|4.13)). Potem ocitno
velja &'(t) = Az.

Slika 4.13: Daljica I' od tocke z do tocke z + Az.

Opazimo, da velja

z+Az

Flzt Az)— F /f ) de — /f
/f %+/f ) de - /}

/f d§=/fz+tAz)Azdt

1
Az/f (z+tAz)d
0

Po predpostavki je funkcija f holomorfna v poljubni tocki z € D, zato je v tej tocki tudi
zvezna. To pomeni:

Ve>0,30 >0,Vue D:|lu—z|<d = |f(u)— f(2)] <e.
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Naj bo € > 0 poljuben in naj bo |Az| < §. Za tocko u = z +tAz, kjer je t € [0, 1], potem
velja
lu—z| = |z +tAz — z| = [tAz| = |t] - |Az| < |Az| < 0.

Iz pogoja zveznosti zato sledi |f(z + tAz) — f(z)| < e. Za 0 < |Az| < § ocenimo razliko:

1

f(z+tAz)dt—f(z)/dt

0

F(z+ Az) — F(2)
DD g

ﬂwﬁA@m—/}@mt

(f(z +tAz) — f(z)) dt

IA

‘f(z +tAz) — f(z)‘dt

Ker zgornja ocena velja za vsak € > 0, sledi

F(z+ Az) — F(2)

A, Az =)
Ker smo z € D izbrali poljubno, je F'(z) = f(z) za vsak z € D. O

Izrek 4.15 Naj bo D C C enostavno povezano obmocje, f : D — C holomorfna funkcija,
G primitivna funkcija funkcije f (to pomeni G' = f) in K C D poljubna enostavna
krivulja z odsekoma zvezno odvedljivo parametrizacijo, pri cemer je a € D zacetna tocka
i b e D koncna tocka krivulje K. Potem velja

/f(z) dz = G(b) — G(a).
K
Dokaz. Po prejsnjem izreku je funkcija £': D — C,
P = [ rde

primitivna funkcija funkcije f (torej F' = f). Naj bo ¢ : D — C funkcija s predpisom

o(2) = G(z) - F(2).

Ocitno je ¢ holomorfna funkcija in velja
P'(2) = G'(2) = F'(z) = f(2) = f(2) =0.
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Ce je ¢ = u + iv, kjer sta u,v realni funkciji dveh spremenljivk, potem mora veljati
¢ =uy +ivy, = vy, —iuy, =0=0+1-0,

kar pomeni, da je u, = u, = v, = v, = 0. Funkciji v in v morata torej biti realni
konstanti: u = C7 € Rin v = (5 € R. Ce oznac¢imo C = C; + 1Cy, dobimo

p=C1+iCy, =C € C,
zato za vsak z € D velja G(z) = F(z) + C. Sledi

G)—G(a) = (F(b)+C)—(F(a)+0C)

s ¢imer je dokaz zakljucen. 0

Primer 4.16 Funkcija f : C — C naj bo podana s predpisom f(z) = cosz. Potem je
funkcija G : C — C, podana s predpisom G(z) = sin z, primitivna funkcija funkcije f.
Naj bo K krivulja, prikazana na sliki 4.14] Ker je C enostavno povezano obmocje in f
holomorfna funkcija, po izreku sledi

/coszdz =G (g) — G(m) = sin (g) —sin(r) =1-0=1.

K

Im

™

vl

-

Slika 4.14: Krivulja K.
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4.3.2 D ni enostavno povezano obmocje

Izrek 4.17 Naj bo D C C poljubno obmocje in Ki,Ky C D dve enostavno sklenjeni
krivulyi z odsekoma zvezno odvedlpivima parametrizacijama, za kateri velja, da ena lezi
znotraj druge, obmocje med njima pa lezi v mnozici D. Ce je f : D — C holomorfna
funkcija, potem velja

Dokaz. Obmocje med krivuljama C; in Ky prerezemo z daljico I'; ki tako postane eno-
stavno povezano obmocje: ozna¢imo ga s ) (slika [4.15]).

Slika 4.15: Krivulji K; in Iy ter obmocje Q).

Ker je () C D, je funkcija f holomorfna tudi na @), rob obmocja () pa lahko zapisemo
kot

Po posplosenem Cauchyjevem izreku (izrek [4.12)) velja

oz/j@mz:/f@mnﬁ/ﬂ@dpk/f@y&+/j@mz
iq h ? 0

—IKCa

:/ﬂ@@+/ﬂQW—/ﬂ@M—/ﬂ@W
K1 r Ko r
:!ﬂ@M—Zﬂ@M,

od koder sledi

OJ

Definicija 4.18 FEnostavno sklenjeni krivulji ICq in Ko sta homotopni glede na obmocje
D, ce obstaja zvezna transformacija, s katero krivuljo Ky znotraj obmocja D deformiramo

v krivuljo Ky (slika[4.16).
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Slika 4.16: Homotopni krivulji (levo) in krivulji, ki nista homotopni (desno).

Opomba 4.19 Ce sta enostavno sklenjeni krivulji Ky in Ko, ki imata odsekoma zvezno
odvedljivi parametrizaciji, homotopni glede na obmocje D in je f : D — C holomorfna

funkcija, potem velja
/f(z)dz:/f(z)dz.
}C1 ICQ

Definicija 4.20 Nesklenjeni enostavni krivulji ICq in Ko 2z zacetno tocko a € C in koncno
tocko b € C sta homotopni glede na obmocje D, ce obstaja zvezna transformacija, ki
v vsakem trenutku ohranja tocki a in b ter krivuljo ICy deformira v krivuljo Ko znotraj

obmocja D (slika[§.17).

Slika 4.17:  Homotopni krivulji (levo) in krivulji, ki nista homotopni (desno).

Opomba 4.21 Integrali holomorfne funkcije po homotopnih krivuljah z odsekoma zvezno
odvedljivimi parametrizacijami, ki imajo zacetno tocko a in koncéno tocko b, so enaki.

4.4 Integralska upodobitev holomorfnih funkcij

Izrek 4.22 Naj bo D C C enostavno povezano obmocje in f : D — C holomorfna
funkcija. Potem za vsak z € D in vsako pozitivno orientirano, enostavno sklenjeno krivuljo
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K C D z odsekoma zvezno odvedljivo parametrizacijo, ki obkrozi tocko z € D, velja

mw%ﬂé%%
c

Opomba 4.23 Opazimo, da je funkcija g : D\ {z} — C, g(§) = g(_gg} holomorfna na
D\ {z}, zato je na tem obmocju tudi zvezna. Integral

JEGLG

K

12 zgornjega izreka torej obstaja.

Dokaz. Krivulja K je oc¢itno homotopna s kroznico KC,.(z) = {£ € C | |£ — z| = r}, kjer
je r > 0 (glejte sliko [4.18)).

Slika 4.18: Krivulja K in kroznica IC,.(z).

[19 g [ L9

Zato velja

Parametrizacija krozice C,(z) je € : [0,27] — K.(2), £(t) = z + re. Velja torej £'(t) =
rie. Od tod dobimo:

21

2m it it
/ &df — Mneitdt:/wrie”dt
£E—z
Kr(z)

z4ret —z ret
0 0

2

= i/f(z—i—re“)dt.

0

Ker je po predpostavki funkcija f holomorfna v tocki z € D, je v tej tocki tudi zvezna.
To pomeni:

Ve>0,30>0,Vue D:|lu—z<d§d = |f(u) — f(2)] <e.
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Naj bo &€ > 0 poljuben. Ker zgornje velja za vsak ¢ > 0, mora veljati tudi za &~ > 0.
Torej:

W >0YueD: ju—z <5 = |f(u)—f(z)|<%.

Naj za kroznico K,(2) velja r < §. Za tocko u = z +re', kjer je t € [0, 27|, potem dobimo

lu—z| = |z +re —z| =rle| =7 < 6.
Iz pogoja zveznosti posledicno sledi |f(z +re) — f(2)] < &.
Sedaj ocenimo naslednji izraz:
2w 2m
/g(—g)dg _omif(z)| = i/f(z Freydt — if(2) /dt
—z

K 0 0

s 2m
= i /f(z+re”)dt — /f(z)dt

0 0

< /|f(z+reit)—f(z)}dt

2

0

27

€ € €

—dt=— [ dt=—27 =c¢.

< /27? 2w 27T7T c
0 0

Ker zgornja ocena velja za vsak € > 0, sledi

K/gf(——idg_sz@ =0 K/g(_gldf_sz@zo’

od koder dobimo

L[ )
f2) = 5— dg.
2m}c/§—z

O

Izrek 4.24 Naj bo D C C enostavno povezano obmocje in f : D — C holomorfna funkci-
ja. Potem je za vsak z € D funkcija f odvedljiva v tocki z in za vsako pozitivno orienti-
rano, enostavno sklenjeno krivuljo I C D z odsekoma zvezno odvedljivo parametrizacijo,

ki obkroZi tocko z, velja ©
N
F(2) = 2mi / (€ — 2)? dc.
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Dokaz. Naj bo z € D poljubna tocka in Az # 0 taksno kompleksno stevilo, da tocka
z 4+ Az Se vedno lezi v notranjosti krivulje K (slika [4.19)).

Slika 4.19: Krivulja IC ter Stevili z in z + Az.

Opazimo, da po izreku [4.22| velja

fe+an—1e) = oo [ A a- L [T g

2mi
K
1 E—z—€E+2+ Az
~ SO

_ Az f(€)
B ZWiIC/(ﬁ—z—Az)(g—z)dg'

Naj bo @ notranje obmocje krivulje K, ki je seveda omejeno. Mnozica Q je torej zaprta
in omejena, zato je kompaktna v C. Vemo, da je funkcija f holomorfna na mnozici Q C D
in posledi¢no je na @ tudi zvezna. Funkcija f je torej zvezna na kompaktni mnozici Q,
zato je na tej mnozici tudi omejena. To pomeni:

IM eR,M >0,V €Q:|f(6)] < M.

Ker je K zaprta mnozica v C, tocki z,z + Az pa lezita v notranjem obmocju krivulje
IC, obstajata taka mi,my € R, my,my > 0, da za vse £ € K velja [ — 2| > my in
1€ — (z+ Az)| > my. Naj bo m = min{m;, ms}. Potem za vse { € K velja | — z| > m in
€ — (2 + Az)| > m ter posledicno tudi

P 1 _
— 1
€ =2 = m €= (z+A2)] ~

1
-
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Sedaj ocenimo naslednji izraz:

flz+ Az) — f(z 1 f
Az _2_/
K

| (@ G
) 2mK/<£—z—Az><s—z>d§ 2m'K/<g—z>2d5

| L f(©) A

o QWi/(f—Z—AZ)(f )2@ 6‘1‘ +A )df

= _ 1 f(§)Az

~ |2 / e e ,C/@—z—Az)(s—z)zdf

/ |- |Az] 1 /M - |Az]
< ds < — | ———ds
27r \g—z—Azl 1€ — 2|2 27 m?

K

_ M- |AZ|E(/C)

2mm?3
kjer ¢(K) predstavlja dolzino krivulje K. Opazimo, da gre izraz
M - ]Az|

K
2mmd {K)
proti 0, ko gre Az proti 0, zato velja

: et Ar) - fx) f(€
f'(z) = lim = —
/c/

Az—0 Az 211

g

Izrek 4.25 Naj bo D C C enostavno povezano obmocje in f : D — C holomorfna
funkcija. Potem je za vsak z € D funkcija f poljubno mnogokrat odvedljiva v tocki z in
za vsako pozitivno orientirano, enostavno sklenjeno krivuljo KK C D z odsekoma zvezno
odvedljivo parametrizacijo, ki obkrozi tocko z, velja

nl
f(2) = / G I8 “;nﬂ d¢, neN,.

Dokaz. Dokaz poteka s pomoc¢jo matematicne indukcije. V izrekih in smo
trditev dokazali za n = 0 in n = 1, zato baza indukcije velja. Za indukcijski korak
n — n + 1 pa uporabimo postopek, ki je zelo podoben postopku iz dokaza izreka [4.24
Pri tem upostevamo dejstvo, da za vsak z € D in n € Ny velja

f("H)(z) _ (f("))/ (2) = Tim f™(z 4+ Az) — f(n)(z).

Az—0 Az
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Opomba 4.26 (1) Ce je obmocje D v zgornjem izreku tudi omejeno, lahko namesto

(2)

(3)

(4)

krivulje IC, ki obkrozi tocko z € D, vzamemo kar rob obmocja D, torej OD. Tako

dobimo: |
f0(z) = i/&dg n € Ny.

211

Formulam

1) = g [ e nee

271
K

ki se pojavijo v izrekih |4.22, |4.24] in 4.2, pravimo Cauchyjeve integralske for-
mule.

]zrek pove, da je vsaka holomorfna funkcija na poljubnem enostavno povezanem
obmocju neskoncénokrat odvedljiva. Spomnimo, da podobna trditev v R ne velja,
saj obstaja odvedljiva realna funkcija, ki ni dvakrat odvedljiva. Na primer, naj bo
funkcija f : R — R podana s predpisom

f@) - {‘ r=0

. <0

Zlahka preverimo, da je f povsod odvedljiva in da velja

f(z) = {” 20y

—z; <0

Vendar pa funkcija f' ni odvedljiva v x = 0, zato drugi odvod funkcije f v tocki
x = 0 ne obstaja.

Cauchyjev izrek smo dokazali ob dodatni predpostavki, da je f' zvezna funkcija.
Po drugi strani pa nam izrek[{.25 pove, da je vsaka holomorfna funkcija tudi dvakrat
odvedljiva, to pomeni, da obstaja f". Posledicno je torej funkcija f' odvedljiva in
zato tudi zvezna. Vendar pa tega dejstva ne moremo uporabiti, saj smo izrek [{.25
dokazali s pomocjo Cauchyjevega izreka.

4.5 Posledice Cauchyjevih integralskih formul

Definicija 4.27 Naj bo u : D C R? = R realna funkcija dveh realnih spremenljivk, ki je
vsaj dvakrat parcialno odvedljiva. Funkcija u je harmoniéna, ée za vse (x,y) € D velja

U (T, Y) + Uyy(2,y) = 0.

Izrek 4.28 Naj bo D C C enostavno povezano obmocje in f: D C C — C, f = u+ v,
holomorfna funkcija, kjer sta u,v realni funkciji. Potem sta funkciji u in v harmonicéni.
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Dokaz. Vemo, da je f' = u, + iv, = v, — iu,. Po izreku obstaja f” in posledi¢no
tudi funkcije gy, sy, Uys, Uyy, Vg, Uzy, Uye I Uy, Prav tako mora obstajati f”, zato je
funkcija f” zvezna, kar pomeni, da so zvezne tudi funkcije wyy, Uyz, Vgy in vy,. Poslediéno
mora veljati Uy = Uy, in Uy = vy,. Ker je

Uy = Vy 1IN Uy = —Up,
z odvajanjem prve enakosti po x in z odvajanjem druge enakosti po y dobimo
Upy = Uy = Uy 1IN Uyy = —Vpy.

To pomeni, da velja
Ugg + Uyy = VUgy — Ugy = 0

v poljubni tocki (z,y) € D. Podobno preverimo tudi, da velja
Vg + Vyy = 0.

g

Izrek 4.29 (Morerov izrek) Naj bo D C C enostavno povezano obmodcje in f : D — C
zvezna funkcija. Ce za vsako enostavno sklenjeno krivuljo K C D z odsekoma zvezno

odvedljivo parametrizacijo velja
JECE
K

potem je funkcija f holomorfna na D.

Dokaz. Naj bosta a,b € D in K1,y C D dve enostavni krivulji z zac¢etno tocko a in
koncno tocko b. Po predpostavki je

0= / f(z)dz:/f(z)dz+ / f(z)dz:/f(z)dz—/f(z)dz,
K1 K1 Ko

/C1U(—IC2) —KCa

/f(z) dz:/f(z) dz.
K1 K2

Ugotovili smo, da so integrali po poljubnih enostavnih krivuljah od tocke a do tocke
b vedno enaki. Zato je smiselno vpeljati funkcijo F': D C C — C s predpisom

zato je

F(z) = / £€) de.

kjer [ predstavlja kompleksni integral po poljubni enostavni krivulji od tocke a do tocke

z € D. Ker je f zvezna funkcija, lahko enako kot v dokazu izreka preverimo, da je
funkcija F' odvedljiva in da za vsak z € D velja



Funkcija F' je torej holomorfna na enostavno povezanem obmocju D, zato je po izreku
4.25| neskonénokrat odvedljiva. To pomeni, da obstaja F” in da za vsak z € D velja

F'(2) = f(2).

Posledicno je f holomorfna na D. O

Izrek 4.30 (Cauchyjeva neenakost) Naj bo D C C poljubno obmocije, zg € D in R >
0 taksno realno $tevilo, da je B = {2z € C | |z — 29| < R} C D (slika[{-20). Naj bo se
f: D — C holomorfna funkcija in M € R, M > 0 taksno $tevilo, da za vse z € B velja
1f(2)| < M (taksno stevilo M obstaja, ker je funkcija f omejena na mnoZici B). Potem
za vsak n € Ny velja

Mn!
‘f(n)(zo)‘ < o
& D

é . . v

Slika 4.20: Krivulja C ter stevili z in z + Az.

n!

Dokaz. Naj bo zy € D poljubna tocka. Po izreku za vsak n € Ny velja:
|
(n) B G R (I del = | 22| .
‘f (ZO)‘ ori / €= 20) 1 % = |27

@)
J / €=z

ol £(€)
T o /(g— o ¢ —27r/|5—zOrn+l

/ M”'/
< = ds
- |€ — z0|”+1 2 Rl
OB
M n! Mn Mn!
= d 2R = :
27 R 1 / S Sep R
OB
To pomeni, da je neenakost dokazana. Il

Izrek 4.31 (Liouvillov izrek) Naj bo f : C — C cela funkcija, ki je omejena. Potem
je f konstantna funkcija.
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Dokaz. Ker je f omejena funkcija na C, velja:
IM eR,M >0,Vz € C: |f(2)] < M.

Ker je f cela funkcija, je f holomorfna na C. Naj bo z € C poljuben. Ocitno je krog
Kp(z) ={¢ € C | |¢ — 2| < R} vsebovan v C za vsak R > 0. Posledi¢no po izreku [4.30]

za vsak R > 0 velja
M
/
< —.
7)< 5

Opazimo, da gre izraz % proti 0, ko gre R proti neskon¢no, zato mora biti |f'(z)] = 0 in
posledi¢no f’'(z) =0 za vsak z € C.
Ce je f = u+ v, kjer sta u, v realni funkciji dveh spremenljivk, potem mora veljati

f/:ux+ivx:Uy—iuy:O:0+i-O,

kar pomeni, da je u, = u, = v, = v, = 0. Funkciji v in v morata torej biti realni
konstanti: u = C; € R in v = Cy € R. Ce oznacimo C' = C + iCy, dobimo f(z) = C za
vsak z € C, zato je f konstantna funkcija. O

Navedimo Se mali Picardov izrek, ki pa ga ne bomo dokazovali. Zainteresiran bralec
lahko dokaz najde na primer v knjigi [11].

Izrek 4.32 (mali Picardov izrek) Naj bo f: C — C cela, nekonstantna funkcija. Po-
tem je

Zp={f(2) | € C} =C,
ali pa obstaja w € C, da velja
Zp={f(2) | z € C} = C\{w}.
Opomba 4.33 Liouwvillov izrek sledi neposredno iz malega Picardovega izreka.

Izrek 4.34 (osnovni izrek algebre) Vsak nekonstanten polinom s kompleksnimi koefi-
cienti ima vsaj eno kompleksno niclo.

Dokaz. Denimo, da to ni res. Potem obstaja nekonstanten polinom p, ki nima komplek-
snih nicel. Posledi¢no lahko definiramo funkcijo f : C — C s predpisom

Ocitno je f holomorfna na C, zato je f cela funkcija. Predpostavimo, da je
p(2) = a2 + ap 12"+ a1z + ag,
kjer jen > 1, a; € C za vsak i € {0,1,...,n} in a, # 0. Potem dobimo

1 1
e — — s .
|anz™ 4+ ap_12" 1+ -+ a1z + ag |z|"'|an+71—i—~--+ o+

Zn

£ (2)]
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Opazimo, da je

1 1
lim |f(z)] = lim =0-— =0,

2] =00 \zHooW’lzl\iinoo|an+%7-1+-~+23—11+g—2\ ||
kar pomeni:
Ve>0,FIR€R,R>0,V2€C: |z| >R = |f(2) - 0| <e.
Ce izberemo na primer ¢ = 1, velja

dJRER,R>0,Vz€C:|z| >R = |f(2) - 0] < L.

Zgornje pomeni, da je funkcija f omejena na obmoéju C\ K z(0).

Po drugi strani pa je mnozica K (0) zaprta in omejena, zato je tudi kompaktna. Ker je
funkcija f zvezna na C (in s tem tudi na K (0)), je omejena na mnozici K z(0). Pokazali
smo torej, da je funkcija f omejena na C, zato je f po izreku konstantna funkcija.
Posledi¢no mora biti p konstanten polinom, kar je protislovje. S tem smo preverili, da
ima p vsaj eno kompleksno niclo. O

4.6 Izpitne naloge: osnovni primeri integralov

1. Izracunaj integral:

(a) / |z| dz, ¢e je KC daljica od tocke 0 do tocke 2 — 1.
K

(b) /Im(z) dz, ce je K = {z € C| |z] =1 A Im(z) > 0} pozitivno orientiran
K
polkrog.

2. 7 direktno parametrizacijo izracunaj integrala:

(a) /sin(z) dz, ¢e je K daljica od tocke i do tocke 3i.
K

(b) /\/Edz, ceje K ={z € C||z] =4 A Im(z) > 0} pozitivno orientirana
K

polkroznica.

3. 7 direktno parametrizacijo izracunaj integral:

(a) /Im(z) dz, ce je KC daljica od tocke 1+ i do tocke 3 + 2i.
K

(b) / (2)* dz, ¢e je K pozitivno orientiran rob obmodja
K
D={ze€C||z] <3 A Im(z) > 0}.
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4. 7 direktno parametrizacijo izracunaj integral:

(a) /Zdz, ¢e je K daljica od tocke 2i do tocke 2 — 4.
K

(b) /\/Edz, ¢e je K ={z € C | |z| = 4} pozitivno orientirana kroznica.
K

4.7 Izpitne naloge: Cauchyjeve formule
Opomba: 2.in 3. naloga v tem razdelku sta prirejeni po nalogah iz zbirke [3].
1. Naj bo f(z) = sin(iz) — 2%

(a) Zapisi realni in imaginarni del funkcije f ter preveri, ali je f holomorfna.

O

z

(b) Izracunaj integral /

|2=3

2. Naj bo f : C — C holomorfna funkcija in naj bo g(z) = 23 f(z). Dokazi, da velja

[ 5 ] 25 ] 125

|z—2|=1 |z—2|=1 |z—2|=1

3. Naj bosta f,g: C — C holomorfni funkciji in naj bo

Dolo¢i naravno definicijsko obmocje funkcije F' in zapisi njen eksplicitni predpis
(brez integralov). Ali je funkcija F' holomorfna povsod, kjer je definirana? Odgovor
utemelji.
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Poglavje 5

Taylorjeva in Laurentova vrsta

5.1 Enakomerna konvergenca funkcijskih vrst

Na zacetku poglavja ponovimo nekaj osnovnih pojmov o (kompleksnih) stevilskih in funk-
cijskih vrstah.
Naj bo Z 21, kompleksna stevilska vrsta in (s, ),en pripadajoce zaporedje delnih vsot.
k=1
Spomnimo, da vrsta konvergira natanko tedaj, ko obstaja tak s € C, da velja:

Ve > 0,3ng € N,Vn >ng : |s, — s| < e.

o0
Opazimo tudi, da vrsta Z 2 konvergira natanko tedaj, ko velja

k=1
o0

Ve > 0,dng € N,Vn > ng : Z Zk| < €.
k=n+1

oo

Pri tem opomnimo, da za vsak m € N, m > 1, vrsto Z 2 imenujemo rep ali ostanek

k=m
o0
vrste g 2.
k=1

Naj:bo D C Cin fy : D — C funkcija za vsak k € N. Zaporedju (fi)ren pravimo
funkciysko zaporedje, vrsti
> S
k=1

pa funkcijska vrsta.

Definicija 5.1 Naj bo (fi)ken, fr : D € C — C, funkcijsko zaporedje. Vrsta ka
k=1
konvergira po tockah na D, ce velja

Vz € D,Ve >0,dng € N,Vn > ng : < E.

> k(z)

k=n+1
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Definicija 5.2 Naj bo (fi)ken, fr : D € C — C, funkcijsko zaporedje. Vrsta ka

k=1
konvergira enakomerno na D, ce velja

Ve > 0,dng € N,Vz € D,Vn > nyg : < e.

> fl2)

k=n-+1

Opomba 5.3 Opazimo, da je pri konvergenci po tockah ny € N odvisen tako od € > 0
kot od z € D, pri enakomerni konvergenci pa je ng odvisen le od €.

Opomnimo Se, da ¢e neka funkcijska vrsta enakomerno konvergira na D, potem seveda
na D tudi konvergira po tockah. Po drugi strani pa obrat te trditve v sploSnem ne velja.

o

Definicija 5.4 Ce funkcijska vrsta Z fr konvergira (po tockah ali enakomerno) k neki
k=1

funkciji f, potem tej funkciji pravimo limitna funkcija.

Izrek 5.5 (Weierstrassov kriterivj) Naj bo (fr)ken, fx: D € C — C, funkcijsko zapo-

redje in (bg)ken realno zaporedje. Ce za vsak k € N in vsak z € D wvelja |fr(2)| < by in

vrsta Z bi, konvergira, potem funkcijska vrsta Z fr konvergira enakomerno na D.
k=1 k=1

Dokaz. Dokazati moramo:

<E.

> fl2)

k=n+1

Ve > 0,dng € N,Vz € D,Vn > nyg :

Naj bo € > 0 poljuben. Ker vrsta Z b, konvergira, velja
k=1

dng € N,Vn > ng :

= f: bk<€.

k=n+1

>

k=n+1

Naj bo n > ng poljuben. Potem za vsak z € D velja

S R < Y REI< Y <

k=n-+1 k=n+1 k=n+1

kar pomeni, da je dokaz zakljucen. O

Izrek 5.6 Naj bo (fi)ren, fr : D € C — C, funkcijsko zaporedje zveznih funkecij. Ce

vrsta Lk Ronverqgira enakomerno na , POTEM je Lmiina Junkcyja : — 5 zZ) =
ta»  fuk ' ki D, potem je limitna funkcija f : D — C, f(z)
k=1

Z fr(2), zvezna na D.
k=1
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Dokaz. Najbo zy € D poljubna tocka. Preverimo zveznost funkcije f v tocki zy. Dokazati

moramao:
Ve>0,30 >0,Vze€D:|z— 2| <d = |f(2)— f(z)] <e,

kar lahko zapisemo tudi tako:

Ve>0,30 >0,Vz=20+ Az € D:|Az| <0 = |f(z0+A2) — f(z)] <e.

Naj bo € > 0 poljuben. Ker vrsta Z Jx konvergira enakomerno na D, za $ velja
k=1
. €
dng € N,Vz € D,Vn > ng : Z fr(2)| < 3
k=n-+1
Po drugi strani je fi zvezna funkcija za vsak k € {1,...,no}, zato za ﬁ velja

36, > 0,2 = 20+ Az € D [Az] < 86 = |fulzo + Az) — filzo)| < %
0

Naj bo
6 =min{dy | k € {1,...,no}}

in naj bo |Az| < 0. Potem za vsak k € {1,...,n0} velja |Az| < § < 4 in posledi¢no

Jilzo + A2) = fil)| < 5 —
o

Sedaj ocenimo absolutno vrednost razlike

/(20 + Az) = f(20)] = ka(Zo +Az) - ka(zo)

— ka (20 + Az) + Z fe(z0 +Az) — ka %) Z Je(20)

k=no+1 k=ngp+1

no

= Z (fk(ZO + AZ) fk Zo Z fk 20 +AZ Z fk ZO

k=1 k=no+1 k=no+1

no

Z }fk(zo + AZ) — fk(20)| + Z fk(Zo + AZ) + Z fk<20)

<
k=1 k=no+1 k=no+1
Z LE e %
“— 3ng HERE I R
Dokaz je torej zakljucen. 0

Izrek 5.7 Naj bo (fx)ren, fx : D C C — C, funkcijsko zaporedje zveznih funkcij in naj
[e.e]
vrsta Z fr konvergira enakomerno na D. Potem za vsako enostavno krivuljo IC C D z

k=1
odsekoma zvezno odvedljivo parametrizacijo velja

/ (iﬁm) dz=§ [ 5
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Dokaz. Za vsak k € N integral /fk(z) dz obstaja, saj je fr zvezna funkcija. Po izreku

[e.e]

K
Hje funkcija f : D — C, f(z) = ka(z), zvezna na D, zato obstaja tudi integral
k=1

/ <Z fk(z)> dz. Oznacimo z ¢(K) dolzino krivulje IC in brez izgube za splosnost pred-
k=1

K
postavimo ¢(K) > 0 (za ¢(K) = 0 je enacba v izreku trivialno izpolnjena). Izberimo

poljuben £ > 0. Ker vrsta Z fr konvergira enakomerno na D, za ﬁ velja:
k=1
> €
dng € N,Vz € D, Vn > ng : Z fr(2)| < m
k=n+1
Naj bo n > ng. Ocenimo izraz:
i \k=1 k=1 \ x
= /<Z fk(z)> dz—/( fk.(z)> dz
& \k=1 o \k=1
-/ (Z fulz) - ZMZ)) dz
i \k=1 k=1
= / < > fk(2)> dz| < / > fi(2)|ds
i k=n+1 K k=n+1
€ 3 €
< ds = ds = () =
< [ et = e | = e =
K K
S tem smo preverili, da vrsta Z fr(2)dz | konvergira in da je njena vsota ravno

k=1 K

/ (z MZ)) " 5
K k=1

Izrek 5.8 Naj bo

o0

f(z) = Zak(Z’— 20)% 2 € C,a, € C za vse k € Ny,

k=0

kompleksna potencna vrsta s konvergencnim polmerom R > 0. Potem za poljuben r €
[0, R) ta vrsta konvergira enakomerno na K,(zo) (slika .
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Slika 5.1:  Kroga Kg(z) in K, (20).

oo

vrsta f(z) = Z ar(z — 20)* konvergira absolutno na krogu K, (z),

Dokaz. Po lemi|2.14
k=0
kjer je 0 <7 < R. To pomeni, da za vsak z € K,(z) konvergira vrsta

o0
> lawl |z =zl
k=0

V posebnem primeru, ko je z € K ,(2), to pomeni, da konvergira tudi vrsta

o0
Z |lag|r*.
k=0

Opazimo, da za vsak k € N in vsak z € K,(z) velja
|ar(z — 20)*| = law| - |z — 20|" < Jag|r*.

Po Weierstrassovem kriteriju (izrek [5.5)) iz konvergence vrste

o0
> fash
k=0

O

sledi enakomerna konvergenca funkcijske vrste Z ar(z — 20)" na K,.(2).
k=0
Z uporabo zadnjih dveh izrekov takoj dobimo Se naslednjo trditev, ki nam pove, da

lahko potenc¢ne vrste ¢lenoma integriramo.
Trditev 5.9 Naj bo Zak(z — 20)F potencna vrsta s konvergencnim polmerom R > 0.

Potem za vsako enostavno krivuljo KK C Kg(z) 2z odsekoma zvezno odvedljivo parametri-
o0

k=0
)dz:z /ak(z—zo) dz

[e9]

k=0 K

zacijo velja
/ <Z an(z — 2)"

i \k=0
7



Dokaz. Ker ima krivulja I parametrizacijo, ki je zvezna na nekem zaprtem intervalu, je
K kompaktna mnozica. Po drugi strani je rob mnozice Kg(zg) kroznica, ki je disjunktna
s K in kompaktna. Posledi¢no obstaja tak r € (0, R), da je K C K,(z). Po izreku
potenéna vrsta konvergira enakomerno na K,(zg), zato rezultat dobimo z uporabo izreka
5.7 O

5.2 Taylorjeva vrsta

Izrek 5.10 Naj bo D C C poljubno obmocje, f : D — C holomorfna funkcija, zo € D in
B = K,.(20) C D, r >0, krog, ki v celoti lezi v D. Potem za vsak z € B velja

0 F) (5, .
foy =Y T g

Opomba 5.11 Vrsto iz zgornjega izreka imenujemo Taylorjeva vrsta. Opazimo, da je
Taylorjeva vrsta tudi potencéna vrsta.

Dokaz. Naj bo z € B poljubna tocka. Izberimo 0 < p < r pri kroznici z enacbho
Ko={{€C [[§—n|=p}CB

tako, da bo tocka z lezala na notranjem obmocju kroznice I, (glejte sliko .

Slika 5.2:  Krog B in kroznica IC,(2y).

Po izreku za z € B velja Cauchyjeva integralska formula
L[ fE)
=— [ —=d¢.
/) 27Ti/§—z d
Kp

Naj bo £ € K,. Opazimo, da velja

1 1 1 1
E—2 E-mta—r (Coz)(1t22) (a0 (1-22)
pri Cemer je
smn| =l _Je=al
E—z2| €=zl [E—2
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saj z lezi na notranjem obmocju kroznice /C,,.

Izraz == lahko torej razvijemo v geometrijsko vrsto

T &=

1 i(z—z())k
== k=0 §— %

zato sledi

L 1 = (=2
§=2 (6 =) (1— ﬂ) _kz:% (€ — zo)ktt (5:1)

§—z0
Iz zgoraj navedene Cauchyjeve integralske formule in formule (5.1)) tako dobimo

fz) = 27m f—z

kjer smo pri enakosti (%) uporabili izrek . Spomnimo, da dobljena enakost velja za
vsak z € K,(z) = B.

Za konec dokaza moramo utemeljiti Se enakost (x), kjer smo zamenjali vrstni red vsote
in integrala. Naj bosta K, in K,, dve kroznici s srediscem v 2 ter polmeroma p; in po
(slika [5.3)), tako da velja

lz =zl <pr<p<py<r.

Prav tako naj bo @ zaprti kolobar med kroznicama K,, in K,,. Ocitno je mnozica Q)
kompaktna v C. Ker je f holomorfna na D, je tudi zvezna na D in posledi¢no je zvezna
tudi na @ C D. Funkcija f je torej zvezna na kompaktni mnozici ), zato je na tej mnozici
tudi omejena:

M eR, M >0,¥YE €@ :|f(&| <M.

Opazimo se, da za vsak £ € ) in vsak k € Ny velja

f §)(z — z)" ()] - |z = 2" < Q- |2 — 2"
— 2)FH €= |1 = P
< M - ]z—zolk_]\/[<\z—zo\>k
a phtt p1 p1
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Slika 5.3: Krog B in kroznice KC,(20), KCp, (20), K, (20)-

Za poljuben k € Ny oznacimo

M <|z—zo|>k
b = =
P1 P1

|Z—Zo| < P1 —1,
P1 P1

Ker je

o0
vrsta Z br konvergira, zato po Weierstrassovem kriteriju (izrek D funkcijska vrsta
k=0

> f(& z—zo)k
5 10—

k=0

konvergira enakomerno na (). Posledi¢no lahko zaradi izreka zamenjamo vrstni red
vsote in integrala v enakosti (). O]

Definicija 5.12 Naj bo D C C poljubno obmocje. Ce lahko funkcijo f : D — C razvijemo
v potencno vrsto okoli vsake tocke iz D, pravimo, da je f analiticna funkcija na D.

Izrek 5.13 Naj bo D C C enostavno povezano obmocje in f : D — C zvezna funkcija.
Potem so naslednje trditve ekvivalentne:

(1) f je holomorfna funkcija na D,

(2) za vsako enostavno sklenjeno krivuljo IC C D z odsekoma zvezno odvedljivo parame-

trizacijo velja
JECLE
K

(3) [ je analiticna funkcija na D.
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Dokaz. Implikacija (1) = (2) sledi iz Cauchyjevega izreka[d.9] implikacija (2) = (1)
pa iz Morerovega izreka[1.29] Po drugi strani implikacija (1) = (3) sledi iz izreka
zato moramo dokazati le se implikacijo (3) = (1).

Predpostavimo torej, da je f analiticna funkcija in naj bo zy € D poljubna tocka.
Obstaja torej tak r > 0, da lahko funkcijo f razvijemo v potencno vrsto na K,(z). To
pomeni, da za vse z € K,.(z) velja:

f(z) = Zak(z —20)% ar €C zavse k € Ny.
k=0

Naj bo K C K,(z) poljubna enostavno sklenjena krivulja z odsekoma zvezno odvedljivo
parametrizacijo. Posledi¢no z uporabo trditve [5.9|in izreka dobimo

f(2)dz = iak(z—zo)k dz:i ap(z — z9)Fdz :iozo.
[rem= [ (=) 5/

k=0 k=0 K k=0

Po izreku sledi, da je funkcija f holomorfna na K,(zp). Ker smo zy € D izbrali
poljubno, je f holomorfna na D. O

Posledica 5.14 Naj bo D C C poljubno obmocje, f : D — C holomorfna funkcija in
a € D nicla funkcije f, torej f(a) = 0. Potem velja natanko ena izmed naslednjih dveh
moznosti:

(1) Obstaja okolica U C D tocke a € U, tako da za vsak z € U velja f(z) = 0.

(2) Obstaja okolicad C D tocke a € U, tako da za vsak z € U \ {a} velja f(z) # 0.

Opomba 5.15 V primeru (1) iz zgornje posledice recemo, da ima f v tocki a € D mniclo
tipa I, v primeru (2) pa niélo tipa II.

Dokaz. Po izreku [5.10| obstaja nek odprti krog V', na katerem lahko funkcijo f razvijemo
v potencno vrsto:

oo

f(z):ch(z_a)k:Co+01(2—a)+02(2—a)2+...

Ker je a nicla funkcije f, mora veljati f(a) = ¢y = 0. Lo¢imo dve moznosti:

(1) Ce je ¢ = 0 za vsak k € N, potem je f(z) = 0 za vsak z € V. Za iskano odprto
okolico U lahko torej izberemo kar V.

(2) Ce obstajan € N, tako dajecg=c; =+ = c,_1 = 01n ¢, # 0, potem je
f(2> = Cn<Z — a)” + Cn+1(2 _ a)nJrl + Cn+2<2 _ a)n+2 b
= (Z - a)n (Cn + Cn+1<z — CL) + Cn+2(z — a,)2 + .. )
= (z—a)"0(2),
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kjer smo uporabili oznako
SO(Z) =c, + C'n,—i-l(Z — CL) + Cn+2<z — CL)2 4.,

Ker potencna vrsta funkcije f konvergira na V', mora na V' konvergirati tudi po-
tencna vrsta funkcije ¢, in to celo enakomerno (po izreku . Funkcija ¢ je vsota
zveznih funkcij, zato je po izreku[5.6]tudi sama zvezna funkcija. Ker je p(a) = ¢, # 0
in je ¢ zvezna, mora obstajati taka okolica Y C V C D tocke a € U, na kateri za
vsak z € U velja ¢(z) # 0. Poslediéno za vsak z € U \ {a} velja f(z) # 0.

O

Posledica 5.16 Naj bo D C C enostavno povezano obmodje in (zx)ken neko kompleksno
zaporedje paroma razlicénih tock iz D s stekaliscem a € D. Ce sta funkciji f,g : D — C
holomorfni in za vsak k € N velja f(zr) = g(zx), potem za vsak z € D wvelja f(z) = g(z)
(funkciji f in g sta enaki).

Dokaz. Definirajmo novo funkcijo h : D — C s predpisom

h(z) = f(2) = g(2),

ki je holomorfna na D in zato tudi zvezna na D. Za vsak k € N je h(zx) = f(zx) —g(zx) =
0. Zaporedje (zx)reny ima stekalisée a, zato obstaja njegovo podzaporedje (zg,)ien, ki
konvergira proti a. Ker je h zvezna, velja

h(a) = h (hm Zkl> = lim h (z,) = lim 0 = 0.
1—00 1—>00 1—00
Tocka a je torej nicla funkcije h. Po posledici vidimo, da je a nicla tipa I, saj
za vsako okolico U tocke a obstaja nek ¢len zaporedja (zy,)ien, ki lezi v U. Zato mora
obstajati okolica U tocke a, tako da za vsak z € U velja h(z) = 0. Definirajmo mnozico

A ={z € D | z je nicla funkcije h tipa I}.

Potem je seveda D \ A mnozica vseh z € D, za katere je z nicla tipa II ali z ni nicla
funkcije h.
Dokazimo, da je mnozica A odprta. To pomeni:

Vee A,3r >0: K,(z) C A.

Naj bo = € A poljubna tocka. Funkcija h ima v x niclo tipa I, zato obstaja okolica V'
tocke z, tako da za vsak y € V velja h(y) = 0. Ker je V okolica tocke z, obstaja odprti
krog K, (z), ki v celoti lezi v V. Naj bo y € K,(x) poljubna tocka. Ker je y notranja
tocka mnozice K, (x), ocitno obstaja tak " > 0, da je K. (y) C K,(x) C V (slika [5.4).
To pomeni, da velja h(z) = 0 za vsak z € K,..(y), zato ima h v tocki y niclo tipa I in
posledi¢no je y € A. S tem smo dokazali, da velja K,.(z) C A.

V nadaljevanju dokazimo $e, da je tudi mnozica D \ A odprta. To pomeni:

Vee D\ A, 3r>0: K. (x) C D\ A
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Slika 5.4: Okolica V tocke z.

Naj bo z € D\ A poljubna tocka. Ce ima h v z niclo tipa II, potem obstaja taka okolica
U tocke x, da za vsak z € U \ {2} velja h(z) # 0. To pomeni, da je id € D\ A. Ce pa
po drugi strani A nima nicle v x, potem zaradi zveznosti f obstaja taka okolica U tocke
x, da za vsak z € U velja h(z) # 0. Zato jed C D\ A. V vsakem primeru po definiciji
okolice torej obstaja tak r > 0, da je K,(x) C D\ A.

Mnozica D = AU (D \ A) je torej unija dveh odprtih mnozic. Seveda je mnozica A
neprazna, saj je a € A. Ce bi bila mnozica D \ A neprazna, bi to pomenilo, da je mnozica
D nepovezana, kar je v nasprotju s predpostavko. To pomeni, da je mnozica D\ A prazna
in posledi¢no je D = A. Sledi, da za vsak z € D = A velja h(z) = 0 oziroma f(z) = g(2).

O

Primer 5.17 Poiscimo vse holomorfne funkcije f : C — C, za katere za vsak n € N velja
P =k

(1\¥aj bo f : C — C, f(z) = %. Potem je f holomorfna funkcija na C, ki zadosca
zgornjemu pogoju. Naj bo g : C — C Se ena holomorfna funkcija, za katero velja g (%) =
# za vsak n € N.

Vpeljimo zaporedje (z,)nen, tako da za vsak n € N velja z, = % Ocitno zaporedje
(zn)nen konvergira k 0, zato je to tudi stekalisée danega zaporedja. Ker velja f(z,) = g(2,)
za vsak n € N, po posledici sledi f(z) = g(2) za vsak z € C. To torej pomeni, da
obstaja samo ena funkcija, ki zadosca zapisanemu pogoju.

Opomba 5.18 Pogoj o obstoju stekaliséa v posledici je res potreben, da posledica
velja. Na primer, naj bo zaporedje (z,)nen podano s splosnim élenom z, = nw. Odcitno to
zaporedje nima stekalisca.

Naj bosta f,g : C — C funkciji, podani s predpisoma f(z) = sinz in g(z) = 2sin z.
Opazimo, da sta f, g holomorfni in da velja f(z,) = g(z,) za vsakn € N, vendar pa f # g.

Primer 5.19 Izrek o Taylorjevi vrsti pove, da lahko funkcijo

1
z—1

1
z

€z,

f:C—=C, f(z)=

razvijemo v Taylorjevo vrsto okoli poljubne tocke iz C\{0,1}. V naslednjem razdelku
bomo videli, da lahko funkcijo f razvijemo v primerno vrsto tudi okoli tock z = 0 in
z =1, ki jih bomo imenovali “singularne tocke” funkcije f.
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5.3 Laurentova vrsta

V tem razdelku bomo spoznali, kako lahko holomorfno funkcijo razvijemo v Laurentovo
vrsto na nekem kolobarju okoli tocke a € C.

Izrek 5.20 Naj bo a € C neka tocka,
A={zeC |0<r<|z—a|l| <R}

kolobar v kompleksni ravnini in f : A — C holomorfna funkcija na tem kolobarju. Tedaj
za vsak z € A velja

fz) =) alz—a), (5.2)
k=—oc0
kjer je
1 f(€
ap = 2—m # dg, ]f € Z,

c

in C poljubna pozitivno orientirana, enostavno sklenjena krivulja z odsekoma zvezno od-
vedljivo parametrizacijo, ki lezi v A in obkrozi tocko a € C.

Opomba 5.21 Vrsto v enakosti (5.2)) imenujemo Laurentova vrsta.

Dokaz. Naj bo z € A poljubna tocka in Cy = {£ € C | |£ — z| = ro} kroznica, ki v celoti
lezi v A. Definirajmo Se dve kroznici

G = {£eCllE—al=n}
C; = {£€C||g—a|l=ra},

tako da velja r < ry < ry < R in da Cy lezi v kolobarju med C; in C,.
Za tocko z € A po izreku velja:

1 f(§)
f(z) = 3
27?@! z

6_

Naj bo ) kolobar med kroznicama C; in Cs, brez kroga, ki ga omejuje Cy, in brez daljic
I'; in I'y; glejte sliko [5.5]
f(€)

Obmocje @ je enostavno povezano in funkcija g : Q — C, g(§) = 5—, je holomorfna
—z

na ). Zato funkcija g na obmocju @ zadosca pogojem (posplosenega) Cauchyjevega izreka

-2 £(€)
Jo©@as= [ ac—o
oQ oQ

Rob obmocdja @) pa je sestavljen iz vec¢ krivulj:

0Q =CoUT U (—Cy) UT1 U (=Cy) U (-T1) U (=C{) U (-Ty),
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Slika 5.5:  Kolobar A (sivo) in obmoéje @, ki ga omejujejo kroznice Cy = C{ U C{, Cy, Co
in daljici I'y, T's.

kjer je Cyp = Cj U C{. Ko upostevamo osnovna pravila integriranja, dobimo

[ S© e [ SO g [SO e [ SO o [ 1E
O_aéf_zdg c[g_zdg Cé/g_zdg (!g_zdg Cé//g_zdg

- Zi—gldé—lgdf—!%d&

L, L [RO 1 [ E
f(z)_Zm'c/é—zdg—%m’C/ﬁ—zdg 2m'c/§—zd£' (53)

Najprej si oglejmo integral po krivulji C,. Opazimo, da za vsak £ € Cy velja [€ — a| >

kar nam da

in posledi¢no
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|z — a| oziroma

a .
‘ < 1, zato je

1 1 B 1 1 1
E—z §—a+a—z_(5_a)(1+g:5> E—a 1—2’2
1l z—ak_oo (z —a)*
B §—ak20(§—a) _kzzg(f—a)k“
Tako dobimo
L [rfe . 1 — (z—a)
Ca Ca -
1 — [(©)(z—a)
" m <,§ (€~ ap )df
G =
) 1 f(§) Y
23 g e ) oo
— e
= Zak<2_a)k7
k=0

kjer enakost (*), pri kateri zamenjamo vrstni red vsote in integrala, dokazemo enako kot
pri izreku o Taylorjevi vrsti (glejte dokaz izreka . Pri tem opomnimo Se, da lahko
namesto kroznice Cy po izreku [4. 17| uporabimo poljubno pozitivno orientirano in enostavno
sklenjeno krivuljo C, ki je homotopna s kroznico Cs glede na obmocje A (krivulja C torej
lezi v A in obkrozi tocko a).

Sedaj si oglejmo Se integral po krivulji C;. Opazimo, da za vsak £ € C; velja | —a| <

|z — a| oziroma |>— 2 < 1, zato je
z—a
(I 1 B 1 o 1
E—2 §—a—|—a—z—(z_a)<£:‘;_1>— z—a 1_%
z-atZ\z—a k:O(z—a)kH'
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Tako dobimo

5 [ £ - %/(f(f)i(f_a(;g:)dg
& cl P
. C/ (i": f((zé)_fa;kfzk> ie
*) i(%/f(f)(fa)kdg (Z_la)kH
k=0 C1
— i %Cl/f(é)(f—a)“dg (Z_la)k
= kZOO » C/ ) —a)* e (Z_la)_k
: oo %C/ <5f(f))k+1 d¢ | (z—a)*

Dejstvo, da lahko zamenjamo vrstni red vsote in integrala, torej enakost (%), ponovno
dokazemo tako kot pri izreku o Taylorjevi vrsti. Tudi v tem primeru lahko po izreku [4.17]
namesto kroznice C; uporabimo poljubno pozitivno orientirano in enostavno sklenjeno
krivuljo C, ki je homotopna s kroznico C; glede na obmocje A (krivulja C torej lezi v A in

obkrozi tocko a).
Iz enakosti 5.3 konéno dobimo

1) = 5 [ 22 ac
Co

Primer 5.22 Razvijmo funkcijo f :

okoli tocke a = 0.

L[ f@) 1 [ f©)
%/f—zdg_%/f—zdg
C2 Cl

e -1
- Zak(z —a)" + Z ap(z — a)*
k=0 k=—00
= Z ar(z —a)
k=—0c0
0
C\{0,1} = C, f(2) = 2’(21— ok v Laurentovo vrsto
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Naj bo najprej A; = {z € C | 0 < |z| < 1}. Ocitno za vsak z € A; velja

1 1
&) = ooy 1_2—“22
= =) A=) = ( +1ldz+22+- )
k=0 k=—1
1 0 2
= —-1--=—1-2"=-1-2—1-2—---
z

Po drugi strani pa lahko obravnavamo tudi kolobar As = {z € C | |z| > 1}. O¢itno
za vsak z € A, velja }%| < 1 in zato dobimo

) = ﬁ=i%:ii<l>k

- sz Zk=Z
k=0 k=—00
1 1 1

Definicija 5.23 Ce je Laurentova vrsta funkcije f na kolobarju A enaka

oo oo oo
f(z):Zak.z—a Zakz—ak—k z—a"“ Vz € A,
k=—o0 k=0 =

potem levi vrsti pravimo regularni del Laurentove vrste, desni vrsti pa pravimo
glavni del Laurentove vrste.

Definicija 5.24 Tocka a € C je izolirana singularna tocka funkcije f, ce je f holo-
morfna na neki okolici tocke a, razen v tocki a (slika[5.6).

Slika 5.6: Izolirana singularna tocka a.

Opomba 5.25 Ce je a € C izolirana singularna tocka funkcije f, potem lahko funkcijo
f razvijemo v Laurentovo vrsto na nekem kolobarju A ={z € C | 0 < |z —a| < R}.
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Definicija 5.26 Denimo, da funkcijo f razvijemo v Laurentovo vrsto v okolici izolirane
singularne tocke a € C na nekem kolobarju A= {2z € C | 0 < |z —a| < R}.

(1) Ce glavnega dela te vrste ni (oziroma je enak 0), potem ima funkcija f v tocki a
odpravljivo singularnost.

(2) Ce ima glavni del te vrste konéno mnogo nenicelnih clenov in je n € N najvecje
stevilo, za katerega je a_,, # 0, potem ima funkcija f v tocki a pol n-te stopnje.

(8) Ce ima glavni del te vrste neskoncéno mnogo nenicelnih clenov, potem ima funkcija
f v tocki a bistveno singularnost.

1 ——cosz

Primer 5.27 (1) Najbo f: C\{0} —» C, f(2) = ———, in a = 0. Opazimo, da za
z
vsak z € C\{0} velja

f@:10_6_5+£_£+”»:?_£+i_“”

kar pomeni, da ima funkcija f v tocki a = 0 odpravljivo singularnost.

sin z

(2) Naj bo f:C\{0} = C, f(2) = —, ina=0. V tem primeru za vsak z € C\{0}
z

velja

1) 1( z3+z5 z7+ > 1 1+z z3+
! ! z3 3lz 5 7!

Opazimo, da ima funkcija f v tocki a = 0 pol 3. stopnje.

(3) Najbo f:C\{0} = C, f(2) = e+, in a = 0. Opazimo, da za vsak z € C\{0} velja
1 1 1
fR) =14+ s+ o+,
z Iz z
kar pomeni, da ima funkcija f v tocki a = 0 bistveno singularnost.

Izrek 5.28 Naj bo a € C izolirana singularna tocka funkcije f. Funkcija f ima v tock:
a € C odpravljivo singularnost natanko tedaj, ko obstaja okolica U tocke a, tako da je
funkcija f omejena na U \ {a}.

Dokaz. (=) Najprej predpostavimo, da ima funkcija f v tocki a odpravljivo singular-
nost. To pomeni, da lahko funkcijo f na nekem kolobarju K,.(a) \ {a}, torej na nekem
odprtem krogu brez tocke a, razvijemo v Laurentovo vrsto tako, da glavnega dela te vrste
ni:

Zak z—a)f, Vze K, (a)\{a}.

Definirajmo novo funkcijo F : KT(a) — C, tako da za vsak z € K,(a) velja

oo
5 ap(z — a)

k=0
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Funkcija F' je dobro definirana, prav tako je po izrekih [5 E in m 5.6 zvezna na K,.(a), saj
je vsota potencne vrste. Od tod dobimo, da je funkcija F' zvezna tudi na zaprtem krogu
K, (a), Kjer je 0 < v < r (slika [5.7] . torej na zaprti in omejeni mnozici (oziroma kom-
paktni mnozici), zato je omejena na K, (a) C K,(a) ter posledicno tudi na K, (a) in
K,/(a) \ {a}. Za iskano mnozico U lahko torej vzamemo kar K, (a).

Slika 5.7:  Kroga K,(a) in K. (a).

(<) Za drugo smer predpostavimo, da je f omejena na mnozici U \ {a}, kjer je U neka
okolica tocke a. To pomeni:

IM >0,Vz €U : |f(z)| < M.

Naj bo K,(a) odprti krog, ki lezi v Y. Potem za vsak z € K,(a) \ {a} velja

[e.9]

f)= Y alz—a)

k=—o0

Dokazimo, da je a_, = 0 za vsak m € N. Naj bo torej m € N poljubno stevilo in X,
poljubna kroznica s sredis¢em v a in polmerom p, ki lezi v K, (a) (slika [5.§).

Slika 5.8:  Okolica U tocke a, krog K, (a) in kroznica KC,.
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Potem velja

B R B {9 B
a-ml =155 K/ €= a)ni &

/f )l

27?2
_ ! /f —ayde| < 2 /|f(§)| € —a™"d
~ o o “ o
£, K,
m—1 m—1 m—1
p Mp Mp
— /\f(f)\ds_ ~ /ds A
£, K,
= Mp™.

Ker zgornja ocena velja za vsak p € (0,r), izraz Mp™ pa gre proti 0, ko gre p proti 0,
mora veljati |a_,,| = 0 in posledi¢no tudi a_,, = 0. O

Izrek 5.29 Naj bo a € C wzolirana singularna tocka funkcije f. Funkcija f ima v tock:
a € C pol n-te stopnje natanko tedaj, ko obstaja funkcija g, ki je holomorfna na nek:
okolici U tocke a, tako da je g(a) # 0, za vsak z € U \ {a} pa velja

Dokaz. (=) Najprej predpostavimo, da ima funkcija f v tocki a pol n-te stopnje. To
pomeni, da jo lahko na nekem kolobarju K,(a) \ {a} razvijemo v Laurentovo vrsto tako,
da ima glavni del konéno mnogo nenicelnih ¢lenov. Za vsak z € K,.(a) \ {a} je

— a—n A—(n—-1) )
1
- (Z —(l)” (a—n+a—(n—1)<z_ CL) =+ —|—CLO(Z— CL)”—l—CLl(Z—a,)TH'l -+ )7

kjer je a_, # 0. Definirajmo funkcijo g : K,(a) — C, tako da za vsak z € K, (a) velja
g(Z> =a_n+ a_(n_l)(z — a) e CLQ(Z _ a)” + a1<z . a)n+1 4.

Funkcija g je vsota potencne vrste in je zato analiticna na krogu K, (a), kar pomeni, da
je na tem krogu po izreku tudi holomorfna. Poleg tega je g(a) = a_,, # 0, za vsak
z € K.(a)\ {a} pa velja

_9(?)
(<) Za drugo smer predpostavimo, da obstaja funkcija g, ki je holomorfna na neki
okolici U tocke a, tako da je g(a) # 0, za vsak z € U \ {a} pa velja



Na nekem kolobarju K, (a) \ {a} lahko funkcijo f razvijemo v Laurentovo vrsto. To
pomeni, da za vsak z € K,.(a) \ {a} velja

[e.9]

f)= Y alz—a)"

k=—o0

Najprej dokazimo, da je a_, # 0. Naj bo C neka kroznica s sredis¢em v a, ki v celoti
lezi v K,(a) \ {a}. Izracunajmo

LY B i N 9(§)
i | w5 | e

a_, =

c

1 (9

= %/adf—g(a)%&
&

kjer smo pri zadnji enakosti uporabili izrek [4.22]
Sedaj dokazimo Se, da je a_(,4m) = 0 za vsak m € N. Ponovno naj bo C neka kroznica
s sredis¢em v a, ki v celoti lezi v K,(a) \ {a}. Potem je

1 £(€) 1 / 9(§)

A—(nt+m) = 9 (£ — a)—n—m+l g = o (€ —a)"(€ — a)—n—m+!
C

)

1 9(§) 1 melge Lo

%/Wdf—%/g(f)(f—a) d§—2m. 0=0,
c

dg

kjer smo pri predzadnji enakosti uporabili Cauchyjev izrek [£.9) S tem smo preverili, da
ima funkcija f v tocki a pol n-te stopnje. O

Izrek 5.30 (Casorati-Weierstrassov izrek) Najima funkcija f v tockia € C bistveno
singularnost. Potem za vsak A € C, za vsak € > 0 in za vsak § > 0 obstaja z € C, za
katerega velja |z — a| < & in |f(z) — A| < e (slika[5.9).

Slika 5.9: Tocki z in f(z), za kateri velja |z —a| < 0 in |f(z) — A| <e.

Dokaz. Denimo, da to ne velja. Potem obstajajo taki A € C, ¢ > 0in § > 0, da za
vsak z € C velja |z —a| > ¢ ali |f(2) — A| > €. To pomeni, da je za vsak z € C resni¢na
implikacija:

|z—al <d = |f(z) —A| > =
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Zapisana izjava nam pove, da funkcija f — A na kolobarju Ks(a) \ {a} nima nicle, saj je
|f(z) — A| > € za vsak z € Ks(a) \ {a}. Zato definirajmo funkcijo g : Ks(a) \ {a} — C,
tako da za vsak z € Ks(a) \ {a} velja

1
9(z) = f(z)——A

Ocitno je funkcija g na mnozici Ks(a) \ {a} dobro definirana, prav tako je na tej mnozici
holomorfna. Opazimo, da je tocka a izolirana singularna tocka tudi za funkcijo g. Prav
tako je funkcija g na mnozici Ks(a) \ {a} omejena, saj za vsak z € Ks(a) \ {a} velja

-
1f(2) = Al

Po izreku ima funkcija g v tocki a odpravljivo singularnost, zato za vsak z € Ks(a)\
{a} velja

o | =

l9(2)] =

<

g(2) = ap +ai(z —a) +ag(z —a)* + -+,

kjer seveda niso vsi koeficienti a; enaki 0, saj ¢ ni nicelna funkcija. Naj bo n € Nj
najmanjse Stevilo, za katerega je a, # 0 in ag = a3 = -+ = a,_1 = 0. To pomeni, da za
vsak z € Ks(a) \ {a} velja

9(2) = au(z = )"+ ani1(z — )" + apga(z — )" 4
= (2= a)" (an + aps1(z — @) + anga(z —a)* +--).

Definirajmo funkeijo h : Ks(a) — C, tako da za vsak z € Ks(a) velja
h(Z) = anp + a/n—|-1(2 - (Z) + an+2(2’ — a)2 + e

Ocitno je h holomorfna na Ks(a) in h(a) = a, # 0. Opazimo tudi, da za poljuben
z € Ks(a) \ {a} velja

1
9(z) = f(z)——A = (2 —a)"h(2),
od koder dobimo A( ) )
1 z—a)" + )
=A = .
M= ee—ar ~ Goar
Naj bo funkcija k : Ks(a) — C podana s predpisom
1
=A(z—a)" + —.
k(z) (z—a)" + )

Ocitno je k dobro definirana, saj je h(z) # 0 za vse z € Ks(a). Prav tako je funkcija k
holomorfna na Ks(a). Ker je k(a) # 0 in za vse z € Ks(a) \ {a} velja

k(2)

(z —a)

f(z) =

ima po izreku funkcija f v tocki a pol n-te stopnje, kar je protislovije. S tem smo
torej zakljucili dokaz izreka. ]
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Opomba 5.31 (1) Izrek nam pove, da so v okolici bistvene singularnosti a € C tocke,
ki se s funkcijo f slikajo blizu poljubne tocke v kompleksni ravnina.

(2) Naj bo n € N poljuben. Ce izberemo ¢ = § = %, potem nam zgornji izrek pove, da
obstaja tak z, € C, za katerega velja

1 1
lzn —al < — in | f(z) — Al < —.
n n

Ker zapisano velja za vsak n € N, sledi, da zaporedje (2,)nen konvergira k a, zapo-
redje (f(zn))nen pa konvergira k A.
Ob koncu razdelka navedimo se veliki Picardov izrek [4], ki pa ga ne bomo dokazovali.

Izrek 5.32 (veliki Picardov izrek) Naj ima funkcija f v tocki a € C bistveno sin-
gularnost. Potem obstaja mnoZica E C C z najve¢ enim elementom, tako da za vsak
A e C\FE in vsak 6 > 0 obstaja z € C, da velja |z —a| <& in f(z) = A (slika .

~
-
~ -

Slika 5.10: Ponazoritev velikega Picardovega izreka za E = {w}, kjer je w € C.

5.4 Izrek o residuumih

Definicija 5.33 Naj bo a € C izolirana singularna tocka funkcije f, kar pomeni, da lahko
funkcijo f razvijemo v Laurentovo vrsto na nekem kolobarju K,.(a) \ {a}:

[e.9]

f) =) alz—a)"

k=—o0

Koeficient a_y v tej vrsti imenujemo restduum funkcije f v tocki a in ga oznacimo z
Res(f,a) = a_y.

Opomba 5.34 (1) Po izreku[5.20 je

_ 1 /() _ L
1= 5 [ et e = 5 [ F€)de
C c
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zato velja

/f(ﬁ) d¢ =2mi-a_y = 2mi Res(f, a),
c

kjer je C pozitivno orientirana, enostavno sklenjena krivulja z odsekoma zvezno od-
vedljivo parametrizacijo, ki obkrozi singularnost a € C.

(2) Ce singularnosti v tocki a € C ni ali pa ima f v tocki a odpravijivo singularnost,
potem je a_1 = 0 in zgornja ugotovitev sovpada s Cauchyjevim izrekom.

Izrek 5.35 (izrek o residuumih) Naj bo D C C enostavno povezano obmodcje v C in
naj bo funkcija f holomorfna na Dy = D\ {z1, 22, ..., 20}, kjer so z1, za, ..., 2, izolirane
singularne tocke funkcije f. Denimo, da neka pozitivno orientirana, enostavno sklenjena
krivulja IC C D z odsekoma zvezno odvedljivo parametrizacijo obkrozi nekaj teh singular-
nosti, na primer zy, zs, ..., 2k, k < n. Potem je

k
/f(z) dz = 2mi Z Res(f, z;).
K =t

Dokaz. Za vsak j € {1,...,k} naj bo C; pozitivno orientirana kroznica, ki obkrozi
singularnost z;. Predpostavimo, da vsaka izmed teh kroznic lezi v Dy in da obkrozi le
eno singularnost. Prav tako naj bodo te kroznice paroma disjunktne. Glede na zgoraj
zapisano opombo vemo, da za vsak j € {1,... k} velja

/f(z) dz = 2mi Res(f, z;).
Cj

Za vsak j € {1,...,k} naj bo U; zaprti krog, ki ga omejuje kroznica C;. Naj bo e Dy,
notranjost obmocja, ki ga omejuje krivulja /C, in

D =Dy \ (U Ul U-- - UU, UT; UToU---UTy),

kjer so I'y, ..., I'y daljice, prikazane na sliki [5.11} .
Obmocje D je enostavno povezano in f je holomorfna na D, zato za funkcijo f na
obmocju D velja posploseni Cauchyjev izrek m

/f(z) dz=0.
oD

Ce integral na levi strani zgornje enakosti razstavimo po krivuljah, ki sestavljajo 85, in

upostevamo, da se integrali po daljicah I'y, ..., T, odstejejo, dobimo
Oz/f(z)dz = /f(z)dz+/f(z)dz++/f(z)dz
oD K —C —Cy,

_ /f(z)dz—/f(z)dz—---—/f(z)dz.
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Slika 5.11: Krivulja K in obmocje D.

Posledic¢no velja

: k
/f(z) dz = Z /f(z) dz | = Z2m’ Res(f, z;) = 2m’ZRes(f, ;).

1
Primer 5.36 Izracunajmo integral / —dz.
z

|z|=1
Funkcija f : C\{0} — C, f(z) = 1, je holomorfna na C\{0} in je ze razvita v Laurentovo
vrsto na tem obmocju okoli tocke a = 0:

f2)=- 40224127 4+0-2°+0-24+0- 2%+,

Opazimo, da je
Res(f,0) =a_1 =1,

zato dobimo .
/ —dz = 2mi Res(f,0) = 2mi.
z

|z|=1
V nadaljevanju si oglejmo, kako ra¢unamo residuume.

Racunanje residuumov:

(1) V tocki a € C ima funkcija f odpraviljivo singularnost.

V tem primeru ocitno velja
Res(f,a) = 0.
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(2) V tocki a € C ima funkcija f pol n-te stopnje, kjer je n € N.

Obravnavajmo najprej situacijo, ko je v tocki a pol 1. stopnje. To pomeni, da obstaja
tak r > 0, da za vsak z € K,(a) \ {a} velja

f(Z):Zaja+a0+a1(z—a)—|—a2(z—a)2_|_...

oziroma
f(Z)(Z—a) =a_q +a0(z—a) +a1(z—a)2_}-...7

kar nam da

Res(f,a) = lim (f(2)(= — a)).

Sedaj si oglejmo Se splosno situacijo, ko je v tocki a pol n-te stopnje. Obstaja torej
tak r > 0, da za vsak z € K,.(a) \ {a} velja

o a_np a_(n-1) . a_q
f(z) = + = a) +-+

G_ar +ag+a(z—a)+---

z—a
oziroma
fe)(z—a)"=ap+a_m1y(z—a)+ - +a_1(z— a)" ' +ag(z —a)" + -

Ce zadnji izraz (n — 1)-krat odvajamo, dobimo
(f)—a))" ™ = —1Dlay+nl-aglz —a) + -,

zato velja

lim (f(2)(z — a)")(n_l).

RGS(f, a) = m am

(3) Vtocki a € C ima funkcija f bistveno singularnost.

V tem primeru funkcijo f razvijemo v Laurentovo vrsto okoli tocke a in razberemo
koeficient a_.

1
Primer 5.37 (1) Izracunajmo Res ( ,i).
22+1

Funkcija f s predpisom
o 1
241 (z—9)(z+1)

f(z) =

ima pol 1.stopnje v tocki a = i. Posledi¢no je

N 1 | o . i
Res<22+1’z> _lzlgi<zz+1(z_l)> T Ty

cos(2z) | O) ‘

(2) Izracunajmo Res( o
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Ocitno za vsak z € C\{0} velja

cos(2z) 1 (1 (22)2 (22)4 )_ 12 +2z
23 23 2! 4! 2 23 ’

zato ima funkcija f s predpisom

cos(2z2)
fla) = 2%
v tocki a = 0 pol 3.stopnje. Posledi¢no je
cos(2z) ) 1 (cos(?z) 3)” 1 "
Res( = 0) = 5?_1}1(1) —3 ) = §£1_r>1(1)(cos(2z))
1.
= 5?_1)1(1)(—4(:03(22)) = -2.

Izrek 5.38 (L’Hospitalovo pravilo) Naj bosta funkciji f in g holomorfni na neki oko-
lici tocke a € C in naj bo f(a) = g(a) = 0. Dodatno predpostavimo, da funkcija g na
nobeni okolici tocke a ni identicno enaka 0. Potem velja

o 16 S

z—a g(z) z—a g’(z)'

Dokaz. Funkciji f in g lahko razvijemo v Taylorjevo vrsto na neki okolici tocke a € C:

f(2) = an(z=a)" +ania(z —a)" 45 an #0,
g(2) = bu(z—a)" +bp(z—a)" +- 5 b, #£0,

kjer sta n,m € N. Zato je

) (=) (ot ann(z =)+ )
9(2) ~ (2= @) (o F braz —a) + )

in posledi¢no velja
0 m>m

lim f(z) = { &n

T n=m.
z—a g(z)

bm
00; n<m

Po drugi strani na okolici tocke a velja
F(z) = nan(z—a)" "+ (n+Dapei(z —a)" + -,
g (2) = mbu(z—a)™ '+ (m+ Dby (z —a)™ + -
in
fl(z)  (z—a)" (na, + (n+1ap1(z—a)+---)
g () (z—a)" Ymby + (m+ Dbmyr(z —a)+--- )

Opazimo, da je

0; n>m 0; m>m
. f/(Z) _ nan . _ _ an . _ — |5 f(Z)
lim =M p=m =& p=m =lim—77F,
z—a g/(z) mbm bm z—a g(z)
oo; n<m 00; n<m
kar zakljuci dokaz izreka. 0
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Primer 5.39 Izracunajmo integral / 5 dz, kjer je K pozitivno orientirana, eno-

5
. . . IC .o . .. . .
stavno sklenjena krivulja z odsekoma zvezno odvedljivo parametrizacijo, ki obkrozi eno

izmed singularnih tock funkcije pod integralom.
Najprej pois¢imo vse singularne tocke funkcije f, ki je podana s predpisom

1
25— 32

f(z) =

Najti moramo torej vse z € C, za katere je z° = 32. Ce uporabimo Eulerjev zapis, velja
z = |z|e* in posledi¢no
27 = |z|"e"¥ = 32¢"7,

zato dobimo |z]° = 32 in 59 = 0 + 2k, kjer je k € Z. To pomeni, da je |z| =2 in

o
o = Tﬁ ke {0,1,2,3,4).

Singularne tocke funkcije f so torej stevila
2 =25, ke{0,1,2,3,4}.
Denimo, da krivulja IC obkrozi singularno tocko z;. Potem z uporabo izreka dobimo

1 . 1 . z— 2
Res<z5—32’zl) - 31%211(25_32(2—@))_}51;1 532
1 1 1 e

= lim—=———=_¢"5.

z2—2z1 52}4 5 . 24ei8?ﬁ 80

Posledi¢no po izreku velja

1 1 1 s«
/ T dz = 2miRes (25 ot 21) = 270 - %e_’%
K

™ i8T m 41117\' T opi_;llx T .9r

= —ei% e 5

40 —10° T a0° ~ 10

Podobno bi naredili izracun, ¢e bi krivulja K obkrozila katero izmed preostalih izoli-
ranih singularnih tock ali pa celo ve¢ izmed njih.

5.5 Uporaba izreka o residuumih pri racunanju real-
nih integralov

V tem razdelku bomo predstavili nekaj primerov realnih integralov, ki jih lahko izracunamo
s pomocjo kompleksne integracije.
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5.5.1 Integrali oblike /ﬂ

()

Naj bo funkcija f podana s predpisom

kjer je p polinom stopnje n in ¢ polinom stopnje m, tako da velja m > n 4+ 2. Predposta-
vimo Se, da polinom ¢ nima realnih nicel.

Naj bo R > 0 taksen, da krog Kg(0) obkrozi vse ni¢le polinoma ¢ v C. Naj bo Se
L zgornja polkroznica s sredis¢em v 0 in polmerom R ter Zy daljica od —R do R (slika
5.12)).

Im

Slika 5.12: Krivulja C =Zr U L.

Sledi, da je krivulja C = Zg U L enostavno sklenjena in zato po izreku velja

k
/f(z) dz = 2 Z Res(f, zj),
c J=1

kjer so zy, 29,..., 2, nicle polinoma ¢, ki lezijo v zgornji polravnini. Po drugi strani pa
lahko zgornji integral zapisemo kot

/f(z) dz:/f(z) dz+/f(z) i

Obravnavajmo najprej prvi integral na desni strani zgornje enakosti. Ocitno je z :
[—R, R] — g, z(x) = x, parametrizacija krivulje Zr. Opazimo, da za vsak z € [-R, R]
velja Z(z) = 1, zato dobimo

R R (x)
I{f(z)dz zéf(x)-ld:p zé—x)dm
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kar seveda konvergira proti

_qu%dx

ko gre R proti neskonéno.
Sedaj pokazimo Se, da velja

Jm [ 72z =
L

Krivulja £ je kompaktna mnozica. Ker je f zvezna na L, je na tej mnozici zvezna tudi
funkcija |f|, ki zato na £ doseze minimum in maksimum. To pomeni:

dzg € LVz e L:|f(2)] < |f(20)]

Posledi¢no velja

[1d) < i@l [l = 15Gol [ ds= 1ol
L r v A

p(Zo) %

Q(Zo)

(a2l + ano120" 4+ a2zd + @120 + ag) 2
meO + bm_lzo_l + -+ ng% + blzo + bo

= |f(20)| -7 |20] =7|f(20)20]| =7

1 n—
z5" (an+u+---+zﬁil+“—2)
0

20 20

m b'mfl bl
23 <bm+7+"'+zm—_1

0

+ %%)
20
Ker je a, # 0, by, # 0in m > n + 2, gre zgornji izraz proti 0, ko gre R = |zo| proti

neskonéno, zato je
lim / f(z)dz =
R—o0
c

Seveda je

k
QWiZRes(f,zj) = hm f(z)dz = hm/f )dz + hm/f
j=1

= Z%dw+0£ %dz,
zato koncéno dobimo
7 Z% dx = QWijéRes(f, z;) = QWijZ;Res (%, zj> .
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[e.e]

dzx

m. Oéltl’lO je

Primer 5.40 Izracunajmo integral /

A5 A=+ D)2 +4) = (2 +0)(z — i) (2 + 20)(z — 2i0),

zato sta z; = ¢ in 2o = 27 edini nicli polinoma v imenovalcu, ki lezita v zgornji polravnini.
Ker gre za pola 1.stopnje, lahko residuuma izracunamo tako:

R‘J’S(m’i) - 123}<(z+z’)<z—¢)(1z+2¢)(z—2@')(2”)):&’
ReS<M’2i> = zh—>HQli((z—i—i)(z—z’)(tJrQi)(z—2i)(2_2i)>:_1_22"

Posledi¢no izpeljemo

(e 9]

dx ( ( 1 ) ( 1 ))
Y 9ri(Res(—— Res(————— 2
/x4+5x2+4 A s g +es Atpzra

_ -(1_L)_z_z_z
- \6i T 12i/ 376 6
oo
eax
5.5.2 Integral/ dz, kjer je 0 <a <1
1+e*
—00

Funkcija f naj bo podana s predpisom

eaz

f(Z):m,

kjer je 0 < a < 1. Da poiscemo njene singularne tocke, moramo resiti enacho
1+e* =0 oziroma e°=-—1.
Resitve so torej

z=log(—1) =1In| — 1| + i(Arg(—1) + 2k7) = i(7 + 2k7) = im + 2kmi,

kjer je k € Z.
Naj bodo K1, Ko, K3 in Zg daljice, prikazane na sliki [5.13], tako da velja R > 0.
Krivulja

C=ZrUK U (=Ks)U(=K3)

je enostavno sklenjena, opazimo pa tudi, da ima funkcija f v tocki w2 pol 1.stopnje, saj
je

1_|_ez:1+€szri€7ri:1_€z77ri:_

k!

= (2 — mi)*
k=

1
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Im
3mi
Koo
Ks T K1
—_— —_—>
-R  TIp R Re

| —Te

Slika 5.13: Krivulje Zg, K1, Ks in 5.

in posledi¢no

0% B 1 — e
1+e z— Tt 1_|_Z§_!7ri_|_(z_3_!7r)2_|_... '

Zato po izreku [5.35| velja
/f(z) dz = 2miRes(f,mi) = 2mi lim < ¢ (z — m))
c

z—mi \ 1 4+ e?
z — mi)e?? e z — mi)ae**
— 2mi lim <¢)22m’lim< + (2 — i) )
2T 1+ e 2T e?
arni
= 27— = —2mie?™
eﬂ"L

Po drugi strani pa lahko zgornji integral zapisemo kot

/f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz—/f(z)dz—/f(z)dz

Obravnavajmo najprej prvi integral na desni strani zgornje enakosti. Ocitno je z :
[-R,R] — Zgr, z(x) = x, parametrizacija krivulje Zr. Opazimo, da za vsak x velja
Z(x) = 1, zato dobimo

R R
e
/f(z)dz: /f(a:) ldr = / o dx,
Ir -R -R
kar seveda konvergira proti
% eax
/ 1+er

ko gre R proti neskonéno.
Podobno je z : [-R, R] — K2, z(x) = x + 271, parametrizacija krivulje Ky in za vsak
€ [-R, R] velja Z(x) = 1, zato dobimo

d ax+2m) p o 0T p
/f z_/1+ex+2m r=e /1+ex L
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kar konvergira proti
o0

) eax
62a7rz dI,
1+e”

—0o0

ko gre R proti neskon¢no.
Pri oceni integralov po krivuljah Iy in K3 bomo potrebovali Se eno neenakost. Ocitno
za vsaka z,w € C velja

wl =w+z+(=2)| < |Jw+z[+]| -2 = |2+ w| + 7]
in posledi¢no
|2+ w| = |w] = |z].
Podobno izpeljemo se
|2+ w| = |z — |w]
in skupaj dobimo
|z +w| > ||Z| — |w|| (5.4)
Za krivuljo Ky lahko uporabimo parametrizacijo z : [0, 2r] — K1, z(y) = R + iy, zato
je 2(y) = i za vsak y. Velja torej

2

a(R+iy) |€aR| . ’eaiy’ . M
/f(z)dz = /1+6R+1y dy —/ |14 efitiy d
K1 0
27
= dy
\1+€Rely\ W= / 1] = IeRI |
/ R / ettt 2w
e dy - - )
|1 _ 6R| el 1 el 1 e(l—a)R _ g—aR
0

kjer smo pri drugi neenakosti uporabili neenakost (5.4). Opazimo, da gre zadnji izraz
proti 0, ko gre R proti neskoncno, zato sledi

dm [ r(2)dz =
K1

Podobno za krivuljo K3 uporabimo parametrizacijo z : [0, 27] — K3, 2(y) = —R + iy,
zato je Z(y) =i za vsak y. Z uporabo neenakosti (5.4)) izpeljemo

21

a( R+iy) ’6 CLR‘ . |6aiy| . M
/f(Z)dZ = /l_l_e—R-‘rly y —/ |1+€—R+iy| d
K3
N /!1+€ Retv| y_/}|1|—|€_R| ezyH

6faR faR 271-@*“1%
/|1—e—R| Y 1—6_R/ A

0 0
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kar gre proti 0, ko gre R proti neskonc¢no. Posledi¢no velja tudi

Aim / f(z)dz =
K3
Ker je
—27ie"™ = lim /f(z) dz
R—o0

= lim [ f(z dz+hm/f dz—hm/f dz—hm/f

o0

eaa: eaac
= / dw+0—62‘m/ de —0
1+e” 1+ e”
X axr
~ e
= (1- 62“”) / dz,
1+e”
lahko izpeljemo se
/ e** —2mie —273 T T

1 + ez 1 — eQam e—am _ pami 6"‘7”‘—2? amt Sln((l’ﬂ')

Spomnimo se, da je Eulerjeva funkcija beta definirana kot
1
B(p,q) = /fvp_l(l — )" dx,
0

kjer sta p,q > 0. Vpeljimo novo spremenljivko:

N !
= rT = —.
11—z 1+t
Posledi¢no velja
(1-15)
/ 1+t 1+t 1+t /1+tp+q
0 0

ax

Po drugi strani lahko v integral / 11

— dz vpeljemo novo spremenljivko u = €* in
e

dobimo )
1+e” 1+u 1+u (1+ua+1a
—00 0 0 0
Fa)l'(1—a) TI'(a)I'(1—-a)
= B(a,1—-a)= = =I'(a)l'(1 —
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pri cemer smo uporabili Eulerjevo funkcijo gama in njene osnovne lastnosti. Vidimo torej,

da za vsak a € (0, 1) velja
m

Fa)l'(1—a)=

sin(arm)

Ce v zgornjo enakost vstavimo a = %, sledi

GG -mg

in s tem smo dokazali, da je

2
2
5.5.3 Integrali oblike /f(cos x,sinx) dx, kjer je f racionalna funk-
0

cija
Naj bo K = {z € C | |2| = 1} pozitivno orientirana kroznica s polmerom 1. Ocitno je
funkcija 2 : [0,27] — K, 2(z) = €, parametrizacija krivulje K. Ker je z(r) = ™ =
cosz + isin z, velja

(2(2))"' = e = cos(—x) +isin(—z) = cosx — isinx

in dobimo:

2(x) + (2(z))”!

2(x) + (2(2)) ' =2cosz = cosx =

2 )
_ -1
2(x) — (2(z)) "' = 2isiny = sinx = @) 2(2(37))
i
Prav tako opazimo, da za vse z velja 2(z) = ie™ = iz(z).
Definirajmo funkcijo F' s predpisom
z+271 z—z_l) 1
F - < 5 " i
(2)=1 2 27 1)
Potem je
2
2(@) + (2(2) 7" 2(x) — (2(1’))_1> .
F(z)dz = ( : . d
/ (2) dz /f 5 5 z(a:)zzz(x) x
K
= /f cos x,sinx) dx.
0
To pomeni, da lahko iskani integral izracunamo kot
2 k
/f(cosx,sinx) de = /F(z) dz = QWiZRes(F, 2;),
0 K j=1
kjer so z1, 29, . .., 2z singularne tocke funkcije F', ki lezijo na krogu |z| < 1.
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2m 2m
2 2.0 2
Primer 5.41 Izracunajmo integral / —COS( 7) dr = / v TR Y
5—4cosx
0 0

dz. Naj b
5—4cosx T Nag bo

1 <z+§71>2 - (Z_221'71>2 424242224272

iz 5—4.l T 4iz(5-2:-227))
224 272 B 241

2z (5 —2z—2271)  2i22(—222 4+ 52— 2)

F(z) =

Singularne tocke funkcije F' so 212 = 0 in

—5++v25—-16 —5+3

23,4 = 4 4 )

torej z3 =2, z4 = % Singularna tocka z = 0 je pol 2. stopnje, zato velja

Z4+1 ! 1 Z4+1 '
RF’O:T(Q )=—1-( )
es(£,0) e 2 2i22(—222 + bz — 2) 21 250 \—222 + 52 — 2

1, 423(=222452—2) — (2" +1)(—42 +5)
= —lim
2i 2—0 (—222 4+ 52 — 2)2

1 ) 5

2 (=22 8i

Edina preostala singularna tocka na krogu |z| < 1 je z = % Ker je to pol 1.stopnje,

dobimo
4
Res(F,l> = lim ((z—l) y Z+1 )
2 2l 2/ 2i22(—222 45z —2)

- EE((Z_%)_Mﬁ(jj;(z—m)

. ( 21 ) 17
= lm|{———— ) =—.
sl \—4iz2(z — 2) 244

2

Koné¢no lahko izracunamo iskani integral:

21

/de = 2mi (RGS(F70)+RGS (F%»

5 —4cosx
0

5.5.4 Fresnelova integrala

Izracunati zelimo integrala
F. = /cos (x2) dr in F,= /sin (x2) dz.
0 0
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Funkcija f : C — C naj bo podana s predpisom
fe)=e"
in naj bo K = Ky U Ky U K3 krivulja, prikazana na sliki [5.14]

Im 4
Ks
Ko
% \ N
0 K1 R Re

Slika 5.14: Krivulje Ky, Iy in K.

Ker je f holomorfna na C, po Cauchyjevem izreku [4.9] velja

O—/f M_/f m+/f M+/f

Obravnavajmo najprej integral po krivulji ;. O¢citno je z : [0,R] — K1, z(z) = =,
parametrizacija krivulje K. Opazimo, da za vsak x velja Z(z) = 1, zato dobimo

/ﬂ@@:]%@yumszﬂm
K1 0

0

kar seveda konvergira proti
o

2
/exdx,
0

ko gre R proti neskonéno. Ce v zadnji integral vpeljemo novo spremenljivko t = 22 in
uporabimo Eulerjevo funkcijo gama, dobimo

[ 1], 1.1\ 7
dr == [ et 2dt = =T (—) =
/é v 2/6 T \g) T2
0 0
Sedaj obravnavajmo integral po krivulji k3. O¢itno je z : [0, R] — (—K3), 2(r) = re's
parametrizacija krivulje (—Ks). Opazimo, da za vsak r velja #(r) = €1, zato dobimo
R
/ez2dz = /e ') e4d7“——/ ’Te?lzdr
Ks 0
= —¢'i /ei( cos — 1 sin ( 2)) dr
0



kar konvergira proti

o0

/cos (r?) dr — i/sin (r*)dr | = —¢'i (F. —iF,),
0

0

|
aQ
IS

ko gre R proti neskonéno.
Za obravnavo integrala po krivulji Ko bomo potrebovali naslednjo neenakost: za vsak
T € [O, %] je
2

sinz > . (5.5)

Naj bo z: [0, ﬂ — Ko, 2(t) = Re", parametrizacija krivulje Ko. Opazimo, da za vsak t
velja 2(t) = iRe", zato je

3 3
.2 _p2,2it . ; _ p2.2it
/ezdz = /eRe zRe”dtS/‘eRe
Ko 0 0
I
_ /’ —R2(cos(2t)+isin(2t))
0

%
/€R2 cos(2t)R dt.

0

i) - |R| - |e“| dt

jus

Rdt /v‘el%2 cos(2t) | |

0

' Rdt

‘6 R2isin(2t)

Ce v zadnji integral vpeljemo novo spremenljivko u = 2¢, dobimo

s

1 bl
/6R2 cos(2t)R dt = §/6R2 cosu .
0

0

Sedaj vpeljimo Se novo spremenljivko v = § — u in uporabimo neenakost (5.5)):

3 0 3
R —R2cosu _ R COS o R —R2sinv
5/6 du——2/e dv—2/e dv
0 0
< E —R““ _ E <—Le 2112 ) :
2 2 2R2
o R2 . . *RQ
o 4R ( 1) 4R <1 € )’

kar konvergira proti 0, ko gre R proti neskon¢éno. Velja torej

. _ 52
lim e “dz=0.
R—o0
Ko
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Ker je

0 = I%i_{r;o/f(z)dz:}%i_{rgo/f(z)dz—i—}%i_lf}rolo/f(z)dz—l—l%i_rgo/f(z)dz
K K1 Ko Ks

- g%—O—eiz (F, —iF,),

sledi se

F.—iF, = YT oit

%

™, .. (T V2r  V2m
(cos <——)—|—zsm (——>>:T2—z j .

0Od tod koné¢éno dobimo

[e. 9] [e9]

F.=F, = /cos (332) dr = /sin (xQ) dx =

0 0

V2T
1

5.6 Izpitne naloge: Taylorjeva in Laurentova vrsta
ter izrek o residuumih

Opomba: nekatere naloge v tem razdelku so prirejene po nalogah iz zbirk [3] in [6].

1. Podana je funkcija f s predpisom

3z —1

=253

(a) Razvij funkcijo f v Taylorjevo vrsto v okolici tocke z = 0 in zapisi obmocje,
kjer konvergira.

(b) Razvij funkcijo f v Laurentovo vrsto okoli tocke z = 3 (upostevaj vse moznosti).

3 1
2. Razvij funkcijo f s predpisom f(z) = 22—4—6 v Laurentovo vrsto:
22—z —
(a) okoli tocke z = 3 na obmocju D = {z € C | |z — 3| > 5},
(b) okoli tocke z = 1 na obmo¢ju D ={z € C |2 < |z —1| < 3}.
V obeh primerih posebej zapisi glavni in regularni del vrste ter ju ¢im bolj poeno-
stavi.
3D ie funkcija f i £(2) 4z — 2
. Dana je funkcija f s predpisom f(z) = ——-——.
J J predp 219,38

(a) Funkcijo f razvij v Taylorjevo vrsto okoli tocke z = 1. Zapisi tudi obmocje, na
katerem vrsta konvergira.

(b) Funkcijo f na obmoc¢ju D = {z € C | |z + 4| > 6} razvij v Laurentovo vrsto
okoli tocke z = —4 .
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4. Razvij funkcijo f s predpisom f(z) = % v Laurentovo vrsto:
22— 3z —
(a) okoli tocke z =4 na obmocju D = {z € C | |z — 4| > 5},
(b) okoli tocke z = 2 na obmocju D ={z € C | 2 < |z — 2| < 3}.
V obeh primerih posebej zapisi glavni in regularni del vrste ter ju ¢im bolj poeno-
stavi. Preveri tudi obmocje konvergence.
5. (a) Razvij funkcijo f s predpisom f(z) = =% v Laurentovo vrsto okoli tocke z =
3 na obmocju D = {z € C | 0 < |z— 3] < 5}. Posebej zapisi glavni in regularni
del vrste ter ju ¢im bolj poenostavi. Preveri tudi obmocje konvergence.

singularne tocke funkcije f in izra¢unaj integral f(2)d=.
|z|=1

6. Podana je funkcija f s predpisom

() = (22+3)ch(2i1>.

Razvij funkcijo f v Laurentovo vrsto okoli tocke z = 1 in izra¢unaj residuum v tej
tocki. Kaksno singularnost ima funkcija f v tocki z = 17

7. Podana je funkcija f s predpisom

1 —cosz
&=

(a) Klasificiraj singularnost v tocki z = 0 in zapisi glavni del Laurentove vrste pri
razvoju funkcije f okoli tocke z = 0.

(b) Izracunaj integral / f(z)dz.
|z|=2
8. Podana je funkcija f s predpisom

&)= %
(a) Klasificiraj singularnost v tocki z = 0 in zapisi glavni del Laurentove vrste pri
razvoju funkcije f okoli tocke z = 0.
(b) Izracunaj integral / f(z)dz.
2|=2
et — 1

9. Podana je funkcija f s predpisom f(z) = ﬁ
23(z —

(a) Doloci in klasificiraj singularne tocke funkcije f in izrac¢unaj residuume v teh
tockah.
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(b) Glede na realno stevilo r € (0,00) \ {1} izracunaj integral /f(z) dz, kjer je

Kr
K, ={z¢€ C| |z — 1| = r} pozitivno orientirana kroznica.

10. Podana je funkcija f s predpisom

224+ 2cosz — 2
427 — 25

f(z) =

(a) Ugotovi in utemelji, kaksno singularnost ima funkcija f v tocki z = 0. Zapisi
tudi glavni del Laurentove vrste pri razvoju funkcije f okoli tocke z = 0.

(b) Najbo zg = 1+i. Glede na realno stevilo r > 0 izrac¢unaj integral / f(2)dz.
|z—z0|=r
11. Podana je funkcija f s predpisom

23 —6shz+ 62
9 _ o7 :

f(z) =

(a) Ugotovi in utemelji, kaksno singularnost ima funkcija f v tocki z = 0. Zapisi
tudi glavni del Laurentove vrste pri razvoju funkcije f okoli tocke z = 0.

(b) Glede na pozitivno realno stevilo r izrac¢unaj integral / f(z)dz.
|z—2|=r
12. Podana je funkcija f s predpisom f(z) = Sy
27 4 25

(a) Klasificiraj singularnost v tocki z = 0 in zapisi glavni del Laurentove vrste pri
razvoju funkcije f okoli tocke z = 0.

(b) Glede na realno stevilo r € (0,00) \ {1,2} izracunaj integral / f(2)dz.
|z—1|=r
13. Podana je funkcija f s predpisom

B z+1—¢7
T2 26— 92557

f(2)

(a) Ugotovi in utemelji, kaksno singularnost ima funkcija f v tocki z = 0. Zapisi
tudi glavni del Laurentove vrste pri razvoju funkcije f okoli tocke z = 0.

(b) Glede na realno stevilo » € R\ {1,v/2,1/5} izracunaj integral / f(2)dz.
|z—i|=r
: ) . zsh (%)
14. Podana je funkcija f s predpisom f(z) = Tzl
z

(a) Doloé¢i in klasificiraj singularne tocke funkcije f in izrac¢unaj residuume v teh
tockah.
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15.

16.

17.

18.

19.

(b) Glede na realno stevilo r € (0,00) \ {1, 2} izracunaj integral /f(z) dz, kjer je

K
K ={z € C| |z+i| =r} pozitivno orientirana kroznica.

Klasificiraj singularne tocke za funkcijo pod integralom in s pomocjo izreka o resi-
duumih izracunaj:

Z2
- d
(8) /z4+8z2+16 -

|z—i|=2

e

|z|=2

Klasificiraj singularne tocke za funkcijo pod integralom in s pomocjo izreka o resi-
duumih izracunaj:

@ | S

|z—1|=4

1
b 3 i
(b) /,zsmz_2

|z|=3

dz.

Klasificiraj singularne tocke za funkcijo pod integralom in s pomocjo izreka o resi-
duumih izracunaj:

(a) / (z+1)ch<zi4> dz,

|2|=5

(b) / ;(—Z—Sfl;)dz.

|z—1]|=2

Klasificiraj singularne tocke za funkcijo pod integralom in s pomocjo izreka o resi-
duumih izracunaj:

(a) / z*sh <zj—1> dz,

|2]=2

ef—1

|z—1|=4

Klasificiraj singularne tocke za funkcijo pod integralom in s pomocjo izreka o resi-
duumih izracunaj:

1—chz
@ [ st

|2|=3

(b) / 23 sin (g + é) dz.

|2]=1
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5.7 Izpitne naloge: racunanje realnih integralov

Opomba: veéina nalog v tem razdelku je povzetih ali prirejenih po nalogah iz zbirk [, [0,
9,110, 13]. Ponekod je to tudi posebej oznaceno.

1. [6] S pomocjo kompleksne integracije izracunaj integral

(e 9]

/ ‘ dz
(2?2 4 4z + 13)?

—00

2. [I3] S pomocjo kompleksne integracije izracunaj integral

o

ZEQ
d
/ @2+ 122 +22+2) "

—0o0

3. S pomocjo kompleksne integracije izracunaj realni integral

o0

dz
/ (22 +1)2(22 =22+ 2)

—0o0

4. [6] S pomocjo kompleksne integracije izracunaj realni integral

o0

/ xt + 822 + 16)(x2 +1)
0

5. Naj bo a > 0. S pomocjo kompleksne integracije izracunaj integral

oo
/ a2—|—x2
0

6. [9] S pomocjo kompleksne integracije izracunaj integral

2 9
sin“ x
——dx
5 —4cosx
0

7. [13] S pomocjo kompleksne integracije izracunaj integral

2

/ dz
(5 —3sinz)?’

0

114



10.

11.

12.

13.

[6] S pomocjo kompleksne integracije izracunaj integral
2m 9
cos“t
/ sty
13+ 12cost
0
[9] S pomocjo kompleksne integracije izracunaj realni integral
2 9
in“t
sin gt
10 — 6 cost
0
[13] S pomocjo kompleksne integracije izracunaj realni integral

2w

/4(:083:1:— 3cosx
5—4cosx

0

[6] Naj bo a € (0,1). S pomocjo kompleksne integracije izracunaj integral

2

/ dz
(1 —2acosx + a?)?
0

[5] S pomocjo integracije funkcije f s predpisom
eiz
22+4

f(z) =

po pozitivno orientiranem robu obmodcja D = {z € C | |z| < R, Im(z) > 0}, kjer je
R > 2, izracunaj realni integral

cos(z)
dr.
/x2—|—4 *

[10] Naj bo m € (0,00). S pomocjo integracije funkcije f s predpisom

miz

e

&=

po pozitivno orientiranem robu obmodcja D = {z € C | |z| < R, Im(z) > 0}, kjer je
R € (3,00), izracunaj realni integral

o0

cos(mx)
[Fie
0
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14.

15.

16.

[9] Naj bo a € (0,00). S pomocjo integracije funkcije f s predpisom

taz
(&

f(Z):m

po pozitivno orientiranem robu obmodcja D = {z € C | |z| < R, Im(z) > 0}, kjer je
R € (1,0), izracunaj integral

eiax
——dx.
/7T(1+IE2) v

S pomocjo prejsnjega rezultata doloc¢i tudi / % dx in / % dx.

—00 —00

[9, 10] S pomocjo integracije funkcije f s predpisom

po pozitivno orientiranem robu obmocja D = {z € C | |z| < R, Im(z) > 0}, kjer je
R € (1,00), izracunaj realni integral

(e 9]

in(2

/:Usm( x) .
241

0

[10] Z integracijo funkcije f s predpisom f(z) = e~# po pozitivno orientiranem robu
obmoc¢ja D = {z € C| — R < Re(z) < R, 0 <Im(z) <1}, kjer je R > 0, izracunaj

integral
oo

/e“"“"2 cos(2x) dx.

0
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Poglavje 6

Dokaz Cauchyjevega izreka

V poglavju 4.2 smo Cauchyjev izrek dokazali ob dodatni predpostavki, da je funkcija f
zvezna. V nadaljevanju bomo izrek dokazali brez dodatnih omejitev. Zaradi celovitosti
izrek navedimo ponovno:

Izrek 4.9 (Cauchyjev izrek) Naj bo D C C enostavno povezano obmocje, f : D — C
holomorfna funkcija in IC C D enostavno sklenjena krivulja z odsekoma zvezno odvedljivo

parametrizacijo. Tedaj je
/ f(z)dz =0.
K

Dokaz. Dokaz izreka lo¢imo na ve¢ manjsih trditev, ki jih ozna¢imo z [.-IV.
I. Izrek velja v primeru, ko je [’ zvezna funkcija.
To trditev smo dokazali v poglavju
II. Izrek velja v primeru, ko je krivulja K rob trikotnika.
Oznacimo ta trikotnik, ki ga obdaja krivulja K, z Ay. Vanj vrisemo sredis¢ni triko-
tnik, ki nam trikotnik A razdeli na stiri nove trikotnike. Robove dobljenih trikotnikov

naj predstavljajo krivulje Ky, Ko, K3 in k4. Krivuljo K in krivulje K;, i € {1,2,3,4},
orientiramo tako, kot prikazuje slika [6.1]

Slika 6.1: Krivulje IC, Ky, Ko, K3 in 4.
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Opazimo, da velja
Oznacimo z

kjer je M > 0. Sledi

Postopek ponavljamo in trikotnik A; s sredisénim trikotnikom ponovno razdelimo na Stiri
trikotnike. Znotraj trikotnika A; obstaja trikotnik As, za katerega velja

/ fe)dz] > o
Lo

kjer je Lo = 0As. Po n € N korakih dobimo trikotnik A,, C A,_1 C ... C Ay C A4, za
katerega velja

kjer je L, = 0A,,. Ker je trikotnik Ay omejen, obstaja dolzina krivulje C, ki jo oznacimo

z 0 = ((K). Iz konstrukcije sredisénih trikotnikov sledi, da je £(£,) = 5% in diam(A,) =

2%diam(AO) za vsak n € N. Dokazimo, da obstaja tocka zy € D, za katero velja

Zagotovo v preseku (2, A; ni ve¢ kot ena tocka, saj bi (evklidska) razdalja med poljub-
nima dvema taksnima tockama bila strogo pozitivna, kar bi bilo v protislovju z

1
lim diam(A,) = lim ——diam(A) = 0.

n—oo n—o0
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Zato zadosca dokazati, da presek ni prazen. Za vsak k € N izberimo poljubno tocko
21 € A in dokazimo, da je zaporedje (z;) Cauchyjevo, kar je ekvivalentno pogoju

Ve >0,3dng e N,Vmne NNm >n:m,n>ny = |z, — 2] <e&.

Naj bo € > 0 poljubno pozitivno stevilo. Za tako izbrani € obstaja nyg € N, tako da za

vsako naravno stevilo n > ng velja diam(4A,) < ¢, kar sledi iz lim diam(A,) = 0. Ce
n—oo

je m > n, potem je A,, C A,, kar implicira z,,,2, € A,. Ob predpostavki m,n > ng

je zato tudi |z, — z,| < diam(A,) < e. Ker je C (z obi¢ajno evklidsko metriko) polni

metri¢ni prostor, je zaporedje (z;) tudi konvergentno in zato obstaja klim 2 = zp. Glede
—00

oo
na konstrukcijo trikotnikov A,, je o¢itno zy € ﬂ A;in zg € D.

=1
Funkcija f je po predpostavki odvedljiva v tocki zy € D, zato po definiciji obstaja

limita
f/(20> — lim f(Z) B f(ZO)
220 zZ— 20
Definirajmo izraz «o(z,z) = %Zo(zo) — f"(20), ki ga preoblikujemo v f(z) = f(z) +

f'(z0)(z — 20) + a(z,20)(z — 20). Zaradi odvedljivosti funkcije f v tocki zp € D je

lim «a(z, zp) = 0, kar je ekvivalentno pogoju
Z—r20

Ve>0,30>0,Vz2e€D:0<|z—2| <d = |a(z, 2)| <e.

Izberimo n € N tako velik, da bo ¢(£,) = 5 < J. Slednje je mogoce zato, ker je
lim ¢(L£,) = lim 2 0. Za vsak z € L, velja
n—00 n—oo 21

2 — 2| < diam(A,) < €(L,) = 2% <.

[zracunajmo integral

[ 1@z = [ fends+ [ £ de [atu) - )iz

L n

~ f(z) /dz + F(z0) /(z ) ds + /a(z, 20)(2 — 20) d2

Ln Ly Ly

— /a(z,zo)(z — 2p) dz,

Ln

kjer sta prva dva integrala enaka 0 po tocki I., ker integriramo konstantno in linearno
funkcijo, ki sta obe holomorfni funkciji z zveznima prvima odvodoma. Ocenimo integral:

/f(z)dz _ /a(z,zo)(z—zo)dz §/|a(z,zo)||(z—zo)|ds

n Ln
_ 0 e O [ 0?
ergmds=c- 5 [ds=e- 0.
Ln Ly
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Skupaj s predhodno izpeljano spodnjo mejo dobimo
M 2
0§4—n§ /f(z)dz <5'Z_n7
Ln

kar je ekvivalentno pogoju
0< M <e-0%

Ker slednje velja za poljubno izbran € > 0, je edina smiselna resitev

M =1[ f(2)dz| =0 oziroma f(z)dz =0.
/ /

II1. Izrek velja v primeru, ko je K enostavno sklenjena poligonska ¢rta.

Krivulja I omejuje obmocje, ki ga oznacimo z G C D. Obmocje G lahko trianguliramo

(slika [6.2).

Slika 6.2: Poligonska ¢rta X = P, in njena triangulacija.

Naj bo n € N\{1, 2} stevilo oglis¢ poligonske ¢rte K. Izrek bomo dokazali s pomocjo
indukcije po stevilu oglis¢c n > 3. Za n = 3 izrek velja po tocki II., zato predpostavimo,
poligonsko ¢rto z n+1 ogliséi. Denimo, da poligonsko ¢rto z n+ 1 oglis¢i oznac¢imo s Py, 1.
To poligonsko ¢rto skrajsamo za eno diagonalo glede na predhodno triangulacijo (slika
. Tako dobimo poligonsko ¢rto z n ogliséi, ki jo bomo oznagcili s P, in Se poligonsko
¢rto, ki obdaja “odrezan” trikotnik. Slednjo poligonsko ¢rto oznac¢imo s 7. Iz konstrukcije
je razvidno, da velja P, 1 = P, U T. Sledi

/ f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz:0.
Pn T

Pn+1

Prvi integral je enak 0 po indukcijski predpostavki, drugi pa po tocki II.
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IV. Izrek velja v sploSnem.

Enostavno sklenjena krivulja K ima konéno (pozitivno) dolzino, zato je v mnozici
C zaprta in omejena oz. kompaktna. Ker je funkcija f holomorfna (in zato zvezna) na
K C D, je tudi enakomerno zvezna na K, kar je ekvivalentno pogoju

Ve>0,30>0,Vu,v € K ju—v| <6 = |f(u) — f(v)| < %(‘?K).
Na krivulji IC v pozitivni smeri zaporedoma izberemo tocke 2y, z1, . .., 2, = 2o tako, da bo
veljalo ((zx_12;) < d za vsak k € {1,...,n}, kjer naj Ly = z,_1 25 predstavlja del krivulje

K med tockama z;_q in zx, Pr = zx_12x pa daljico med tockama z;_; in 2 (slika .

Slika 6.3: Krivulja K in daljice Py, ..., P,.

Naj boe > 0. Za vsak k € {1,...,n} in vsak z € Ly je |z — z| < (L)) < 0, zato iz

pogoja enakomerne zveznosti sledi | f(z) — f(zx)] < iy Za vsak k€ {1,...,n}.

Mnozica tock A = {zg, z1,...,2,} skupaj z daljicami Py, k € {1,...,n}, tvori poli-
gonsko ¢rto, ki jo bomo oznacili s Pa. Opazimo, da je dolzina krivulje K v splosnem vecja
od dolzine poligonske crte, tj. £(K) > ¢(Pa). Po tocki III. je

P[ £(2)dz = 0.

Za vsak k € {1,...,n} izratunajmo integrala

[ fedz = ) [z = - 2o

/ Flew) dz = F(z2) / dz = fz) (o — z1mn).

Pk Pk

[tedz= [ ey

Ly,

Iz obeh racunov sledi, da je

121



K
0< /f(z)dz = /f(z)dz—O = /f(z)dz—/f(z)dz
K K Pa
_ Zn:/f(z)dz—zn:/f(z)dz
F=12, F=1p,
- Zf(z)dz/f(z)dz)

€ . 9
- 2(K)

2U(K) =e.

Ker slednje velja za poljubno izbran € > 0, je edina smiselna resitev

/f(z) dz

=0 oziroma /f(z) dz =
K
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Poglavje 7

Rezultati izpitnih nalog

7.1 Rezultati izpitnih nalog: linearna funkcija

1. (a) Iskana preslikava f ima predpis f(z) = (=14 1)(z — i).

(b) Naj bo D; = {ZG(C | (}z— (5 —3i)| > */75)} in
Dy = {z eC ‘ (|z — (—% — %z)‘ > */75)} Trikotnik 7" se preslika na obmocje
D:{ZGC‘(IIHZSO) A (ZEDIQDQ)}.

2. (a) Iskana funkcija f ima predpis f(z) = (1+i)z+ 1 —1i.

(b) NaJ bo Rl = [0,2] X {O}, RQ = [0,2] X {—2}, R3 = {0} X [—2,0], R4 =
{2} x [=2,0]. R; se preslika na R} = [1,¢e"] x {0}, Ry se preslika na

R,={2€C| Arg(z) =21 —4, 1 <|z| <e'},
R3 se preslika na
R;={z€C|2r —4 <arg(z) <2m, |2| =1},
R, se preslika na
R, ={z€C|2r —4 <arg(z) < 2m, |z| =¢'}.
Kvadrat K se preslika na obmocje
Ki={zecC|2rn —4<arg(z) <2 1< |z| <e').

3. (a) Iskana preslikava f ima predpis f(z) = £z + (1 + ).

(b) NaJ bo Ry = [O, 1] X {0}, Ry = [0, 1] X {1}, R3 = {0} X [0, 1], Ry, = {1} X [0, 1]
Ry se preslika na R} = [1,¢%] x {0}, Ry se preslika na

Ry={2z€C| Arg(z) =3, 1 < |z| <€},
Rj3 se preslika na

Ry={zeC|0<Arg(z) <3, |2[ =1},
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Ry se preslika na
R,={2€C|0<Arg(z) <3, |z| =%}
Kvadrat K se preslika na obmocje

={2e€C|0<Arg(z) <3, 1 <|z] <€)

7.2 Rezultati izpitnih nalog: ulomljene linearne pre-

10.

11.
12.

13.

. Iskana preslikava f ima predpis f(z) =

slikave

Iskana preslikava f ima predpis f(z) = 5.
D—{zeC| (Rex> 1) A (-1 >}

Dani kolobar se preslika na obmocje

. Iskana preslikava f ima predpis f(z) = . Preslikano obmocje je

={z=x4+iwweCl(z|>DAy>z—-—1DA(y<—x+1)}.

Iskana preslikava f ima predpis f(z) = =
D={z=2+iyeC| (z<i)A(ly<z—-1)}.
Z£3  Kroznica se preslika na premico z
enacbo z — 3y — 6 = 0. Premica se preslika na kroznico z enacbo

(r=9"+ -3 =%

. Iskana preslikava f ima predpis f(z) = Z£2. Preslikano obmodje je
D={z=z+iyecCl0<z<3}.
Iskana preslikava f ima predpis f(z) = -Z5. Preslikano obmocje je
={z€C| Re(z) <0 A Imz<0}.
Iskana preslikava f ima predpis f(z) = 5. Preslikano obmogje je

:{ZGC‘ }z+2|>5 A Imz<0}
Iskana preslikava f ima predpis f(z) = 24
D'={2€C|0<Rez<i}.

. Preslikano obmocje je

Iskana preslikava f ima predpis f(z) =
D={z=z+iyeC| (z<3)Aly<—-z+3)}.

Iskana preslikava f ima predpis f(z) = 2. Preslikano obmocje je

D={z=z4+weC|(z|>DA(y>z—1)A(y< —z+1)}.

Iskana preslikava f ima predpis f(z) = %
Iskana preslikava f ima predpis f(z) = _;__11

(a) Iskana preslikava f ima predpis f(z) = (=1 +1)(z —1).

2
(b) NanoDl—{ZEC‘ (}z—(——%)‘z‘/>} in
Dy = {z eC ‘ (|z — (—— — —z) 2 %) Trikotnik 7' se preslika na obmocje
D={zeC|(Imz<0) A (z€ D;NDy)}.
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7.3 Rezultati izpitnih nalog: druge elementarne funk-
cije
1. Iskana preslikava f ima predpis f(z) = 325 + 2i.

2. (a) Iskana funkcija f ima predpis f(z) = (1+i)z+1 —1i.

(b) NaJ bo Rl = [0,2] X {O}, RQ = [0,2] X {—2}, Rg = {0} X [—2,0], R4
{2} x [=2,0]. R; se preslika na R} = [1,¢e"] x {0}, Ry se preslika na

Ry={z€C| Arg(z) =2r — 4, 1 <|z| <e'},
R3 se preslika na
R;={z€C|2r —4 <arg(z) <2m, |2| =1},
R, se preslika na
R, ={z¢e€C|2r—4<arg(z) <2m, |z| =¢*}.
Kvadrat K se preslika na obmocje
Ki={zeC|2r—4<arg(z) <2m 1< |z| <e').

3. (a) Iskana preslikava f ima predpis f(z) = 2z + (1 + ).

(b) Najbo Ry =[0,1] x {0}, Ry = [0,1] x {1}, R3 = {0} x [0,1], Ry = {1} x [0, 1].
Ry se preslika na R} = [1,¢%] x {0}, Ry se preslika na

Ry={z€C| Arg(z) =3, 1 < [z[ < &’}
R3 se preslika na

Ry ={2€C|0<Arg(z) <3, |2[ =1},
R, se preslika na

R,={2€C|0<Arg(z) <3, |z| =¢*}.
Kvadrat K, se preslika na obmocje

Ki={2€C|0<Arg(z) <3, 1<z <e?

5. (a) Resitvi enacbe sta z; = ? — ‘/762' in 29 = —\/75 + */762'. Vrednost funkcije f v
tocki —1 —v/3i je f(—1—/3i) = 2 — ;.

(b) Preslikana mnozica je

T 37 3T
D, = {ze(c ‘ |z] >1 A argz € (—5,—§>U<§,§H-
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(c) Preslikana mnozica je

3 3
Dy = {ZEC‘ Rez>0 A Imz € (—%,—%)u(%,g”.

6. (a) Preslikana mnozica je

Dlz{zE(CHz]E(\/E,e) A argze( u —E>U(7T q}

24 42

(b) Preslikana mnozica je

Dy = <[—7r,—g> x (1,2)) U ((gw) X (1,2)).

7. (a) Preslikana mnozica je
D, = {z e C\ {0} ‘Argz € {—g, g, il 57r}}‘

(b) Preslikana mnozica je

3 7w w 3w
Da = {ZGC\ Imz € {‘z’—z’zz}}'

8. (a) Log(3 + 3i) = In(3v/2) + T4, resitve enacbe so z = In(3v/2) + (I + 2k) 4,
kjer je k € Z.

(b) Mnozica I se preslika na D = [0, 1] x [0, 7].
9. (a) Ceje a=0, se poltrak preslika na
Si={w=u+vieClv=0 A u>1}.

Ce je a > 0, se poltrak preslika na del hiperbole

o2 2
S:{: ‘ (C‘ >0 ANv<0 A — :1}.
2 Fmuture “ v (cosa)?  (sina)?

Ce je a < 0, se poltrak preslika na del hiperbole

' w2 2 }
Sg—{z—u—i-mEC‘u>0 ANv>0 A (cosa)Q_(sina)Q_l )

(b) Daljica se preslika v del elipse

. u? v?
Sy = {z:u—i—mEC ’ u>0 A (chb)2+ (D)2 :1}.

(c) Obmocje D se preslika na
D'={2c€C| Rez>0}\{z€C| Imz=0 A Reze (0,1]}.
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(d)

Resitve enacbe so z; = —iln(v/2 + 1) + T + 2km, kjer je k € Z, in 2z =
—iln(v/2 — 1) + T + 2k, kjer je k € Z.

Resitve enacbe so z; = 2km — iln(2), kjer je k € Z, in 2y = 2km + i1n(2), kjer
jek eZ.

Ce je a = 0, se premica preslikana S; = {z=x+yic C|z>1 A y=0}.
Cejeac (O, g), se premica preslika na del hiperbole

72 y?
ng{z:x+yi€(3 x>0 A — — =3 :1}.
cos’a sin“a

Ce je a = %, se premica preslika na S3 = {z =2 +yi € C | z = 0}.

Cejeac o 7T), se premica preslika na del hiperbole

22 y?
S4z{z:x+yiE(C <0 A 5~ — =3 :1}.
cos?a sin“a

Ce je a = , se premica preslikana Ss = {z =z 45 € C |z < -1 A y = 0}.
Mnozica D se preslika na celotno kompleksno ravnino, torej f(D) = C.

ef—e”* eW—e W __ efte * _
5 5 chz=“— chw=

. Ko desno stran pomnozimo in poenostavimo,

V Zeleno enakost vstavimo sh z =

eW4e W . _ eFtw_eg—z—w
5 mn Sh(Z—f—’LU) =

ugotovimo, da enakost velja.

, shw =

Ce je a = 0, se daljica preslika na
Si={z=z2+yieClaz=0 AN ye[-11]}

Ce je a > 0, se daljica preslika na del elipse

72 y?
Sy = {z:x+yz€C ‘ z>0 A (sha)2+ (cha)? :1}.

Ce je a < 0, se daljica preslika na del elipse

g { C 12 y2 }
= = ] <0 A =1/.
s F=rhye ‘ v= (sha)? * (cha)?

Mnozica [0,00) X [—%, Z] se preslika na desno polravnino, torej na [0,00) x R.

Resitve enacbe so z = 2kni, kjer je k € Z.

- . z —z w —w zZ__,—2
V Zeleno enakost vstavimo ch z = €t~ chw = <& £==
oW _e— ez+w+e—z—w

2 2 2
5— in ch(z+w) = 5 . Ko desno stran pomnozimo in poenostavimo,
ugotovimo, da enakost velja.

,shw =

,shz =

w w

Ce je z = x + iy, potem je ch z = chz cosy + ishzsiny. Realni del funkcije f
je torej u(x,y) = chx cosy, imaginarni del pa je v(z,y) = shasiny.
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(¢) Mnozica D, se preslika na del hiperbole

x2 y2
Ha:{z:x—l—yiEC‘xZO/\ — -2 :1}.
COos“ a S1m” a

13. Naj bo z = x 4+ 4y. Vemo, da je cos z = cosx chy — isin x sh y. Zato dobimo

| cos z| = \/cos2 xch®y +sin® zsh?y.

Najprej sh? y nadomestimo s ch?y — 1 in dobimo

|cosz| = \/COSQZECth + sin? z ch?y — sin?

= \/cth—sinzx < \/ch2y = |chy| = ch(Im z).

Po drugi strani pa lahko ch? y nadomestimo s sh®y + 1, da dobimo

|cosz| = \/COSstth+Cos2x+sin2xsh2y

= \/sh2y+0082x > \/sth: |shy| = |sh(Im z)].

Ce je z € R, je Imz = 0 in tako dobimo znano neenakost 0 < |cos z| < 1.

7.4 Rezultati izpitnih nalog: kompleksni odvod

1. (a) Naj bo z = x +iy. Realni del funkcije f je u(z,y) = —chzsiny — 2 + 32,
imaginarni del pa je v(x,y) = shz cosy — 2zy. Od tod lahko hitro preverimo,
da je f holomorfna.

(b) Rezultat je —2.

2. (a) Funkcija f ni cela. Odvedljiva je v vseh tockah, ki pripadajo mnozici
A={2€C| Rez=1Imz}.

(b) Naj bo funkcija ' : C — C definirana s predpisom F'(z) = f(2) — g(2) za vsak

z € C. O¢citno je f holomorfna na C, prav tako velja F'(z) = f'(z) —¢'(2) =0
za vsak z € C. Ce zapisemo z = x + iz in F(2) = u(z,y) + iv(x, y), potem
vemo, da je F'(z) = uy(x,y) + iv.(x,y). Veljati mora torej u,(z,y) = 0 in
vy(z,y) = 0 za vsak z = x + iy € C. Iz Cauchy-Riemannovih enacb dobimo
Se, da velja uy(x,y) = 0 in vy(z,y) = 0 za vsak z =z + iy € C.
Ker je u,(z,y) = 0 za vse z = x +iy € C, sledi, da mora biti u(z,y) = C(y) za
vse z = x+1iy € C, torej je u neka funkcija spremenljivke y. Po drugi strani pa
je tudi u,(z,y) = C'(y) = 0 za vse z = x + iy € C, zato mora biti u(z,y) = Cp
za vse z = x + iy € C, kar pomeni, da je funkcija u neka realna konstanta.
Podobno lahko pokazemo, da je tudi funkcija v neka realna konstanta C. Velja
torej F'(z) = Cy +iC} za vse z € C, od tod pa zlahka opazimo, da se f in g
razlikujeta za konstanto.

3. Iskane funkcije f imajo predpis f(z) = 2% + C(1 — i), kjer je C' € R.
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S

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

. Iskana funkcija f ima predpis f(z) =iz — 22 + 3 + 4.

. Iskana funkcija f ima predpis f(z) = 22% — 3z.

23 4+ iz + 1.

Iskana funkcija f ima predpis f(z) = 2% + 222 —iz + 1.

(

(
Iskana funkcija f ima predpis f(z)

(
Iskana funkcija f ima predpis f(z) = 23 — 22 + 2i.
Iskane funkcije f imajo predpis f(z) = 2ichz + C, kjer je C' € R.
Iskana funkcija f ima predpis f(z) = zcos z.

Iskana funkcija f ima predpis f(z

sinz + 22 — iz + 2.

Iskana funkcija f ima predpis f(z
Iskana funkcija f ima predpis f(z) = cosz — 22 + 3iz + 1.
Iskana funkcija f ima predpis f(z — iz + 22,

(2)
(2)
(2)
Iskana funkcija f ima predpis f(z) = zsinz + iz.
(2)
(2) =
Iskana funkcija f ima predpis f(z) = sinz + 2% + 2iz + 3i.

7.5 Rezultati izpitnih nalog: osnovni primeri

gralov

a
b

Rezultat je %2(2 —1).

Rezultat je —7.

(a)

(b)

(a) Rezultat je ch(3) — ch(1).
(b) Rezultat je —(1 4 4).
(a) Rezultat je 3 + 2.
(b) Rezultat je 72.
(a)
(b)

32i
2

Rezultat je 8 — 44.

a) Rezultat je —

b
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7.6 Rezultati izpitnih nalog: Cauchyjeve formule

1. (a) Naj bo z = z +4y. Realni del funkcije f je u(z,y) = —chaxsiny — 2% + 32,
imaginarni del pa je v(x,y) = shz cosy — 2zy. Od tod lahko hitro preverimo,
da je f holomorfna.

(b) Rezultat je —2m.

2. Opazimo, da velja ¢'(2) = 322f(2) + 2% f'(2), zato je ¢'(2) = 12f(2) +8f'(2). Ce do-
bljeno pomnozimo z 27i in uporabimo Cauchyjeve formule, dobimo zeleno enakost.

3. Naravno definicijsko obmoc¢je funkcije F'je D = C\{z € C| z=0 V |z| = 2}.
Eksplicitni predpis funkcije F: za vsak z € D velja

f'(z); |2/<2inz#0
F(z) = .
= {9’(%); |2 > 2

Kar sta f in g holomorfni, je tudi funkcija F' holomorfna na D.

7.7 Rezultati izpitnih nalog: Taylorjeva in Lauren-
tova vrsta ter izrek o residuumih

- 2
1. (a) Iskana vrsta je Z ((—1)" — 3n+1> 2", ki konvergira za |z| < 1.
n=0
b) C — 3] <4,
() Cele s =3 <4, 50 fc 22_24“
Ce je |z — 3| > 4, je f(2) +Z -3 n+1
_ 3 = (=5)" . .
2. (a) Glavni del vrste: 5 + Z W Regularni del vrste je 0.
z— z—0o)"
. N . S
(b) Glavni del vrste: z% EEE Regularni del vrste: z% T (z—1)".
= (3(=1)" . .
3. (a) Iskana vrsta je Z s 1) (2 —1)", ki konvergira za |z — 1| < 1.
n=0
(b) Laurentova vrsta je f(z + ; RS

1 — 2(-=5)"
4. (a) Glavni del vrste: po— + z; # Regularni del vrste je 0.

[e.o]

2" 1"
(b) Glavni del vrste: — E o Regularni del vrste: E 3 +1> (z—2)".
z — n n
n=0
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10.

11.

12.

13.

1 = (—1)"
(a) Glavni del vrste: -3 Regularni del vrste: Z %(2 —3)"

n=0

(b) Edina singularna tocka je z = 0 (bistvena singularnost). Integral je enak 2.

. Iskana Laurentova vrsta je

+Z (2n)! )*n 1+Z< 2n12)>(z—11)2”'

V tocki z = 1 ima funkcua f blstveno s1ngularnost residuum pa je enak Res(f,1) =
1.

(a) V z =0 ima funkcija f pol 3.stopnje. Glavni del Laurentove vrste pri razvoju
funkcije f okoli tocke z = 0 je —% + ﬁ

(b) Rezultat je (=3 +2ch(1)) mi

(a) V tocki z = 0 ima funkcija f pol 3.stopnje. Glavni del Laurentove vrste pri

razvoju funkcije f okoli tocke z = 0 je —2 — 4.

6z 23
(b) Rezultat je 2mi (—2 + sin(1)).

(a) Singularni tocki sta z; = 1 (pol 1.stopnje) in zo = 0 (pol 2. stopnje).
Residuuma sta Res(f,1) = ¢! — 1 in Res(f,0) = —12.

(b) Zar € (0,1) je rezultat 27i (e — 1), za r > 1 pa je integral enak 2mi (e* — 13).

(a) V tocki z = 0 ima funkcija f pol 1.stopnje. Glavni del Laurentove vrste pri

razvoju funkcije f okoli tocke z = 0 je — 1;2

(b) Zar € (O f) je rezultat 0, za r € (7, \/_) dobimo 4i (—7~|— 8 cos (%)), za
r e <\/_,g> je rezultat i (—1%9 + 32 cos (%)), zar > @ pa je vrednost
integrala mi (—23% 4 64 cos (3)).

(a) V tocki z = 0 ima funkcija f pol 2. stopnje. Glavni del Laurentove vrste pri

razvoju funkcije f okoli tocke z = 0 je 2022

(b) Za r € (0,1) U (3,00) je rezultat 0, za r € (1,3) \ {2} pa dobimo vrednost
i (7 — 6sh (1)),

(a) V tocki z = 0 ima funkcija f pol 3. stopnje. Glavni del Laurentove vrste pri

razvoju funkcije f okoli tocke z = 0 je 6Z3 — 5z T o0z

(b) Za r € (0,1) je rezultat 0, za r € (1,2) dobimo vrednost 2% za r > 2 pa je

60 °
rezultat 27 (sin(1) — 195).

(a) V tocki z = 0 ima funkcija f pol 3.stopnje. Glavni del Laurentove vrste pri
razvoju funkcije f okoli tocke z = 0 je ﬁ + ﬁ + ﬁ

(b) Zar € (0,1) jerezultat 0, zar € (1, \/5) dobimo vrednost %i, zar € (\/5, \/5)

je rezultat %, zar > Vb pa je vrednost integrala mi (—11g46 — —128;1)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

(a) Singularne tocke so z; = i (pol 1.stopnje), z2 = —i (pol 1.stopnje) in z3 =
0 (bistvena singularnost). Residuumi so Res(f,i) = Res(f, —i) = —Shél) in
Res(f,0) = sh(1).

(b) Za r € (0,1) je rezultat —mwsh(1)i, za r € (1,2) je integral enak 7sh(1)i, za
r > 2 pa je rezultat 0.

(a) Singularni tocki sta z; = 2¢ (pol 2.stopnje) in z = —2i (pol 2.stopnje). Inte-
gral je enak 7.

(b) Singularna tocka je z = —1 (bistvena singularnost). Integral je enak —27i cos(1).
(a) Singularni tocki sta z; = 0 (pol 1.stopnje) in zo = 1 (pol 1.stopnje). Integral
je enak mi(1 — 2cos(1)).

(b) Singularna tocka je z = 2 (bistvena singularnost). Integral je enak 14mi.

(a) Singularna tocka je z = 4 (bistvena singularnost). Integral je enak mi.

(b) Singularni tocki sta z; = 0 (pol 1.stopnje) in 2o = 2 (pol 1.stopnje). Integral

je enak i (1—12 - Sin8(2)>.

(a) Singularna tocka je z = —1 (bistvena singularnost). Integral je enak “*.
(b) Singularni tocki sta z; = 0 (pol 1.stopnje) in 2o = 3 (pol 1.stopnje). Integral
je enak 25t (3 — 4).

(a) Singularni tocki sta z; = 0 (pol 3. stopnje) in z; = —2 (pol 1. stopnje). Integral
je enak i (—% - Ch(2)71>.

16

(b) Singularna tocka je z = 0 (bistvena singularnost). Integral je enak %.

7.8 Rezultati izpitnih nalog: racunanje realnih inte-

S

gralov

. Rezultat je —-.

.
Rezultat je £7.
.13
Rezultat je 7.
5

Rezultat je 3%.

P 9T
Rezultat je 75—
Rezultat je 7.

ia OT
Rezultat je 7.

Rezultat je 7.

Rezultat je §.

132



10. Rezultat je 5.

11. Rezultat je 2(7;(_1:2‘32).

12. Rezultat je .

13. Rezultat je o7

o0

14. Rezultati so / Y dr= e ?, / M dr =e %in / M dx = 0.
(14 z?) (14 2?) (14 2?)

—00 — o0 —00

N
m|=1
D)

15. Rezultat je

&

16. Rezultat je
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