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Predgovor

Ucbenik, ki je pred vami, je namenjen Studentom treh univerzitetnih programov prve
stopnje na Fakulteti za elektrotehniko, racunalniStvo in informatiko Univerze v Mariboru
in pokriva vsebino predmeta Linearna algebra, ki se izvaja v drugem letniku Studijskih
programov Elektrotehnika, Informatika in podatkovne tehnologije ter RacunalniStvo in
informacijske tehnologije.

Delo ni povsem klasi¢en ucbenik linearne algebre, zato ima tudi druga¢en naslov. Ce-
prav se ukvarja tudi s standardnimi podrocji linearne algebre, je vsebina zelo osredotocena
na matrike, saj je ucbenik ciljno napisan za Studente inZenirskih smeri. InZenirji pri svojem
modeliranju pogosto matrike ustvarijo Ze sami, potem pa je potrebna Se kaka analiza. Tako
so nekatera poglavja, na primer linearne preslikave, predstavljena le na kratko, saj se
pogosto vsa analiza prevede na obravnavo lastnosti matrik.

Linearno algebro predavam Ze vrsto let in izkuSnje kazejo, da je za Studente prece;j
zahtevna, saj je bolj abstraktna kot "matematika", ki so je vajeni iz predhodnega izobraze-
vanja. Iskreno upam, da bo uc¢benik koristen pripomocek Studentom pri Studiju. Vesela
bom vsake povratne informacije, tudi opozorila na kako napako, saj bo to pripomoglo k
nadaljnjemu izboljSanju ucbenika in u¢nega procesa.

Iskreno se zahvaljujem recenzentoma prof. dr. Bojanu Kuzmi s Fakultete za mate-
matiko, naravoslovje in informacijske tehnologije Univerze na Primorskem in prof. dr.
Dominiku Benkovicu s Fakultete za naravoslovje in matematiko Univerze v Mariboru za
skrben strokovni pregled in predlagane spremembe, ki so v veliki meri izboljSale prvotno
besedilo. Od srca sem hvaleZna tudi svoji kolegici doc. dr. Gordani Radi¢ za branje
zelo zgodnje razli¢ice, nazadnje pa Se za strokovni in jezikovni pregled dela ter koristne
pripombe. Nenazadnje bi se rada zahvalila tudi svojemu partnerju in druZini za neomajno
podporo in razumevanje med celotnim procesom pisanja.






1.1

1.1.1

1. Uvodna poglavja

Matrike

Tukaj bomo le na kratko navedli najosnovnejSe lastnosti, ki jih bomo potrebovali v nadalje-
vanju. Za bolj podrobne razlage napotimo bralca npr. v [1], [4].

Matrike in raCunske operacije z njimi

Matrike so osnovno sredstvo za zapisovanje objektov, s katerimi raunamo v linearni
algebri. Matrika velikosti m x n (tudi reda m x n ali tudi m x n matrika) je tabela realnih
ali kompleksnih $tevil z m vrsticami in n stolpci. Stevilom, ki v matriki nastopajo, re¢emo
elementi matrike. Kadar ima matrika le eno vrstico, govorimo o matricni vrstici, Ce
pa ima le en stolpec, ji reCemo matricni stolpec. Izklju¢no bomo uporabljali matrike z
elementi iz mnoZice realnih ali iz mnoZice kompleksnih $tevil; v tem smislu bomo govorili
o realnih oziroma kompleksnih matrikah. Ce ne bo pomembno, od kod so elementi matrike,
bomo izbrano Stevilsko mnoZico oznacili z If; simbol [F torej predstavlja bodisi mnoZico
realnih $tevil R bodisi kompleksnih $tevil C. Stevilom iz mnoZice F bomo rekli skalariji.

MnoZico vseh m x n matrik z elementi iz [F bomo oznacili z """ (v literaturi najdemo
tudi oznako F"™*""). Kadar je m = n, reCemo, da je matrika kvadratna, mnoZico vseh n x n
matrik z elementi iz F pa bomo oznadili z M, (FF). Ce matrika nima posebnega pomena
(npr. iz podrocja uporabe), jo ozna¢imo z veliko tiskano ¢rko, njene elemente pa z malo in
jih indeksiramo glede na pozicijo z dvema indeksoma. Prvi indeks pomeni vrstico, drugi
pa stolpec in tega dogovora se vedno drzimo. Zapis

A= [aij] e

je kratek zapis matrike

a; ayp ... A

ay; ay ... ay
A= | | ; }

aml Am2 ... Amp

Na primer, element ay, lezi v 2. vrstici in n-tem stolpcu.

Obicajne algebrske operacije na matrikah so: seStevanje, skaliranje (ali mnoZenje s
skalarjem), matri¢no mnoZenje, transponiranje in adjungiranje. Preden navedemo vse
racunske operacije, povejmo Se, da sta matriki enaki, kadar sta iste velikosti in se ujemata
v vseh istoleznih elementih.

Racunske operacije so definirane na naslednji nacin.

(1) [aij] + [bij] := [aij + bij], seStevanje istoleznih elementov matrik iste velikosti.
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(2) ala;j] := [aa;j], skaliranje, vsak element matrike pomnoZimo s skalarjem c.

(3) A—B = [a;;] — [bij] := |a;ij — bij], odStevanje matrik iste velikosti.

(4) [aij|[bij] := [LV_, aixby,], matri¢no mnoZenje, definirano le za posebne pare matrik
glede na njihovo velikost: Stevilo stolpcev (p) prve matrike [a;;] mora biti enako
Stevilu vrstic druge matrike [b;;]. Ce vzamemo matriki A € "7, B € FP7, je
produkt AB definiran in rezultat je matrika velikosti m X n. Omenimo Se, da je
produkt kvadratnih matrik iste velikosti vedno definiran in rezultat tega mnoZenja je
matrika iste velikosti. Re¢emo, da je matri¢ni produkt v M, (F) notranja operacija.

(5) Matriko A € M,(IF) lahko potenciramo z naravnim eksponentom; navajamo induk-
tivno definicijo:

A=A, A .= a4k k=12,
ki se ujema s tem, da je k-ta potenca matrike produkt k kopij te matrike.
(6) [a;;]T := [aj], transponiranje je zamenjava vloge vrstic in stolpcev matrike — inde-
ksa sta se zamenjala. Matriki AT € F"" re¢emo transponiranka matrike A € F"".
(7) laij] := [aij], kompleksno konjugiranje po elementih, a+ib = a—ib, a+ib € C.

8) A*:= (AT — AT, adjungiranje ali tudi konjugirano transponiranje, sestavljeno
iz kompleksnega konjugiranja in transponiranja v poljubnem vrstnem redu.

Omenimo Se dve posebni matriki, ni¢elno in enotsko matriko. Ni¢elna matrika ali tudi
matri¢na nicla, 0 € """ je matrika, katere elementi so vsi enaki 0. Kvadratna matrika

1 0 ... 00
01 ... 00
I=1]: ¢ - 1 it €My(F)
00 ... 1
_0 0O ... 0 1_

se imenuje enotska matrika ali identiteta, tudi identicna matrika. Vcasih jo ozna¢imo z
I, kjer n doloca njeno velikost.
Na primeru pokazimo, kako se izvaja matricno mnozZenje.

m Zgled 1.1 Podani sta matriki

Lo 3 3.0 1 -1
A:{2 0 _1]€R2’3in B=|-11 0 2|eR¥
2 1 -1 0

Matri¢ni produkt AB je definiran, ker ima matrika A isto Stevilo stolpcev kot ima matrika B
vrstic. Produkt BA pa ne obstaja, saj ima B Stiri stolpce, A pa le dve vrstici. Tako lahko po
pravilu za mnoZenje matrik (4) na strani 4 izraCunamo AB = [c;;], kjer je

cp = 1:342-(-1)43-2=7 cip = 1:0+2-14+3-1=5

1 = 2:3+40-(-1)+(-1)-2=4 cn = 2:040-14(-1)-1=—1

c3 = 1:142:043-(—-1)=-2 cy = 1-(=1)42:243.0=3

c3 = 2:140-04+(—1)-(—-1)=3 ¢y = 2-(=1)40:24(-1)-0=2
in je tako

75 23
AB:L -1 3 2]
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Izrek 1.2 — Lastnosti matricnih operacij. Za vse zgoraj omenjene algebrske operacije
z matrikami A, B, C, 0 ustreznih velikosti in poljubna skalarja a, B € I, veljajo naslednje
lastnosti.
(1) A+B=B+A;
(2) (A+B)+C=A+(B+C);
(3) A+0=0-+A = A za vsako matriko A € F"™";
(4) Za vsako matriko A obstaja nasprotna matrika (—A), za katero velja: A+ (—A) =
0;
(5) @(BA) = (aB)A;
6) (a+P)A=o0A+PA;
(7) 2(A+B)= oA+ BB;
(8) (AB)C =A(BC);
(9) (A+B)C =AC+BC;
(10) A(B+C) =AB+AC;
(11) (¢A)B= a(AB) =A(aB);
(12) I,A = A in Al,, = A za vsako matriko A € [F"»";
(13) I,A = Al, = A za vsako matriko A € M,,(FF);
(14) (A+B)" =AT + BT,

(15) (@A)T = aAT;

(16) (AB)T = BTAT,
(17) (A+B)* = A*+B*;
(18) (aA)* =A™,

(19) (AB)* = B*A%,

(20) MnoZenje matrik ni komutativno: vrstnega reda v produktu namre¢ ne smemo
zamenjati.

(21) (A+B)> =A% +AB+BA+B?;

(22) (AB)> = ABAB:;

(23) Lahko je AB = 0 in nobena od matrik A, B ni nicelna matrika.

(24) Za kvadratno matriko A je lahko A¥ = 0 za neko naravno $tevilo k > 2 in hkrati A
ni ni¢elna matrika.

Dokaz. Preverjanje vseh lastnosti prepustimo bralcu. [

Komentar k lastnostim (20)-(22): matriki A, B sta lahko taki, da vsaj eden od
produktov AB ali BA zaradi neustreznih velikosti matrik sploh ni definiran.
Lahko sta definirana oba produkta, vendar sta razli¢nih velikosti in tako ne
moreta biti enaka. Nazadnje, ¢e imamo kvadratni matriki A, B iste velikosti,
sta produkta v obeh vrstnih redih definirana in se ujemata v velikosti, a z
veliko verjetnostjo, e bi matriki A, B naklju¢no izbirali, produkta AB in BA
ne bi bila enaka. Kljub temu pa lahko v mnoZici M,(F) najdemo veliko parov
A, B, za katere velja AB = BA; v tem primeru re¢emo, da matriki A in B, ki
morata biti nujno kvadratni iste velikosti, komutirata.

Ce matriki A in B ne komutirata, izrazov (21) in (22) ni mogoce zapisati
tako, kot smo sicer vajeni pri Stevilih!

m Zgled 1.3 Izracunajmo produkte AB, BA, AC in CA za matrike

R )
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Dobimo
1 —4 7 10 1 8
AB - [0 _3] _BA, AC— [9 12] A {3 18]
in ugotovimo, da A in B komutirata, medtem ko A in C ne komutirata. "

Naslednji zgled osvetli tocko (23).
m Zgled 1.4 Za spodnji matriki A in B je AB =0 = BA.

111 -2 1 1
A=|111|,B=]1 -2 1
111 1 1 -2

V mnozici matrik deljenje, kot ga poznamo pri Stevilih, ni definirano, namesto tega pa
vpeljemo pojem inverzne matrike.

Definicija 1.5 Matrika A~! je inverzna k matriki A, kadar zadoS¢a enakostima
AAT ' =A"1A=1.

1z definicije se takoj vidi, da ima lahko le kvadratna matrika inverzno matriko, po drugi
strani pa nekatere kvadratne matrike imajo inverzne matrike in druge ne. Matrika A se
imenuje obrnljiva, kadar ima inverzno matriko, v nasprotnem primeru reCemo, da je
singularna. Za obrnljivo matriko je v uporabi tudi izraz nesingularna matrika.

Trditev 1.6 Za obrnljivo matriko A € M, (F) je inverzna matrika enoli¢no doloena.

Dokaz. Denimo, da sta matriki A| in A, inverzni k matriki A. Potem zanju velja
AA|=1=A1A in AA; =1=A)A.

PomnoZzimo prvo enakost z matriko A, z leve
ArAA| = Ayl = Ay,

po drugi strani pa je
ArAA| = (A2A)A] = 1A = A

in tako dobimo A| = A». [ |

Navedimo Se, kako se inverzna matrika oziroma obrnljivost povezuje z ostalimi racun-
skimi operacijami.

Trditev 1.7 Ce je matrika A obrnljiva, so obrnljive tudi A=, AT in A* ter velja
@) t=4 @Ht=@hH @)yt=@hn (1.1

Ce pa sta obrnljivi matriki A in B, je obrnljiva tudi matrika AB in za inverzno matriko
produkta velja

(AB) ' =B71A71. (1.2)
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Dokaz. Preverjanje enakosti (1.1) prepustimo bralcu. Za (1.2) pa poiS¢imo neznano
matriko X = (AB)~!. Zanjo zagotovo mora veljati (AB)X = I. To enakost zaporedoma
pomnoZimo najprej z A~! z leve: A"!ABX = A~'I, od koder sledi BX = A~!. Postopek
ponovimo $e z B~! in dobimo, da je X = B~'A~!. Preverimo $e, da izratunana matrika X
zado%¢a enakosti X (AB) = I. Res, XAB = B~'A~'AB = B~'B = I. Enoli¢nost inverzne
matrike sedaj zagotovi, da je X = B~ !A~! res inverzna k AB. |

Bloche matrike

Pogosto se zgodi, da ima matrika naravno strukturo, ki omogoca, da jo gledamo kot matriko
matrik. Takim matrikam re¢emo blo¢ne matrike. Elemente blo¢nih matrik imenujemo
bloki. Na primer, matriko

100200
010020
4_|00 1002
000300
000030
(00000 3

lahko v veliko bolj pregledni obliki zapiSemo kot

[ B2
A= ot

Bloki matrike A so matrike /3, 213, matrika O € M3(IF) in 3/5. V tem konkretnem zgledu so
vsi bloki kvadratne matrike, v sploSnem to ne bi bilo potrebno.

Blo¢ni matriki z istim razrezom sta enaki natanko takrat, ko se ujemata v vseh blokih.
Blo¢ne matrike seStevamo in odstevamo kot obic¢ajno, prav tako jih lahko mnozimo, le
paziti moramo, kako jih razreZemo na bloke. Denimo, da Zelimo matriki A in B € ™"
seSteti. Na bloke ju razdelimo tako,

Al A | ... Alq Bii | B2 | ... | By
A Az | A | ... | Ay  B— By | By | ... | By ’
Apt |Ap2 | - | Amg By | Bp2 | ... | Bpg

da so istolezni bloki A;; in B;; iste velikosti, recimo m; X nj, kjer je my +---+mj, = min
ny +---+ny = n. Potem se zlahka prepriCamo, da velja pravilo [Aij] + [B,-j] = [A,-j +B,~j} ,
kar pomeni, da preprosto seStevamo istoleZne bloke.

Za mnoZenje blocnih matrik pa mora razrez slediti drugemu pravilu. Biti mora tak, da
bodo vsi relevantni bloki take velikosti, da bodo njihovi produkti definirani. PrikaZzimo
primer takega razreza za blocno matriko A z dvema blo¢nima vrsticama in dvema blo¢nima
stolpcema ter matriko B z dvema blo¢nima vrsticama in enim blo¢nim stolpcem.

AB — {An \Alz } [311 ] _ {A11311+A12321 ]
Asj \Azz By A21B11 +AxnBy

Torej morajo biti velikosti ustreznih matrik za izraCun produkta usklajene takole:

A- mlxpl\mlxpz B- pP1xXn
Sl maxpi|maxpy |7 T [ paxng |’
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velikosti blokov produkta AB pa so
mp; X n
myxny |
Navedimo $e nekaj primerov produktov blo¢nih matrik. Ob ustreznih velikostih matrik
A, B, C, in D velja:
C[A|B]=[CA|CB],
A AC
7)ol ]

[A|B] [IC)} = [AC +BD],

I ==

Za vse omenjene produkte ni teZko preveriti, da dobimo enak rezultat, kot ¢e bi obi¢ajno
mnozili matrike. Formalnemu preverjanju se tukaj izognimo.

Povzemimo: ob primernih razrezih v racunske operacije vpletenih matrik
lahko z njimi raCunamo podobno kot z obi¢ajnimi matrikami. Pozornost je
potrebna le Se na raCun nekomutativnosti matri¢nega produkta.

m Zgled 1.8 Za blo¢no matriko

I,| B
A= [ 0 | 2L, ] €M3n(IF)

izraCunajmo inverzno matriko. Inverzno matriko pois¢imo z nastavkom

X = B H U e My(F), VeF"™, ZeF*™", T € My,(F).

Veljati mora
[ L] B Ulv] [L|0] [U|V][&| B ]|_
AX_{ozlanZT]_[obn 1 Z|T || 0]2h, = XA
Z mnoZenjem blo¢nih matrik (preveri, da so razrezi ustrezni!) dobimo

U+BZ|V+BT | [L,|] 0] [U|UB+2v
22 | 2T | | O0|hy| | Z|ZB+2T |’

od koder s primerjavo istoleZnih blokov sledi, da je
T=(1/2)L,, Z=0, U =1,

in nazadnje Se, iz enacbe V + BT = UB + 2V dobimo V = —(1/2)B. Tako smo izraunali,
da je

Tl =(1/28
A 1‘[0 172 ]



1.1 Matrike Q

Posebni razredi matrik
V matri¢ni analizi pogosto sreCamo raznovrstne matrike, ki jih poimenujemo.

Definicija 1.9 Matrika A € " se imenuje stopnicasta, Ce izpolnjuje pogoja

(D) Ce ima A kako nicelno vrstico, so vse vrstice za njo nicelne.

(2) Za nenicelne vrstice velja, da ima vsaka kasnejSa (Steto od zgoraj navzdol) na

zacetku vec nicel kot njej predhodna vrstica.

Pri tem prvi nenicelni element v vsaki vrstici imenujemo pivot. Za matriko A € ™"
recemo, da je kanoni¢na stopnicasta ali reducirana stopnicasta, ce zanjo velja:

(1) je stopniCasta;

(2) wvsi pivoti so enaki 1;

(3) v vsakem stolpcu so nad pivotom same nicle.

» Zgled 1.10 Matriki spodaj sta stopnicasti, druga je kanoni¢na stopniCasta. Pivoti so
zapisani v modri barvi.
1 2 5
1 -2
-1 1

Y

S O
S o =
S O W
S = O

3 —
0 7
0 0

| |

Kvadratne matrike imajo med vsemi matrikami posebno vlogo. Ena od zelo pomembnih
lastnosti je, da je v mnozici kvadratnih matrik matricno mnoZenje notranja operacija. To
pomeni, da kvadratni matriki A in B lahko vedno zmnozimo v obeh vrstnih redih, in oba
produkta, AB in BA sta spet kvadratni matriki iste velikosti. V mnoZici kvadratnih matrik
imamo veliko posebnih, tukaj seveda ne bomo nasteli vseh. Mnogo takih, ki jih tukaj ne
bomo navajali, sreCamo v numeri¢ni linearni algebri, ki pa ni tema tega dela.

Pri kvadratnih matrikah ima smisel pojem diagonale. Diagonala kvadratne matrike
A= [a,- j] so elementi a1, ...,a,, na diagonali od levega zgornjega do desnega spodnjega
kota matrike. Druga diagonala od spodnjega levega do zgornjega desnega kota za nas ne
bo relevantna.

Definicija 1.11 Matrika A = [a;;] je

e skalarna, kadar so vsi elementi na diagonali enaki: aj; = ay = -+ = ay, Vsi
izven diagonale pa nicelni: a;; = 0 za vse i # j. Enotska matrika /, na primer, je
skalarna matrika. Skalarno matriko obicajno zapisemo v obliki o/, o € F.

e diagonalna, kadar so vsi elementi izven diagonale niCelni: a;; =0zavsei # j. Za
diagonalno matriko se uporablja zapis diag (d;,d>, . . .,d,), ki pomeni diagonalno
matriko z vrednostmi dy,d>, . ..,d, po vrsti na diagonali.

e zgoraj trikotna, ko so vsi elementi pod diagonalo enaki 0: a;; = 0 za vse i > j.

¢ spodaj trikotna, ko so vsi elementi nad diagonalo enaki 0: ¢;; =0 za vse i < j.

Analogno lahko vpeljemo blo¢no diagonalne matrike, blo¢no zgoraj trikotne in
blo¢no spodaj trikotne matrike, kjer morajo pogoji iz definicije 1.11 veljati pa¢ za bloke.
Matrike v zgledu 1.8 so bile blo¢no zgoraj trikotne.

Nalednjo skupino matrik odlikujejo dolocene simetrijske lastnosti oz. geometrijske
lastnosti. Tukaj lo¢imo definiciji za realne in za kompleksne matrike.
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Definicija 1.12 Realna matrika A € M, (R) je
e simetri¢na, ¢eje AT = A;
e posevno simetri¢na, ¢e je AT = —A;
e ortogonalna, e je AAT =ATA=1.

nZgled 1.13 Matrika A je simetri¢na, B pa je primer poSevno simetri¢ne matrike. Opazimo,
da je A simetri¢na glede na diagonalo, B ima na diagonali ni¢le, na mestih (i, j) in (j,7) pa
nasprotne elemente.

1 2 3 0 2 3
A=12 4 5| =AT, B=|-2 0 —-5| =-B".
356 -3 5 0

Ni tezko videti, da je vsota simetriénih (poSevno simetriénih) matrik spet simetri¢na
(poSevno simetricna) matrika, z realnim skalarjem pomnoZena pa prav tako ohrani vsako
od teh dveh lastnosti. To pa ne velja za matri¢ni produkt! Produkt simetri¢nih (poSevno
simetricnih) v sploSnem ni simetri¢na (poSevno simetri¢na) matrika.

Hitro se da videti, da je kvadrat poSevno simetri¢ne matrike simetricna matrika. Res,
naj bo BT = —B posevno simetri¢na matrika. Potem za B> velja

(BT = (B = (-B = B

Ime ortogonalna matrika izvira iz dejstva, da ima vedno normirane in paroma pra-
vokotne stolpce ter normirane in paroma pravokotne vrstice, to bomo bolj natancno
obdelali v poglavju 4. Spodnji zgled pa lahko razumemo z elementarno prostorsko li-
nearno algebro, potrebujemo le obi¢ajni skalarni produkt v R3, za poljubna vektorja
@ = (aj,a2,a3) in b = (by,by,b3) definiran z @- b = a by + azb, + azbs ter dolzino vek-

torja ||d|| = Vd-d = \/a} + a5+ a3.
m Zgled 1.14 Podana je matrika

a1 1 1
Q: 7§ 0 _75 )

1 2 1

V6 3 Ve

za katero se zlahka prepri¢amo, da res zado$¢a pogoju QQT = QT Q =I. Nadalje, e npr. v
izratunu QQT pogledamo izracun elementa na poziciji (2,3): mnoZimo 2. vrstico matrike
Q s 3. stolpcem matrike Q7 (t.j. s 3. vrstico matrike Q).

100

1 1
00" = | O Gl |-L o (Jif=[o1 0
1| oo

vVellL Vv v2 e

To pomeni, da smo dejansko izracunali skalarni produkt na naraven nacin iz 2. in 3. vrstice
dobljenih vektorjev

(o) (i) =

Wl
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torej sta v tem smislu 2. in 3. vrstica matrike Q pravokotni. S podobnim argumentom
dobimo vse izvendiagonalne elemente produkta QQ7 enake 0.
Za izradun elementov na diagonali produkta QQ7, npr. (1,1)-elementa, bomo v resnici

raCunali dolZino vektorja (1/ V3 ,—1/ V3 1/ \/§),
(1/V3,=1/V3,1/V3)-(1/V3,-1/V3,1/V/3) =1/3+1/3+1/3=1

in tako ima 1. vrstica matrike Q, gledana kot vektor v R3, dolZino 1; reCemo, da je
normirana. Podobno preverimo, da sta normirani tudi 2. in 3. vrstica.
Analogni racuni veljajo za stolpce matrike Q. .

Navedimo $e nekaj lastnosti ortogonalnih matrik.

Trditev 1.15
e Ce je matrika Q € M, (R) ortogonalna, sta ortogonalni tudi —Q in Q7.
e Matrika Q € M, (RR) je ortogonalna natanko tedaj, ko je obrnljivain Q! = Q7.
e Produkt ortogonalnih matrik je ortogonalna matrika.

Dokaz. Naj bo Q ortogonalna matrika in oznaéimo Ry = —Q, R, = Q' . Izraéunajmo

RIR{ =(-0)(-0)" =00" =1, R{R = (-0Q)"(-0)=0"0=1
RRT =0T (0" =0"0=1, RIR,=(0")"0" =00" =1,

torej sta Ry in Ry ortogonalni matriki.

Druga alineja je le na drug nacin zapisana definicija ortogonalne matrike.

Bodita sedaj P in Q ortogonalni matriki, seveda iste velikosti. Naj bo R = PQ. Spet
izraCunajmo

RR" = PQ(PQ)" = P(QQ")PT = PPT =1,
R'R=(PQ)"PQ=0" (P"P)0=0"0=1.

Produkt PQ torej ustreza zahtevanemu pogoju in je ortogonalna matrika. [

Videti je, da je mogoce inverzno matriko ortogonalne matrike zelo preprosto
izraCunati, saj je inverzna matrika take matrike kar njena transponiranka. To
drzi, vendar je obiCajno potrebno vloZiti precej truda, npr. izvesti Gramm-
Schmidtov postopek (gl. izrek 4.16), da do take matrike sploh pridemo.

Za kompleksne matrike vzporedno z definicijo 1.12 vpeljemo Se nekaj razredov matrik.
Spomnimo se operacije *, ki je sestavljena iz transponiranja in kompleksnega konjugiranja
vseh elementov matrike, [a;;]" = [az;]" .

Definicija 1.16 Kompleksna matrika A € M,(C) je
e hermitska ali sebi-adjungirana, Ce je A* = A;
e posevno hermitska, Ce je A* = —A;
e unitarna, e je AA* =A"A =1,
e normalna, Ce je AA* = A*A.



12 Poglavje 1. Uvodna poglavja

Vzporednica k trditvi 1.15 je

Trditev 1.17
e Ceje matrika U € M,,(C) unitarna, je tudi U* unitarna. Naj bo u € C tako $tevilo,
da je |u| = 1. Pri tem pogoju je unitarna tudi matrika uU.
e Matrika U € M,,(C) je unitarna natanko tedaj, ko je obrnljiva in U~ = Q*.
e Produkt unitarnih matrik je unitarna matrika.

Dokaz. Je zelo podoben dokazu trditve 1.15, le namesto lastnosti (14) in (15) izreka 1.2, ki
smo jih v dokazu omenjene trditve implicitno uporabili, uporabimo pravili (17) in (18). H

Naslednji razredi matrik so vezani na potenciranje.

Definicija 1.18 Matrika N € M, (F) je nilpotentna, kadar je za nek eksponent k € N
izpolnjeno N* = 0. Najman;jsi eksponent r € N, pri katerem za nilpotentno matriko N
velja N” = 0, se imenuje red nilpotentnosti matrike N.

Definicija 1.19 Matrika P € M, (F) je idempotentna, kadar je P> = P. Ce je idempo-
tentna matrika P hkrati hermitska/simetrina, ji reCemo projektor.

Ocitno je 0 nilpotentna matrika reda 1 in edina taka. Hkrati je oCitno, da sta matriki O in
I idempotentni in hkrati projektorja. Med vsaj 2 x 2 velikimi matrikami pa najdemo e
veliko drugih nilpotentnih in idempotentnih matrik ter projektorjev.

= Zgled 1.20 Pomemben primer nilpotentnih matrik so matrike N,, € M,,(IF), ki imajo enice
na prvi vzporednici k diagonali nad diagonalo, povsod drugod pa same nicle. ZapiSimo Ny
in izraCunajmo njene potence.

Ny =

o o OO
oo o
o o = O
o o OO
o o oo
S o O
o o OO
o o oo
o O OO

Ugotovimo, da je Ny € My(IF) nilpotentna reda 4. Podobno se da videti, da je matrika
N, € M,(F) nilpotentna reda n. .

m Zgled 1.21 Primer idempotentne n X n matrike, ki ni projektor, je

- fet)

kjer je 0 # B € F""~" poljubna matrika. Z neposrednim ra¢unom je mogoce preveriti, da
je P> = P. P ni projektor, saj ni hermitska/simetri¢na matrika. Zelo generi¢en primer
projektorja pa je matrika

(5]

ki je hermitska/simetri¢na in idempotentna. .

V naslednjih zgledih bomo videli, kako iz nilpotentnih in idempotentnih matrik iz
prejs$njih primerov ustvarimo nove istovrstne matrike.
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» Zgled 1.22 Denimo, da je N € M,(F) poljubna nilpotentna matrika in S € M, (IF)
poljubna obrnljiva matrika. Potem je SNS~! spet nilpotentna matrika istega reda. Res,

(SNS™ 1?2 = sNS~IsNS~! = sN2s!
(SNS™1)? = (SNS™1)2SNS~ ! = SN2s~1sNs ! = sN3s!

(SNS~ DOk =sNks7! k=1,2,...,

kjer bi morala biti v razmislek vkljuena matemati¢na indukcija, a detajle izpustimo. Torej,
N* = 0 natanko takrat, ko je (SNS~!)¥ = 0, o€itno pa se tudi red nilpotentnosti ohrani. m

» Zgled 1.23 Denimo, da je P € M,(FF) idempotentna matrika in S € M, (F) poljubna
obrnljiva matrika. Potem je SPS~! spet idempotentna matrika. Res,

(SPS™1)? = (sPs 1) (sPs™!) = sp(s~ls)Ps~! = sp2s~! = sps—!.

Ce je P = P* = P? projektor, je za vsako unitarno/ortogonalno matriko U matrika
UPU* spet projektor. O¢itno, ker je U* = U~!, je UPU* idempotentna matrika. Je pa tudi
hermitska/simetri¢na: (UPU*)* = (U*)*P*U* = UPU*.

Elementarne matrike

Kot zadnjo skupino matrik omenimo elementarne matrike, ki so povezane s sistemi line-
arnih enacb, pa tudi z determinanto, bolj natan¢no z Gaussovo eliminacijo, ki jo bomo
omenili v naslednjem poglavju.

Definicija 1.24 Kvadratna matrika je elementarna, Ce je enega od treh tipov:
e tipaI: E;;, i # j, je matrika, ki jo dobimo tako, da v enotski matriki zamenjamo
i-to in j-to vrstico (ekvivalentno, i-ti in j-ti stolpec);
e tipa II: E;(), 0 # o € F, je matrika, ki jo iz enotske matrike dobimo tako, da
i-to enico na diagonali zamenjamo z «.
e tipa IIL: E;;(B), i # j, nastane tako, da enotski matriki na (i, j)-tem mestu niclo
zamenjamo z f3.

Za ilustracijo naj bo nekaj primerov takih 4 x 4 matrik.

= Zgled 1.25
1 000 1 00O 1 00O
0001 o1 0 o] . o1 B o
01 00 00 01 00 01

Naslednja trditev poda pomembno lastnost elementarnih matrik.

Trditev 1.26 Vse elementarne matrike so obrnljive, inverzne matrike elementarnih matrik
pa so spet elementarne matrike, pri cemer se tudi tip ohrani. Natan¢neje, za poljubna
ustrezna indeksa i in j velja:
—1 o .
. E;' =Ej,
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e E(a) ' =Ei(l/a),
o Ej(B)"! = Eij(—p).

Dokaz. Preverjanje teh lastnosti prepustimo bralcu. Direktno je pac potrebno preveriti, da
Velja EijEj,' =1, Ei((X)Ei(l/OC) =1/in Eij(B)Eij(—ﬁ) =1 [ |

S kombinacijo trditev 1.26 in 1.7 izvemo naslednje.

I Posledica 1.27 Produkt kon¢no mnogo elementarnih matrik je vedno obrnljiva matrika.

Poglejmo Se, kako mnoZenje poljubne matrike A € """ z elementarno matriko E €
M, (F) z leve (EA) ali z elementarno matriko E' € M,(FF) z desne (AE’) vpliva na to
matriko.

Trditev 1.28 MnoZenje z elementarno matriko ima naslednji u€inek.
e tip I: z leve (desne): zamenjava i-te in j-te vrstice (zamenjava i-tega in j-tega
stolpca);
e tip II: z leve (desne): i-ta vrstica (stolpec) se pomnoZi z o # 0;
e tip III: z leve (desne): k i-ti vrstici (stolpcu) se priSteje B-kratnik j-te vrstice.

Dokaz. Spet se izognimo tehni¢nim detajlom zapisa in to preverjanje izpustimo. |

Posebne ekvivalencne relacije na matrikah

V tem razdelku bomo srecali ve¢ posebnih relacij med matrikami, ki nas bodo spremljale
skozi tekst v nadaljevanju.

Ekvivalencna relacija

Najprej se spomnimo, kaj pomeni pojem relacija. Dvoclena (binarna) relacija R med
elementi nepraznih mnozic .o/ in Z# je katerakoli podmnozica kartezi¢nega produkta
o xB={(a,b); ac€ o, b A}.V dveh skrajnih primerih je R lahko tudi prazna ali pa
cela mnozica .o/ X A.

Nas bodo zanimale t. i. relacije na mnoZici <7, to so podmnoZice &7 x 7. Ce je torej
urejeni par (aj,a;) € R C &7 x o/, reCemo, da je a; v relaciji R z ap, zapiSemo pa tudi v
obliki a; Ra,. 1z a;Ra; ne sledi nujno, da je ayRa;. Pogosto, tudi v primerih, ki jih bomo
mi obravnavali, se relacijo namesto s ¢rko oznaci s simbolom npr. ~, =, ~, ipd.

Znanih je veliko lastnosti relacij na mnoZici, a mi bomo omenili le Stiri.

Definicija 1.29 Relacija R C o7 x <7 je

e refleksivna, kadar za vsak a € &7 velja aRa; (vsak a € &/ je v relaciji s samim
seboj);

e simetric¢na, ko za poljubna a,b € o7 velja: aRb = bRa; (Ce je a v relaciji R z b,
jetudi b vrelacijiR z a.)

e tranzitivna; aRb in bRc = aRc; (relacija med a in b preko relacije med b in ¢
preide na relacijo med a in ¢);

e ekvivalencna, kadar je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna.

GeneriCen primer ekvivalenCne relacije je relacija enakosti, ki ima gotovo vse tri
zahtevane lastnosti. Ekvivalencna relacija je po definiciji simetri¢na, zato za elementa,
za katera velja a R b reCemo, da sta v relaciji R, saj je zaradi simetri¢nosti izpolnjeno tudi
bRa.
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Ekvivalencni razred elementa a € <7 ekvivalen¢ne relacije R na mnozici <7 je
[a] == {b € «; aRb}. (1.3)

Naslednji izrek je glavna strukturna znacilnost ekvivalencne relacije.

Izrek 1.30 Naj bo R ekvivalencna relacija na neprazni mnozici .7 .
(1) [a] = [b] natanko takrat, ko a Rb; (razreda sta enaka, kadar sta elementa v relaciji)
(2) [a]N[b] = {} natanko takrat, ko a, b € o7 nista v relaciji; (razreda sta disjunktna,
ko elementa nista v relaciji)
(3) o = Uye |a]; (7 je unija vseh disjunktnih ekvivalen¢nih razredov relacije R).

Dokaz. (1) Ce je aRb, je potrebno pokazati, da je [a] C [b], nato je zaradi simetri¢nosti
tudi [b] C [a]. Najprej je zaradi refleksivnosti a € [a]. Naj bo sedaj ¢ € [a], po (1.3)
to pomeni, da je aRc. Uporabimo Se, da je bRa in aRc, zaradi tranzitivnosti je
potem tudi bR ¢, kar je po (1.3) isto kot ¢ € [b], kar je bil nas cilj.

Obratno, Ce sta razreda [a] in [b] enaka, velja tudi, da je [a] C [b]. Torej so vsi
elementi, ki so v relaciji z a tudi v relaciji z b. Ker je aRa, je tako tudi aRb.

(2) Ce staa in b v relaciji R, sta razreda po tocki (1) enaka in tako presek ni prazen. Ce
pa a in b nista v relaciji, pa njuna razreda ne moreta imeti skupnih elementov. Res,
Ce bi bil neki ¢ € [a] N [D], bi veljalo aRc in ¢Rb in posledi¢no po tranzitivnosti tudi
aRb, kar je protislovje.

(3) Gotovo je Ugea [a] € A. Po drugi strani pa za vsak a € A velja a € [a], zato je
A C Ugeq [a)-

[

Ekvivalen¢no relacijo pogosto obravnavamo kot posploSitev (abstrakcijo) relacije enakosti.
Elemente istega ekvivalencnega razreda smatramo kot "enake", ¢eprav morda sploh niso
enaki. Vendar so lahko "enaki" v smislu dolocenih lastnosti, ki so odvisne od izbrane
ekvivalencne relacije.

Relacije na matrikah

V nadaljevanju tega dela bodo imele pomembno vlogo dolo¢ene dvoclene relacije na
mnozicah matrik. Za posebne matrike, ki bodo omenjene v definiciji, napotimo bralca na
razdelek 1.1.3.
Definicija 1.31 Vpeljimo dvoclene relacije na mnozicah matrik iste velikosti, """ ali
M, (F).
e Matrika B € F"" je vrsti¢no ekvivalentna matriki A € ™", kadar je B = SA za
neko obrnljivo matriko S € M, (F).
e Matrika B € ™" je stolpcno ekvivalentna matriki A € ", kadar je B = AT za
neko obrnljivo matriko T € M, (F).
e Matrika B € " je ekvivalentna matriki A € """, kadar je B = SAT za neki
obrnljivi matriki S € M,,,(F) in T € M, (F).
e Matrika B € """ je unitarno ekvivalentna matriki A € """, kadar je B = UAV
za neki unitarni (Ce je F = C) oz. ortogonalni (Ce je F = R) matriki U € M,,(F)
inV e M,(F).
e Matrika B € M,,(F) je podobna matriki A € M,,(F), kadar je B = SAS~! za neko
obrnljivo matriki S € M,(IF).
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e Matrika B € M, (F) je unitarno podobna matriki A € M, (IF), kadar je B= UAU*
in je U unitarna matrika v primeru F = C, oziroma ortogonalna matrika, kadar
jeF=R.

Trditev 1.32 Vsaka od relacij iz prejSnje definicije je ekvivalencna relacija (gl.1.29).

Dokaz. Za vsako od relacij je treba preveriti, da je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna
(gl. definicijol1.29).

Vse relacije so refleksivne, ker je v vsakem od primerov lahko enotska matrika / v
vlogi matrik S,7,U oz. V, saj je ne le obrnljiva, temveC tudi unitarna. Npr. za relacijo
ekvivalence, je A = I,,Al,, kjer smo pri enotskih matrikah podpisano oznacili njuno
velikost.

Simetri¢nost pokaZzimo za podobnost, za ostale je analogno. Ce je B podobna A, je
B = SAS~!. 1z te enakosti izratunamo A = S~! BS, kar zapiSemo drugace kot A = TBT !
z izbiro T = S~!, ki je oCitno obrnljiva. Torej je tudi A podobna matriki B.

Tranzitivnost preverimo le za unitarno ekvivalenco. Naj bo A unitarno ekvivalentna B
in B unitarno ekvivalentna C, torej je A = U;BV| in B = U,CV; za unitarni (ortogonalni)
matriki Uy, U, € M,,,(IF) in unitarni (ortogonalni) matriki Vy, Vo € M,(IF). Izrazimo matriko
A z matriko C in dobimo

A=U BV, = U1(U2CV2)V1 = (Ule)C(Vzvl).

Nazadnje upoStevamo Se, da sta produkta unitarnih (ortogonalnih) matrik U;U; in V, V)
unitarni (ortogonalni) matriki, gl. trditvi 1.17 in 1.15. Torej je tudi A unitarno ekvivalentna
C. |

Zaradi simetri¢nosti omenjenih relacij reCemo tudi, da sta matriki A in B ustreznih
velikosti vrsti¢no ekvivalentni, stolpéno ekvivalentni, (unitarno) ekvivalentni oz. (uni-
tarno) podobni.

Kot Ze vemo, (gl. izrek 1.30), ekvivalen¢na relacija, ki je definirana na neki mnoZici, to
mnozico porazdeli (ali razbije) na disjunktne ekvivalencne razrede. Za vsakega od razredov
Zelimo dolociti prav posebej odlikovane in/ali preproste predstavnike. Zanimajo nas tudi
t. 1. invariante, to so skupne lastnosti, ki ves razred natanko dolocajo. V nadaljevanju,
do konca tega teksta, bomo za vse omenjene relacije opisali specificne matrike, ki bodo
posamezen ekvivalen¢ni razred natanko dolocale.

Sistemi linearnih enacb

Sistemi linearnih enacb so osnovno racunsko orodje linearne algebre. Skoraj pri vsakem
racunanju v tej matematicni disciplini se na nekem nivoju pojavi sistem linearnih enacb. V
naslednjem razdelku jih bomo obravnavali predvsem iz vidika raCunanja, manj s stalisca
analize resljivosti. O tem bo tekla beseda kasneje v razdelku 2.6.

Naj bo n > 1 neko naravno $tevilo. Linearna enacba z neznankami xy,xp,...,X, je
enacba oblike

aixy+axxo+---+apx, = b, (1.4)

kjer so koeficienti te enacbe ay,as,...,a, in Stevilo b podana Stevila iz mnoZice . Tudi
neznanke so iskana Stevila iz mnoZice [F.

Sistem linearnih enacb, reCemo tudi linearen sistem, je nabor m, m > 1, linearnih
enacb z istimi neznankami. Enacb je lahko ve¢, manj ali enako kot neznank. Vnaprej se
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glede tega ni¢ ne omejimo. ZapiSimo sedaj sploSen sistem m enacb z n neznankami, kjer
koeficiente ozna¢imo malce drugace, indeksirajmo jih tudi glede na enacbo in ne le na
neznanke.

ajxy+apxy+ - +apx, =by

az1 X1 +axnxy + -+ +axpxy, = b (1.5)

A1 X1 + ApX2 + -+ -+ ApXn = by,

Ze sam zapis nas navede na misel, da je najbrz povezan z matrikami. Na kratko lahko
sistem linearnih enacb zapiSemo z eno samo matri¢no enacbo

Ax =D, (1.6)

kjer je A = [a;;] € """ matrika Kkoeficientov sistema (ali krajSe kar matrika sistema),
matri¢ni stolpec x € F"! vsebuje vseh n neznank in b € F”! je matri¢ni stolpec desnih
strani enacb v zapisu (1.5)

X1 b1

X2 b2
X = , b= .

Xn by,

Poseben sistem linearnih enacb, sistem Ax = 0, imenujemo homogen sistem.
V sploSnem bomo za sistem linearnih enacb videli, da je izpolnjena natanko ena od

spodnjih moZnosti.

(a) Ima eno samo resitev, takrat reCemo, da je enoli¢no resljiv; en sam matricni stolpec

x resi enacbo (1.6).

(b) Ima neskon¢no mnozZico resitev.

(c) Nima nobene resitve; re¢emo, da je nekonsistenten ali protisloven.
Za reSevanje linearnih sistemov bo pomembno preoblikovanje sistema na preprostejSega,
vendar z isto mnoZico vseh resitev.

Definicija 1.33 Sistema linearnih enacb Ax = b in Cx = d sta ekvivalentna, kadar
I imata isto mnoZico reSitev ali pa sta oba nekonsistentna.

Ekvivalentna sistema linearnih enacb imata lahko razli¢no Stevilo enacb.
Matriki A in C v zgornji definiciji imata namre¢ lahko razli¢no Stevilo vrstic,
seveda pa isto Stevilo stolpcev.

Preoblikovanje linearnega sistema na ekvivalentnega, a takega, ki ga bo enostavno resiti
ali pa¢ ugotoviti, da ni resljiv, bo srZ raunske metode za reSevanje sistemov.

Trditev 1.34 Naj bo D € M,,(FF) poljubna obrnljiva matrika. Sistema DAXx = Db in Ax =b
sta ekvivalentna.

Dokaz. Naj bo najprej x reSitev sistem AX = b. To enacbo z leve pomnoZimo z D in o€itno
je sedaj DAx = Db.

Obratno, denimo sedaj, da je x reSitev sistema DAXx = Db. Tukaj pa potrebujemo
obrnljivost matrike D, saj moramo z leve enatbo pomnoZiti z inverzno matriko D!, ki
obstaja le za obrnljive matrike D. Potem dobimo D~'DAx = D~ Db, kar pove, da x rei
enacbo Ax = b. |
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2 ) Katere sisteme lahko razumemo kot preproste?

Odgovor na zgornje vpraSanje sicer ni enoznacen, oglejmo pa si nekaj zgledov.

m Zgled 1.35 V sistemu enacb, ki ga najprej navajamo, je enako Stevilo enacb kot neznank,
kvadratna matrika pa spodaj trikotna. V obliki matricne enacbe je podan sistem

1 0 0 0 |x —1
2 3 0 O0f x| |1
-1 1 2 0 |xz| |2}
I -1 4 —1| x4 —4
od koder iz prve enacbe razberemo, da je x; = —1, nato iz druge, da je x, = 1, iz tretje je
x3 = 0 in nazadnje je x4 = 2. .

= Zgled 1.36 Ce bi bila matrika obravnavanega sistema zgoraj trikotna, bi lahko postopali
podobno, le, da bi morali enacbe sistema reSevati zaporedoma od zadnje proti prvi. .

Naslednji zgled bo najpomembne;si.

» Zgled 1.37 Matrika sistema linearnih enacb bo sedaj stopnicasta.

X1
21 -1 2 5 X2 5
00 3 1 =2| |x3| =13
00 0 -1 1 X4 3
Xs

Sedaj postopamo na naslednji nac¢in. Neznanke, ki ustrezajo stolpcem matrike sistema,
v katerih so pivoti, imenujemo vodilne neznanke. To so v naSem primeru xj, x3 in x4.
Ostale neznanke imenujmo proste neznanke. Sistem sedaj prepiSimo tako, da na levi
ohranimo le vodilne neznanke.
2x1 —x3+2x4 =5—x — S5x5
3x3+x4 =3+ 2x5
—X4 = 3— X5.
Sistem lahko sedaj reSimo od zadnje enacbe proti prvi; to pomeni, da izrazimo vodilne
neznanke s prostimi, in tako dobimo

X4 = —34X5
1
X3 :2+§X5
B 13 1 10 cF
X1 = ) 2x2 3 X5,  X2,X5 .

Stevili x, in x5 sta poljubni, zato jih lahko izrazimo (vsaj v tem primeru) tudi tako, da se
znebimo ulomkov: postavimo x, = 2¢, x5 = 3d in tako dobimo Se eno dvoparametri¢no
resitev sistema

x4 =—3+4+3d
x3=24+d
13

xlzi—c—IOd, c,del.

Tako smo dobili dve parametrizaciji sploSne reSitve sistema. .
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Dodajmo Se zgled nekonsistentnega sistema.

m Zgled 1.38 Za sistem linearnih enacb

x|
21 -1 2 5 X2 5
00 3 1 -2 |xs1=13
00 0 O O X4 1
Xs

opazimo, da je zadnja enacba sistema Oxs = 1, ki ni za noben x5 resljiva. Tako tudi podani
sistem nima nobene resitve. .

Videli bomo, da lahko sistem linearnih enacb vedno prevedemo na ekvivalentnega s
stopni¢asto matriko sistema. Se ve&, dosezemo lahko celo kanoni¢no stopni¢asto obliko.
Orodje, ki ga bomo za to uporabili, je znamenita Gaussova eliminacijska metoda, rece se
ji tudi Gaussova eliminacija ali kar Gaussova metoda.

Gaussova eliminacija na vrsticah matrike

Sistemati¢no uporabljamo elementarne transformacije na vrsticah. Na
zacetku je tekoCa matrika (t.m.) podana matrika.

(1) Zacnemo s prvim nenicelnim stolpcem t. m.; ta je tekoci stolpec.

(2) Po potrebi zamenjamo vrstici t. m., da dobimo ustrezen (gl.
opombo spodaj) neniceln element na prvo mesto v stolpcu, ta
bo pivot.

(3) Pivotiranje: s priStevanjem prve vrstice t. m., pomnozene z ustre-
znim faktorjem, zaporedoma k vsem nizZje leZecim vrsticam (Ce
kak$na sploh obstaja) z elementarno transformacijo tipa III, dose-
Zemo nicle na vseh pozicijah prvega stolpca t. m. pod pivotom.

(4) S tem smo zakljucili delo na prvem stolpcu; t. m. izbriSemo prvo
vrstico in nastane nova t. m.

Ponavljamo korake od (1) do (4), dokler ne zmanjka nenicelnih stolpcev.
Po Zelji lahko vrednosti nekaterih ali vseh pivotov z elementarnimi
transformacijami tipa II postavimo na 1.

Po koncanem postopku zloZimo zaporedoma izbrisane vrstice in dodamo
zadnjo tekoCo matriko, ¢e obstaja. Tako dobljena matrika je stopniCasta.

Pivot lahko izbiramo na razli¢ne nacine. Za "pe$S" racunanje z matrikami,
ki imajo elemente iz mnozice celih Stevil, v izogib ulomkom, dokler gre,
ponavadi postavimo za pivot najvecji skupni delitelj elementov v tekocem
stolpcu ali pa ga s kako kombinacijo elementarnih transformacij izracunamo.

Za numeric¢no reSevanje sistemov linearnih enacb (delno pivotiranje) pa
izbiramo po absolutni vrednosti najvecji element v tekoCem stolpcu. To se
izkaze kot uCinkovita metoda za obvladovanje zaokroZitvenih in drugih napak,
ki so znacilne za numericno racunanje.

2 1 1
. 4 -6 0 o . .
 Zgled 1.39 Matriko | 5 7 |2 Gaussovo eliminacijo pretvorimo na stopnicasto.
2 1 2

Z 'V oznaCimo j-to vrstico matrike na trenutnem koraku, pivote pa od takrat, ko nastanejo,
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oznac¢imo z modro barvo.

Vo =V + (—Z)Vl,

2 1 11 Va:=VatVy, 2 1 1 2 1 1
4 —6 0| Va:=Va+(-DVi [0 -8 —2 ViV (0 8 2
2 7 2 ~ 0 8 3 00 1
2 1 2] 0 0 2 0 0 1
2 1 1
v4;:v4i>(_1)v 0O -8 -2
0 0 1
0 0 0

Gaussovo eliminacijo pa lahko nadalje uporabimo Se, da iz stopniCaste oblike matrike
dobimo kanoni¢no stopnicasto matriko. V tem primeru izvajamo zaporedje elementarnih
transformacij na vrsticah matrike tako, da zacnemo pri najbolj desnem pivotu in z vrstico,
v kateri je pivot, pridelamo nicle v stolpcu nad pivotom. Nato se premaknemo levo do
naslednjega pivota in postopek ponovimo. Nazadnje, ko smo dobili ni¢le nad vsemi pivoti,
z deljenjem pivotalnih vrstic s pivoti dobimo Se enice in tako je dobljena matrika kanoni¢na
stopnicasta.

m Zgled 1.40 Stopnicasto matriko iz prejSnjega zgleda preoblikujmo na kanoni¢no stopni-
Casto. Transformacije se izvajajo zaporedoma od zgoraj navzdol kot so zapisane. Pivot, s
katerim delamo, je spet oznacen z modro barvo.

Vo= —1/8V;
21 11 Va:=Wa+2V3 12 1 olVi=Vi+(-DVa[1 0 0
0 -8 2|Vi=Vi+(-)3 (o0 -8 ol Vi=1/2Vi |o 1 0
00 1 — 0 0 1 — 00 1
0 0 0 0 0 0 000

Spomnimo se ucinka elementarnih matrik pri mnozenju poljubne matrike ustrezne
velikosti z leve (gl. trditev 1.28). MnoZenje matrike z elementarno matriko doloCenega
tipa z leve je isto kot izvedba elementarne transformacije na vrsticah matrike. Zato lahko
Gaussovo eliminacijo interpretiramo tudi na naslednji nacin.

Izrek 1.41 — Gaussova eliminacijska metoda. Naj bo A € ", Obstaja tak koncen
niz elementarnih matrik E1,E; ... ,Ex € M,,(F), k > 1, da je

Ei...E,EiA

kanoni¢na (reducirana) stopnicasta matrika.
Povedano na drug nacin: obstaja tako zaporedje elementarnih transformacij na
vrsticah matrike A, ki preoblikujejo matriko A v kanoni¢no stopnicasto matriko.

Dokaz. Trditev bomo dokazali z indukcijo na m, ki je $tevilo vrstic matrike A € F”. Ce je
m = 1, je matrika A avtomati¢no stopnicasta. Ce ni enaka 0, iz nje dobimo takoj kanoni¢no
obliko tako, da jo skaliramo z obratno vrednostjo pivota.
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Denimo, da za vse matrike z m — 1 > 1 vrsticami prva trditev Ze velja in najbo A € ™",
Prvi stolpec matrike A je bodisi niceln bodisi na matriki A izvedemo Gaussovo eliminacijo
tako, da dobimo na prvem mestu 1 in same nicle pod njim. Torej z zaporedjem elementarnih
transformacij na vrsticah, recimo, da jih je p, doseZemo, da je

el x
Ep...ElA_{O Az}, g€ {0,1},

kjer * pomeni, da je na teh mestih lahko karkoli, medtem, ko ima Ay m — 1 vrstic in
po indukcijski predpostavki zanjo trditev Ze velja. Zanjo torej obstaja zaporedje takih
elementarnih matrik £/, ... ,Eé € M,,_1(F), da velja A, = Eé ...E{S in je matrika Sp v
kanoni¢ni stopnicasti obliki. Tako smo dobili

e o [1]o0 1[0 ][e]
et =t~ ot [ater] (575

pri ¢emer ni tezko videti, da je matrika

{1 0}
7
OEj

zavsak j=1,2,...,qg elementarna. Nazadnje je

=1 ] 1 0 1‘0 8‘*
s 2[4 o)

Nazadnje Se v prvi vrstici z elementarnimi transformacijami na vrsticah dobimo nicle v
vseh stolpcih, ki ustrezajo pivotalnim stolpcem matrike S,. Tako lahko vzamemo, da je

£ *

0195
kanoni¢na stopnicCasta. Podatek, da so inverzi elementarnih matrik spet elementarne
matrike, zaklju¢i razmislek. [ |

Trditev 1.42 Za poljubno matriko A je kanoni¢na stopnicasta matrika S, do katere pridemo
z nekim nizom elementarnih transformacij na vrsticah, enoli¢no dolocena.

Dokaz. Naj bosta S in S’ vrsti¢no ekvivalentni kanoni¢ni stopniCasti matriki, v izogib
trivialnemu primeru, obe nenicelni. Najprej vidimo, da morata biti prvi vrstici obeh enaki.
Ce imata matriki eno samo vrstico, smo koncali.

Sicer denimo, da trditev Ze velja za matrike z m — 1 > 1 vrsticami in sta S, S’ € ™",
Matriki, ki jih iz 8’ in § dobimo z odstranitvijo prve vrstice, sta kanonicni stopnicasti,
vrsti¢no ekvivalentni in zanju lahko uporabimo indukcijsko predpostavko. Zato sta enaki
in posledi¢no je tudi &' = S. [

Spomnimo se vrsti¢ne ekvivalence matrik, (gl. definicijo 1.31). Ko na matriki na
vrsticah sprovedemo neko elementarno transformacijo, ki jo dolo¢a elementarna matrika
E, iz matrike A dobimo matriko EA. Matrika E je kot elementarna matrika obrnljiva, zato
je tako dobljena matrika EA vrsticno ekvivalentna matriki A. Uporabili bomo oznako
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A ~,, EA. Relacija vrsticne ekvivalence je ekvivalencna relacija, zato tudi tranzitivna.
Gaussova eliminacija je tako postopek

ANVAZNV"'NvAk:S (17)

in je zadnja matrika v verigi, S, stopnicasta ali kanoni¢na stopniCasta matrika.
Sledi pomembna trditev o obrnljivih matrikah.

Trditev 1.43 Naslednje trditve so ekvivalentne za poljubno kvadratno matriko A € M, ().
(1) Matrika A je obrnljiva.
(2) 1z Ax = 0 sledi x = 0, torej edina reSitev homogenega sistema linearnih enacb je
nicelna.
(3) Matrika A je produkt elementarnih matrik.
(4) Matrika A je vrsti¢no ekvivalentna enotski matriki.

Dokaz. Preverili bomo ekvivalen¢ni krog (1) = (2) = (3) = (4) = (1).

Denimo, da je matrika A obrnljiva in Ax = 0. Ta sistem linearnih enacb lahko, kot vemo
(gl. 1.33), z leve pomnoZimo z obrnljivo matriko A~!, brez, da bi spremenili mnoZico
resitev. Tako dobimo x =A"1Ax =A~10 =0 in s tem iz (1) sledi (2).

Denimo sedaj, da velja (2) in naj bo § kanoni¢na stopnicasta matrika, ki je vrsti¢no
ekvivalentna matriki A, torej A = ES in je E produkt elementarnih matrik, torej obrnljiva
matrika. Ker A je kvadratna, je stopni¢asta matrika S tudi zgoraj trikotna. Ce niso vsi
diagonalni elementi nenicelni, homogen sistem ESx = 0 nima enoli¢ne reSitve, hkrati pa
isto velja tudi za sistem Sx = 0, ker je E obrnljiva matrika. Neznanka, ki ustreza stolpcu, v
katerem ni pivota, je namreC prosta neznanka in tako imamo vsaj eno-parametri¢no resitev.
Torej je edina moZnost enoli¢ne resitve pri pogoju, da so vsi diagonalni elementi pivoti,
takrat pa je S = I, saj je S kanoni¢na in ima nicle pod in nad pivoti, ki so enaki 1. Torej
sledi (3).

1z (3) takoj sledi (4), saj iz dejstva, da je A = E ... Ey, takoj vidimo, da je A = EI, kjer
je E =E;...E; obrnljiva.

Ce pa velja (4), je po definiciji vrsti¢ne ekvivalence (gl. 1.29) A = SI za neko obrnljivo
matriko S, torej je A = S obrnljiva in sledi (1). |

Omenimo $e tehni¢no plat reSevanja sistemov linearnih enacb. Sistemu linearnih enacb
Ax = b najprej priredimo razsirjeno matriko sistema [A|b]. Nato z Gaussovo eliminacijo
preoblikujemo to matriko na stopnicasto ali kanoni¢no stopniCasto. To pomeni, da z
elementarnimi transformacijami na vrsticah, ki jih v teoreticnem smislu lahko realiziramo
s produktom elementarnih transformacij E = E} ... E; dobimo matriko stopniCaste oblike
[S|e]. Tako je

[Sle] = E[A[b] = [EA|ED]

in prvotni sistem Ax = b ekvivalenten sistemu Sx = ¢. Ta postopek, ki je dejansko veriga
vrsti¢nih ekvivalenc (1.7), lahko ponazorimo z

[A[b] ~y -~y (S]]

Ko dobimo stopni&asto obliko, je na vrsti analiza tega sistema v smislu resljivosti. Ce
nastopi kak pivot v zadnjem stolpcu matrike [S|c], je sistem nekonsistenten ali protisloven,
(gl. zgled 1.38). Sicer je sistem resljiv, bodisi enoli¢no (kadar je Stevilo pivotov enako
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Stevilu neznank, gl. zgled 1.35), bodisi ima parametri¢ne reSitve (kadar je Stevilo pivotov
manjSe od Stevila neznank in imamo zato proste neznanke, gl. zgled 1.37).

Dodajmo Se zgled, kjer v celoti reSimo, Se vec¢, analiziramo v odvisnosti od nekega
parametra, sistem linearnih enacb z Gaussovo eliminacijo.

m Zgled 1.44 Podan je sistem linearnih enacb

X1+xp+x3+x4+x5=1
—Xx]—xp+x5=—1
—2x1 —2xp 4+ 3x5 = =2
xX3+x4+3x5=a
x|+ X0 +2x3+2x4 +4x5 = 1.

V odvisnosti od parametra a ugotovimo, kdaj je ta sistem resljiv, in v teh primerih dolo¢imo
vse resitve.

Vnaprej o resljivosti ni mogoce reci nicesar. Dejstvo, da imamo enako Stevilo neznank
kot enacb, ne da nobene informacije o resljivosti. Naceloma se lahko zgodi katerakoli
izmed treh moZnosti.

Najprej sistemu priredimo razsirjeno matriko, nato jo z elementarnimi transformacijami,
ki si jih ni treba zapomniti, bomo jih pa pripisali v obliki delovanja elementarnih matrik,
preoblikujmo na stopnicasto obliko. Izbrane pivote bomo oznacili z modro barvo.

1 1 11 1]1 1111 1]1
1 =100 1|-1 Ear(1). Ea(2). Esy(_) 001120
—2 -2 0 0 3|2 | Lk 002250
0 0 1 13|a 0011 3|a
1 1 22 4|1 001130
1111 1]1
E32(—2)7E4i>—1)7552(—1) 88(1)(1)38
0000O0T1|a
000O0T1]|0
1111 1]1
Ey3(—2), Es3(—1) 00 11270
oy 000O0T1]|0
00000 O0|a
000O0O0]|0

Ce je a # 0, potem je a pivot in je sistem nekonsistenten. Da bo resljiv, mora biti a = 0.
Takrat imamo dve prosti neznanki, x; in x4 in lahko sistem reSimo od tretje vrstice proti prvi,
lahko pa zadnjo matriko Se preoblikujemo do kanoni¢ne oblike. Zadnji dve vrstici samih
nicel lahko tudi izpustimo. Zacnemo s skrajno desnim pivotom in nad njim ustvarimo
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nicle. Nato se pomikamo proti levi.

11111 EH)EH)111101
001 120/ 001100
000O0T1|0 000O0T1|0
B 11000]1
RN 00110]|0

000O0T1]|0

Tej razSirjeni matriki nazaj priredimo sistem, kjer bomo vodilne neznanke oznacili z modro
barvo.

x1+x=1
x34+x4=0
X5=0.

Sedaj samo Se vodilne neznanke izrazimo iz enacb, vseeno v katerem vrstnem redu.
Izra¢unamo, seveda pri pogoju a = 0, mnoZico resitev

x| =—-x+1,
X3 = —X4,
X5:O,

kjer sta x, in x4 poljubni Stevili (parametra). Tako smo dobili dvoparametri¢no druZino
reSitev. .

Za konec tega razdelka predstavimo Se nacin, kako z Gaussovo eliminacijo izracunamo
inverzno matriko.

Gauss-Jordanova metoda za izracun inverzne matrike

Dejansko bomo resevali matricno enacbo AX = I, kjer sta A, I € M,,, matrika X € M,
pa je kandidatka za inverzno matriko. Sestavimo razsirjeno (blo¢no) matriko [A |/] in jo
z elementarnimi transformacijami na vrsticah preoblikujemo na kanoni¢no stopnicasto
matriko. Ce je A obrnljiva, je po trditvi 1.43 vrsti¢no ekvivalentna enotski matriki. Torej
je za nek niz elementarnih matrik Ey, Ej, ..., E, izpolnjeno A = E1E, ... E; in Al =
E_ !...E[!. To lahko s pridom uporabimo na naslednji na&in. Matriko [A | ] z Gaussovo
eliminacijo na vrsticah pretvorimo na kanoni¢no stopnicasto obliko.

Al = [E\Ey ... Ex) ~ [TIE; .. E; Y = [11A71).

Seveda v zacCetku ne vemo, ali je matrika obrnljiva ali ne. To ugotovimo, ko matriko
[A| ] pretvorimo v stopniGasto v prvem delu Gaussove metode. Ce v prvem bloku dobimo
stopnicasto (v resnici zgoraj trikotno) matriko, kjer je kak diagonalni element enak 0, ni
vrsti¢no ekvivalentna enotski matriki. Torej ni obrnljiva in inverzne matrike nima smisla
racunati.

Determinanta

V tem poglavju bomo zelo na kratko, veCinoma brez dokazov, ali pa bodo argumenta-
cije zelo strnjene, navedli nekaj lastnosti determinante. Za bolj podrobno obravnavo
determinante napotimo bralca npr. v [1], [4].

Determinanto je mogoce definirati na razlicne nacine. NaSa definicija bo karseda
prilagojena raCunanju, bomo pa zaradi tega izpustili kak dokaz.
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Definicija 1.45 Determinanta matrike A € M, (F) je Stevilo, oznaCeno z detA, ki je
prirejeno matriki A na naslednji nacin.

detla] =a, zan=1,

B

det [a,-j} = al_,-klj, (1.8)
=1

—1)7"" detA’,

~—~~ ~

kij =

kjer je A j € My (F) matrika, ki jo iz A dobimo tako, da izpustimo 1. vrstico in j-ti
stolpec.

Preden se lotimo racunanja, definirajmo Se kofaktorje. Za poljuben (i, j), ki ustreza mestu
v matriki A, naj bo kofaktor k;; enak

kij = (—I)H—jdetA;j,

(1.9)
kjer je Al ; matrika, ki jo dobimo iz A z izpustitvijo i-te vrstice in j-tega stolpca. V enakosti
(1.8) nastopajo kofaktorji prve vrstice matrike A.

Po zgornji definiciji izraCunajmo determinanto poljubne 2 x 2 in 3 x 3 matrike. Kadar
je matrika podana konkretno z elementi, uporabimo krajsi zapis kot sledi.

= Zgled 1.46

a b
c d

ajl app as
azr axp axs | =ayky +ankiz +aizks
a1 az ass

= aky| + bk = ad +b(—c) = ad — bc;

azr az;
asy az;

az
asyp dass

azy azs

=dan
asy dass

—ann +ap3

= ay1a22a33 —a11a3a3z +aipa3az; —aaz14as3 + a3az1as)
—aipsanasg
= ajj1axas3 +ajpaxaz) +ajzaas;

—ap1az3daszy —ag2az1d33 — d13d224s3g -

Opazimo, da imamo pri determinanti 3 x 3 matrike prisotnih 6 produktov, trije od teh
imajo predznak minus. n

Drug nacin, kako pridemo do iste vrednosti, je t. i. Sarrusovo pravilo, ki velja izklju¢no
za 3 x 3 matrike. Pri n = 4 na primer, v determinanti nastopajo 4 kofaktorji, to pomeni, da
imamo 4 sumande, vsak sumand pa jih vsebuje Se 6, torej je skupaj 24 Clenov, ki bi jih s
posploSitvijo Sarrusovega pravila tezko dobili.

Sarrusovo pravilo (za izracun determinante 3 X 3 matrike): matriki najprej pripiSemo
na desni prva dva stolpca, nato generiramo tri produkte treh elementov, ki so na sliki 1.1
oznaceni s + in Se tri produkte, ki so oznaceni z —.
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+ + +

qy 4 a3 | arl a2
~ > > -

a1 w22 W3 |l A2
- > P ~

ax’” az’ da3 |3l a3

Slika 1.1: Sarrusovo pravilo
V zgledu 1.46 smo videli, da je

det [aij] = a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a3 — d11423a32 — a12a21433 — a13a2431 -

Spodnja trditev pove, da je determinanta neobcutljiva na transponiranje, da je zelo
preprosto izraCunati determinanto trikotne matrike in kako se ta spremeni, kadar na matriki
izvedemo katerokoli od elementarnih transformacij, bodisi na vrsticah (ustrezajo mnoZenju
z elementarno matriko z leve) bodisi na stolpcih (mnoZenje z elementarno matriko z desne).
Dokaze teh trditev bomo izpustili.

Trditev 1.47 — Lastnosti determinante. Naj bo A € M, (F).

(1) Ceje A= laij] zgoraj (spodaj) trikotna, je detA = ajjazs. .. aum;

(2) detEj(o) = o = det(E;(a))T;

(3) detE;j(B) =1=det(E;;(B))T;

(4) detE;; = —1 =detE];

(5) det(EA) = detE detA = det(AE), kjer je E poljubna elementarna matrika;

(6) detAT = detA, od koder sledi: vse kar o determinanti velja za vrstice matrike, velja
tudi za stolpce.

(7) Determinanta matrike, v kateri je ena vrstica/stolpec vsota dveh vrstic/stolpceyv, je
vsota determinant; reCemo, da je determinanta aditivna v vsaki svoji vrstici in v
vsakem stolpcu.

(8) Determinanta matrike, v kateri sta dve vrstici/stolpca proporcionalna, je enaka O.

m Zgled 1.48 PrikaZimo lastnost (7), aditivnost v prvi vrstici, na 3 x 3 matriki.

ai+by a+by az+bs a; a a3 by by b3

azl azn ans = |az1 ax ax3|+|ax1 ax axyj.
asy asp ass asz) aszz dass asz) daszz dass
S Sarrusovim pravilom (gl. sliko 1.1) je mogoce zgornjo enakost hitro preveriti. .

Lastnost (5) prejsnje trditve z uporabo (2)-(4) lahko povemo Se na drug nadin. V
spodnji trditvi navedemo, Ce in kako se determinanta matrike spremeni, kadar na vrsticah
ali stolpcih matrike izvr§imo katero od elementarnih transformacij.

Trditev 1.49 — Determinanta in elementarne transformacije. Glede na tip elementarne
transformacije velja:

® det(E;jA) = det(AE;;) = —detA; ob zamenjavi dveh vrstic (stolpcev) med seboj se
spremeni predznak determinante;

e det(E;(a)A) = det(AE;(a)) = oedetA; mnoZenje i-te vrstice/stolpca z o determi-
nanto pomnoZi z ¢, reCemo tudi, da je determinanta homogena v vsaki posamezni
vrstici/stolpcu.

o det(E;;(B)A) =det(AE;;(B)) = detA, (priStevanje mnogokratnika ene vrstice/stolpca
k drugi vrstici/stolpcu determinante ne sprement).
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m Zgled 1.50 Na 3 x 3 matriki prikazimo homogenost v 2. stolpcu.

app Capz ais apr ap a3
a1 Qay ax|=0|ay ax ax3|, acl.
asz; Ooazp asz as] asp ass

Videli bomo, da se determinanta zelo "dobro razume" z matricnim produktom; re¢emo,
da je determinanta multiplikativna.

Trditev 1.51 — Multiplikativhost determinante. Za poljubni kvadratni matriki A, B €
M, (F) velja

detAB = detAdetB.

V naslednji trditvi je osnova najpogostejse metode za racunanje determinante.

lzrek 1.52 — Razvoj po vrstici ali stolpcu. Za poljubno matriko A € M,(F), n > 2, je
mogoce determinanto razviti po katerikoli vrstici ali kateremkoli stolpcu.

n
det [ai j} = Z agjksj razvoj po s-ti vrstici,
j=1
n
det [a;j] = Z aiskis razvoj po s-tem stolpcu,
i=1

pri tem so k;; kofaktorji (i, j)-tega mesta (pozicije) v matriki A.

V praksi najpogosteje uporabljamo kombinirano metodo: najprej v neki vr-
stici/stolpcu z elementarnimi transformacijami in uporabo (2)-(5) trditve 1.47
ustvarimo ¢imvec nicel, nato pa po tej vrstici/stolpcu razvijemo determinanto.

Zgornji izrek vkljucuje tudi racunanje determinante po definiciji, to je razvoj
po 1. vrstici.
Spomnimo se kofaktorjev iz (1.9) in jih zloZimo v matriko kofaktorjev [k;;].

I Definicija 1.53 Matriko A(?) := [kij]T imenujemo prirejenka k matriki A.

Determinanta klasificira obrnljive matrike kot je zapisano v spodnji trditvi.
Trditev 1.54 Matrika A je obrnljiva natanko tedaj, ko detA # 0. Takrat se inverzna matrika

matrike A izraza z

1
Y p— {0 1.10
detA ’ ( )

kjer je AlP) transponiranka matrike kofaktorjev in zanjo velja
AAP) = AP A = (detA)l. (1.11)

Dokaz. Enakost 1.11 je posledica obrazcev o razvoju determinante po katerikoli vrstici ali
stolpcu. Tako so vsi diagonalni elementi produktov v 1.11 enaki detA. Na izvendiagonalnih
mestih pa dobimo same nicle, kar ugotovimo tako, da determinanto matrike, ki ima i-to in
Jj-to vrstico/stolpec enaki in je zato enaka 0, razvijemo po eni od omenjenih vrstic. [
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Racunanje inverzne matrike po obrazcu 1.10 je lahko zelo zamudno. Na
primer, za inverzno matriko 4 x 4 velike matrike bi bilo potrebno izracunati
eno determinanto matrike velikosti 4 x 4 in 16 determinant 3 x 3 velikih
matrik!

Naslednji izrek lahko razumemo kot eksistencni izrek za sisteme linearnih enacb s kvadrat-
no matriko koeficientov in je poznan kot Cramerjevo pravilo.

Izrek 1.55 — Cramerjevo pravilo. Imejmo sistem linearnih enacb Ax = b, kjer sta
podana matrika A € M,,(FF) in matri¢ni stolpec b € F™»!. Ce je d := detA # 0, ima sistem
Ax = b enolicno reSitev X, ki se izraZa na naslednji nacin.

Xn

Pri tem so d; determinante matrik, ki jih dobimo iz matrike A tako, da j-ti stolpec
matrike A zamenjamo s stolpcem b.

Dokaz. Ker d # 0, je matrika A obrnljiva in sistem Ax = b = [b; b ... b,]” ima enoli¢no
reitevx =A"'b = éA(P)b. Torej je x; enak produktu j-te vrstice %A(p), to je elementov

J-tega stolpca %[k,- i] s stolpcem b, kar da x; = 5}:}“:1 kijib; = %. Tukaj uporabimo razvoj

determinant, omenjenih v izreku, po tistem stolpcu, kjer se nahaja stolpec b. |
Naloge
1. Za martriki A= [123]" in B=[3 2 1] izracunajte AB in BA.
321
R:AB= |6 4 2|,BA=]10].
9 6 3
2. Najdite kak primer matrik A in B, da bo AB = 0 in obe matriki A, B nenicelni.
11
R.: MoZen par matrik jeA= |2 2|,B= [ ! _4].
33 -1 4

3. Naj bo A obrnljiva matrika. Izracunajte matricne produkte blo¢nih matrik

A

ATA D), {I}A‘l, (A1) [Al1]. [al1]][a]1]".

R.: Rezultati po vrsti so:

1 ATA | AT
-1 A QT
‘ o . u\v . .
4. Za blocno zgoraj trikotno matriko A = 0w € M, (), kjer sta U,V kvadratni

matriki, ne nujno enake velikosti, pokaZite, da je obrnljiva natanko tedaj, ko sta
diagonalna bloka obrnljiva. Dolocite Se inverzno matriko k A.
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R.: Matrika je obrnljiva natanko tedaj, ko je vrsti¢no ekvivalentna enotski matriki,
gl. trditev 1.43. Matriki U in W lahko izrazimo s stopniCastima matrikama Sy in
Sw, U = EySy in W = EwSw, kjer sta Ey in Ey ustrezni obrnljivi matriki. Nato je

A EuSu| V | _[Eu| 0 |[Su|E;'V
"L 0 [EwSw ]| [ O |Ew ] [ O] Sw |
—1

OU Ew } obrnljiva in matrika [ S(;] EgWV } stop-

ni¢asta (ne nujno kanoni¢na). Od tod vidimo, da je v slednji natanko n pivotov

natanko tedaj, ko imata obe, U in W, maksimalno Stevilo pivotov.
X

0z

Prepricajte se, da je matrika [

Inverzno matriko k A nastavimo v obliki A~! = in iz ena¢be AA~! =

1|0 . L . ully .
[T‘T] upostevajoc, da sta U in W obrnljivi, dobimo A™" = [ 0 T ],kjer
je Y resitev enatbe U~V 4 YW = 0 oziroma YW = —U~'V. MnoZenje z W~ z
desne nam da nazadnje Se Y = ~U - 'VW 1

5. Naj bo A = [aj|ay]. .. |a, | € F™" blo¢na matrika stolpcev a; € F™! i=1,2,... n,
in B = [b;;] = AT A. Pokatite, da je B simetricna matrika in dolocite b;j za poljubna
i, je{l1,2,...,n}

R.: BT = (ATA)T = AT (AT)T = ATA = B, zato je B simetri¢na matrika. Nadalje je
bjj=ala;zavsei,j.

6. V mnozici M,(C) vpeljimo dvocleno relacijo = s predpisom A = B natanko takrat,

ko obstaja taka obrnljiva matrika S, da je B = SAS*. PokaZite, da je relacija =
ekvivalencna relacija.
R.: Refleksivnost: A = JAI*; Simetri¢nost: iz B = SAS* sledi A = S~!B(§*)~! =
TBT* za matriko T = S~!. Uporabili smo tudi, da je (S*)~! = (S71)* = T*. Tran-
zitivnost: naj bo A = B in B= C. Potem je B = SAS*, C = TBT* za neki obrnljivi
matriki S, 7 in posledi¢no C = TSAS*T* = (TS)A(TS)*. Dejstvo, da je TS kot
produkt obrnljivih matrik obrnljiva matrika, zakljuci razmislek.

7. Hkrati reSite sisteme linearnih enacb z isto matriko koeficientov in razlicnimi desnimi
stranmi, AX = 0, Ay = by in Az = by, kjer je

12 -2 1 2 1
A=125 2 0], b =[2], by=|-1
13 4 -1 0 1

R.: Z dvema stolpcema (ni¢elnega ni potrebno dodati) razsirjeno matriko [A|by|b;]
z Gaussovo eliminacijo preoblikujemo na stopnicasto ali kanoni¢no stopnicasto
matriko. Homogen sistem je vedno resljiv, reSitev iz stopnicaste matrike dobimo z
upostevanjem, da so (Ceprav nenapisane) vse desne strani enacb enake 0. Dobimo,

daje
14x3 — 5x4 6+ 14y3 — 5y,
_ [ 63+ 2xy _ | —6y3+2y4
x3 ’ »3 ’
X4 V4

kjer so x3,x4,y3 in y4 poljubni, sistem Az = b, pa je protisloven.
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8. Prepricajte se, da ima homogen sistem z manj enacbami kot neznankami vedno
parametricno resitev. Z drugimi besedami, ce je m < nin A € F""" obstaja nenicelna
reSitev X, za katero je AX = 0.

R.: Po pretvorbi sistema na stopnicasto obliko je pivotov najvec toliko kot je vrstic
matrike, torej m. Neznank je n > m, zato imamo tudi proste neznanke.

9. Izracunajte determinanto matrike

2 5 4
A= |3 1 2/,
546
prirejenko AP) k matriki A in produkta AAP) in APA,
-2 —14 6
R.:detA=—16,AP") =[k;]T = | -8 -8 8 [,AAW) =APA= —16L
7 17 —13
10. Izracunajte determinanto matrike A — AI, A € C, kjer je
1 20
A=1|1 0 0
010

in izracunajte vse A, za katere je det(A — A1) = 0.
R:det(A—AN=21+A2-23 41 =0, =1, 43 =2.
11. Naj bosta A in B € M,,(IF). Za vsako trditev preverite ali je pravilna.
a) det(A + B) = det(A) +det(B)
b) det(AB) = det(A)det(B)
¢) det(AB) =det(BA)
d) Za a € F velja det(aA) = o detA.
R.: a) ne, determinanta je aditivna le v vsaki vrstici/stolpcu; b) da, to je znana
multiplikativnost determinante; c) da, sledi iz b); d) da, enakost sledi iz homogenosti
v vsaki vrstici/stolpcu.
12. Z uporabo Cramerjevega pravila analizirajte sistem linearnih enacb v odvisnosti od
parametrov a in b.

4x1+x3=>b
(S5—a)x1+(a+1)x+2x3=4
2x1+x2+x3=>b.

4 0 1
R.: Matrika koeficientov sistema je A= [5S—a a+1 2|,detA=a—1,d| =
2 1 1

2(2—0). dy =4(2—Db), d3 = ab+Tb — 16. Lo¢imo tri moZnosti:
(i) a # 1: sistem je enoli¢no resljiv, saj d = detA = a — 1 # 0, reSitev pa se glasi
n= =2 g B g sl
(i) a=11in b =2: imamo d = d| = dy = d3 = 0, nas sistem pa je konkretno

4x1+x3=2
4x1 +2x+2x3 =4
2x1 +x2+x3 =2;
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Opazimo, da je druga enacba 2-kratnik tretje, zato lahko iz prve in tretje enacbe
izrazimo x3 = 2 —4x1, xp = 2 —x3 — 2x; = 2x1, x1 je poljuben.
(ili) @ =1 in b # 2: sistem je nekonsistenten oziroma protisloven.






2. Algebrska struktura
vektorski prostor

Algebrska struktura je neka neprazna mnoZica, v kateri je definirana raunska operacija ali
vec operacij, ki morajo zadoSc€ati dolo¢enim algebrskim lastnostim (zakonom).

2.1 Definicija in lastnosti vektorskega prostora

Zacnimo s formalno definicijo vektorskega prostora.

Definicija 2.1 Naj bo V neprazna mnozica. Urejeni par (V,F) je vektorski prostor
nad poljem [F (C ali R), Ce sta na spodaj navedeni nacin definirani operaciji
e seStevanje je notranja dvoclena operacija:

uveV: ut+veV
e skaliranje (mnoZenje s skalarjem) paru (@, v) priredi element iz V:
acF,veV: a-veV,

in za poljubne u,v, w € V velja:

(1) komutativnost seStevanja: u+v =v-+u;

(2) asociativnost seStevanja: (u+v)+w=u+ (v+w);

(3) obstoj nevtralnega elementa 0 € V za sestevanje: v+0=v zavsakveV;

(4) vsak v € V ima nasprotni element —v € V, za katerega velja: v+ (—v) = 0.
Zaradi lastnosti (1) — (4), ki se nanaSajo le na seStevanje, reCemo, da je algebrska struk-
tura (V,+) komutativna grupa. Za skaliranje oz. povezovo skaliranja s seStevanjem
(bodisi v V bodisi v F) morajo za poljubnau, v €V in &, B € F veljati $e lastnosti:

(5) homogenost: a-(B-v)=(af)-v,

(6) aditivnost glede na seStevanje v polju F: (a+fB) - v=0a-v+f-v,

(7) aditivnost glede na seStevanje vV: oo- (u+v)=-u+a-v,

&) 1-v=v.

Ce je (V,FF) vektorski prostor, elementom mnoZice V re¢emo vektorji (¢etudi morda
nimajo nobene zveze z geometrijskimi vektorji), elementom F pa skalarji tega vektor-
skega prostora. Pravimo, da je vektorski prostor V realen, ¢e imamo v mislih (V,R) in
kompleksen, ¢e gre za (V,C).

Dogovorimo se, da bomo skaliranje vedno razumeli kot mnoZenje s skalarjem z leve
strani (skalar vedno piSemo levo od vektorja). Struktura vektorskega prostora pa bi bila
analogna, ¢e bi (vedno) mnozili s skalarjem z desne strani.

Se kratek komentar k lastnosti (8). Ta zahteva je postavljena zato, da se izognemo
moznosti nicelnega mnoZenja. Gre namreC za povsem abstraktno definicijo algebrske
strukture, kjer imamo lahko tudi precej svobode pri vpeljavi racunskih operacij, npr. lahko
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bi skaliranje definirali kot nicelno, t.j. @ -v = 0 za vsak vektor v € V in poljuben skalar
a € FF. Lastnosti (1) — (7) bi bile izpolnjene, algebrska struktura pa na ta nacin nezanimiva.
Zahteva (8) pa trivialno skaliranje prepreci.

Pogosto bomo zaradi skraj$ave namesto o paru (V,F) govorili o vektorskem
prostoru V nad poljem F ali Se krajse, kar prostoru V. V zadnjem primeru bo
znano iz konteksta, katere skalarje bomo imeli v mislih, omenjali pa bomo
tudi realen (F = R) in kompleksen (F = C) vektorski prostor.

V nadaljevanju navajamo nekaj pomembnejSih primerov vektorskih prostorov. Za
vsakega je potrebno preveriti, da veljajo lastnosti iz definicije 2.1. Kjer ni omenjeno, se
privzame, da seStevanje in skaliranje vpeljemo na najbolj obicajen nacin.

» Zgled 2.2 — Razni primeri vektorskih prostorov .
(1) Mnozico vseh urejenih n-teric F* = {(x1,x2,...,x,); x; €EF, i=1,2,...,n} obi-
¢ajno obravnavamo kot vektorski prostor nad poljem [ z operacijama:

<x17x27' --axn)+ ()71,)’2»-~-7)’n) = (X] +)’1,x2 +y2a" -5 Xn +yn)
o(x1,X2,...,Xy) = (Qxy,0x7,...,0x,), a€TF.

(2) C" si lahko zamislimo kot kompleksen ali realen vektorski prostor. Zakoni vek-
torskega prostora niso krseni, e za skalarje namesto C vzamemo mnoZico realnih
Stevil.

(3) MnozZica geometrijskih vektorjev na premici, ravnini ali v prostoru, ki jih obi¢ajno
enalimo z R, R? ali R3.

(4) Tudi polje I je vektorski prostor nad F. Polje C pa lahko obravnavamo tudi kot
vektorski prostor nad R.

(5) Mnozica matrik """, v posebnem tudi matri¢nih stolpcev m1 ali matri¢nih vrstic
Fln je vektorski prostor nad poljem FF; gl. lastnosti (1)-(7) v izreku 1.2.

(6) Mnozica vseh zgoraj trikotnih matrik iz M,,(IF), mnozica diagonalnih ali skalarnih
matrik iz M, (F) so vektorski prostori nad poljem F.

(7) Fylx] :={ap+aix+...+apnx"; ap...,a, € F}, mnozica polinomov s koeficienti v
polju I, katerih stopnja ne preseZe n, za obiCajno seStevanje in mnoZenje polinoma s
Stevilom iz IF, je vektorski prostor nad poljem . Pripomnimo, da mnoZica polinomov
z natan¢no doloceno stopnjo ni vektorski prostor, saj se pri seStevanju stopnja lahko
zniza.

Omenimo Se nekaj primerov vektorskih prostorov, ki so zanimivi v funkcionalni
analizi, mi pa se z njimi ne bomo ukvarjali. PokaZejo pa, kako pomembna in
razSirjena struktura je vektorski prostor.

(8) Mnozica zveznih funkcij na zaprtem intervalu Cla,b] := {f : [a,b] — R; f zvezna}
za obiCajno seStevanje funkcij, skaliranje pa razumemo kot mnoZenje s konstantno
funkcijo. Pri tem bistveno upoStevamo analiticna argumenta, da je vsota zveznih
funkcij zvezna funkcija, produkt zveznih funkcij zvezna funkcija in konstantna
funkcija tudi zvezna.

(9) MnoZica vseh realnih ali kompleksnih zaporedij {(a,); n=0,1,2,...}, ki zados¢ajo
(homogeni linearni) rekurzivni enacbi, za obicajno seStevanje zaporedij in mnoZenje
s Stevilom:

Qny1 = —ap+2a,—1, n=172,...
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(10) Naj bodo L, R in C podane pozitivne konstante (v elektrotehniki so to induktivnost,
upornost in kapacitivnost). MnoZica vseh dvakrat zvezno odvedljivih realnih funkcij
u:r—u(t) €R, € (a,b),kiresijo diferencialno enacbo

1
Lu” +Ru' + ch= 0,

je realen vektorski prostor. Struktura vektorskega prostora se bistveno uporabi pri

reSevanju zgornje diferencialne enacbe, ki kot reSitev poda vse mozne (glede na

dodatne zaCetne pogoje) Casovne poteke napetosti u elektricnega nihajnega kroga.
Kon¢no preverjanje podrobnosti prepustimo bralcu. .

Trditev 2.3 — Posledice aksiomov vektorskega prostora. Naj bo V poljuben vektorski
prostor nad poljem F.

(1) Nevtralni element za seStevanje 0 € V je en sam.

(2) Vsakemu vektorju v € V pripada natanko dolocen (torej en sam) nasprotni vektor

-veV.

(3) Zapoljuben vektorveVije0O-v=0.

(4) Za poljuben skalar x € Fje a-0=0.

(5) Iz a- v =0 sklepamo, daje o« =0 ali v =0.

(6) Nasprotni element se da izraziti s skaliranjem: (—1)-v= —vzavsakveV.

Zgornje lastnosti so (skoraj) oCitne na veliko konkretnih primerih vektorskih
prostorov. Trditev 2.3 pa jih uveljavi za poljuben, povsem abstrakten vektorski
prostor, le na osnovi lastnosti racunskih operacij.

Dokaz. (1) Denimo, da bi imel V razen 0 Se kak nevtralni vektor, recimo o € V, bi zanj
veljalo: 0 = 0+ 0 = 0. Pri prvem enacaju smo uporabili lastnost enote za 0 in pri
drugem za o.

(2) Denimo, da bi bila v; in v, nasprotna k vektorju v. Pokazimo, da morata biti enaka.

Vi=Vi+0=vi+(v+Vv2)=(vi+V)+ Vv =0+v =vy.

3) Izv=1-v=(140)-v=1-v+0-v=v+0-v=0-v+v vidimo, da je 0- v nevtralni
element za seStevanje, ki je po tocki (1) enoli¢no dolocen, torej enak 0.
(4) Oznalimo u = o - 0 in izraunajmou=a-0=a-(0+0)=a- 0+ -0 =u+u.
Enakosti u = u+ u na obeh straneh pristejemo nasprotni vektor —u in dobimo, da je
0 = u pri poljubnem o € F.
(5) Predpostavimo, da je &-v =0 in « # 0. Potem imamov=1-v= (a 'a)-v=
al(a-v)=a1-0=0.
(6) 1z (2) je znano, da je nasprotni vektor enolicno dolocen; tako zadoS¢a preveriti, da
veljav+(—1)-v=1-v+(—-1)-v=(1—-1)-v=0.
Bralca povabimo, da za vse raCune zgoraj natanko premisli, katere lastnosti smo uporabili.
|

Do sedaj smo skaliranje brez izjeme pisali s piko. Odslej se dogovorimo, da
ga lahko piSemo tudi brez pike in tak zapis bomo vecinoma tudi uporabljali.
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Definicija 2.4 — Linearna kombinacija, linearna lupina. Imejmo koncen nabor
vektorjev vy, Vo, ...,V izbranega vektorskega prostora V nad poljem F. Vektor

OoV]+ 0Vy ...+ OV

imenujemo linearna kombinacija vektorjev vi,vy,..., v € V. Skalarjem o, ap,
..., 0 € F recemo koeficienti linearne kombinacije. Linearna lupina mnoZzice M C V
je mnoZzica vseh koncnih linearnih kombinacij vektorjev iz podmnoZice M.

k
X(M):{Zalml’ ml6M7 alEFa i:1,2,...,k, kEN}.

i=1

Kadar bo mnoZica M zapisana z nastevanjem njenih elementov, bomo okrogel oklepaj
izpustili. Npr. pisali bomo krajse £ {a,b} namesto .Z({a,b}).

Linearna lupina bo pogosto nacin za pridobivanje novih vektorskih prostorov, ki bodo
vsebovani v nekem, Ze znanem, vektorskem prostoru. To si bomo natan¢no ogledali v
nadaljevanju.

Podprostori

V prejSnjem razdelku smo srecali veliko primerov vektorskih prostorov. Nekateri od
njih so prave podmnozice vecjih vektorskih prostorov, npr. v primeru (6) zgleda 2.2 so
omenjeni prostori prave podmnozice vektorskega prostora M, (F). To nas vodi k naslednji
definiciji.
Definicija 2.5 Neprazna podmnozica W C V vektorskega prostora V nad poljem F je
vektorski podprostor (recemo tudi podprostor ali linearen podprostor) prostora V, kar
ozna¢imo z W <V, e je W vektorski prostor nad istim poljem F kot V, pri Cemer se
operaciji seStevanje in skaliranje v mnozici W ujemata z ustreznima operacijama v V.

Izkaze se, da je zelo preprosto preverjati ali je neka podmnoZica prostora vektorski podpro-
stor. Potrebna in zadostna pogoja za to nam poda spodnja trditev.

Izrek 2.6 Naslednje trditve so med seboj ekvivalentne:
(1) W je vektorski podprostor prostora V po definiciji 2.5.
(2) {} # W CV je zaprta mnozica za seStevanje in skaliranje: za poljubna wj, wo € W
je tudi wi; +wy € W ter ow € W pri poljubnem skalarju o.
(3) {} #W CV je zaprta mnoZzica za vse linearne kombinacije:
za poljubne o, 3 € Fin wy, wy € W je tudi aow; + fw, € W.

Dokaz. Edini netrivialni implikaciji sta, da iz (2) sledi (1) in iz (3) sledi (1). PokaZimo le,
da iz (2) sledi (1), ostale podrobnosti prepustimo bralcu.

Denimo, da je W neprazna podmnoZica prostora V, ki je zaprta za seStevanje in
skaliranje. Potem W vsebuje vektor 0, ker je 0 = Ow, kjer je w katerikoli vektor iz W,
saj je W neprazna mnoZica. S poljubnim vektorjem w vsebuje tudi —w = (—1)w € W.
Tako postane W grupa za seStevanje. Vse ostale lastnosti seStevanja in skaliranja pa se
podedujejo iz vektorskega prostora V. |

» Zgled 2.7 — Razni primeri vektorskih podprostorov. Nastejmo nekaj pomembnih
primerov vektorskih podprostorov. V vsakem od primerov je potrebno, poleg tega, da je W
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neprazna mnozica, preveriti le Se zaprtost za seStevanje in skaliranje.
(1) {0} C V in ves prostor V sta vedno podprostora vektorskega prostora V.
(2) W = {(x,y,2); x =y}, ki je ravnina skozi izhodisCe, je podprostor v R,
(3) V trirazseZznem prostoru geometrijskih vektorjev so naslednje mnoZzice podprostori.
a) cel prostor R,
b) vse ravnine skozi izhodisce,
¢) vse premice skozi izhodisce,
d) {0}.
Kasneje, v poglavju o razseznosti prostorov, bomo izvedeli, da so to natanko vsi
mozni podprostori v R3, gl. zgled 2.39.
(4) Prostori polinomov F, [x] < F, [x] < Fx], ¢e je n < m; pri tem je I [x] prostor
polinomov z neomejeno stopnjo.
(5) Prostor C! [a,b] zvezno odvedljivih funkcij na [a, b] je podprostor prostora zveznih
funkcij C[a, b], obratno pa ni res, saj niso vse zvezne funkcije odvedljive.
©) {p(x); p(x) €F3[x] in p(0) =0} <F3[x].
(7) MnoZica vseh zgoraj trikotnih n x n matrik z elementi iz [f je vektorski podprostor
prostora M, (IF).
(8) MnozZica diagonalnih n x n matrik z elementi iz IF je podprostor prostora M, (F).
(9) Izjemno pomemben primer vektorskega prostora je naslednji. Naj bo A € ™"
poljubna matrika. MnoZica .#; vseh reitev x € F™! homogenega sistema linearnih
enacb Ax = 0 € ! je vektorski podprostor prostora F"!. Temu prostoru re¢emo
nicelni podprostor ali tudi jedro matrike. Preverimo, da je nasa trditev resni¢na.
Ker je A0 = 0, je .44 neprazna mnoZzica, saj vsebuje vsaj vektor 0. Pokazati je
potrebno Se zaprtost za sestevanje in skaliranje. Bodita x; in X, reSitvi sistema Ax = 0,
torej je Ax; = 0 in Ax, = 0. Zaradi lastnosti matri¢nih operacij je A(x] +Xxp) =
Ax| +Ax; =0+ 0= 0in zato X;,X, € .#4. Podobno iz Ax = 0 za poljuben ¢ € F
sledi, da je A(ax) = cAx = o0 = 0. Tako je tudi ox € A}. .

Glede na tocko (1) zgoraj imenujemo vektorski prostor {0} trivialen vektorski prostor
(podprostor).

Intuitivno si podprostore predstavljamo kot "ravne" neomejene podmnoZice prostora
RR3 ali ravnine R?, ki vsebujejo koordinatno izhodi$¢e. Dober model za predstavo je ravnina
ali premica v prostoru, ki poteka skozi izhodiS¢e. Pozor: ravnina v prostoru, ki ne vsebuje
izhodi$¢a, ni vektorski podprostor prostora R3, prav tako pa ni podprostor premica, ki ne
teCe skozi izhodisce, gl. zgled 2.9 nekaj vrstic niZje.

» Zgled 2.8 Najbo V=R’ in M = {Zi,l;} kjer sta d in b podana vektorja v prostoru.
Kak$no geometrijsko obliko ima linearna lupina .2’ (M)? Lodimo ve¢ moznosti:
(1) a=b=0; £{0} = {0}.
(2) @ in b sta nekolinearna. Potem je .2 (M) = {#; #= sd +1tb, s,t € R}, ravnina skozi
izhodisCe, ki jo razpenjata vektorja d in b.
(3) @ in b sta kolinearna in nista oba enaka 0. Recimo, da jed#0in b= Yd. Potem je
Z(M) = {ta; t € R} premica skozi izhodis¢e s smernim vektorjem d.

|
» Zgled 2.9 Premica p = {(x,y,2); x— 1 =y = Z__—lz} ni vektorski podprostor v R3, ker ne

vsebuje tocke (0,0,0) . Parametri¢na oblika premice je x = 1+1¢,y =¢ in z =2 —¢. Vidimo,
da je tocka (1,0,2) € p, vendar npr. 3 (1,0,2) = (3,0,6) ¢ p; s skaliranjem torej nastane
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tocka (konica krajevnega vektorja), ki je izven premice p. Podobno bi lahko preverili, da
premica p ni zaprta za seStevanje. .

Trditev 2.10 Naj bo M neprazna podmnoZica vektorskega prostora V. Potem je linearna
lupina . (M) vedno vektorski podprostor prostora V.

Dokaz. Potrebno se je le prepricati, da je £ (M) zaprta za vse linearne kombinacije. Res,
vzemimo, da sta Zf-‘: | &im; in Zf-‘zl Bim; poljubna elementa .Z(M). Vzeli smo, da obe
linearni kombinaciji vsebujeta isto Stevilo elementov, ker si po potrebi lahko zamislimo
tudi nicelne koeficiente. Potem je

k k k
; o;m; + ;Bin’li = ;(oc,- + Bym; € L(M).
|

Tako lahko vedno reCemo, da M razpenja ali generira vektorski prostor .Z(M).
Pogosto ravnamo obratno, za obravnavani vektorski prostor dolo¢imo kako mnoZico, ki ta
prostor razpenja.

Definicija 2.11 — Ogrodje, konénorazsezen prostor. Naj bo M neprazna podmno-
Zica vektorskega prostora V. Ce za vektorski prostor W velja, daje W = & (M), reCemo,
da je M ogrodje vektorskega prostora W oziroma, da mnoZica M razpenja (generira)
vektorski prostor W. Elementom mnoZice M re¢emo generatorji prostora W. Ce je
M konéna mnozica, re¢emo, da je W = # (M) kon¢norazseZen ali kon¢nogeneriran
vektorski prostor.

Z drugimi besedami lahko re¢emo, da je mnozica {v{,vs,vs,..., v} C V ogrodje vektor-
skega prostora V, ¢e lahko vsak vektor v € V izrazimo (ne nujno enoli¢no!) kot linearno
kombinacijo vektorjev vi,v,,v3,...,Vi. Spodnja zgleda pojasnita pomen ogrodja.

= Zgled 2.12 Kateri vektorski podprostor W < R3 razpenja mnoZica vektorjev
{(1,1,1), (1,0,1), (2,1,2)}?

Zlahka opazimo, da imajo vsi trije vektorji prvo in tretjo komponento enaki. Vsi torej lezijo
v ravnini x = z. Ali je W cela ravnina? Nasploh bi lahko bil podprostor W tudi samo kaka
premica v tej ravnini. V tem primeru bi bili vsi vektorji kolinearni; da niso, se vidi na prvi
pogled. Torej je £{(1,1,1),(1,0,1),(2,1,2)} C {(x,y,%), x,y € R} = {(x,y,2); x =2z}.
Tako smo ugotovili, da je W podprostor, vsebovan v ravnini z enacbo x — z = 0, na kateri
lezi tudi izhodiS¢e koordinatnega sistema. Videti je potrebno Se, da se vsak vektor ravnine
(x,y,x) da izraziti, Ceprav morda neenoli¢no, z vektorji podane mnoZice, kar nazadnje
pove, da je tudi ravnina x = z vsebovana v W in je tako W cela ravnina. .

» Zgled 2.13 Podana je mnozica W = {p (x); p(1) =0} C R, [x]. Pokazimo, da je W
podprostor v R; [x] in pois¢imo kako ogrodje tega podprostora. To bomo storili na dva
nacina.
(1) Poljuben polinom p (x) € R; [x] lahko zapisemo p (x) = ag + a1 x + axx*. Iz pogoja
p (1) =ap+a; + a; = 0 lahko izrazimo npr. a, = —a; — ap in nadalje Se

p(x) =ag + a1 x+ apx’

=ag+a1x—(a; + ao)x2

= ap(1 —x*) +aj(x—x?).
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Vidimo, da se poljuben polinom iz mnoZice W izraza kot linearna kombinacija

polinomov (vektorjev) 1 —x? in x —x? s koeficientoma ag in a;. Torej je mnoZica

wW=2 { 1—x%, x—x? } Kot linearna lupina je W seveda vektorski prostor, mnoZica
{1—x?, x—x*} paneko ogrodje prostora W.

(2) Vsak polinom stopnje kvec¢jemu 2, ki ima niclo pri x = 1, lahko zapiSemo v obliki

p(x) = (x—1)(ax+b) =a(x* —x) + b (x— 1), kar je linearna kombinacija polino-

mov x> — x in x — 1. Torej je tudi {x* —x, x— 1} ogrodje prostora W. .

V zvezi z obravnavo sistemov linearnih enacb lahko sedaj formuliramo naslednjo

trditev.

Trditev 2.14 — Resljivost sistemov linearnih enacb. Naj bo A € " matrika s stolpci
aj,ay,...,a, in b € ™! podan matri¢ni stolpec . Sistem linearnih enacb Ax =b z
neznanko x € ! je resljiv natanko tedaj, ko je

b eg{al,az,...,an}.
Dokaz. Matricni stolpec Ax lahko zapiSemo kot linearno kombinacijo stopcev matrike A:
Ax =xja; +xay+ - +xa, € Z{aj,ay,...,a,}, 2.1

kjer smo oznalili x = [x] x; ... xn]T. Vektor b se tako da zapisati v obliki linearne
kombinacije stolpcev matrike A (ekviv. b € £ {a;,ay,...,a,}) natanko tedaj ko ima sistem
Ax = b resitev, komponente stolpca X pa so pri tem koeficienti te linearne kombinacije. W

Linearna neodvisnost

Ogrodje ravnine iz zgleda 2.12 prouc¢imo Se enkrat.

» Zgled 2.15 Preverimo, da je mozno vsak vektor ¥ = (x,y,z), krajevni vektor do poljubne
toCke v ravnini x = z, ki je hkrati tudi vektorski prostor W, izraziti kot linearno kombinacijo
spodnjih treh vektorjev

vi=(1,1,1,), ¥, =(1,0,1), ¥s=(2,1,2). (2.2)
Krajevni vektor poljubne tocke naSe ravnine ima absciso x in aplikato z enaki. UpoStevajmo
to in izraCunajmo

F= (X=y7x> = a‘_;l +ﬁ‘72 + Wfﬁ

=a(l,1,1)+B(1,0,1)+7v(2,1,2)
=(a+B+2y,a+7y,00+B+27).

Pridemo do sistema linearnih enacb

o+pB+2y=x
a+y=y
o+pB+2y=x

kjer si mislimo, da sta x in y podani, ¢eprav poljubni Stevili. Zadnja enacba se ujema s
prvo, zato jo lahko odmislimo in vzamemo ¥ kot prost parameter. Dobimo

a=y—Y%,

B=x—0a-2y=x—y+ty-2y=x-y-7,

Y=Y
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Vidimo, da je koeficiente &, B, ¥ mo¢ dolociti pri poljubni izbiri x in y, vendar na
zelo veliko (celo nesteto) nacinov, saj je neznanka 7y prosta in torej nedolocena. Do te
neenoli¢nosti je prislo, ker imamo na neki nacin preveliko ogrodje.

Ali lahko mnozico danih treh vektorjev zmanjSamo tako, da bo Se zmeraj razpenjala
isti vektorski podprostor? Odgovor je pritrdilen. Za vektorje v,V in v3 iz (2.2) preverimo,
da velja

V3 =V + . 2.3)
Naj bo sedaj V poljuben element podprostora W = £ {V},V,,V3 }. Upostevajoc (2.3) dobimo

V= (X\71+ﬁ\72+W3
=av+ B+ vV +h)
=(a+y)Vi+(B+7y)va,

torej je v naSem primeru W = Z{V|, v, V3} = £{V|,V»}. Vektorski prostor se ni spreme-
nil, e smo odstranili generator, ki se izraZa z ostalimi. Ogrodja {V,V,} pa ni mogoce vec
zmanjSati, ker vektorja v in v, nista kolinearna in sta tako linearno neodvisna.

Preverimo dodatno $e, da se sedaj vektorji podprostora W izrazajo z vektorjema v, v,
enoli¢no.

(x,y,x) = a‘_;l +,B‘72
=a(l,1,1)+B(1,0,1)
=(a+p,0,00+B)

Dobimo x = a + f3, y = a. Pozor, neznanki tega sistema sta ¢ in 3, dobili smo o =y,
B =x— o =x—yinse s poljubno izbranima x in y izrazata na en sam nacin. .

Posebej nas bodo zanimala prav taka ogrodja, za katere bo izraZava enoli¢na. Razlog,
da se elementi prostora V' z vektorji V1, V;, V3 niso izraZali enolicno, je bila zveza (2.3), ki
jo lahko zapiSemo tudi v obliki

V3 — V] —p =0.

Vsi koeficienti linearne kombinacije na levi strani enakosti so nenicelni. S podobnim
premislekom kot zgoraj in upostevanjem, da lahko katerega koli izmed V1, V;, V3 izrazimo
z ostalima dvema, ugotovimo, da je V = Z{V|,, } = ZL{V|,%3} = Z{V,,V3}. Nobenega
izmed ogrodij {V|,V,}, {V1,V3}, {V2,V3} pa ni mogoCe ve¢ zmanj3ati brez da bi spremenili
vektorski prostor V. Ce bi hoteli npr. iz vektorjev ¥ in ¥, sestaviti linearno kombinacijo z
vrednostjo 6, je to mogoce edinole tako, da sta oba koeficienta enaka 0,

0% + 0¥, = 0.

Drugace bi bilo mogoce edinole, ¢e bi bila kolinearna — pa nista.
Zadnji razmislek posplosimo.

Trditev 2.16
(1) Najbo V = Z{vy,va,...,v,}, n > 2, in eden izmed generatorjev v; linearna kom-
binacija ostalih n — 1 generatorjev. Potem Ze teh n — 1 generatorjev razpenja isti
prostor V.
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(2) Ce je mogo&e vsaj enega izmed vektorjev vi,va, ..., v, izraziti kot linearno kombi-
nacijo ostalih, obstajajo taki skalarji &1, @, . .., &, ki niso vsi enaki O (torej je vsaj
eden razlicen od 0), da je

vy +ovr+...0,v, =0.

Dokaz. (1) Zaradi enostavnosti zapisa denimo, da je v, = Byv{ + -+ B,_1V,_1. Nato
lahko poljuben vektor v € V izrazimo

n—1

n—1 n—1 n—1
V=Y Wit e =Y Vit Y Bivi= Y, (% +wBi)vi,
i=1 i=1 i=1 i=1

od koder zaklju¢imo, da je V C £ (v1,Vv2,...,V,—1), medtem ko je obratna inkluzija
Z(v1,V2,...,V,—1) CV olitna.

(2) Ce je npr. v, = Bivi + -+ Bu_1Vau_1, lahko zapiSemo tudi v, — Bivi —--- —
Brn_1vn—1 = 0, Kjer je koeficient pri v,, neniCeln; o¢itno je namre¢ enak 1. [ |

Koncept, ki sledi, je temeljni koncept linearne algebre.

Definicija 2.17 — Linearna neodvisnost in linearna odvisnost. Vektorji vy, vy, ...,
v, vektorskega prostora V so linearno neodvisni, ¢e je mogoce vektor 0 € V zapisati
kot linearno kombinacijo vektorjev vy, vs, ..., v, edinole z niCelnimi koeficienti:

oagvi+ove+--+o,v, =0 = o= =---=0o,=0.

Nasprotno pa, ¢e je vsaj eden izmed skalarjev ay,0p,...,Q, neniceln in je hkrati
ovy+ vy + -+ -+ o, v, = 0, reCemo, da so vektorji vi, vy, ..., v, linearno odvisni.

Za neprazno mnozico M reemo, da je linearno neodvisna, e je katerikoli koncen
nabor vektorjev iz mnoZice M linearno neodvisen. V nasprotnem primeru je M linearno
odvisna mnoZica.

Z drugimi besedami linearna neodvisnost vektorjev vy, vy, ..., v, pomeni, da se nobe-
nega izmed njih ne da izraziti kot linearno kombinacijo ostalih; sicer nas tocka (2) trditve
2.16 pripelje do protislovja. Velja tudi obratno, ¢e niso vsi ¢; enaki 0, je vsaj eden, recimo
o neniCeln, takrat pa lahko vektor v; izrazimo z ostalimi kot linearno kombinacijo.

Trditev 2.18 — Lastnosti linearno neodvisnih mnozic.

(1) MnoZica, ki vsebuje vektor 0, je vedno linearno odvisna.

(2) Ce linearno neodvisni mnoZici odvzamemo kak vektor (ali ve¢ vektorjev), je mnoZica
Se zmeraj linearno neodvisna. Z drugimi besedami: vsaka neprazna podmnoZica
linearno neodvisne mnozice je linearno neodvisna.

3) Ce vektor w ni linearna kombinacija linearno neodvisnih vektorjev vi,va,...,v,, je
mnoZica {vy,Vva,...,V,} U{w} linearno neodvisna.

(4) Mnozica z dvema vektorjema je linearno odvisna natanko tedaj, ko sta kolinearna
(kar vkljucuje tudi moznost, da je vsaj eden od njiju niceln).

Dokaz. Gl. reSitev naloge 6 v razdelku 2.7. [

Spoznali smo, da imamo lahko ogrodje, s katerim se vektorji prostora ne izrazajo
enoli¢no. Ce pa bo ogrodje hkrati Se linearno neodvisna mnoZica, pa bo to prineslo
enoli¢no predstavitev vseh vektorjev kot linearne kombinacije elementov ogrodja.



2.4

42 Poglavje 2. Algebrska struktura vektorski prostor

Baza vektorskega prostora

Definicija 2.19 — Baza. Naj bo V kon¢norazseZen vektorski prostor nad poljem F.

MnoZica {e},es,...,e,} CV se imenuje baza vektorskega prostora V, ko je izpolnjeno
dvoje:
(1) {ey,ey,...,e,} je linearno neodvisna mnoZica.

(2) {e;,ey,...,e,} je ogrodje prostora V.
Vektorjem baze reCemo bazni vektorji.

Trditev 2.20 — Ekvivalentna definicija baze. Mnozica {e;,e;,...,e,} CV je baza vek-
torskega prostora V, kadar je mogoce vsak vektor prostora V enoli¢no (t.j. vsi koeficienti
so natanko doloceni) izraziti kot linearno kombinacijo vektorjev e, e», ..., e,.

Dokaz. Denimo, daje mnozica {ej,ey,...,e,} baza po definiciji 2.19. Po lastnosti (2) se
vsak vektor v € V izraZa kot linearna kombinacija vektorjev ej,e,, ..., e,. Pokazimo sedaj
Se, da so koeficienti te linearne kombinacije enolicno doloceni zaradi lastnosti (1). Denimo,
da lahko neki vektor v € V zapisemo na dva nacina

V=0e + ey + -+ o,e,,
v=[fe;+ Bre; +---+ e,

Odstejmo drugo enacbo od prve

0= (a1 —PBr)er+ (a2 —Pr)ex+---+ (0t — Bn) ey

Ker so vektorji ey, e, ..., e, linearno neodvisni, so vsi koeficienti zgornje linearne kombi-
nacije enaki 0. Torejje a; — B; =0,i=1,2,...,n, oziroma o; = fB; za vse i in posledi¢no
so vsi koeficienti natanko doloceni.

Obratno naj sedaj velja, da se vsak vektor prostora V enoli¢no izraza kot linearna
kombinacija vektorjev ey, e,..., e,. To takoj implicira, da je mnoZica {ej, e»,..., e,}
ogrodje. Pokazimo Se linearno neodvisnost. Postavimo

aje; +opey+---+oye, =0.
Ker je vedno izpolnjeno tudi
Oe; +0ey+---+0e, =0

in so koeficienti razvoja vektorja 0 po predpostavki enolicno doloceni, sledi o; = 0, 0 =
0,...,a, = 01in so zato vektorji e, e», ..., e, linearno neodvisni po definiciji 2.19. |

= Zgled 2.21 Ce imamo ogrodje, ki je linearno odvisno, se da vsak vektor iz prostora
izraziti z vektorji ogrodja, vendar ne enoli¢no. Npr. mnoZica

1 2 4 7
ol,|31],]15],]8
0 0 6 6

je ogrodje R*!, vendar ni baza, ker je linearno odvisna. Npr.: vektor [7 8 6] je vsota (torej
tudi linearna kombinacija) ostalih treh. Lahko bi rekli, da je vektorjev nekako "prevec". =
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m Zgled 2.22 Ce imam linearno neodvisno mnoZico, ki ni ogrodje, se nekaterih vektorjev
iz prostora z vektorji te mnoZice ne da izraziti kot linearno kombinacijo. MnoZica

1 2
0l,]3
0 0

je linearno neodvisna, vendar se npr. vektorja [0 0 1] s tema dvema vektorjema ne da

izraziti. Vektorjev je "premalo”, da bi razpenjali R3:!. .

» Zgled 2.23 PokaZimo, da vektorji

1 2 4
€ = 0 , € = 3 , €3 = 5
0 0 6

tvorijo bazo prostora R>!. Res, &e ustvarimo njihovo linearno kombinacijo in jo izena¢imo
z 0, dobimo enacbo

1 2 4 0
ol O |[+B|3|+y[5|=|0],
0 0 6 0

ki je v resnici homogen sistem linearnih enacb Ax = 0, za neznanko x = [ 8 7],

A=

S O =
S W N
(@) WV, JENAN

pa matrika, katere stolpci so prav vektorji e, e, in e3 v tem vrstnem redu. 1z Cramerjevega
pravila (gl. izrek 1.55), saj je detA = 18, izvemo, da ima ta sistem le enoli¢no reSitev
x = 0. Cramerjevo pravilo mi pove Se vec, da je sistem Ax = v resljiv (celo enoli¢no) za
vsako desno stran v, kar pomeni, da je naSa mnoZica ogrodje, saj so sedaj komponente
vektorja x prav koeficienti razvoja vektorja v kot linearno kombinacijo podanih vektorjev.

a
» Zgled 2.24 Dolocimo kako bazo vektorskega prostoraV = b |;a,bel ). Najprej
b
lahko na naraven nacin izrazimo
a 1 0
b|=a|l0|+b]| 1],
b 0 1
1 0
od koder spoznamo, da je mnoZica 0,1 ogrodje prostora V. OCitno, saj
0 1

nobeden ni mnogokratnik drugega, je tudi linearno neodvisna, torej je baza vektorskega
prostora V.
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V premislek podajmo Se naslednje. MozZen bi bil tudi razvoj z npr. tremi vektorji

a 1 0 ] 0
b|l=a|l0|+b—-a)|l|+a]|l
b 1 | 1] 0
1 0] [0
Ali je mnoZica O, 1 1|,]1 tudi baza F>!? O¢itno je ogrodje, vendar ni
1 1 0
linearno neodvisna (ta premislek prepustimo bralcu), zato ni baza. .

» Zgled 2.25 Dolo¢imo neko bazo M;([F) kot vektorskega prostora nad poljem F. To
je preprosto, saj je mogoce poljubno matriko A = [g Z] € My(IF), (A je sedaj vektor iz
M,(TF)) zapisati na en sam nacin kot

ab_10+b01+00+d00
cdl~"o o0 0o 1o 0 1)

Tako vidimo, da je mnozica Stirih matrik (moZna) baza prostora M, (IF). Tej konkretni
bazi reCemo tudi standardna baza M, (). .

» Zgled 2.26 Naj bodo upornost, induktivnost in kapacitivnost R, L in C pozitivne kon-
stante, povezane z enakostjo: R>C = 4L. Dolo¢imo bazo realnega vektorskega prostora

C

Da je mnozZica V vektorski prostor, vemo Ze iz iz tocke (10) zgleda 2.2. Zato je
vprasanje o bazi sploh smiselno. 1z teorije linearnih diferencialnih enacb dobimo karak-
teristi¢no enacbo Lk* + Rk +1/C = 0, ki ima zaradi pogoja na zagetku en dvojni koren,
k:=ki» = —R/(2L). Zato se splosna reitev glasi v (t) = DiteX + Dye" = (Dt + D3) X
in sta D1 in D; poljubni realni konstanti. Baza V je torej {tekt el }, saj sta ocitno funkciji
M tel linearno neodvisni (nobena ni konstantni, od spremenljivke # neodvisni mnogokra-
tnik druge). .

V= {t = (t); LY (6) +RY (t)—i—lv(t) = O}.

2 ) Ali ima vsak vektorski prostor bazo?

Trditev 2.27
(1) Vsak netrivialen kon¢norazsezen vektorski prostor ima bazo.
(2) Trivialni vektorski prostor nima baze.

Dokaz. Dokaz tocke (1) bo konstruktiven oz. algoritmicen. Naj bo V konCnorazseZen
vektorski prostor, zato ima kon¢no ogrodje z vsaj enim vektorjem. Do baze lahko pridemo
s t.i. skréitvijo (redukcijo) ogrodja: naj bo M neko ogrodje prostora V.

Postavimo My =M ini=0.
Ponavljamo korake od 1. do 3.:
1. testiramo ali je teko¢a mnoZica M; linearno neodvisna. Ce je, smo
nasli neodvisno ogrodje, torej je mnoZica M; baza in smo gotovi;
2. sicer, Ce je M; linearno odvisna, se vsaj en vektor v € M; izraZa
ostalimi kot linearna kombinacija in ga odstranimo iz M;; posta-
vimo My := M; \ {v}. MnoZica M; je po trditvi 2.16 Se zmeraj
ogrodje, a ima manj elementov kot M;.
3.oi=i+1;
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Ogrodje je na zaCetku kon¢no, mnoZica M pa se korakoma zmanjSuje, zato je algoritem
koncen. Tocka (2) sledi iz dejstva, da je {0} vedno linearno odvisna mnoZica. |

Zgled 2.31 v nadaljevanju pokaZze, kako skr¢imo ogrodje do baze vektorskega prostora.

Bazo v netrivialnem kon¢norazseznem vektorskem prostoru V je mogoce konstruirati
tudi z dopolnitvijo (komplementiranjem) linearno neodvisne mnozice. V netrivialnem
prostoru V obstaja vsaj en nenicelni vektor vo in mnozica {vo} je po 5. tocki trditve 2.3
linearno neodvisna.

Postavimo My = {vo} ini=0.
Ponavljamo korake od 1. do 3.;

(1) testiramo ali je tekoca mnozica M; ogrodje V. Ce je, smo nasli
linearno neodvisno ogrodje, torej je mnoZica M; baza in smo
gotovi;

(2) ¢e M; ni ogrodje, obstaja vsaj en vektor v €V, ki ni v £ (M,), zato
Jje mnoZica My = M;U{V} Se zmeraj linearno neodvisna po tocki
(3) trditve 2.18.

3) i=i+1;

Da je ta algoritem koncen, je posledica izreka 2.33 o linearni odvisnosti v nadaljevanju.
Hkrati pa se v algoritmu skriva tudi postopek, kako poljubno linearno neodvisno podmno-
Zico prostora, Ce ta Se ni baza, dopolnimo do baze celega prostora. Edina sprememba
je, da za My postavimo omenjeno linearno neodvisno podmnozico. Zgled 2.32 ilustrira
dopolnitev linearno neodvisne mnoZzice do baze.

Omenimo Se, da ima tudi vsak vektorski prostor, ki ni kon¢norazsezen, bazo, vendar se
ne bomo ukvarjali z argumentacijo, ker daleC presega nase cilje.

Stolpec koeficientov razvoja po urejeni bazi

Naj bo sedaj {ej,ey,...,e,} neka baza kon¢norazseZnega vektorskega prostora V. Urejeni
n-terici 2 = (e, ey,...,e,) bomo rekli urejena baza. Urejenost je ponavadi podana z
numeriranjem oziroma izbranim vrstnim redom (npr. urejena trojica (7, f, 75) je urejena
baza realnega vektorskega prostora R3). Poljubnemu vektorju v € V priredimo matri¢ni
stolpec koeficientov razvoja po tej bazi (reCemo tudi, da vektor v razvijemo po izbrani
bazi)

(04]

n 107
V=one +0per+--+one, =Y oei, [Vgi=| . |. (2.4)
i=1 :

0/

Koeficienti razvoja po izbrani bazi vektorskega prostora so po trditvi 2.20 enoli¢no doloceni.
Razvoju vektorja po razli¢nih bazah pa ustrezajo razlicni stolpci koeficientov. Isti vektor
lahko torej predstavimo z matri¢nim stolpcem na razli¢ne nacine glede na izbiro baze.

Hitro se lahko prepricamo, da za poljubna vektorja v, v € V in za poljubna skalarja
o in 3 € F velja

[avi+Bva] g =avi]gz+B[val 4, (2.5)

zato lahko s stolpcnimi vektorji, v katerih so koeficienti razvoja vektorjev po izbrani urejeni
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bazi, korektno raCunamo z uporabo matri¢nega racuna. Kasneje (v poglavju 3 o linearnih
preslikavah) bomo pokazali, da je vsak n-razseZen vektorski prostor nad F izomorfen
prostoru matri¢nih stolpcev F:1.

Uporaba elementarnih transformacij Gaussove metode

Spomnimo se elementarnih transformacij na vrsticah oziroma stolpcih dane matrike.
Vrstiéne transformacije smo uporabljali za reSevanje sistemov linearnih enacb, vrsti¢ne
in stolpcne pa smemo uporabljati pri raunanju determinante. Podobne transformacije
lahko izvedemo tudi na poljubnem urejenem nizu vektorjev vy, v,,..., v, iz podanega
vektorskega prostora V nad poljem F. Lo¢imo elementarne transformacije treh tipov.

Transformacija tipa I: med seboj zamenjamo poljubna vektorja iz niza.

Transformacija tipa II: poljuben vektor skaliramo z nenicelnim skalarjem o € F.

Transformacija tipa II1: k nekemu vektorju iz niza pristejemo poljuben skalarni
mnogokratnik nekega drugega vektorja iz niza.

Trditev 2.28 Ce so vektorji wi,w,,...,w; € V dobljeni iz vektorjev vy, v,,..., v, s kate-
rimkoli zaporedjem elementarnih transformacij, se linearni lupini obeh nizov ujemata:

L{w1,wa, ..., Wi} = L{V,va,..., Vi }.

Dokaz. Pri vsaki od elementarnih transformacij se spremenita kvec¢jemu dva ¢lena v nizu,
zato zadoScCa preveriti trditev za niz dveh vektorjev in katerokoli elementarno transfor-
macijo. OCitno je Z{vy,vo} = Z{vz,vi} in L{v} = Z{av}, ¢e le o # 0. Pokazimo
nazadnje, da je tudi Z{vy,v,+ Bvi} = Z{vy,v,} pri poljubno izbranem f € F. O¢itno
je L{v1,vo+ Bvi} C Z{v1,v,}, potrebno pa je preveriti vsebovanost $e v drugi smeri.
Pa vzemimo poljuben vektor oblike a;v| + v, € Z{v},v,} in preoblikujmo

Vi + 0V = Ay vy + 0 (Vo + Bvy) — 0 vy
= (061 — (Xzﬁ)vl =+ 0 (V2+BV1)
€ g{Vth‘f‘ﬁVl}

Tako smo pokazali Se, da je £ (v,v,) C .2 (vi,v,+ Bvy). |

Naslednji zgled nam bo olajSal razumevanje trditve 2.30.

» Zgled 2.29 Za stopnicasto matriko

S11 S12 S13 S14 SIs Si6
S=10 0 0 s s25 S|, Si1, 524, 53570,
0 0 0 0 535 836

pokaZimo, da so vse njene vrstice linearno neodvisni vektorji prostora F1:6. Iz linearne
kombinacije

o [s11 s12 s13 S S5 si6) 0 [0 0 0 s sp5 8]
—|—OC3[O 0 0 0 s35 S36}:[0 00 00O 0}
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vidimo, da mora biti o; = 0, ker s7; # 0. Nato je
052[0 00 $24 825 S26]+OC3[0 00O $35 S36}:[0 00 00O 0},

od koder sledi, da je ap = 0 in nazadnje je tudi az = 0. .

Trditev 2.30 Nenicelne vrstice stopni¢aste matrike so vedno linearno neodvisne.

Dokaz. Trditev bi lahko preverili neposredno, kot smo to naredili v zgledu 2.29, vendar
zaradi splosnosti s precej nepreglednim zapisom.

Drug nacin je z matemati¢no indukcijo na r, Stevilo nenicelnih vrstic stopnicaste
matrike. Najprej lahko predpostavimo, da je S € " stopni€asta matrika, ki ima vse vrstice
nenicelne in so vsi pivoti enaki 1. Za r = 1, oziroma za matri¢no vrstico 0 # § € F!*
trditev ocCitno velja.

Denimo, da trditev Ze velja za r — 1 > 1. Linearno kombinacijo vrstic matrike S lahko
zapiSemo v blo¢ni obliki, kjer nicel na prvem mestu lahko tudi ni in * oznacuje bloke, ki
nas neposredno ne zanimajo.

alw*m;aj[oow:[ooooy

Vidimo, da je o = 0. Ostane Se linearna kombinacija r — 1 nenicelnih vrstic matrike, ki
nastane tako, da S izbriSemo prvo vrstico, dobljena matrika pa je tudi stopniCasta. Zanjo
po indukcijski predpostavki velja, da je njenih » — 1 vrstic linearno neodvisnih in zato tudi
o =---=0,=0. [ |

V nadaljevanju predstavimo, kako z elementarnimi transformacijami skréimo ogrodje
do baze, Ce je to potrebno, oziroma dopolnimo linearno neodvisno mnoZzico do baze.

= Zgled 2.31 — Skrcitev ogrodja na bazo. Pois¢imo neko bazo vektorskega prostora

2 1 0 1
v=z{d | -1 |, =t ],| 1], 0
—1 0 —1 ~1

Uporabili bomo trditev 2.28 in z zaporedjem elementarnih transformacij, ki so siste-
maticen del Gaussove eliminacije, poiskali neko linearno neodvisno ogrodje, torej bazo
prostora V < R31,

Elementarne transformacije smo bolj vajeni delati na vrsticah, zato zloZimo stolpce v
matriko in jo transponiramo.

2 1 0 1 , 2 -1 -l
transponiramo 1 —1 0

1 -1 1 0
-1 0 -1 -1 0 1 -l
1 0 -1

Nato po vrsticah izvedemo Gaussovo eliminacijo do stopnicaste oblike matrike. Pri
tem znak ~,, pomeni vrsticno ekvivalenco, nad njim pa je zapisano, katere elementarne
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transformacije na vrsticah smo izvedli.

2 1 —1] 1 =1 0] “e=w-2v, [1 -1 0

1 =1 0 |[ven|2 —1 1| Va:=Va—W 0 1 -1

01 1| ™ l]lo 1 -1 v 0 1 -1

10 —1 1 0 -1 0 1 -1
Vii=Vs—=Vo, [ 1 =1 0
Vo:=V4a—Vo 0 1 —1
v 0 0 0
0 0 0

Dobili smo dve nicelni vrstici, ki ju moramo izlociti zaradi linearne odvisnosti. Preostali
dve vrstici sta o€itno (zaradi stopniCaste oblike matrike oz. ker nista proporcionalni)
linearno neodvisni. Nazadnje dobljeno matriko spet transponiramo nazaj

L -10 _ 1 0 00
0 1 —1 transponiramo
-1 1 0 0
000 0 -1 00
0O 0 O
1 0
Natoje V=% -1 1, 1 . Nenicelna vektorja, ki smo ju na ta nacin dobili,
0 —1
sta ocitno linearno neodvisna, torej tvorita bazo prostora V. "

= Zgled 2.32 — Dopolnitev linearno neodvisne mnozice do baze. Dopolnimo linearno
neodvisno mnozico {1+42x+x*,1+x>} C R3[x] do baze prostora Rz [x]. Najprej je
oCitno, da je podana mnozica linearno neodvisna. Da bo lazje racunati in bomo lahko
uporabili elementarne transformacije Gaussove metode, pretvorimo dana polinoma v
matri¢na stolpca glede na standardno urejeno bazo % = (1,x,x%,x%) prostora R3 [x]. Potem
je matri¢ni stolpec prirejen poljubnemu polinomu iz R3[x| enak

ao
ai
as
as

[ao +aijx+ a2x2 + a3x3] B
in matricna stolpca za polinoma v igri se glasita

[1—1—2x+x3]@: , [ +x3]@:

—_— 0 O =

1
2
0
1

Zapisimo stolpca v matriko

—_— O N =
—_—0 O =
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jo spet zaradi bolj prakticnega raCunanja transponirajmo (lahko bi koeficiente Ze v zacetku
zapisali v matri¢no vrstico)

1 201
1 0 01
in z dvema korakoam Gaussove eliminacije pretvorimo v stopnicasto obliko
1 201
010 0]

Sedaj vidimo, da lahko matriko dopolnimo do kvadratne zgoraj trikotne matrike z nenicel-
nimi elementi na diagonali (seveda je za to veliko moZnosti).

1 201
0100
0010
0001

Spomnimo se, da so nenicelne vrstice stopnicaste matrike vedno linearno neodvisne, gl.
trditev 2.30. Posledicno je zaradi

L1 201],J]1001])=2([1201],[]0100]),

tudi matrika, v kateri smo ohranili prvotni vrstici in dodali dve novi

o= OO

1
|
0 Y
1

OO = =
S oo

)

obrnljiva.
mnoZica

0 vnoviénem transponiranju in pretvorbi nazaj v polinome zaklju¢imo, da je

{1 +2x+x3, 1 —|—x3,x2,x3}

ena od moznih Zelenih baz. "

Razseznost vektorskega prostora

Izrek 2.33 [Izrek o linearni odvisnosti] Vsaka podmnozica kon¢norazseznega vek-
torskega prostora V, ki premore vec vektorjev kot neko ogrodje prostora V, je linearno
odvisna.

Dokaz. Katerokoli ogrodje prostora V' lahko vedno po potrebi skréimo (in tako Ste-
viléno kvecjemu zmanjSamo) do baze prostora V. Zato lahko predpostavimo, da je
B ={ej,e,,...,e,} nekaurejena baza prostora V in vy, vy, ...,v,, n > m, poljubni vektorji
prostora V, za katere bi radi pokazali, da so linearno odvisni.

Najprej vsakega od njih razvijemo po izbrani bazi

m
vi=)Y aje, j=12,....n (2.6)
i=1
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Z namenom testiranja linearne odvisnosti nastavimo poljubno linearno kombinacijo vek-
torjev vi, va,,...,V, in jo izena¢imo z 0,

n
V] + vy + -+ -+ 0V, = Zocjvj:(). 2.7
j=1

Vstavimo (2.6) namesto vsakega v; v (2.7), nato zamenjamo Se vrstni red seStevanja, da
dobimo

Z Zl j;auez Z Z aijo;)e (2.8)
Jj=1 Jj= i= i=1 j=1

Dobili smo linearno kombinacijo baznih vektorjev ey, e, ..., e,, ki je enaka 0. Zato morajo
biti vsi koeficienti te linearne kombinacije, 2?21 a;jo;, za vsak i = 1,2,...,m, niCelni.
Zastavlja se vpraSanje: ali obstajajo taki skalarji ¢j, da bo to izpolnjeno? Trdimo, da
obstaja nenicelna (netrivialna) reSitev homogenega sistema Ax = 0, kjer je A = [a;;] € F™"
matrika koeficientov iz (2.6) in x = [ ... @,]T. To je izpolnjeno zato, ker imamo v tem
homogenem linearnem sistemu ve¢ neznank (n) kot enacb (m) in je sploSna reSitev tega
sistema parametricna (gl. nalogo 8. v razdelku 1.3). Ta pa vsebuje tudi nenicelne stolpce

x. Povzemimo: obstajajo taki ¢, ..., o, ki niso vsi enaki 0, da velja Z’}:l ajjoi; =0 za
vsak i = 1,2,...,m, od koder iz (2.8) zaklju¢imo, da so vektorji v, Vv,,...,v, linearno
odvisni. [ |

Izrek o linearni odvisnosti ima tudi izjemno pomembno posledico. Vemo, da baza v
vektorskem prostoru ni enoli¢no dolocena. Videli bomo, da je Stevilo baznih vektorjev v
katerikoli bazi izbranega kon¢norazseZnega vektorskega prostora isto.

Izrek 2.34 Poljubni bazi konCnorazseznega vektorskega prostora imata enako moc.

Dokaz. Denimo, da sta % in %, bazi istega vektorskega prostora. Ce bi imela baza %,
veC elementov kot baza %,, bi bila po izreku 2.33 linearno odvisna, kar je protislovje.
Torej ima baza 4, lahko najvec toliko elementov kot baza %,. Podoben sklep napravimo
iz predpostavke, da ima baza %, ve¢ elementov kot baza 4. Torej morata imeti obe bazi
isto Stevilo vektorjev. [

Po zadnjem izreku je Stevilo baznih vektorjev lastnost vektorskega prostora (invarianta)
in neodvisno od izbire baze, zato je smiselno vpeljati naslednji pojem.

Definicija 2.35 Razseznost ali dimenzija kon¢norazseZnega vektorskega prostora
V # {0} (oznaka dim V) je $tevilo baznih vektorjev katerekoli baze prostora V. Za
trivialni vektorski prostor {0} re¢emo, da ima razseznost enako 0.

V nadaljevanju povemo, kako lahko vnaprej$njo informacijo o razseznosti obravnava-
nega vektorskega prostora uporabimo pri konstrukciji baze. Ce je namre¢ vnaprej znano,
kakSna je razseZnost prostora, ki ga proucujemo, je za bazo dovolj samo ena od lastnosti,
ki jo sicer dolocajo.

Trditev 2.36 NajbodimV =n > 1.
(1) Vsaka linearno neodvisna podmnozica n vektorjev iz V je baza V.
(2) Vsako ogrodje, ki razpenja V in ima natanko n elementov, je baza V.
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Dokaz. (1) Vektorji vy, V2, . .., v, naj bodo linearno neodvisni. Ce mnozica {v{,v,,...,v,}
ne bi bila ogrodje, bi obstajal tak vektor w € V, ki ne bi bil v .Z {v},v,,...,v,}. Ker vV
obstaja ogrodje moci n (katerakoli baza zado$¢a), je mnozica {vy,V,,...,v,, W} po izreku
o linearni odvisnosti (izrek 2.33) linearno odvisna. Torej je Y7 04V; + 01w = 0 in
niso vsi ¢ enaki 0. Gotovo o, 1 # 0, ker bi bili sicer vektorji v;, i = 1,2,...,n, linearno
odvisni. Torej je w € £ {v1,v,,...,v,}, kar je protislovje, ki ovrZe tezo, da mnoZica
{v1,Vv3,...,v,} ni ogrodje V.

(2) Denimo, da je {vy,V,,...,v,} ogrodje V. Ce ta mnoZica ni linearno neodvisna,
lahko to ogrodje skrc¢imo do baze. Tako smo dobili bazo z manj kot n vektorji, od tod po
izreku 2.33 sledi, da je baza z n vektorji (ki seveda obstaja) linearno odvisna, kar je spet
nemogoce. |

Intuitivno lahko pri¢akujemo, da razseznost podprostora ne bo presegala razseznosti
prostora. Res je tako.

Trditev 2.37 Naj bosta U in V konCnorazsezna vektorska prostora nad istim poljem.
(1) Ce je U vektorski podprostor prostora V, je dimU < dimV.
(2) CejeU <VindimU =dimV,jeU =V.

Dokaz. (1) V primeru, da bi veljalo dimU > dimV, smo takoj v protislovju z izrekom o
linearni odvisnosti, gl. izrek 2.33.

(2) Dovolj je pokazati, da je V. C U. Ce bi obstajal vektor v € V, ki ne bi bil element
prostora U, bi bila mnoZica {v} U 2 pri katerikoli bazi % prostora U linearno neodvisna.
To je spet v nasprotju z izrekom o linearni odvisnosti. [

Pogosto v vektorskih prostorih izberemo posebej odlikovano (enostavno) bazo. V
prostoru !, vektorskega prostoua nad poljem I, vpeljimo vektorje

e1=(1,0,...,0), & =(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1), (2.9)

kjer ima vektor e; € ", j =1,2,...,n, enico na j-tem mestu, povsod drugod pa nicle. Ti
vektorji so skoraj o€itno linearno neodvisni in razpenjajo ", zato tvorijo bazo [F"'. Poseben
primer take baze je mnoZica {i, j,k} C R3. Taki preprosti in naravni bazi v vektorskem
prostoru reCemo standardna baza. Nekaj jih srecamo v naslednjem zgledu.

n Zgled 2.38
(1) C lahko gledam kot vektorski prostor nad poljem C; v tem primeru je dimC =1, saj
jenpr. B ={1}.
(2) C lahko gledam kot vektorski prostor nad poljem RR; sedaj je naravna baza % = {1,i}
indimC = 2.

(3) Prostor " urejenih n-teric Stevil iz F, gledan kot vektorski prostor nad F, ima
razseznost enako n. Ena od moZnih baz je standardna baza (2.9).

(4) dim[F"™" = mn; kot standardno bazo izberemo matrike E;;, 1 <i<m, 1 < j<n, ki
imajo na (i, j)-tem mestu enico, povsod drugod pa nicle. Tukaj je polje skalarjev

polje .
(5) Razseznost prostora zgoraj (oz. spodaj) trikotnih matrik iz M, () kot vektorskega
prostora nad poljem [F je enaka 1 +2+---+n = "(";r 1), standardna baza so matrike

E;j, 1 <i< j<n,izprejSnje tocke.
(6) Razseznost R, [x] =n+ 1, saj ima standardna baza {1,x,...,x"} tega realnega vek-
torskega prostora natanko n + 1 elementov.
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Opozorimo na enako poimenovanje dveh druZin zelo razli¢nih matrik! V
tocki (4) zgoraj smo vpeljali matrike E;; € ", ki pa nimajo nobene zveze
z elementarnimi matrikami tipa I, ki smo jih spoznali v razdelku 1.1.3.1 in
oznacili z istim simbolom E;;. Nikoli ne bomo uporabljali obeh vrst matrik
hkrati, zato ne bo zmede.

= Zgled 2.39 Katerikoli podprostor prostora R? je natanko eden izmed naslednjih: R,
ravnina ali premica skozi izhodisCe in {(0,0,0)}. Po trditvi 2.37 je razseZnost vsakega
podprostora v R? enaka 0, 1, 2 ali 3. .

Sprememba matriCnega stolpca ob spremembi baze

V n-razseznem vektorskem prostoru nad poljem [F imejmo dve urejeni bazi, t.i. staro bazo
B ={er,er,...,e,}

in t.i. novo bazo
B ={e|,€,,....e}.

Vemo, da imata obe isto Stevilo elementov, to je toliko kot je razseZnost prostora V.
Izberimo poljuben vektor v € V in dolo¢imo koeficiente razvoja za vsako od prej omenjenih
baz

n

vV=aqey+ e+ -+ o,e, = ZOC,'G,' (2.10)
i=1
n

= aje) + ey +--+ope, =) e (2.11)
=1

ter jima priredimo matri¢na stolpca

17 o
Mag=| . |, NMa=]| .
o, o)

Doloc¢imo zvezo med stolpcema [v] 5, in [v] 4 pri pogoju, da poznamo koeficiente razvoja
vektorjev nove baze po stari bazi.

n
e;:S1jel+s2je2+”'+sl’ljen:Zsijei7 j:l,2,...,n. (212)

i=1

Matriko S = [s;;] € M,,(F) imenujemo prehodna matrika ali matrika prehoda iz stare
baze na novo bazo. Njen j-ti stolpec tvorijo koeficienti razvoja j-tega vektorja nove baze z
vektorji stare baze.

Naslednji izrek pove, kaksSna je zveza med koeficienti razvoja po dveh bazah istega
vektorskega prostora.
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Izrek 2.40 — Sprememba baze. Denimo, daso ey, €y, ...,e, in €/, €), ..., e, vektorji
urejenih baz % in %’ vektorskega prostora V, ki sta povezani s prehodno matriko
S = [sij] € Mu(F) v smislu €, = Y1 s;je;, j=1,2,...,n. Za poljuben vektor v € V
velja zveza med koeficienti razvoja po obeh bazah

[Vl = S[v] . (2.13)

Dokaz. Vrnimo se v (2.11) in v zapisu v =Y" | oe; zamenjajmo €/, €}, ..., €, z izrazi
(2.12). Tako dobimo
v=0]€] + ases+ -+ o€,
/ /
= (s1161 +s521€2 4+ -+ +sn1en) + o (s12e1 +s5230€) + -+ -}-Snzen) +...
/
+ o, (Slnel + son€2 + - +Snnen)
/ / / !/ / !/
= (S]]OCI + 51200 + .. .S]nOCn) e+ (821 o) +520+.. .SznOCn) e+...
/ !/ /
+ (snl o+ 500+ .. -SnnOCn) e,
od koder preberemo (spomnimo, da so koeficienti razvoja po bazi enoli¢no doloceni)
/ !/ !/
0] =5851100 +5120) + -+ 51,0
/ / /
Op = 852100 + 52205 + -+ 52,0,

/ / /
Oy = Sp10 + 85200 + -+ -+ Sun Q)

kar v matri¢ni obliki zapiSemo

(04] S11 S12 ... Sin o
/
(0%) $21 S$22 ... 82 o,
/
(0/% Sul Sp2 - Sun a,

oziroma na kratko

Vg =Sz
[

Praviloma nas zanima, kako se izrazajo vektorji v novi bazi. Da enacbo (2.13) raz-
re§imo na [v] 4, potrebujemo obrnljivost prehodne matrike S. Naslednja trditev nam jo
7agotovi.

Trditev 2.41 Prehodna matrika S € M, (F) je vedno obrnljiva.

Dokaz. Denimo, da S ni obrnljiva. Potem obstaja tak matri¢ni stolpec a # 0, da je Sa =0
(gl. tocko (2) trditve 1.43). Denimo, da je a = [v], za nek v # 0. Iz (2.13) razberemo
[v] z =0, od koder je v = 0, kar je protislovje. Torej mora biti S obrnljiva. |

S pravkar pridobljeno informacijo pa lahko zapiSemo Se

Ve =S5V
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Pomnite: stolpec koeficientov razvoja vektorja po novi bazi je stolpec koefi-
cientov razvoja po stari bazi (z leve) pomnoZen z inverzno matriko prehodne
matrike S, katere stolpci so koeficienti razvoja novih baznih vektorjev po stari
bazi.

2.6 Znacilni podprostori matrike

2.6.1 Nicelni, vrsticni in stolpcni prostor

Matriki A € ™" priredimo nekaj znacilnih podprostorov v prostorih matri¢nih stolpcev
™! oziroma F™!. Najprej se spomnimo, da je mnoZica vseh resitev x € F>! homogenega
sistema linearnih enacb Ax = 0 € !, vedno podprostor prostora matri¢nih stolpcev F™!,
gl. tocko (9) zgleda 2.7.

Definicija 2.42 Naj bo A € """ poljubna matrika z vrsticami vy, vy, ..., V,, in stolpci
$1,82,---,Sn-
Nicelni podprostor matrike .4, ali tudi jedro matrike Ker A je
Ny = KerA = {X el AX:0}.
Razseznosti tega podprostora pravimo nicelnost matrike A in ozna¢imo z
n(A) :=dim.4;.
Prostor vrstic je tisti podprostor F'", ki ga razpenjajo vse vrstice matrike
Vi =L{vV1,V2,..., Vi },
razseznost tega prostora imenujemo vrsti¢ni rang matrike,
v—rang (A) :=dim%j.

Prostor stolpcev ., ali slika ImA (oznaka izhaja iz angl. besede image) je tisti
podprostor ! ki ga razpenjajo vsi stolpci matrike A,

YA ZX{SI,SZ,...,Sn},
razseZnost tega podprostora pa je stolpéni rang matrike A,

s—tang (A) := dim.%j.

Obicajno se izraza jedro in slika uporabljata bolj za linearne preslikave, v
nasem primeru za preslikavo x — Ax, kot za matrike. Vendar najdemo v
literaturi izraza jedro in slika pogosto tudi v povezavi z matrikami, zato smo
tukaj omenili tudi to poimenovanje.

V naslednjem strukturnem izreku bomo spoznali, katera matrika je najpreproste;jsi
reprezentant poljubne matrike A glede na relacijo ekvivalence matrik, gl. definicijo 1.31.
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lzrek 2.43 Za poljubno matriko A € F"™" obstajata taki obrnljivi matriki S € M,,(F) in
T € M, (F), da velja

I. 10
A-—S[o+<>]73

kjer je I, € M,(IF) enotska matrika.

Dokaz. Z Gaussovo eliminacijo, z elementarnimi transformacijami na vrsticah, preobliku-
jemo matriko v kanoni¢no stopnicasto obliko. Ustrezne elementarne matrike zloZimo v
obrnljivo matriko S in tako je A = SQ, kjer je Q kanoni¢na stopniCasta matrika z r pivoti
(gl. definicijo 1.9).

Nadalje z elementarnimi transformacijami na stolpcih matrike Q najprej prestavimo
vse stolpce, v katerih so pivoti, na prvih r stolpcev, tako, da postane zgornji skrajno levi
blok dobljene matrike enotska matrika /,, nato pa z elementarnimi transformacijami le
po stolpcih doseZemo nicle Se na vseh stolpcih desno od teh prvih r. Tako je kanoni¢na
I,
01]0
ki smo jih izvajali na stolpcih matrike Q, zdruZimo v obrnljivo matriko 7" in dobimo

0= { 8 8 } T. Zeleni rezultat takoj sledi. u

Matrika A je torej ekvivalentna (gl. def. 1.31) zelo preprosti blo¢ni matriki [ﬂ%} ,

stopnicasta matrika Q po stolpcih ekvivalentna } . Elementarne transformacije,

0|0
kjer je r invarianta, ki natanko doloca (reprezentira) razred ekvivalentnih matrik dolocene
velikosti. Z drugimi besedami, vse m X n matrike ranga r so ekvivalentne m x n matriki

po|

Posledica 2.44 Stolp¢ni in vrsti¢ni rang matrike A € ™" sta enaka r iz prejSnjega
izreka.

v—rang (A) =dim ¥4 = r = dim.% = s—rang(A).

Dokaz. Naj za A veljarazcep 2.14, piSimo A = SA, T, kjer je A, = [ g o |- Oznacimo s
t,t,...,t, vrstice matrike 7" in naj s1,S3,...S;,, po vrsti predstavljajo stolpce matrike S.
Po konstrukciji v dokazu prejSnjega izreka je

Ya=Var In Sp =S5, (2.14)
Uporabimo $e, da je

t
&T:[g%}T: |
On—rn

in
I. |0

SAr:S{ oo

] st s | Omar |
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Matriki S in 7 sta obrnljivi, zato so vrstice matrike 7" linearno neodvisne, prav tako so
linearno neodvisni stolpci matrike S. Nato imamo

v—rang (A) =dim ¥} =dim.Z (t;,...,t,) =r
in
stang (A) =dim.% = .Z (s1,...,8:) =r.
[

Zaradi enakosti stolpnega in vrstiCnega ranga govorimo kar o rangu matrike, ki
je hkrati vrsticni in stolpcni rang matrike. Nazadnje zapiSimo Se pomemben izrek, ki
povezuje razseznosti nicelnega in stolpénega prostora matrike.

Izrek 2.45 — Rang-ni¢elnost. Za poljubno matriko A € F™" velja
rangA +n(A) = n,

kjer sta rangA in n(A) rang oz. nicelnost matrike A.

Dokaz. Nicelnost matrike A je razseZnost nicelnega podprostora, torej reSujemo enacbo
Ax = 0. Oznacimo na kratko r = rangA. Uporabimo razcep iz izreka 2.43, vpeljimo novo
neznanko y := 7'x in jo zapiSimo Se v blo¢ni obliki

y= l.ﬁ} , ieF y, e n—r>0.
y2
Po mnoZenju enacbe
z matriko S~! z leve, dobimo
L0y |y |0
00 Yy 0 0|

Tako vidimo, da je y; = 0, y» pa poljuben in tako je n — r prostih parametrov v resitvi.
Zatojen(A)=n—r. |

V naslednjem izreku bomo Se enkrat povzeli dejstva o resljivosti linearnih sistemov.

Izrek 2.46 — Resljivost linearnih sistemov. Bodita A € F" in b € F™!.
(1) Linearen sistem Ax = b je resljiv natanko tedaj, ko je b € .#4.
(2) Linearen sistem Ax = b je reljiv natanko tedaj, ko je rang([A|b]) = rang(A).
(3) Linearen sistem Ax = b je resljiv za vsako desno stran b, ¢e in samo Ce je S =
1, kar je ekvivalentno tudi rang(A) = m.
(4) Linearen sistem Ax = b ima kvecjemu eno reSitev natanko takrat, ko so stolpci
matrike A linearno neodvisni, kar je ekvivalentno tudi rang(A) = n.

Dokaz. (1) Gl. trditev 2.14.
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(2) Uporabimo dejstvo, da vedno velja %4 C .#|4p). Za netrivialno implikacijo upora-
bimo Se, da dodaten podatek o enakosti razseznosti teh podprostorov pomeni, da sta
stolpéna prostora matrik A in [A|b] dejansko enaka (gl. tocko (2) trditve (2.37)), od
koder je b € .7, in zato po tocki (1) tega izreka sistem resljiv.

(3) Sledi iz tocke (1).

(4) Zapis Ax lahko, kot Ze vemo, razumemo kot linearno kombinacijo stolpcev matrike A.
Ce bi bila dva vektorja X1 in x; resitvi, bi bilo Ax; = b in Ax, = b. Enacbi odstejemo
in dobimo, A(x; —x;) = 0. Ker so stolpci A linearno neodvisni, so koeficienti enaki
nic¢, torej so vse komponente vektorja x, — x; enake 0. Sledi x, = x;.

[ |

Na koncu omenimo Se eno strukturno lastnost reSitev sistemov linearnih enacb, ki
povezuje resitve nehomogenega sistema Ax = b # 0 in pridruZzenega homogenega sistema
Ax = (. MnoZico vseh reSitev sistema Ax = b bomo imenovali sploSna reSitev sistema.

Trditev 2.47 Naj bo x,, poljubna izbrana (posebna, partikularna) resitev resljivega sistema
linearnih enacb Ax = b # 0. Splosna reSitev tega sistema se glasi

{xp+xp; Ax;, =0} = {x,} + 4.

Z drugimi besedami: vsaka reSitev je vsota neke posebne reSitve in reSitve homogenega
sistema.

Dokaz. Najprej ni tezko preveriti, da je A(x, +x;) = b+0 =b. Obratno, imejmo poljubni
reSitvi X; in X, naSega sistema, Ax; = b in Ax, = b. Enacbi odStejemo med seboj in
dobimo npr. A(x; —xp) = 0. Torej razlika poljubnih dveh resitev nehomogenega sistema

reSi pridruZzeni homogeni sistem, x| —x; € #4. Ce reCemo X, := X in je x; poljubna
reSitev, rezultat sledi. [ |
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2.7 Naloge

1. PokaZite, da je premica v prostoru, ki poteka skozi izhodisce, vektorski prostor za
obicajno sesStevanje in skaliranje vektorjev.
R.: Premico skozi izhodi$¢e lahko predstavimo kot p = {¢5; r € R}, kjer je 0 #
5 = (s1,52,53) smerni vektor premice. ToCke premice smo izenacili z njihovimi
krajevnimi vektorji. Najprej preverimo, da je rezultat seStevanja in skaliranja dobro
definiran; za poljubne #1,1,,¢, ¢ € R velja:

ns+ns=(+n)sep, o(ts)=(ar)se p,

nato Se preverimo, da veljajo vsi aksiomi vektorskega prostora.
(1) asociativnost seStevanja: (1154 15) +135 = (t; +t2 +13) 5 = 115+ (125 + 135)
(2) komutativnost seStevanja: 1|5+ s =15+ 1§
(3) nicelni vektor: 0 = 05
(4) nasprotni vektor k #5 je vektor na premici: (—2)5 € p
) a(prs) = (af)(s5)
6) (a+p)s=as+ps
@) (X(t1§+t2§> = (X(l‘p?) + Ot(tzf)
8) 1-t5=15.

2. Na podoben nacin kot v prejsnji nalogi preverite, da je poljubna ravnina skozi
izhodisce vektorski prostor. Hkrati se prepricajte, da ravnina, ki ne vsebuje izhodisca,
ni vektorski prostor.

R.: Podobno kot v prej$nji nalogi pokaZzemo, da je ravnina IT = {rd + sz;t, s,€ R},
kjer sta d in b nekolinearna vektorja (lahko vzamemo nekolinearna krajevna vektorja
do dveh tocCk ravnine).

Ravnina, ki ne vsebuje izhodis¢a, pa ni vektorski prostor: ravnino (ki ne poteka skozi
tocko (0,0,0)) tokrat za spremembo predstavimo v splosni obliki £ = {(x,y,z); ax+
by +cz =d # 0}. Ce dve tocki (krajevna vektorja teh tock) ravnine (x1,y1,z1)
in (x2,y2,22) seStejemo, upoStevamo, da zanju velja ax; + by; + cz; = d in ax; +
by, 4 czp = d, s seStevanjem teh dveh enacb pa ugotovimo, da za njuno vsoto velja
a(x;+x2) +b(y1 +y2) +c(z1+22) = 2d # d, ker d # 0. Torej se je tocka, ki ustreza
vsoti vektorjev, znaSla izven ravnine X.

3. Ugotovite in utemeljite, ali je podana mnoZica U vektorski prostor za obicajno
seStevanje in skaliranje matrik.

a) U:{[z Z};a,beF}.
b) U:{[; i];a,b,ceﬁ?}.

R.: a) U je vektorski prostor, preveriti je potrebno vse lastnosti kot v prejSnji nalogi.
b) S seStevanjem poljubnih matrik iz mnozice U

1 a 1 d 2 a+d
[b c]+{e f]_[b—ke c—i—f}¢U’
vidimo, da ne dobimo matrike iste oblike, ker ima vsota v zgornjem levem kotu 2
namesto 1! Ta mnoZica tako ni zaprta za seStevanje, kar pomeni, da U ne more biti
vektorski prostor za obi¢ajno seStevanje in skaliranje matrik.

—

4. Podani so vektorji: d = (5,-2,1),b=(0,-3,2)in¢ = (3,1,0).
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a) Zapisite vektor (—3,4,1) kot linearno kombinacijo vektorjev a, bin¢
b) PokaZite, da so vektorji d, b in ¢ linearno neodvisni.
R.: a) IzraCunati je potrebno koeficiente o, f in 7y, da bo izpolnjeno

(=3,4,1) =a(5,-2,1)+B(0,—-3,2) +v(3,1,0),
kar privede do sistema linearnih enacb

Sa +3y=-3
—2a-3+y= 4
a+2 = 1.

Resitev sistema je &« = —3, B =2, y=4 in tako je
(=3,4,1) = —3d+2b+ 42,

b) Vektorji @, b in € so linearno neodvisni natanko tedaj ko iz @+ ﬁB +1y¢=0
nujno sledi @ = f = y = 0. ReSimo sistem

o(5,-2,1)+B(0,-3,2)+v(3,1,0) = (0,0,0),

katerega edina reSitev je ¢ = f = y=0.
5. Ali so naslednje mnoZice ogrodje R®? Kadar niso, dolocite geometrijsko obliko
podprostora, ki ga razpenjajo.

a) {7k (1,2,3)}

b) {(1707 _1) ) (L _1a0>}

c) {(1,1,1),(1,1,0),(0,0,1)}

R.: (a) da; (b) ne, ravnina x + y+z = 0; (¢) ne, ravnina x —y = 0.
6. DokaZite navedene lastnosti linearno neodvisnih podmnoZic vektorskega prostora.

a) PodmnoZica, ki vsebuje vektor 0, je vedno linearno odvisna.

b) Ce linearno neodvisni mnoZici odvzamemo kak vektor (ali vec vektorjev), je
mnoZica Se zmeraj linearno neodvisna. Z drugimi besedami: vsaka neprazna
podmnozica linearno neodvisne mnoZice je linearno neodvisna.

c) Ce vektor w ni linearna kombinacija linearno neodvisnih vektorjev vy, vo,...,

Vyu, je mnoZica {vy,vs,...,v,} U{w} linearno neodvisna.
d) Mnozica z dvema vektorjema je linearno odvisna natanko tedaj, ko sta koline-
arna.

R.: a) Vedno lahko zapiSemo vektor 0 kot 1 -0 = 0, torej imamo linearno kombinacijo,
v kateri je en (in edini) koeficient 1 od O razlicen.

b) Recimo, da je mnozZica {v{,vs,...,v,} linearno neodvisna. PokaZimo, da je
potem tudi mnozica {vy,v,...,v,_1} linearno neodvisna. Predpostavimo naspro-
tno, da je mnoZica {vy,vy,...,v,_1 } linearno odvisna. Potem lahko najdemo take

ai,...,0 1, kiniso vsi 0, da je hkrati
avy+opvy+ -+ 0—1V,—1 = 0.
Potem pa je tudi

avi+ vy + -+ 0y 1Vy—1 +0v, =0
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Tako smo dobili linearno kombinacijo vektorjev vy, va,...,v,, kjer niso vsi koefici-
enti enaki 0. Torej je mnoZica {vy,Vy,...,v,} linearno odvisna. Protislovje.

¢) Postavimo o vy + 0pvy + -+ 0, v, + Bw = 0. Ce bi bil B # 0, bi se dalo w izra-
Ziti Z vy, vy, ..., Vy,, torej B = 0. Sledi a;v| + 0pvy + - - - + o, v, = 0, zaradi linearne
neodvisnosti vi,v;,..., Vv, so vsi o, i = 1,2,...,n, enaki 0.

d) Ce je vi = avy, je vy — vy = 0, torej sta vy in v; linearno odvisna. Obratno, ¢e
sta odvisna, je v linearni kombinaciji av; + v, = 0 vsaj eden izmed o, B razli¢en
0d 0. Ce je to o, je vi mnogokratnik v,, &e B # 0, pa lahko izrazim v, z v;.

. Dokazite, da je mnozica {(1,2,3,4),(0,1,2,3), (0,0,1,2) in (0,0,0,1)} baza pro-

stora R*.

R.: 1. nacin. Za podane vektorje je potrebno preveriti, da so a) linearno neodvisni
in b) ogrodje, kar pomeni: vsak vektor iz R* se da z njimi izraziti kot linearna
kombinacija.

a)x(1,2,3,4)+y (0,1,2,3) +2(0,0,1,2) +¢(0,0,0,1) = (0,0,0,0) implicira sis-
tem linearnih enacb za x,y, z,¢. Hitro vidimo, dasox =y =z =1t =01n to je edina
reSitev tega sistema.

b) Ali lahko za poljuben (a,b,c,d) € R* najdemo take x,y,z, € R, da bo

x(1,2,3,4)+y(0,1,2,3) +2(0,0,1,2) +(0,0,0,1) = (a,b,c,d)?
Enacba
(x,2x+y,3x+2y+z,4x+3y+2z+1t) = (a,b,c,d)

porodi sistem

xX—a
2x+y=»b

Y (2.15)
3x+2y+z=c
4x+3y+2z+t=d,

ki imareSitevx =a,y= —2a+b,z=a—2b+cint = b—2c+d, torej je mnoZica

danih vektorjev ogrodje.

2. nacin. Oba koraka lahko naredimo hkrati, ¢e upoStevamo trditev 2.20. Sistem
enacb (2.15) ima namreC za vsako desno stran a,b,c,d enolicno resitev. To je
posledica dejstva, da je matrika tega linearnega sistema obrnljiva.

. Podana sta vektorska podprostora U in'V prostora R*.

U={(a,b,c,d); b+c+d=0}

V ={(a,b,c,d); a+b=0inc=2d}

Poiscite kaksni bazi podprostorov U in'V ter dolocite njuni razseZnosti.
R.: Iz enacbe b+ ¢ +d = 0 izrazimo eno neznanko, recimo

d=-b—c,

nato je U = {(a,b,c,—b—c); a,b,c € R}. Vidimo, da so ostali e samo trije
parametri a, b, ¢, s katerimi lahko izrazimo

(a,b,c,—b—c)=a(1,0,0,0)+b(0,1,0,—1)+¢(0,0,1,—1).



2.7 Naloge 61

10.

Tako vidimo, da so vektorji (1,0,0,0), (0,1,0,—1) in (0,0,1,—1) ogrodje prostora
U. Hitro pa se prepricamo, da so linearno neodvisni, saj iz

0 (1,0,0,0)+(0,1,0,—1) +7(0,0,1,—1) = (0,0,0,0)

sledi a = B = y= 0. Mnozica {(1,0,0,0),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} je (naravna)
baza prostora U in dimU = 3.
Za vektorski prostor V najdemo bazo podobno:

V ={(a,b,c,d); a+b=0inc=2d}
={(a,—a,2d,d); c,d € R}

in
(a,—a,2d,d)=a(1,—1,0,0)+d(0,0,2,1).

Ocitno sta vektorja (1,—1,0,0) in (0,0,2,1) linearno neodvisna (nekolinearna, ne-
proporcionalna), zato je {(1,—1,0,0), (0,0,2,1)} bazaV in dimV = 2.

. PokaZite, da so vrstice obrnljive matrike linearno neodvisne in da so stolpci obrnljive

matrike linearno neodvisni.

R.: Linearna neodvisnost stolpcev obrnljive matrike A sledi iz dejstva, da ima sistem
Ax = 0, kjer je Ax oblika linearne kombinacije stolpcev matrike A, ki je enaka 0,
zaradi obrnljivosti matrike A le nicelno resitev. Podoben sklep lahko ponovimo za
AT xTA = (ATX)T = 07, od koder sledi, da so stolpci AT, torej vrstice obrnljive

matrike A tudi linearno neodvisne.
1 111

Matriki A = |2 2 2 2| dolocite kanonicno obliko iz izreka 2.43. Koliksen je
3333

| I— |

rang matrike A?

1
R.: Iskana oblika je |0 ,rangA = 1.
0

oS O O
S O O
oS O O
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3. Linearne preslikave

Aditivhost, homogenost in linearnost

Linearne preslikave so prav posebne preslikave med dvema izbranima vektorskima prosto-
roma. V sploSni algebri pravimo takim preslikavam, ki na neki na¢in prenesejo za algebrsko
strukturo znacilne operacije iz ene strukturo v istovrstno drugo strukturo, homomorfizmi
te strukture. Govorimo o homomorfizmih grup, obsegov, polj, grafov, itd.

Bodita U in V poljubna vektorska prostora nad istim poljem skalarjev F. Naj bo

F U=V, u»v=Zu)eV;, uel,

neka preslikava (funkcija). Uporabljali bomo zapis, ki se razlikuje od zapisa pri npr. realnih
funkcijah. Namesto .% (u) bomo pisali kar .%#u in prebrali: ".# deluje na vektorju u" kot
pac doloc¢a njen predpis.

Prostoru U bomo rekli domena, prostoru V pa kodomena preslikave .% : U — V.
Definicija 3.1 — Vrste preslikav med vektorskimi prostori. Naj bosta U in V' vektor-
ska prostora nad istim poljem F. Preslikava .7 : U — V je:

e aditivna, Ce za vsak par u;, up € U velja:

Z (0 +wp) = Fu; + . Fuy;
¢ homogena, Ce je za vsak u € U in za vsak a € [ izpolnjeno:
F (o) = aFu,;

e linearna, Ce je aditivna in homogena oziroma ekvivalentno: ¢e za vsak par
vektorjev uy, up € U in za vsak par skalarjev o, B € F velja:

rg.(()ﬂh —l—Bllz) = aFu —|—B32.ll2. (3.1)

Oba vektorska prostora, med katerima naj deluje linearna preslikava, morata
biti nad istim poljem: isti skalarji namre¢ v pogoju (3.1) nastopajo v linearni
kombinaciji vektorjev uj in u, iz prostora U na levi strani enakosti in vektorjev
Zuy in Zu, iz prostora V na desni strani.

Za linearno preslikavo se v€asih uporablja poimenovanje linearna transfor-
macija ali tudi linearen operator.

Aditivnost in homogenost sta lastnosti, ki vkljucujeta le po eno operacijo, v linearnosti
pa nastopata obe operaciji, seStevanje in skaliranje v obliki linearne kombinacije. Pri
vseh treh pojmih zgornje definicije gre za to, da lahko zamenjamo vrstni red seStevanja,
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skaliranja ali linearne kombinacije in preslikave. Naslednja trditev pove med drugim, kako
so te lastnosti povezane.

Trditev 3.2 — Osnovne lastnosti linearnih preslikav.
(1) Preslikava .% : U — V je linearna natanko tedaj ko je aditivna in homogena.
(2) Linearna preslikava .% : U — V preslika vektor 0 € U v vektor 0 € V.
(3) Identi¢na preslikava .# : U — U, Yu:=u, u € U, je linearna.
4) 7 (X1, o) =Y | 0;.%; velja za poljubne vektorje uj, uy, ..., u, in skalarje o,
o, ..., 0.

Dokaz. Gl. nalogi 1 in 2 tega poglavja, preverjanje lastnosti (3) in (4) prepustimo bralcu.
|

Sledi nekaj zgledov za nas pomembnih linearnih preslikav.

» Zgled 3.3 Naj bo V poljuben vektorski prostor nad poljem F. Preslikava (skaliranje)
& v 3v,veV, jelinearna preslikava. Res, za poljubna vektorja vi, v, € V in poljubna
skalarja o, B € F imamo

L(avi+Bva) =3(avi+ Bvy) = a(3v)) + B(Bv2) = a7 (vi) + B (V2).

Seveda je . linearna preslikava tudi, ¢e Stevilo 3 zamenjamo s katerimkoli izbranim
Stevilom y € F. .

» Zgled 3.4 Vrtenje (rotacija) za izbrani kot ¢ v nasprotni smeri urinega kazalca okrog
izhodis¢a v ravnini R2. Postavimo U = V = R?. Preslikava Vo : R? — R? naj bo definirana
tako, da poljuben vektor 7 € R? zavrtimo v (recimo) pozitivni smeri okrog izhodi¢a za
kot ¢ in tako dobimo 7#,7. Tocke ravnine pri tem enacimo s krajevnimi vektorji teh tock.

0

Slika 3.1: Vrtenje za kot ¢ v ravnini

Linearnost preslikave 7, ponazori slika 3.2. Paralelogram, napet na vektorja 71 in 7,
zavrtimo v nasprotni smeri urinega kazalca za kot ¢. Vektor na diagonali zavrtenega para-
lelograma ¥4, (71 +7) se ocitno ujema z vektorjem na diagonali (modrega) paralelograma,
ki je napet na zasukana vektorja ¥, 7| in Yp7>. .
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- /

Slika 3.2: Linearnost preslikave 74,

= Zgled 3.5 Pravokotna projekcija tock prostora R? na ravnino X skozi izhodis¢e z nor-
malnim vektorjem 7, ¥ = {F € R%; 7.7 = 0}. Vzemimo, da je normalni vektor normiran:
|7|| = 1. Naj bo U =V = R3. Preslikavo & : R? — R3 tokrat predstavimo s predpisom

(3.2)

St

PF=F— (F-7)

Slika 3.3: Pravokotna projekcija na ravnino skozi izhodisce

Sedaj linearnosti ni tezko preveriti z uporabo lastnosti osnovnih racunskih operacij z
vektorji, vkljucno z obicajnim skalarnim produktom.

f@(a?l —|—ﬁ?2) = oF + B — (((X?l —|—ﬁ?2) ﬁ)fi
— oy~ (ah) - )i+ B ((B72) -7
=a(f—(F-m)i)+ B (F— (F-i)i)
= o PV + B PF.
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» Zgled 3.6 Odvajanje npr. polinomov z neomejeno stopnjo je linearna (kot vemo
aditivna in homogena) preslikava, kar je le na drug nacin povedano dobro znano pravilo za
odvajanje:

(p(x) +4(x)" = p(x) +4(x)', (ap(x)) =ap(x)
za poljubna polinoma p(x), ¢(x) in konstanto . .

Zgled, ki sledi, bo za nase potrebe najbolj pomemben in je na dolocen nacin, kot bomo
kasneje videli, generi¢en. Zgled 3.8 pa je zelo soroden zgledu 3.7.

m Zgled 3.7 Poljubna izbrana matrika A € [F"*" na naraven nacin doloca linearno preslikavo
o TP S o/x = Ax, x e BV

Da je to res linearna preslikava, sledi iz osnovnih lastnosti matricnega racuna, gl. (1) in
(10) izreka 1.2. Res,

o (ox+ By) =A(ax+ By) = aAx+ BAy = o/ x+ By
pri poljubnih x,y € F™! in skalarjih o, B € FF. .
= Zgled 3.8 Tokrat naj bo preslikava .% : R? — R3 podana s predpisom

F (x,y) = (x+y,x—y,2x+3y).

Kot vemo, lahko vektorje iz R” predstavimo z matri¢nimi stolpci glede na npr. standardni
bazi %, oziroma %43 v R? oz. R3. Potem je

X+y

(e = [ | Pl = | 5oy

Opazimo, da bi lahko to preslikavo gledali tudi kot preslikavo, ki pripada druZzini preslikav
omenjenih v zgledu 3.7,

1

xX+y 1
X X
[ ] — xX—y =11 -1 [ ]
Y 2x+3y 2 3| LY

V naslednjem zgledu opozorimo na moZne teZave zaradi poimenovanja.

» Zgled 3.9 Preslikava . : R — R, .%x = kx +n je linearna (v smislu nase definicije)
le, kadar je n = 0, saj je n = .#0 = 0. Analitiki pa lahko takim preslikavam recejo, da so
linearne. SploSneje, preslikavo x — Ax + n, kjer je A podana matrika, n pa fiksen matri¢ni
stolpec, poimenujejo linearna preslikava. Sicer pa te preslikave sodijo v druZino t.i. afinih
preslikav. .

Matrika prirejena linearni preslikavi

Zacnimo kar z izrekom, ki pove, da je linearna preslikava med kon¢norazseZnima vektor-
skima prostoroma dolocena Ze s slikami baznih vektorjev. Kakor hitro pa fiksiramo urejeni
bazi v domeni in kodomeni preslikave, pa linearni preslikavi na en sam nacin priredimo
matriko, s katero linearno preslikavo predstavimo na nacin, ki smo ga srecali v zgledu 3.7.
Spomnimo se, da zapis [u] ; pomeni matri¢ni stolpec koeficientov razvoja vektorja u po
bazi A, gl. razdelek 2.4.1.
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Izrek 3.10 — Matrika linearne preslikave. Bodita U in V kon¢norazseZzna vektorska
prostora nad poljem [ z urejenima bazama

’@U:{e17e27"'7en}7 in '@V:{f17f27"'7fm}7

# :U — V panaj bo poljubna linearna preslikava.
(1) S slikami baznih vektorjev .Fe;, j =1,2,...,n, je % natanko dolocena.
(2) Obstaja natanko ena matrika A = [ai j] € ™", za katero velja

[(Fu]y, =Aluly, , uel. (3.3)
Pri tem stolpce matrike A dobimo tako, da velja

alj

2 = [Fej]z, i=12,...n

amj

Se enkrat povejmo, da so elementi j-tega stolpca matrike A v (3.3) koeficienti
razvoja po bazi By z .F preslikanega baznega vektorja e;.

Poudarimo, da je matrika linearne preslikave odvisna od izbire baz.

Matrika A ima 7 stolpcev, toliko kot je razseZnost domene U, in m vrstic, to je
toliko kot je razseznost kodomene V.

Dokaz. Zapoljuben u = 27:1 oe; € U je zaradi linearnosti (gl. (4) trditve 3.2) izpolnjeno

n
Fu= Zocjﬂej, (3.4)
j=1
kar potrdi (1).
(2) Zavse j=1,2,...,n, obstajajo natanko doloCeni skalarji a;;, za katere je Fe; =

Y, a;;f;. Nadalje (zamenjali bomo tudi vrstni red seStevanja) imamo

n n m n n
Fu=Y a;Fe;=Y « Z Z ojaiff; = Z <Zaij“j) fi, (35
i=1 =1 =1 \j=1

j=1 j=1
kjer so v zadnjem izrazu v oklepaju zapisani koeficienti razvoja vektorja .%#u € V po bazi
Py . Ob zapisu

T M§

Bi
[Fu]y, = P
B
vidimo, da je

n
ﬁ, = Zal’j(Xj, i=1,2,...,m,
j=1
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kar je le na drug nacin zapisana enakost (3.3). |

= Zgled 3.11 Doloc¢imo matriko vrtenja ¥, ravnine za izbrani kot ¢ v pozitivni smeri
okrog izhodiica (gl. zgled 3.4). Dovolj bo zavrteti in izraunati koeficiente razvoja
standardnih baznih vektorjev i = (1,0) in j = (0, 1). Iz slike 3.4 je razvidno, da se sliki
baznih vektorjev izrazata z

7/¢?: cos Qi +sin @,
”//(pf: —sinQi+cos Q.

Sedaj Se zloZimo koeficiente razvoja preslikanih baznih vektorjev po vrsti v stolpca in
nastane t.i. rotacijska matrika

Vo— cosQ —sinQ
? 7 |sing cose |’

Ni tezko videti, da je ta matrika ortogonalna (gl. definicijo 1.12 in trditev 1.15), zato je njej
inverzna matrika kar Vg = V_y. To je hkrati tudi v isti bazi matrika inverzne preslikave
V_g, vrtenja za kot ¢ v nasprotni smeri kot pre;j.

Omenimo, da bi bilo v tem primeru direktno precej tezje izracunati koordinate poljubne
zavrtene toCke, kar bi bila sicer alternativna pot. "

.

R ”V(p?: cosQi+singj
sing - - -

’7/(pf: —sin@i+cos@) :
|
|

¢ 0 | ;

0 cosQ 1|

Slika 3.4: Zavrtena vektorja iinj

Z linearnimi preslikavami lahko sestavljamo tudi nove linearne preslikave.

Trditev 3.12 — Gradimo nove linearne preslikave. Naj bodo U, V in W vektorski
prostori nad istim poljem F.
(1) Kompozitum linearnih preslikav je linearna preslikava: ¢esta.# :V —-Win¥ : U —
V linearni preslikavi, je tudi sestavljena preslikava (kompozitum) % o¥ : U — W,
F o9x = % (¥x), linearna. Tudi kompozitum kon¢no mnogo linearnih preslikav
je linearna preslikava.
(2) Ceje.Z : U — V povratno enoli¢na (bijektivna) linearna preslikava, je tudi inverzna
preslikava .# ~! : V — U linearna preslikava.
(3) Cesta.Z,% :U — V linearni preslikavi, je tudi vsota F +% :U -V, (ZF+9)x=
FX+9x, x € U, linearna preslikava.
(4) Za poljubno linearno preslikavo .# : U — V in poljuben izbran skalar y € [ je
skalirana preslikava v% : U — V, (y.F )X := y.FX, linearna preslikava.
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Dokaz. Za (1) in (2) gl. nalogi 3 in 7 tega poglavja, (3) in (4) pa je Se preprosteje in
izpustimo. L

Trditev 3.13 — Vektorski prostor L(U,V). Z definicijo vsote in skaliranja, gl. (3) in (4)
trditve 3.12, postane mnoZica

L(U,V):={% :U — V; .Z je linearna preslikava} (3.6)

vektorski prostor nad istim poljem kot vektorska prostora U in V. Pri tem igra vlogo nicle
tega vektorskega prostora nicelna preslikava, ki vse vektorje iz U preslika v 0 € V in je
ocitno linearna.

V posebnem primeru, ko je U =V, vpeljemo oznako L(U) := L(U,U). Preslikavam
iz L(U) re¢emo tudi endomorfizmi.

Dokaz. Preverjanje, da smo z omenjeno konstrukcijo res dobili vektorski prostor, prepu-
stimo bralcu. [

V naslednji trditvi bomo pokazali, da tudi matrike novih linearnih preslikav v trditvi
3.12 dobimo na enostaven in naraven na¢in. Za poljubno linearno preslikavo .% : U — V
in njeno matri¢no predstavitev [.#u| = A[u, u € U, v izbranih in fiksiranih bazah %y in
Py vpeljimo oznako

[F]:=A (3.7)

in Se enkrat poudarimo, da je izbira matrike bistveno odvisna od izbire baz, Ceprav, zaradi
enostavnosti zapisa, v oznaki (3.7) bazi prostorov U in V ne nastopata.

Trditev 3.14 — Matrika kompozituma. Izberimo urejene baze By, By in By konc-
norazseznih vektorskih prostorov U, V oz. W in linearnima preslikavama .% : V — W in
& : U — V priredimo matriki A := [.#] in B := [¢] v omenjenih bazah. Potem je

[(F 0¥] =AB. (3.8)
Dokaz. 1zberimo urejene baze prostorov U, V oziroma W
%’U:{e],ez,...,en}, %v:{fl,fz,...,fp}, %W:{gl,gz,...,gm}.

Kot obi¢ajno naj bo A = [a;;] in B = [b;;]. Dovolj je pokazati, da se za vsak j elementi
Jj-tega stolpca matrike AB po vrsti ujemajo s koeficienti razvoja vektorja .7 o%e; po bazi
Py . 1z raCuna, kjer upostevamo pravilo kompozituma, linearnost preslikav in zamenjamo
vrstni red seStevanja

F O%ej %el (Z bk]fk> Z bk]d‘fk Z bk] (Z a,kgl>
Y <Z aikbkj> gi
i=1

sledi, da je izraz v oklepaju v drugi vrstici prav (i, j)-ti element matrike AB. [

Trditev 3.14 nam da motivacijo za vpeljavo takega matri¢nega produkta kot
ga poznamo.
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Ce v domeni ali (in) kodomeni spremenimo bazo, se bo spremenila tudi matrika linearne
preslikave. Linearni preslikavi lahko torej priredimo ve¢ matrik glede na izbiro razli¢nih
baz. Te matrike predstavljajo isto linearno preslikavo, zato lahko upraviceno domnevamo,
da so na neki nacin povezane. Tako je smiselno vprasanje, na katerega dobimo odgovor v
naslednjem razdelku.

2 ) Kaksna je povezava med matrikami, ki v razli¢nih bazah predstavljajo isto
linearno preslikavo?

Sprememba matrike ob spremembi baz

Naj bo .# : U — V linearna preslikava med kon¢norazseznima vektorskim prostoroma nad
poljem F. Podobno kot v razdelku 2.5.1 imejmo t.i. stari in novi bazi prostorov U in V.
Oznalimo z By oz. Py stari bazi in z B}, oz. By, novi bazi. Preslikava .Z naj poljuben
vektor u € U preslika v v=.%u € V. Oznacimo s Py in Py matriki prehoda iz stare na
novo bazo v vsakem od prostorov U in V. Potem Ze vemo (gl. izrek 2.40 ), da velja

[u] g, = Py [u] g, , ¥z, = Py Vg, (3.9)

matriki preslikave .% pa ozna¢imo z A oziroma A’ glede na uporabljeni bazi. Potem velja
Vg, =Aluly, in [y =A [u] g - (3.10)
S prepletom (3.9) in (3.10) dobimo, da velja

Py Vg, = Vg =A' 0] =AP; [uy, .

Enakost Se pomnoZimo z leve z matriko Py
—1
V], = APy U] g,
od koder je razvidno, da je

A=PyA'P;' oziroma A" =P, 'APy. (3.11)

Iz enakosti (3.11) je razvidno, da sta matriki A in A’, ki v razli¢nih bazah
predstavljata isto linearno preslikavo, ekvivalentni, gl. definicijo 1.31.

Diagram na sliki 3.5 je lahko v pomo¢€ pri racunanju, re¢emo, da diagram komutira.
Tehni¢no sestavljamo produkte kot kompozitume, zato moramo paziti na obratni vrstni
red sestavljanja. Matrika A predstavlja matri¢no realizacijo preslikave .# v bazah %y oz.
Py . Na diagramu iz ovala z oznako Ay pridemo v oval oznalen z Ay na dva nacina.
Bodisi preko pucice z oznako A bodisi po daljsi poti: po vrsti uporabimo puscice oznacene
s Py "in A’, nato pa Se v obratni smeri P, ! Zaradi spremembe smeri bo P, namesto
P, ! To sestavljanje je matri¢na reprezentacija kompozituma, zato moramo omenjene
matrike zloZiti v niz v obratnem vrstnem redu. Tako s sprehajanjem po diagramu dobimo
P/A'P; "= A iz (3.11). Drugo enakost v (3.11) lahko dobimo iz tega diagrama na podoben
nacin.
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%U e%V
P! P!

/ A/ /

‘%U ‘%V

Slika 3.5: Povezava matrik ob spremembi baze

Povzemimo zgornjo izpeljavo.

Izrek 3.15 — Sprememba matrike ob spremembi baz. Bodita U in V kon¢norazse-
Zzna vektorska prostora nad poljem F. V prostoru U izberimo urejeni bazi By in Ay,
ter bazi Ay in Z;,. Matriki prehoda iz baze Ay na %y, oziroma iz baze By na %y,
oznac¢imo s Py in Py. Naj bo A matrika preslikave .# glede na bazi %y in By ter A/
matrika preslikave .7 glede na bazi %, in %;,. Potem je med matrikama A in A’ zveza

ZapiSimo Se povezavo med matrikama za poseben primer, ko gre za linearno preslikavo
iz kon¢norazseznega prostora vase. Obi¢ajno v tem primeru izberemo le eno staro bazo in
eno novo bazo, saj sta domena in kodomena enaki.

Posledica 3.16 Naj bo U kon¢norazsezen vektorski prostor in .% : U — U linearna
preslikava. Imejmo urejeni bazi %y in %, s prehodno matriko P. Oznalimo z A
oziroma A’ matriki preslikave .% v bazah %y oziroma %,. Potem velja

A=PA'P~! oziroma A’ = P"'AP. (3.13)

Dokaz. V enakosti (3.12) uporabimo, da je Py = Py = P glede na dogovor o izbiri stare
oz. nove baze v U. [

Enakosti (3.13) povesta, da sta matriki A in A’ podobni (gl. definicijo 1.31).

Z zgledi pokazimo, da je mogoce v primerno izbranih bazah matriko linearne preslikave
zapisati zelo enostavno. Da pridemo do matrike v izhodi$¢ni (pogosto standardni) bazi pa
je le Se razmeroma preprost racun.

= Zgled 3.17 Naj bo & : R? — R? pravokotna projekcija na ravnino X v prostoru, ¥ =
{(x,y,2); x+y—z=0}. Kako se glasi matrika te preslikave v standardni bazi, sestavljeni
iz vektorjev i, jin k v tem vrstnem redu?

Lahko bi z geometrijskimi argumenti, ki so lahko prav zapleteni, izracunali koordinate
projekcije poljubne tocke prostora in sestavili matriko preslikave v standardni bazi tako,
da bi izracunali 27, 2] in Pk ter koeficiente razvoja teh vektorjev zapisali po vrsti v
stolpce matrike A te preslikave.
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Postopali bomo drugace: izbrali bomo tako bazo (novo bazo) prostora R3, ki bo
prilagojena geometriji naSega problema in bo zato v tej bazi zelo preprosto zapisati matriko
A’ preslikave £2. Za naravno bazo se ponujajo: dva nekolinearna vektorja na ravnini X,
recimo €} = (1,0,1) in &, = (0,1, 1) in normalni vektor ravnine &; = (1,1, —1). Vse tocke
ravnine X se sprojicirajo same vase, vrh normalnega vektorja ravnine pa se sprojicira v
izhodisCe. Zato je

1
P =& = 1f] +0&)+0&; — |0
_0_
o
Pey=¢ =08+ 18, + 05— |1
_O_
o]
Py =0, = 0] + 05+ 05 — |0
._O_
in se matrika A’ preslikave £ v tej bazi glasi
1 00
A=1010
00O

Matriko A’ smo dobili tako, da smo stolpce koeficientov razvoja preslikanih baznih vektor-
jev postavili v stolpce matrike A’.

Ni tezko sestaviti prehodne matrike iz standardne baze na urejeno bazo (f{ ,fé, ]?3’), v
stolpce vpiSemo koeficiente novih baznih vektorjev, ki so izrazeni v standardni (stari) bazi.
Tako je

10
P=101 1 (3.14)
11 -1

Zelena matrika prehoda, matrika preslikave & v standardni bazi pa se po (3.13) glasi
A = PA’P~! Izradunati je potrebno $e P!, dobimo

1 2 -1 1
P—lz5 -1 2 1
1 1 -1
in naposled je
1 2 11
A:§ 1 21
112
Zelena matrika. .

» Zgled 3.18 Pois¢imo matriko zrcaljenja preko ravnine X iz prejSnjega zgleda. Vse je
zelo podobno, le za matriko A’ vzamemo matriko

10 0
01 0],
00 —1
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saj se tretji bazni vektor sedaj prezrcali v sebi nasprotni vektor. Kon¢ni rezultat je potem
matrika

m Zgled 3.19 Izracunajmo pravokotno projekcijo tocke 7'(1,2,2) na ravnino X iz zgleda
3.17 ter prezrcalimo tocko T pravokotno ¢ez ravnino X. Iskani tocki ozna¢imo s 7), in T,

Matriki teh linearnih preslikav v standardni bazi smo Ze izracunali v prej$njih dveh
zgledih. Sedaj tocki T priredimo njen krajevni vektor in ga izrazimo kot matricni stolpec
glede na standardno bazo. Matri¢ni stolpec krajevnega vektorja projicirane/zrcaljene tocke
izraCunamo z

1 1 2 1 1] |1 1 2

12 11 2] 2 7

17 1 1 —2 2] [1 1 1

12 2 2 1] |2 8
in tako smo dobili 7,(3,3,3) in I.(3, 3. %) .
Izomorfizmi

Pomembne lastnosti preslikav na splosno, torej tudi linearnih, so injektivnost, surjektivnost
in bijektivnost.

Spomnimo se najprej, kdaj je poljubna preslikava injektivna oziroma surjektivna.
Bodita A in B poljubni neprazni mnozici. Preslikava f : A — B je injektivna, kadar
poljubna razli¢na originala a; # a, preslika v razli¢ni sliki f (a;) # f (az). Ekvivalentna
trditev, vendar bolj prikladna za testiranje injektivnosti, je

flar) = f(az) = a1 = ay. (3.15)

Preslikava f : A — B je surjektivna natanko takrat, ko je njena zaloga vrednosti f (A) =
{f(a); a € A} enaka kodomeni B. Z drugimi besedami: za vsak element b kodomene B
obstaja vsaj en original a € A za katerega je f (a) = b. Preslikava je bijektivna natanko
takrat, ko je injektivna in surjektivna. Znano je, da mora biti preslikava f : A — B bijektivna,
da obstaja to¢no dolo&ena njej inverzna preslikava f~' : B — A. Preslikava f~! je natanko
dolocena s predpisom

f~1(b) = a natanko takrat, ko je f(a) = b.

Pri linearnih preslikavah bodo omenjene lastnosti tesno povezane z dolo¢enimi znacil-
nimi podprostori domene in kodomene oziroma z znac¢ilnimi podprostori matrike, ki jo v
izbranih bazah priredimo obravnavani linearni preslikavi.
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Definicija 3.20 Bijektivna linearna preslikava .% : U — V se imenuje izomorfizem
vektorskih prostorov U in V. Kadar med prostoroma U in V obstaja kak izomorfizem,
recemo, da je vektorski prostor U izomorfen vektorskemu prostoru V. Inverzna presli-
kava.Z ~!:V — U je tudi bijektivna linearna preslikava, torej izomorfizem, zato je tudi
V izomorfen U. Tako pravimo tudi, da sta U in V, ¢e med njima obstaja izomorfizem,
izomorfna vektorska prostora.

V naslednji trditvi bomo srecali izjemno pomemben primer izomorfizma.

Trditev 3.21 Bodi V vektorski prostor nad poljem [, razsezZnosti n > 1. Izberimo urejeno
bazo % :ey,...,e,, prostora V. Preslikava .% : V — ™! ki vsakemu vektorju v € V priredi
matricni stolpec koeficientov razvoja po bazi 4, gl. (2.4), je izomorfizem vektorskih
prostorov V in F1,

Dokaz. Preslikava

¢:V—F" o(v) =z
je linearna, saj je za poljubna vektorja vy invo € V, vy =Y, oe;, vo =Y.' | Be;, najpre;
Vi+vVvy= Z?:l(oc,- —I-ﬁi)ei, nato pa je

% Bi
o(vi)=vilgz=| |, e(v2)=w2]z=|:|,

Otn Bn
o+ By
O(Vi+v2) =[v2]p = : =0(v1) +9(v2),
0+ By

zato je ¢ aditivna. PokaZimo Se homogenost, za poljuben vektor v=Y_, vie; velja

61 N
POv)=[ov]p=| i | =8| 1| =0d0(v) (3.16)
O Ya
Injektivnost sledi iz enoli¢nega razvoja po bazi, surjektivnost pa je ocitna. |

Preslikavo ¢ bi lahko komponirali tudi z naravnim izomorfizmom

o

. Fn,l Fn )
(R — ", | (a1, 0,...,0). (3.17)

Oy

Kompozitum izomorfizmov je spet izomorfizem (poleg trditve 3.12 uporabimo
Se, da je kompozitum bijektivnih spet bijektivna preslikava), zato bi lahko rekli
tudi, da je vsak n-razseZen vektorski prostor nad poljem F izomorfen prostoru
urejenih n-teric F”. V literaturi se ta izomorfizem zelo pogosto privzame kot
identiteta in se tega morda ne poudarja.

Izomorfnost dveh vektorskih prostorov pomeni, da sta prostora na neki nac¢in "enaka"
oziroma, da se racunanje (seStevanje in skaliranje) v obeh odvija usklajeno.
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Trditev 3.22 — Lastnosti izomorfizmov.

(1) F™!in F™! sta kot vektorska prostora nad poljem FF izomorfna le, &e je n = m.

2) Ce sta U in V izomorfna ter V in W izomorfna vektorska prostora, sta izomorfna
tudiU in W.

(3) Poljubna koncnorazsezna vektorska prostora iste razseZnosti sta izomorfna.

4 Ce sta prostora U in V izomorfna, je dimU = dimV.

(5) Najbo W < U. Zaizomorfizem ¢ : U — V je ¢(W) := {¢ow; w € W} podprostor
prostora V iste razseZnosti kot W.

Dokaz. (1) Izomorfizem ¢ : F»! — F™! i lahko predstavljamo kar kot preslikavo @, ki
poljuben stolpec x € F™! poslje v stolpec Ax € ™!, za neko matriko A € ™"

Denimo, da je n > m. To pomeni, po izreku 2.33 o linearni odvisnosti, da so stolpci
matrike A linearno odvisni. Potem pa obstaja tak matri¢ni stolpec x # 0, da velja Ax = 0.
To pomeni, da je ¢x = 0 = @0, kar je v nasprotju z bijektivnostjo ¢, saj tako ¢ ne more
biti injektivna, potem pa tudi ne izomorfizem. To protislovje pove, da je n < m. Podoben
razmislek ponovimo za preslikavo ¢! in izvemo, da mora biti m < n. Tako je konéno
n = m, kar smo zZeleli.

(2) Uporabimo, da je kompozitum linearnih preslikav linearna preslikava in kompozi-
tum bijektivnih bijektivna preslikava.

(3) Bodita @ : U — F™!in y : V — F"! izomorfizma iz U oz. V na n-razseZen vektorski
prostor matri¢nih stolpcev. Potem je y~! : F! — V tudi izomorfizem. Posledi¢no je
kompozitum y~! o ¢ izomorfizem prostorov U in V.

(4) Sledi iz tock (1) in (2).

(5) Najprej ni tezko videti, da je (W) <V, gl. nalogo 5. Nato za linearno preslikavo
ow : W — (W), ki je ocitno linearna, in po konstrukciji bijektivna, torej izomorfizem,
uporabimo tocko (4).

|

Ni res, da bi bila vsaka linearna preslikava med prostoroma iste razseznosti
izomorfizem. Skrajni primer je npr. nicelna preslikava na netrivialnem pro-
storu, ki vse vektorje preslika v ni¢elni vektor tega prostora. Ta preslikava ni
bijektivna, saj o€itno ni injektivna.

Trditev 3.23 Matrika izomorfizma je obrnljiva neodvisno od izbranih urejenih baz v
domeni in kodomeni.

Dokaz. Ce je U izomorfen F™! in V izomorfen F™! ter sta U in V izomorfna, mora
biti n = m po tocki (1) trditve 3.22. Naj bo ¢ : U — V izomorfizem in A matrika tega
izomorfizma v izbranih urejenih bazah prostorov U in V. Ce bi bila matrika A singularna,
bi bili njeni stolpci linearno odvisni; z drugimi besedami, za neki neni¢eln matricni stolpec
x, bi imeli Ax = 0. To bi pomenilo, da obstaja vektor 0 # u € U, za katerega je ¢u = 0.
To pa je v protislovju z injektivnostjo izomorfizma ¢, saj imamo razli¢na vektorja, u in 0,
ki se preslikata v 0. |

Jedro in slika linearne preslikave

V prej$njem razdelku smo se ukvarjali z izomorfizmi kon¢norazseznih vektorskih prostorov
in izvedeli, da so ti izomorfizmi predstavljeni z obrnljivimi matrikami.
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2 ) Kako pa se z lastnostmi prirejene matrike izraZajo injektivnost oz. surjektiv-
nost linearne preslikave vsaka zase?

Ce ne bo drugace receno, bo v tem razdelku vedno .% : U — V linearna preslikava med
konénorazseZnima vektorskima prostoroma U in V nad istim poljem FF. Videli bomo, da
sta injektivnost in surjektivnost linearne preslikave v tesni zvezi z znacilnimi podprostori
prirejene matrike, ki smo jih spoznali v razdelku 2.6.

Preslikavi .# priredimo dva pomembna podprostora prostorov U oziroma V. Najpre;j
ni tezko preveriti, (gl. nalogi 4 in 5), da sta mnoZici

KerZ :={ueU; Fu=0}inIm¥ =% U)={Fu,uclU}

podprostora vektorskih prostorov U oziroma V. Natan¢neje, Ker.# < U in Im.7# < V.
Zaradi te lastnosti je smiselno govoriti o razseznosti teh prostorov. Omenimo $e, da je
Im.# natanko zaloga vrednosti preslikave .7 .

Definicija 3.24 Naj bo .# : U — V linearna preslikava. Podprostor Ker.# < U imenu-
jemo jedro preslikave .%, razseznosti tega podprostora pa re¢emo nicelnost preslikave
F.

Podprostoru Im.# <V reCemo slika preslikave .%, razseznost tega podprostora pa
se imenuje rang preslikave 7.

Ocitno niCelnost ne preseze razseznosti prostora U, rang pa ne more biti vecji od razseZnosti
prostora V, gl. tocko (1) trditve 2.37.

m Zgled 3.25 Spomnimo se (gl. 3.4) vrtenja v nasprotni smeri urinega kazalca za kot @
okrog izhodisca, 74 : R? — R? . Dolo¢imo jedro in sliko te linearne preslikave.

Najprej ugotovimo, da 7, ohranja dolZine vseh vektorjev. Zato lahko iz 7 (7) = 0
sklepamo, da je || 74(7)|| = ||7|| = 0, kar pa je mogoce edinole za vektor 7 = 0. Torej je
jedro preslikave 4, trivialen prostor: Ker %y = {0}.

Zg sliko 7, pa je otitno, da je Im ¥, = R?, saj je ¥o(7_oF) = F za poljuben vektor
7 e R~ (]

» Zgled 3.26 Podobno obravnavajmo Se pravokotno projekcijo &2 na izbrano ravnino X
skozi izhodisce. Hitro ugotovimo, da je Im & = X, saj so vse projicirane tocke prav na tej
ravnini, hkrati pa se vse tocke te ravnine projicirajo same vase.

Trdimo, da je Ker & premica skozi izhodis¢e v smeri normalnega vektorja ravnine X.
Pa naj bo poljuben 7 € Ker &2. Upostevajoc (3.2) mora zanj veljati

0=P7=7—(7-i)i,
od koder vidimo, da mora biti 7 kolinearen z normalnim vektorjem 7. Obratno, Ce je ¥ = 1,
upostevajoC, da je ||7i|| = 1, dobimo

PF=1P7i =t(ii — (it-#)it) = (i — ||ii||*7) = 0,
za poljuben ¢ € R, kar potrjuje naso napoved. .

Medtem, ko sta prejSnja zgleda sluzila geometrijski predstavi, pa bo naslednji osnova
za racunanje bolj na splosno. Glede na dejstvo, da v izbranih urejenih bazah domene
in kodomene, vsaki linearni preslikavi med kon¢norazseZznima vektorskima prostoroma
dodelimo matriko, je pomembno vedeti, kako se v tem primeru izraZata jedro in slika.
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» Zgled 3.27 Naj bo z matriko A € """ na standarden nacin doloCena linearna preslikava
of (el Sl xes Ax, x € T

Najprej ugotovimo, da se jedro preslikave <7 ujema z ni¢elnim podprostorom .44
matrike A, ki je, kot vemo, prav prostor reSitev homogenega sistema linearnih enacb
Ax =0.

Kako pa je s sliko? Trdimo, da je Im.«7 = .#}, prostor stolpcev matrike A, ki smo ga
spoznali v definiciji 2.42. Res, sliko razpenjajo vsi vektorji Ax, x € F™!, in posledi¢no
je dovolj, da vzamemo na mestu X vse bazne vektorje, recimo vektorje ey, e;,...,....e,
standardne baze v ">!. Za poljuben vektor y € Im.Z namre¢ velja y = AX za neki
x=)", e, torej je

n n
y = Ax :AZ o;e; = Z oAe;.
i=1 i=1

To pove, da je vektor y v linearni lupini stolpcev Aey,...,Ae, matrike A, prav ti pa
razpenjajo prostor .4. .

V spodnji trditvi navajamo kriterija za injektivnost/surjektivnost linearne preslikave
F U=V,
Trditev 3.28
(1) Fje injektivna natanko takrat, ko je Ker.# = {0}.
(2) Zje surjektivna natanko takrat, ko je dimIm.%# = dimV.

Dokaz. (1) Predpostavimo najprej, da je .# injektivna. Vektor u je v jedru preslikave .7
natanko takrat, ko je .#u = 0. Linearna preslikava nicelni vektor domene vedno preslika
v nicelni vektor kodomene, zato imamo .%# 0 = 0. Tako smo dobili, da je .#u = 0= .%0.
Zaradi predpostavke injektivnosti preslikave .% je u = 0.

Obratno, naj bo sedaj Ker.# = {0} in #u; = .Zu,. Zaradi linearnosti lahko to
enakost pretvorimo v .% (u; —up) = 0. Edini vektor, ki ga .# poslje v 0, je vektor 0, zato
jeu; —up =0, od koder je u; = u; in tako je .% injektivna.

(2) Ce je preslikava surjektivna, je po definiciji Im.% = V, torej se ujemata tudi
razseznosti. Obratno, vedno je Im.% < V; Ce pa sta Im.% in V iste razseznosti, sta po
tocki (2) trditve 2.37 ta prostora enaka, od koder sledi surjektivnost .7 . |

Uporabimo pravkar preverjeno trditev za poseben primer linearne preslikave.

Posledica 3.29 Naj bo A € F"" podana matrika. Preslikava x — Ax, x € ™! je
(1) injektivna natanko tedaj, ko je .44 = {0} (ekv.: dim.#4 = 0);
(2) surjektivna natanko tedaj, ko je rangA = m;

Dokaz. V zgledu 3.27 smo videli, da je jedro doti¢ne linearne preslikave nicelni podprostor
44 in da je slika te preslikave prostor stolpcev .. Za zakljucek argumenta uporabimo Se
trditev 3.28, dejstvo, da je rang matrike prav razseZznost njenega prostora stolpcev in da je
kodomena te preslikave m-razseZen prostor !, |

V spodnjem izreku povezemo jedro linearne preslikave in nicelni podprostor ter sliko
preslikave in prostor stolpcev pripadajoc¢e matrike.
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Izrek 3.30 Naj bo A € """ matrika, ki v izbranih urejenih bazah U in V predstavlja
linearno preslikavo .% : U — V, dimU = n, diimV = m. Izomorfizma @y : U — F™! in
@y : V — ™! naj vsakemu vektorju iz U oz. V priredita matri¢ni stolpec koeficientov
razvoja po izbranih urejenih bazah. Potem je

oy (Ker.#) = A4, dimKer.# =dim. 44 =n(A)
in
oy(Im¥) = .7, dimIm.# = dim.¥, = rangA,

kjer sta .44 in .#4 nicelni podprostor oziroma prostor stolpcev matrike A.

Dokaz. Za vektor u € Ker.# imamo ¢,(u) = [u] in ¢y.Zu = [Zu| = A[u]. Nato je
Zu = 0 tedaj in le tedaj, ko je A[u] = 0. Hkrati je v= Fu (tj. v€ Im.%), Ce in le Ce je
@vv = [v] = A[u]. Zapis, da je [v] = A[u] za neki matri¢ni stolpec [u] pove natanko to, da
je [v] € A, gl. (2.1).

Trditvi o razseznostih jedra in slike pa sledita iz tocke (5) trditve 3.22. |

Sedaj bomo povezali trditev 3.28 in izrek 3.30. Videli bomo, da se ugotavljanje
injektivnosti/surjektivnosti reducira na analizo nicelnega in stolpnega prostora matrike,
ki v izbranih urejenih bazah domene in kodomene predstavlja obravnavano linearno
preslikavo.

lzrek 3.31 Linearna preslikava .# : U — V naj bo v izbranih urejenih bazah prostorov
U in V predstavljena z matriko A € F"". Potem velja:

(1) .Z je injektivna natanko takrat, ko je preslikava x — Ax, x € ™! injektivna.

(2) .Z je surjektivna natanko takrat, ko je preslikava x — Ax, x € F»!, surjektivna.

Dokaz. Uporabimo izrek 3.30, ki pove, da se razseZnosti ustreznih prostorov, ki so po
trditvi 3.28 in posledici 3.29 relevantni za injektivnost oziroma surjektivnost, uyjemajo. W

Navedimo Se pomemben izrek, za katerega smo matri¢no razli€ico Ze spoznali pre;j.

Izrek 3.32 — Rang-nicelnost za linearne preslikave. Naj bo .# : U — V poljubna
linearna preslikava med kon¢norazseznima vektorskima prostoroma U in V nad istim
poljem F. Med nicelnostjo in rangom preslikave .% velja zveza

dimKer.# +dimIm.# = dimU. (3.18)

Dokaz. Glede na dejstvo, da so vpletene le razseznosti nam Ze dobro znanih znanih
podprostorov, lahko uporabimo kar matri¢no reprezentacijo. Nato je izrek posledica izreka
2.45.

Alternativen, neposreden dokaz tega izreka je v reSitvi naloge 6. |

Izrek rang-nicelnost povezuje razseznosti dveh prostorov, ki sta podprostora
v splo$nem razli¢nih prostorih; Ker.# je podprostor domene, medtem ko je
slika Im.%# podprostor kodomene.

Posledica zgornjega izreka je posebnost, ki specifi¢no velja za linearne preslikave.
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Posledica 3.33 Denimo, da sta prostora U in V iste razseZnosti, dimU = dimV.
Linearna preslikava .# : U — V je injektivna tedaj in le tedaj, ko je surjektivna.

Dokaz. Najbo dimU = dimV = n. Denimo, da je .% injektivna. Potem je dimKer.%# =0
in iz (3.18) sledi, da je dimIm.# = n, torej je Im.# = U in .# surjektivna. Podobno iz
surjektivnosti dobimo injektivnost. |

3.4 Naloge

1. PokaZite, da je preslikava % : U — V aditivna in homogena natanko tedaj, ko za
poljubna vektorja uy,uy € U in skalarja o, B € F velja pogoj (3.1).
R.: Ob predpostavki, da je .# aditivna in homogena pokazimo, da zado$¢a pogoju
(3.1).

homogenost

Z (au)) + .7 (fuy) = oFu; +B.Fu,.

aditivnost

7 (au; + Puy)
Ce za .Z velja (3.1), imamo

F(u+u) =7 (lu; + 1lwp) = 1.%u; + 1.5 = Fu + Fuy
F(au) =7 (au+0u) = aFu+0%u=a.Zu.

2. PokaZite, da vsaka linearna preslikava preslika vektor 0 v vektor 0.
R:v=70=.7 (0+0) =270 =2v implicira v = 0.

3. Cesta.Z:U —V,in¥ :V — W linearni preslikavi, pokazite, da je potem tudi
4 o % :U — W linearna preslikava.
R.: Vzemimo poljubna u;,u; € U in a, € F. Izracunajmo:

(Y o7)(au+Puy) =9 (.7 (au; + Puy))
=9 (aFu +pTuy)
= a9 Fu + Y Fuy
=a(YoF)u+ (9 0F)u,.

4. DokaZite, da je Ker.% podprostor prostora U, ¢e je F : U — V linearna preslikava.
R.: Najprej je Ker.# neprazna podmnoZica v prostoru U, ker je .70 = 0. Pokazati
je potrebno $e, da je pri poljubnih &, B € IF, vektor au; 4+ Bu, € Ker.#, kakor hitro
stau; in up € Ker.#. Zaradi linearnosti .# je

ﬁ’(aul —I—ﬁXZ) =oZu +pLFu,
=a0+p0=0.

5. DokaZite, da je Im.% podprostor prostoraV, e je # : U — V linearna preslikava.
R.: Po definiciji je Im.%# podmnozica v prostoru V, o¢itno neprazna. Da je Im.%#
vektorski podprostor, sledi iz dejstva, da je Im.# zaloga vrednosti preslikave .#,
Torej za poljubne vy, v, € Im.% obstajata taka vektorja u; in up, da je vi = Zu; in
v, = .Zu,. Nato je

ovy+ Bvy = aFu + BFu; =.7 (au; + Puy) € Im 7.
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6. Naj bo . linearna preslikava med koncnorazseZnima prostoroma U in' V. PokaZite,

davelja: dimKer.# +dimIm.% = dimU.
R.: Denimo najprej, da je dimKer.# = s > 0 in naj bo {ey,...,e;} baza Ker.Z.

Ce bi bila {ei,...,es} tudi baza prostora U, bi bila .% niCelna preslikava, torej
Im.% = {0}, in tako dimKer.# + dimIm.# = s+ 0 = s = dimU. V nasprotnem
primeru dopolnimo {ey,...,e;} do baze celega prostora U z vektorji €;.1,...,€,,
n>s.

Pokazali bomo, da vektorji .#e;. 1,...,.%#e, tvorijo bazo Im.%. Od tod bo sledilo,
daje dimIm.% =n—s.

1. Preverimo, da je {Fes.1,...,-7#¢,} ogrodje Im.#. Vzemimo poljuben vektor

v € Im.7; tedaj je v=.%u za vsajen u € U. Razvijmo u po bazi v U
u=oje;+---+ 05+ Osy1€541 + -+ 0y,

ga preslikamo z ., upoStevamo linearnost .% in lastnost jedra .%, da dobimo
v=%u :glﬁ’el +-~-+ocsfie§+ Osi1-F €1+ -+, Fe,

=0

=O£S+1ﬁes+1+---+an§enGf{fes+1,...,ﬁen}.

2. Preverimo, da je {7 es;1,...,-Z#e,} linearno neodvisna. Postavimo
as+1§es+l + ot anﬁen = 07
na obe strani enakosti delujemo z .% in dobimo

F Osr1€511+ -+ 0y, :07
cKer.7

od koder sledi, da se vektor o i€541 + - + o€y, ki je oCitno v jedru, izraza z
baznimi vektorji jedra

Ols+1€5+1 +-- -t ope, = Y€1 +"'+'}/ses-
Tako dobimo
Yiep + -+ Vsl — O €541 — - — Ope, = 0,

ki je linearna kombinacija baznih vektorjev, zato so vsi koeficienti nicelni, tako je

tudi @541 = -+ = @, = 0, kot smo pricakovali.
Preostane Se moznost dimKer.# = 0. V tem primeru podobno kot zgoraj pokazemo,
da ob poljubno izbrani bazi {ey,...,e,} prostora U, mnozica {Zey,...,.Z#e,} tvori

bazo Im.# in je spet dimKer.# +dimIm.# =0+n =dimU.

. Preverite: Za vsako linearno bijekcijo F : U —V je tudi F~':V — U linearna

bijekcija.
R.: Vemo Ze, da ima vsaka bijektivna preslikava inverzno preslikavo in je ta tudi
bijekcija. Preveriti je potrebno $e, da je tudi .# ! linearna. Iz definicije inverzne
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preslikave imamo

1 Z (uy)
! (Vz) =Uy <= V= f(UQ)
F N avi+Bv) =aZ 'vi+BZF v,
—
F (aﬁ_]vl +Bﬁ‘_1vz) = avy + Bvs.

FHv)=u <= v, =
7

Preoblikujmo levo stran upostevajoé, da je .# linearna.

F(aF 'vi+BF Vo) =aF F v +BFTF v,
= avy+ Pv;.

8. Naj bo % : U — V linearna preslikava. DokaZite:
a) 7 je injektivna natanko tedaj, ko preslika vsako linearno neodvisno mnoZico v
linearno neodvisno mnozico.
b) Z je surjektivna tedaj in le tedaj, ko .F preslika poljubno ogrodje prostora U
v ogrodje prostora V.
c) % je bijektivna natanko tedaj, ko .7 preslika poljubno bazo U v bazo V.
R.: a) Predpostavimo, da je . : U — V injektivna (t.j. Ker.# ={0}) in naj bo
{e1,...,e,} C U linearno neodvisna mnozica. Pokazimo, da je {Zey,...,.Z ey}
tudi linearno neodvisna. Postavimo

O=o1.F7e + 4+ oFe,=F(one;+-+ tpen)
in upostevajmo, da je Ker.# = {0}. Torej je

oe;+ -+ oyye, € Ker F = {0},
od koder sledi, da je

aje;+---+ oe, =0.

Vektorji ey, ..., e, so linearno neodvisni, zato je 0y = -+ = o, = 0.

Obratno predpostavimo, da .# preslika vsako linearno neodvisno mnozico v prav
tako. Ce u # 0, je mnoZica {u} linearno neodvisna in torej {.-Zu} prav tako. Zato
ZFu # 0. Tako iz .#u = 0 sklepamo, da je u = 0. Torej je Ker.# = {0} in .F
injektivna.

b) Denimo, da je .% surjektivna in naj bo {uy,...,u,} poljubno ogrodje prostora
U. Vzemimo poljuben v € V in zaradi surjektivnosti .# obstaja tak u € U, da je
Zu =v. Nato lahko zapiS§emo u = Bjuj +--- + ,u,, in

v=.%u
=7 (Biur+- -+ Bruy)
=piFu+- -+ BuFuy,.

Vektor v smo izrazili kot linearno kombinacijo vektorjev .-Zuy,...,.#u,, in je torej
{Fuy,...,Fu,} ogrodje prostora V.
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Obratno, naj .%# preslika poljubno ogrodje prostora U v ogrodje prostora V. Naj
bo mnozica {ey,...,e,} neka baza prostora U. Ogrodje prostora Im.# je mnozZica
{Zey,...,Fe,}, kajti vsak element v slike Im.# lahko zapiSemo kot v = .Zu =
F (oqe;+---+ae,) = . Fe; + - + a,Fe,. Ker se lastnost biti ogrodje po
predpostavki ohranja, je Im.# =V in .# surjektivna.
c¢) Direktna posledica a) in b).

9. Dolocite stolpec koeficientov V] 4 4, razvoja vektorja v = (1,2,3,4) € R* glede na
dano urejeno bazo %, i =1,2,3,4.
a) %, =1(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)},
b) %, ={(1,1, 1, 1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)},
o) #3=1{(1,2,3,4),(1,1,1,1),(1,1,0,0),(1,0,0,0)},
d) %’4 ={(0,1, 0),(0,0,0, 1),(1,0,0,0),(0,0,1,0)}.
Ria)[Vy =[123 4] )¥ye=[1111]",
c)[v]%—[l 0 0 0] Vg =[2413]"
10. PoisCite koeficiente razvoja polinoma p(x) =2 —3x+ x> —x* € Ry [x] glede na
urejeno bazo $Bi, i =1,2:
a) B = {1,x,x*, x> x*},
b) B ={1,1-x,1-x*1-x1-x*}
Ria)[ply, =[2 3 01 —1]",b)[ply,=[~-1 30 -1 1]".
11. Zapisite prehodno matriko P za spremembo iz standardne baze R> na urejeno bazo
#=A{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.
1 00
R:P=|110
I 11
12. Dolocite matriko linearne preslikave 7 : R3 [x] — Rz [x], Zp (x) =xp’ (x) +p” (x)
v standardni bazi prostora R3 [x] .
R.: Standardna baza: e; (x) = 1, 3 (x) = x, e3 (x) = x?, e4 (x) = x°
Fe1=71=0, Fer=e,, 963:2)62—1—2 =e; +2e3, Fe4 = 4x3+6x: 6e; +4ey
0010
-1 101 06
Z1=10 02 0
0 00 4
13. Za podane linearne preslikave iz R* — R? dolo¢ite matriko v standardni bazi:

a) Xy4: TOMACIjA ZQ TT /4 v nasprotni smeri urinega kazalca okrog izhodi$¢a.
b) Z: zrcaljenje Cez premico y = x
¢) Z#: najprej zrcaljenje ez premico y = x, nato Se projekcija na os x.

V2 V2 01
R.: a) [Zp4] = \2@ \/52 ,b)[ﬁf]:{l 0:|7

~ [10 C0 12_ 01
o7= ool [V ][0 0]



4.1

4. Vektorski prostori s
skalarnim produktom

Evklidski in unitaren prostor

V tem poglavju bomo vektorski prostor obogatili z dodatno strukturo, ki omogoca pojem
pravokotnosti, ta pa privede do zelo ucinkovitih optimizacijskih postopkov. Posplosili
bomo pojem skalarnega produkta, ki je znan iz geometrijskih vektorjev. Vnaprej opozo-
rimo, da se bo skalarni produkt v realnem vektorskem prostoru razlikoval od skalarnega
produkta v kompleksnem vektorskem prostoru.

Definicija 4.1 Naj bo U vektorski prostor nad poljem realnih ali kompleksnih Stevil
[F. Preslikava, ki vektorjema uy,u; € U priredi $tevilo (uj,uy) iz polja IF, se imenuje
skalarni produkt, Ce za poljubne vektorje u, u; in u, ter skalarja o, B € F velja:
e pozitivna definitnost:
(u,u) >0in (w,u) =0 <= u=0;
¢ linearnost v prvem faktorju:

<OCu1 —l—ﬁUQ,U3> = Ol<ll1,ll3> +B<UQ,U3>;

e [ = C, konjugirana simetri¢nost:

(up,mp) = (uz,uy);

F = R, simetricnost:

<U1,UQ> = <UQ,U1>.

Realen koncnorazseZen vektorski prostor, v katerem je definiran skalarni produkt, se
imenuje evklidski prostor. Kompleksen kon¢norazsezen vektorski prostor s skalarnim
produktom pa imenujemo unitaren prostor.

Standardni skalarni produkt realnih oziroma kompleksnih n-teric x = (x1,x2,...,x,),
y=01,Y2,---,¥n) E R, 2=1(21,20,.--,20), W= (W1, w2,...,w,) € C", n > 1, za katerega
ni tezko preveriti, da veljajo zgoraj omenjene tri lastnosti, se glasi

n
vR": (X,¥),:= Zx,-y,-,
i=1
n “4.1)
v C": (z,w),:= ZziWi.
i=1

Pri tem je potrebno poudariti, zakaj mora biti v kompleksnem primeru vklju¢eno konjugi-
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ranje. Zatakne se namrec pri pozitivni definitnosti. V realnem primeru imamo
2 2
(xX) = x4+ 2 2 0;
niz

(x,x) =]+ =0

zaradi pozitivnosti kvadratov takoj sledi x; = --- = x,, =0, torej x = 0. V kompleksnih
Stevilih pa kvadrati nikakor niso nujno pozitivni, npr. i> = —1.
S konjugiranjem pa ta problem resimo. Res, ¢e je z = (z1,...,2,), je

(,2) =271+ +zzn = |a P+ w? 20

in enakost je doseZena, ko je z = 0.
Na vektorskem prostoru F”! se standardni skalarni produkt izraza z matriénim produk-
tom (vrstica krat stolpec)

R™: (x,y) =y x (=xTy), C"!': (z,w)=w'z, (4.2)

kjer I oznaluje transponiranje, * pa adjungiranje (konjugirano transponiranje).

Standarni skalarni produkt v R" je direktna razSiritev geometrijskega skalarnega pro-
dukta.

V izreku spodaj navajamo lastnosti skalarnega produkta, ki so posledica definicije.

Izrek 4.2 — Lastnosti skalarnega produkta. Za katerikoli skalarni produkt na vektor-
skem prostoru U, vektorje u, v,w € U ter skalarja o, 3 € I velja:
(1) Skalarni produkt na realnem vektorskem prostoru je linearen tudi v drugem fak-
torju

(w,o0v+Bw) = a(u,v) + B (u,w).

(2) Skalarni produkt na kompleksnem vektorskem prostoru je konjugirano linearen v
drugem faktorju

(u,av+ pBw) =o(u,v) +B<u, w).

(3) (0,u) =0= (u,0) zavsaku € U.

Dokaz. Tocki (1) in (2) sledita iz simetri¢nosti oziroma konjugirane simetri¢nosti ter
linearnosti skalarnega produkta v prvem faktorju.

Za tocko (3) vzamemo (0,u) = (Ou,u) = O(u,u) = 0, za drugi del pa uposStevamo Se
simetri¢nost oz. konjugirano simetri¢nost. |

Razen standardnega obstajajo Se drugi skalarni produkti.
» Zgled 4.3 Naj bodo «y, ..., o, izbrana pozitivna realna Stevila. Potem predpis
(X,y) 1= q1x1y1 + - + CXnyn, X,y €R",

doloca skalarni produkt na prostoru R”. Pri tem Stevilom &, ..., &, reCemo utezi. Prever-
janje prepusc¢amo bralcu. .
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= Zgled 4.4 Navedimo $e pomemben skalarni produkt na prostoru zveznih funkcij C[a, b].
Za poljubni funkciji f, g € Cla,b] z vrednostmi v R vpeljemo

b
(1.8)= | g
a
Ni tezko videti, da so vse potrebne lastnosti izpolnjene. .

Normiran in metricen prostor

Na vektorskem prostoru definiran skalarni produkt porodi tudi orodje, s katerim lahko
na nek nacin primerjamo "velikosti" ali "dolZine" vektorjev, prav tako pa bomo lahko
racunali "razdaljo" med vektorji.

Definicija 4.5 Naj bo U vektorski prostor nad poljem F. Preslikava || ||, ki vektorju
u € U priredi nenegativno Stevilo ||ul|, se imenuje norma, ¢e za poljubna u,v € U in
o € [ izpolni zahteve:

(1) pozitivna definitnost: ||u|| > 0 in iz ||u|| = 0 sledi u = 0;

(2) absolutna homogenost: || au| = |o ||[u]|;

(3) trikotniska neenakost |[u+v|| < ||ua|| +|v/|l-

Vektorski prostor, v katerem je vpeljana norma, se imenuje normiran prostor. Kot
bomo videli, lahko vpeljemo razlicne norme. Najosnovnejsi primer je dolZina geometrij-
skega vektorja v R3, ki se izraza z

| (x1,22,x3)]| = \/x% —i—x% +x§

in je hkrati dolZina katerekoli usmerjene daljice, ki predstavlja razred geometrijskih
vektorjev. Lastnosti (1) in (2) bi bilo enostavno preveriti, za trikotniSko neenakost (3) pa
lahko uporabimo geometrijski razmislek, da je vsota stranic v trikotniku vedno daljSa od
tretje stranice (v skrajnem primeru kve¢jemu enaka).

V evklidskem ali unitarnem prostoru U je preslikava u — /(u,u) vedno norma. Naj-
prej ugotovimo, da je kvadratni koren /(u,u) izraunljiv zaradi pozitivne definitnosti
skalarnega produkta, hkrati pa od tod sledi tudi (1) v definiciji 4.5. Za absolutno homoge-
nost izracunajmo za F = C (v realnem primeru le konjugiranje izpustimo in upostevamo,

da je vVaZ = |al)
locu]| = v/ (o, o) = /oG (u,u) = Vod\/(u,u) = [e][[u].

Preverjanje trikotniSke neenakosti (3) bomo ostali dolZzni, dokler ne dokaZemo neena-
kosti Cauchy-Schwarz, gl. izrek 4.11. Zato bomo v nadaljevanju preslikavi

[ul| = /(u,u) (4.3)

rekli norma, do dokaza izreka 4.11 pa zanjo ne bomo uporabili trikotniSke neenakosti. Za
normo (4.3) bomo rekli, da je porojena s skalarnim produktom; kadar pa gre za standardni
skalarni produkt (4.1), ji recemo evklidska norma.

m Zgled 4.6 Navedimo Se nekaj primerov norm.
e U = (Cla,b]; za funkcijo f € Cla,b]: |/f|| := max |[f(x)];
x€la,b]
o U=F,zasteviloz€F: ||z]| :=|z

B
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o U =TF", za n-terico w = (wy,...,w,) € F": ||w|| := \/|w1|2+ Iwal? ..+ |wal %
Prva je t.i. max-norma in ni porojena z nobenim skalarnim produktom. Razpravi o tem,
kdaj je neka norma porojena s skalarnim produktom, se bomo tukaj izognili. Druga norma
je poseben primer tretje za n = 1. Tretja pa je evklidska norma na R”" ali C". .

Norma pa omogoca tudi raCunanje razdalje.

Definicija 4.7 Naj bo .# neprazna mnoZzica. Preslikava d, ki poljubnima elementoma
x,y € . priredi realno $tevilo d(x,y), se imenuje metrika ali razdalja, ¢e so za
poljubne x,y,z € .# izpolnjuje naslednje zahteve:

(1) simetricnost: d(x,y) = d(y,x);

(2) pozitivna definitnost: d(x,x) > 0in d(x,y) = 0 le v primeru, ko je x =y;

(3) trikomiska neenakost: d(x,z) < d(x,y)+d(y,z).
MnoZica .# skupaj z metriko d, ki ima zgornje tri lastnosti, se imenuje metricen
prostor.

Z metri¢nimi prostoru se bolj podrobno ne bomo ukvarjali, povejmo le, da lahko iz
normiranega prostora U vedno ustvarimo tudi metri¢en prostor z vpeljavo razdalje med
vektorjem u in v s predpisom

du,v):=|u—v|, u,veU.

V prostoru R3, kjer elemente (tocke) tega prostora identificiramo z njihovimi krajevnimi
vektorji (posebnimi reprezentanti razredov geometrijskih vektorjev), na ta nacin dobimo
obitajno (evklidsko) razdaljo med to¢kama. Ce sta A(x4,y4,24) in B(xp,yp,zp) toCki in
ra = (xa,y4,24), Y = (xB,¥B,zp) njuna krajevna vektorja, potem je

d(A,B) :=|ra—rp| = \/(ra —rp,ra —rp) = \/(XA —x8)?+ (ya —y8)*+ (za — 2)%.

Definicija 4.8 Recemo, da je vektor u normiranega prostora U normiran ali tudi
enotski, kadar je ||ul| = 1.

Postopku u — ||ul|~'u, ki ga lahko izvedemo za u # 0, pravimo normiranje
vektorja.

Z normiranjem nenicelnega vektorja u nastane vektor, pogosto ga piSemo tudi v obliki
u
ITENTR
[u]

ki je kolinearen z vektorjem u, enako usmerjen (skalirni koeficient je pozitiven), in je
njegova norma enaka 1. Res, iz absolutne homogenosti norme za o := 1/||u]| sledi

u _
Hmll = |lou]| = [al|[ull = afu]| = [ju]| " u] = 1.

Ena najpomembnejsih uporabnosti skalarnega produkta je, da omogoca vpeljavo kon-
cepta pravokotnosti, ta pa je osnova za razne optimizacijske postopke.

Definicija 4.9 Vektorja u in v v vektorskem prostoru s skalarnim produktom sta
ortogonalna ali pravokotna (oznaka u | v), kadar je (u,v) = 0.

Po tej definiciji je nicelni vektor ortogonalen na vse vektorje prostora. Zlahka preverimo
naslednjo trditev.
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Izrek 4.10 — Pitagorov izrek. Za ortogonalna vektorja u in v vektorskega prostora s
skalarnim produktom velja

2 2 2
[+ v[|* = [jul[=+ [|v]*

Dokaz. Naj bosta u in v ortogonalna, torej (u,v) = 0 = (v,u). UpoStevajo¢ lastnosti
skalarnega produkta izraCunamo

|]u+v|]2 =(u+v,u+v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)

2 2
= [lal|”+ vl

Izrek 4.11 — Cauchy-Schwarzeva neenakost. Za poljubna vektorja u in v vektor-
skega prostora s skalarnim produktom velja:

[{w, V) < [Julff}v]]- (4.4)

Enacaj velja natanko tedaj, ko sta u in v linearno odvisna.

Dokaz. Obravnavajmo najprej poseben primer, ko je |[u]| = ||v|| = 1.
Izberimo ¢ € FF tako, da bo u+1¢v L v. Iz enacbe

(u41tv,v) =0

hitro izra¢unamo, da je t = —(u, v), od koder je |¢t| = |(u,V)|. Po Pitagorovem izreku, ker
sta vektorja u-+¢v in #v ortogonalna, imamo

[uf? = [[(m+1v) + (=) [|> = lu+ v ]+ || =29 = [u+ v ]+ [ 2v]*, 4.5)
od koder sledi
1= Jlal® = e Pv]PP = o> = [, 9)]? (4.6)

in potrjuje neenakost (4.4).
Ce vektorja u in v nista normirana, a sta oba nenicelna, ju lahko vedno normirano.
Tako vektorja u/||u|| in v/||v|| zado$Cata neenakosti (4.6), zato je

(-

Neenakost e pomnoZzimo z ||u||||v|| in Zeleni rezultat je na dlani.

Ce sta vektorja u in v linearno odvisna (kolinearna), kar vkljuuje tudi mozZnost, ko je
vsaj eden od vektorjev u oz. v enak 0, v Cauchy-Schwarzevi neenakosti o€itno velja enacaj.
Iz gornjih premislekov pa vidimo, da pri normiranih vektorjih u,v enacaj velja tedaj in le
tedaj, ko je v (4.5) &len ||ju+¢v||?> = 0, kar da u +¢v = 0 in sta tako u in v linearno odvisna.

|
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Alternativen dokaz Cauchy-Schwarzeve neenakosti, vendar le za realen primer, je
podan v resitvi naloge 4.

Kot smo Ze omenjali, je zelo pomembna posledica Cauchy-Schwarzeve neenakosti
ta, da s skalarnim produktom porojena norma ustreza trikotniski neenakosti in ji zato
upraviceno reCemo norma.

Posledica 4.12 Preslikava |Ju|| = 1/ (u,u) na prostoru s skalarnim produktom zado$¢a
trikotniSki neenakosti.

Dokaz. Neenakost 3. v definiciji 4.5 zapiSimo v ekvivalentni obliki

V> < a2 ulf ]|+ [|v]}* 4.7)
Preoblikujmo najprej levo stran

[u+v]* = (@t v,u+v) = [[u)>+ (w,v) + (v,u) +||v]]*.

Ce imamo realen vektorski prostor, je zaradi simetri¢nosti skalarnega produkta in lastnosti
absolutne vrednosti realnih Stevil izpolnjeno

(u,v) + {v,u) = 2(u,v) < 2[{u,v)| <2[Julf[[v[, (4.8)

od koder nazadnje dobimo (4.7). Pri zadnjem neenacaju v (4.8) smo uporabili Cauchy-
Scwarzevo neenakost. V kompleksnem vektorskem prostoru pa upoStevamo naslednjo
lastnost poljubnega kompleksnega Stevila z = a4+ ib, a,b € R,

7+7=2a<2|al <2V a*+b* =2z,

od koder z izbiro z = (u,v) in Cauchy-Schwarzevo neenakostjo sledi (4.7) tudi za komplek-
sen primer. [

Vpeljimo Se ortogonalnost vec kot dveh vektorjev.

Definicija 4.13 Vektorji u,uy,...,u; v vektorskem prostoru s skalarnim produktom
so paroma ortogonalni, kadar velja u; L u; za poljubna i # j, i,j € {1,2,...,k}.
Mnozica vektorjev {uj,uy,...,u;} je ortonormiran sistem, ¢e so vektorji te mno-

Zice paroma ortogonalni in vsi normirani.

Z vpeljavo diskretne funkcije, imenovane Kroneckerjev simbol delta

_ ) Li=],
% ‘{ 0, i, 49
opiSemo ortonormiran sistem vektorjev {uy,uy, ..., u;} na kratko
<ll,',llj>:5ij, i,jG{l,Z,...,k}. (4.10)

V prostoru geometrijskih vektorjev je razmeroma ocitno, da so paroma ortogonalni
vektorji tudi linearno neodvisni. Vendar velja to celo za poljuben vektorski prostor s
skalarnim produktom.

Trditev 4.14 Paroma ortogonalni nenicelni vektorji tvorijo linearno neodvisno mnozico.
Ortonormiran sistem vektorjev je vedno linearno neodvisna mnoZica.
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Dokaz. Zatnimo z linearno kombinacijo vektorjev uy,uy, ..., u; s koeficienti oy, 0, . .. 0
in jo izena¢imo z 0;

au+...+ogu, =0.

Celotno enakost v smislu skalarnega produkta pomnozimo z izbranim poljubnim u; in
upostevajo€ linearnost skalarnega produkta v prvem faktorju dobimo

061<l11,llj>+...+06k<llk,llj> = <0,llj> =0.
Po (4.10) dobimo
(Xj<llj,llj> =0,
od koder sledi o; =0 zavse j =1,2,...,k, ker je ||u;|| = (uj,u;) #0. |

Posledica 4.15 V evklidskem ali unitarnem prostoru razseznosti n, n > 1, je vsak
ortonormiran sistem n vektorjev baza.

Dokaz. Po tocki (1) trditve 2.36, ki pravi, da je v n-razseznem vektorskem prostoru vsaka
mnoZzica n linearno neodvisnih vektorjev hkrati ogrodje, izjava sledi. [

Trivialen vektorski prostor seveda nima linearno neodvisnih vektorjev, zato je v posledici
4.15 predpostavka n > 1. Ortonormiran sistem, ki je hkrati baza, se imenuje ortonormi-
rana baza.

Smiselno je naslednje vprasanje.

2 ) Ali v vsakem netrivialnem vektorskem prostoru s skalarnim produktom obstaja

=’ ortonormirana baza?

Za koncnorazsezen vektorski prostor nam dokaz spodnjega izreka ponudi konstruktiven
algoritem.

Izrek 4.16 — Gram-Schmidtov postopek. V vsakem netrivialnem kon¢norazseZnem
vektorskem prostoru s skalarnim produktom obstaja ortonormirana baza, ki jo iz po-

ljubne izbrane baze e;,e;, ..., e, rekurzivno izraCcunamo tako, da postopoma generiramo
ortonormirano bazo {fy,....f,}:
€1
fi = —,
e
k—1 4.11)

gk:ek—Z(ek,f,~>f,-; fk:i, k=2,3,...,n.
i=1 |1 8kll

Dokaz. Zacnemo z e; in ga le normiramo; tako dobimo f;. Nato iS¢emo vektor g;, za
katerega zahtevamo le, da je ortogonalen na vektor f; in lezi v linearni lupini (geom.:
ravnini) vektorjev f in e;. Nastavimo g, = e, + o f] € Z (e, f}) in poi§€emo skalar ¢
iz pogoja g> L f;. Koeficient pri e; smo smeli nastaviti na 1, ker gotovo ne sme biti enak 0
in s skaliranjem (po potrebi) lahko doseZemo, da je enak 1. Dobimo

0= (go,f1) = (e2+ ouify,f1) = (ex,f1) + 0 (f1,£1) = (er.f1) + a1,
——

=1
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od koder je oy = — (e, f}) in tako g, = ey — (e, f1) f;. Vektor g normiramo in nastane f,.
Ce je n > 3, nato nastavimo vektor g3 = e3 + o f] + auf>. Iz pogojev g3 L f| in
g3 L f; dobimo podobno kot prej dve enacbi, iz katerih izraCunamo a; = — (es,f}) in
op = — (e3,f,) . Vektor f3 dobimo iz g3 = e3 — (e3,f1) f; — (e3,f;) £, z normiranjem, f3 =
g3/||g3]. Ce je n > 3, nadaljujemo v istem duhu.
Pravkar zapisani postopek lahko hitro nadgradimo v indukcijski korak, ki dokaze
pravilnost Gram-Schmidtovega postopka. [

Naslednji izrek pove, da lahko vsak evklidski vektorski prostor razseznosti n > 1 identifici-
rano z R™! oziroma R” in standardnim skalarnim produktom. Podobno, unitaren vektorski
prostor se obnasa kot C™! oziroma C”" s standardnim skalarnim produktom.

lzrek 4.17 Naj bo U evklidski (nad R) ali unitaren prostor (nad C) in naj bo {fy,...,f,},

n
n > 1, poljubna urejena ortonormirana baza prostora U. Za poljubna vektorjau= Y o;f;
i=1

n
inv=Y Bif; velja:
i=1
(1) Fourierjev razvoj: a; = (w,f;) , i=1,2,... n.
o

@) ()= ¥ o, = BB,

O
2 n _ n )
3) [[u” = .Zlaiai: '21|ai‘
= 1=

V realnem vektorskem prostoru konjugiranje 3 — E nima ucinka, je identi¢na preslikava.

n
Dokaz. Enakostu = Y o4f; z desne skalarno pomnoZimo s poljubnim vektorjem f;, j =
i=1
1,2,...,n,in dobimo

n n
(wf)) =) alfif;) = ) adij=o;,
i=1 i=1

kar potrdi trditev v tocki (1).
Za (2) je zaradi linearnosti skalarnega produkta v prvem in zaradi (konjugirane) linear-
nosti v drugem faktorju

n n n o on o no_
(u,v) = <Z oif;, Y ﬁjfj> =Y Y aipiifit;) =) aip;
i=1 j=1 i=1j=1 i=1
in v posebnem, ¢e vzamemo u = v v tocki (2), dobimo tocko (3). |

Pravkar omenjeni izrek tudi pove, da je vsak n-razseZen evklidski/unitaren prostor izo-
morfen evklidskemu/unitarnemu prostoru n-teric F”* opremljenim s standardnim skalarnim
produktom ( , ),. To pomeni, da je preslikava

o:U—TF"

(P(ll) = (X] 3 X2y - e 7-xn)7
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4.1 Evklidski in unitaren prostor Q1

kjer je u = x1f; +xof, + - - - + x,,f,, Fourierjev razvoj vektorja u po ortonormirani bazi
{f1,...,£,}, izomorfizem vektorskih prostorov in

(,v) = (@(u), @(v))n

za poljubna vektorjau, ve U.

V smislu trditev izreka 4.17 sta seveda tudi prostora matri¢nih stolpcev F’»! in matri¢nih
vrstic F1 na naraven nadin izomorfna F" kot evklidska/unitarna vektorska prostora.
Standardni skalarni produkt na " pa se nato izraza (v realnem primeru je * transponiranje!)

n
<<x17"'7xn)7(ylv"'ayn»n:inyi:y*xzpq*v (412)
i=1
kjer je
X1 1
X2 2
X= y Y= .
Xn Yn
in
p=[x1 x .. x|, 4=y »2 ... W

Skalarna produkta y*x matri¢nih stolpcev in pq* matri¢nih vrstic bomo imeli v mislih, ko
bomo govorili o standardnem skalarnem produktu na ustreznih prostorih.

Ortogonalni komplement in ortogonalna projekcija

V tem poglavju bomo pojem ortogonalnosti vektorjev posplosili na relacijo ortogonalnosti
med podprostori izbranega vektorskega prostora.

Definicija 4.18 Podprostora V in W nekega vektorskega prostora sta ortogonalna, ce
je (v,w) =0 za vsak par vektorjevve Vinw e W.

n Zgled 4.19
e Ravnina {(x,y,z); 2x+y—z=0} in premica { (x,y,2); (x,y,z) =¢(2,1,—1), t € R}
sta ortogonalna podprostora v R? glede na obi¢ajni (standardni) skalarni produkt.
e Kateri koli dve pravokotni premici v prostoru R3, ki te¢eta skozi izhodiiCe, sta
ortogonalna podprostora v R3.
e Trivialen podprostor {0} < U v poljubnem vektorskem prostoru U s skalarnim
produktom je ortogonalen na katerikoli podprostor V < U.

Trditev 4.20 Naj bo U evklidski/unitaren prostor. Ortonormiran sistem vektorjev, ki ni
baza U, je vedno mogoce dopolniti do ortonormirane baze prostora U.

Dokaz. Ortonormiran sistem vektorjev, kot linearno neodvisno mnoZico, je najprej vedno
mogoce dopolniti do baze, ne nujno ortonormirane. Potem pa lahko z Gram-Schmidtovim
postopkom dobimo ortonormirano bazo prostora U upostevajo¢, da smo zaceli Ze z nekaj
vektorji ortonormiranega sistema. |

Dopolnitev ali komplementiranje, omenjeno v trditvi 4.20, poimenujemo v definiciji,
ki sledi.
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Definicija 4.21 Naj bo M neprazna podmnoZica evklidskega ali unitarnega vektorskega
prostora U. Ortogonalni komplement M~ je mnoZica vseh vektorjev iz U, ki so
ortogonalni na vse vektorje iz mnoZice M. Formalen zapis se glasi

Mt :={ueU; ul mzavsakme M}. (4.13)

Ortogonalni komplement smo vpeljali za poljubno neprazno mnozico, ¢eprav ga najveckat
racunamo za podprostore.

Trditev 4.22 — Lastnosti ortogonalnega komplementa. Naj bo U evklidski ali unitarni
prostorin M CU inV <U.

(1) M+ < U, ortogonalni komplement je vedno podprostor.

(2) dimV +dimV+ = dimU, razseZnosti sta komplementarni.

(3) VNV+ ={0}; edino nicelni vektor je ortogonalen sam nase.

(4) {0} = U, na 0 so ortogonalni vsi vektorji v U.

5) Ut = {0} vektor 0 je edini, ki je ortogonalen na vse vektorje v U.

©) (MY =2m)2m.
7 (VH) =V

Dokaz. Dokaze tock (1), (6) in (7) najdete reSitvi naloge 9, ostale so Se preprostejSe in jih
prepustimo bralcu. [

» Zgled 4.23 Najbo V C R3 premica skozi 0, dolo¢ena s smernim vektorjem n # 0. Potem
je V- ravnina skozi 0, z normalnim vektorjem n. Ce pa namesto cele premice vzamemo le
M = {n}, torej mnoZico, ki ni vektorski podprostor, saj n # 0, dobimo isti rezultat, tudi
{n}" je ista ravnina kot prej. .

Po tocki (1) trditve 4.22 je za vsak podprostor V < U ortogonalni komplement V-

podprostor v U. Zato zado$¢a poiskati vektorje, ki razpenjajo prostor V. Kako to
naredimo, bo razvidno iz dokaza naslednjega izreka.

Izrek 4.24 Naj bo U evklidski ali unitaren vektorski prostor in V < U. Vsak vektor
u € U lahko na en sam nacin razcepimo

u=9v+v",

kjerje v €V tervt € V*.

Dokaz. Bodi {f},...,f;} urejena ortonormirana baza podprostora V. Iz poljubne baze
podprostora V jo lahko zgradimo z Gram-Schmidtovim postopkom in nato $e razSirimo
do poljubne ortonormirane baze {fy,...,f,fi11,...,f,} prostora U. Nato lahko poljuben
vektor u € U razvijemo po tej bazi (Fourierjev razvoj, izrek 4.17, tocka (1))

n k
u=) (uf)fi= zyuff+§:uf
i=1 i=1 i=k+1
Pri tem je prvi sumand na desni v := Zle (u,f;)f; v linearni lupini vektorjev f,... f,
ki razpenjajo V, medtem ko so vektorji f1,...,f, baza prostora V= in je tako vektor

V= Y7 i1 (uf;) f; element prostora VL. O¢itno je ¥ ortogonalen na v=.
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Ni teZko preveriti enoli¢nosti. Denimo, da bi obstajal Se en razcep v = V| + Vf, viev,
v{ € V. Potem bi imeli

V+vi =91 4+vi
oziroma
Y-V =vi —vieunU*={0},

od koder zvemo, da je V= V1 in VlL = vt [ |

u
|
/VL

A

\4

Slika 4.1: Razcep vektorja na vsoto dveh ortogonalnih komponent.

Definicija 4.25 Vektor v € V imenujemo pravokotna projekcija vektorjau € U na
podprostor V < U.

Definicija 4.26 Naj bo V podprostor normiranega prostora U in u poljuben vektor iz U.
Elementu v € V reCemo element najboljSe aproksimacije vektorja u v podprostoru
V, Ce zanj velja

min |[u —v[| = [Ju—vol|.

Pogled na sliko 4.1 nam pove, da je razdalja med vrhoma usmerjenih daljic, ki predsta-
vljata u in ¥, dolZina vektorja v, po Pitagorovem izreku v originalnem geometrijskem
smislu kar najmanj$a moZna, ¢e v ravnini V za vektor v izberemo kar V.

Podobno velja v sploSnem evklidskem ali unitarnem prostoru, prav zaradi veljave
Pitagorovega izreka. Naslednji izrek pove, da je pravokotna projekcija v vektorjau € U na

nek podprostor V < U prav tisti vektor, ki je vektorju u najbliZje, torej vo = v=.

Izrek 4.27 — Pravokotna projekcija je element najboljse aproksimacije. Najbo V
podprostor evklidskega ali unitarnega prostora U opremljenega z normo, ki je porojena s
skalarnim produktom. Ortogonalna projekcija v € V vektorja u € U na podprostor V je
element najboljSe aproksimacije vektorja u v podprostoru V.

Dokaz. Najprej razcepimo u = ¥ + v+, nato vzemimo katerikoli vektor v € V in preobli-
kujmo

A

la =] =[|(a=9)+(F =)
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Sumanda v oklepajih na desni sta ortogonalna, saj je vektor v — v € V medtem ko je prvi
sumand u — ¥ po konstrukciji element V-; zato je po Pitagorovem izreku 4.10 izpolnjeno

2 SI2 1 (e 2 )
[lu—=v|[" = [la =9+ [[¥ = v|" = [jlu—7]]
in najmanj$a moZna razdalja med u in v, ||u — v||, je doseZena z izbiro v = V. [

= Zgled 4.28 Pois¢imo pravokotni projekciji vektorja i = (2,2, —1) na

a) ravnino V = {(x,y,2); x+y+z=0},

b) premico skozi izhodis$€e in v smeri normalnega vektorja podane ravnine.

Ravnina V vsebuje koordinatno izhodisce, zato je podprostor prostora R>. Tocke
ravnine smo kot obicajno identificirali z njihovimi krajevnimi vektorji. Poi§¢imo neko
ortonormirano bazo tega podprostora. Za prvi bazni vektor lahko vzamemo npr. fl =
1/v/2(1,0,—1), za drugega npr. f> = 1/1/6(1,—2,1). Vektorja f| in f> razpenjata ravnino

~

U. Projekcija i se izraZa z

B @ FOfi+ @ B = 20,0~ 3(1-2.1) = (1,1,-2), .14

kjer smo s piko oznacili obicajni skalarni produkt v prostoru.

Za projekcijo na premico dodamo Se tretji vektor ortonormirane baze, vzamemo
kar normalni vektor ravnine in ga normiramo. Naj bo torej f3 =1/ v/3(1,1,1), iskana
projekcija je

(@ f3) /3= (1,1,1). (4.15)
Za preizkus izradunajmo ii — v = (2,2,—1)—(1,1,-2) = (1,1,1), kjer smo po pri¢akova-
nju dobili isti rezultat; gl. sliko 4.1. .

Ortogonalnost in matrike

V tem razdelku se bomo ukvarjali z vektorskima prostoroma matri¢nih stolpcev F»! in
matri¢nih vrstic 1", ki naj bosta oba opremljena s standardnim skalarnim produktom
(X,¥)n = L x;y; V unitarnem prostoru in (X,y), = Y7, x;y; v evklidskem prostoru, pa
naj bosta x in y oba matri¢na stolpca iz F»! ali pa matri¢ni vrstici iz F!"". Spomnimo se $e
matri¢nih zapisov teh skalarnih produktov (4.12).

V tem razdelku bomo vse zapisali za F = C, izpeljave pa bodo veljale tudi za realen
primer, kjer le * zamenjamo s transponiranjem 7.

Naj bo {uj,uy,...,u,} C ! neka ortonormirana baza (glede na standardni ska-
larni produkt) vektorskega prostora stolpcev !, Tako imamo n matri¢nih stolpcev
uj,up,...,U,, ki so paroma ortogonalni in normirani, zato zanje velja

<lll',llj>:ll§lli:5,'j7 i,j€{1,2,...,n}, (4.16)

kjer je &;; Kroneckerjev simbol delta, definiran v (4.9). Matri¢ne stolpce uj,uy,...,u,
zaporedoma zlozimo v blo¢no matriko U':

U= [u|uyf...]u,].

Zaradi (4.16) matrika U zado$¢a enakosti U*U = I, torej je obrnljiva in je U~! = U*. Od
tod pa sledi, da je

vu*=U0"U =1. 4.17)
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Tako iz enakosti UU* = I opazimo, da tudi vrstice matrike U tvorijo ortonormirano bazo
prostora matriénih vrstic F'” glede na standardni skalarni produkt. Matrike, ki zado$¢ajo
(4.17), smo Ze srecali v razdelku 1.1.3. V kompleksnem primeru govorimo o unitarnih
matrikah, v realnem pa o ortogonalnih.

Postopek, ki ga bomo podali v naslednjem izreku, je praktiCen nacin za racunanje
ortonormirane baze vektorskega prostora stolpcev in tako tudi nacin, da pridemo do uni-
tarne/ortogonalne matrike. Naravno je, da zloZimo stolpce neke baze prostora v (morda
pravokotno) matriko A. V tem primeru ima ta matrika maksimalen stolpcni rang oz. razse-
Znost prostora .7 je enaka Stevilu stolpcev matrike A. Z Gram-Schmidtovim postopkov,
gl. izrek 4.16, nato izraCunamo ortonormirano bazo tega prostora. To lahko naredimo tudi
na nacin, ki je znan kot QR razcep matrike.

Izrek 4.29 — QR-razcep obrnljive matrike. Poljubno obrnljivo matriko A € M, (F) je
mogoce na en sam nacin razcepiti v produkt

A = OR,

kjer je QO € M, (IF) unitarna/ortogonalna matrika in R € M, (F) zgoraj trikotna matrika,
ki ima vse diagonalne elemente pozitivne.

Dokaz. Stolpci aj,...,a, tvorijo bazo prostora stolpcev .4 < F™!. Gram-Schmidtov
postopek (4.11) nam da

fl = i7
]
e gk
gk:ak_z<akafi>nfi; fk:_7 k:2737"'7n7
i=1 gkl
od koder lahko izrazimo stolpce ay,...,a,

a; = |ja;||f},

k—1
a = |lellfc+ Y (ag.f),fi, k=2,3,...,n.

i=1

Uvedba matrik Q = [f|f>]...|f,] in R = [r;j], Kjer je rix = ||gk|| in ry = (ay,£i)n zai <k
in rjy =0 za i > k, nam da Zeleni razcep.

PokaZzimo Se enoli¢nost razcepa. Denimo, da bi imeli A = Q1R = Q»R», kjer sta ma-
triki Q1 in Q5 unitarni/ortogonalni ter Ry in R, zgoraj trikotni s pozitivnimi diagonalnimi
elementi. Dobimo Q30 = R2R1’1. Matrika RzRfl je zgoraj trikotna s pozitivnimi diago-
nalnimi elementi, medtem, ko je njej enaka matrika Q501 produkt unitarnih/ortogonalnih
matrik in zato tudi unitarna/ortogonalna. Ni tezko videti, da je edina taka matrika enotska,
od koder sledi, da je Q1 = Q> in R| = R;. [ |

Bodi sedaj A € """ poljubna matrika z linearno neodvisnimi stolpci, ki so zato baza
prostora stolpcev .%4. Tudi v tem primeru lahko izvedemo QR razcep.
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lzrek 4.30 Za poljubno matriko A € F"™", n < m, obstajata unitarna/ortogonalna matrika
Q € M,,(F) in matrika R = [rij} ,rij =0zavsei> j,daveljaA = QR. Bolj natanCno,
matriki R in Q sta oblike

R= {%], 0=10110,],

kjer je Ry € M, (F) zgoraj trikotna (lahko jo izberemo s pozitivnimi diagonalnimi ele-
menti), stolpci vsake od Q1 € F"*" in Q, € """ pa so ortonormirani. Matri¢na nicla
v matriki R je velikosti (m —n) x n. Nato je

A=0R=[01]0)] {%} = OiR:. (4.18)

Iz (4.18) vidimo, da imamo pri izbiri O, precej svobode, Ce je n < m in tako
nasploh ne moremo govoriti o enoli¢nosti tega razcepa. Matriko Q> kakorkoli
lahko izberemo kot dopolnitev matrike O do unitarne/ortogonalne matrike Q.

Dokaz. Podobno kot v dokazu izreka 4.29 sestavimo matriko Q € [F"»" z ortonormiranimi
stolpci in zgoraj trikotno matriko R; € M, (F), da velja A = Q|R;. Do razcepa A = OR
pridemo (neenoli¢no v smislu izbire Q;) kot v enakosti (4.18). |

Naj bo A € """ poljubna matrika. Za stolpec x €F"! je Ax € F"! in je tako mogoce
izratunati skalarni produkt med Ax in poljubnim vektorjem y €F"!. Za standardni skalarni
produkt v F™! velja zelo prakti¢na lastnost, ki jo navajamo v spodnji trditvi.

Trditev 4.31 Za poljubno matriko A € " in matri¢na stolpca x € ™!, y € F"™! ter
standardna skalarna produkta ( , ), in ( , ),, na prostorih ™! oz. F"™! velja

(Ax,y),, = (xA"y) ., xeR" yeR", (4.19)
inzaF=C
(Ax,y),, = (x,A%y),, xeC" ye C". (4.20)

Dokaz. Enakosti bomo preverili le za kompleksen primer, realen je analogen, le adjungira-
nje nadomestimo s transponiranjem (konjugiranje izpustimo). Standardni skalarni produkt
na C™! se izraza

(AX,y),, = ¥ AX,
po drugi strani pa je po pravilih matri¢nega racuna izpolnjeno
YAX =y (A")x = (A"y)"x = (x,A%y),
za poljubna stolpca x € C™! iny € C"™!. |

V naslednjem izreku podamo povezave med ortogonalnostjo in znacilnimi podprostori,
ki se navezujejo na neko matriko. Zapisa .%4 in .44 oznacujeta stolpéni oziroma nicelni
podprostor matrike A.
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Izrek 4.32 Za poljubno matriko A € C"™" veljata zvezi

S = My (4.21)
Nh = Fye (4.22)

Za realno matriko A € R™" veljata podobni zvezi, le da adjungiranje * zamenjamo s

transponiranjem .

Dokaz. 1z enakosti (x,A*y), = (AX,¥)n, ki velja za poljuben x € F”, sledi, da jey € A4+
natanko tedaj, ko je y L .4, kar potrjuje enakost (4.21). To lastnost uporabimo $e za A* in
dobimo, da je <§”AJ; = 4. Prehod na ortogonalni komplement in .7+ = (QE”A*)LL nam po
tocki 6 trditve 4.22 potrdi Se drugo trditev (4.22). Realni primer preverimo analogno. W

Linearne preslikave x — Ux, kjer je U € M,(IF) unitarna/ortogonalna matrika, so
zelo pomembne v geometriji. Ohranjajo namre€ skalarni produkt in posledi¢no dolZine
vektorjev.

Trditev 4.33 Naj bo U € M, (IF) poljubna unitarna/ortogonalna matrika. Linearna presli-
kava x — Ux, x € F*! ima naslednje lastnosti:

(1) (Ux,Uy), = (x,¥)n, za poljubna vektorja x, y € F™!;

(2) ||UX]|| = ||x||, za poljuben vektor x;

(3) ||[U(x—y)|| = |[x—y]|, za poljubna vektorja x, y € F"!.

Dokaz. Uporabimo (4.20) in U*U = I in izratunamo
<UX7 UY>n - <X7 U*Uy>l’l - <X,Y>n7

kar potrdi tocko (1). Tocka (2) je le poseben primer (1), ko namesto y vstavimo X in
uporabimo, da je ||x||? = (x,x),. To¢ka (3) pa sledi iz linearnosti preslikave in tocke (2).
|

Iz lastnosti (3) prejSnje trditve, kjer ||x —y|| razumemo tudi kot razdaljo (metriko),
vidimo, da preslikava x — Ux ohranja tudi razdalje med tockami. Takim preslikavam
reCemo izometrije. Taka preslikava je npr. vrtenje, ki smo ga srecali v zgledu 3.11, realna
matrika, s katero pa smo to preslikavo predstavili, pa je ortogonalna.

Na evklidskem vektorskem prostoru lahko vpeljemo pojem kota med nenielnima
vektorjema x, y € R™! z obrazcem

T
cos @ = (¥l _ ¥y X (4.23)

Iyl Iyl

kjer je @ kot med x in y. Obrazec se ujema z obrazcem za kot med vektorjema v tri-
razseznem prostoru R>. Razlog, zakaj je to v splo§nem evklidskem prostoru mogoce, je
Cauchy-Schwarzeva neenakost (gl. izrek 4.11), ki pove, da desna stran enakosti (4.23) po
absolutni vrednosti ne preseZe vrednosti 1. Seveda enakost (4.23) vkljucuje tudi to, da je
kot med nenicelnima vektorjema 7 /2 Ce in le, e je skalarni produkt med njima enak 0.
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Predoloceni sistemi linearnih enacb - metoda najmanjsih kva-
dratov.

V tem razdelku bomo predstavili eno izmed moZnosti uporabe koncepta ortogonalnosti,
ki smo ga spoznali v prej$njih razdelkih. V inZenirski praksi pogosto sreCamo problem
ocenjevanja parametrov, kjer za doloCene parametre vemo, kako so povezani, Zelimo pa
nekatere od njih empiri¢no dolociti z meritvami. Ena od metod je znana po imenu metoda
najmanjSih kvadratov. Predstavili bomo nacin ocenjevanja linearno odvisnih parametrov.
Za ilustracijo problema zacnimo z zelo preprostim zgledom.

» Zgled 4.34 Znano je, da je temperatura medija 7" linearno odvisna od Casa t, naj bo torej
T (t) = To+ kt. Na osnovi meritev Zelimo oceniti parametra 7p in k. Meritve temperature
T; v ¢asovnih tockah ¢, j = 1,2,3,4, so podane v tabeli 4.1.

J 11 (23 [4
;10 [3 |6 |9
T; | 10 | 40 | 50 | 60

Tabela 4.1: Meritve temperature

Imamo torej Stiri meritve, Zelimo pa oceniti dva parametra. Ponavadi imamo veliko vec¢
meritev, kot je potrebno oceniti parameterov. Upostevajo¢ T = T (¢;) = Tp + kTj dobimo
sistem Stirih linearnih enacb za dve neznanki 7j in k

To+ 0k =10
To+ 3k =40
Tp + 6k = 50
Ty + 9k = 60.

Z vpeljavo matrik

10 10
O N
A=11 6| X_[k}’ b= 150/

19 60

dobimo t.i. predolo€en sistem linearnih enacb Ax = b, ki ima tipi¢no veliko ve¢ enacb kot
neznank. Intuitivno seveda pricakujemo, da bomo z ve¢ meritvami, za katere se seveda
zavedamo, da so do neke mere nenatancne, dobili boljSo oceno parametrov. .

ReSujemo torej linearen sistem enacb Ax = b, kjer imamo praviloma veliko ve¢ enacb
kot je neznank. Ce je A € F™", predpostavimo, da je m > n (tipi¢no je m > n). Obitajno
je tak sistem v klasicnem smislu resljivosti nekonsistenten - protisloven, to je tak, ki nima
nobene eksaktne resitve.

Privzemimo torej, da ni takega vektorja x, ki bi zadoscal enacbi Ax —b = 0. Poskusimo
najti x, za katerega bo veljalo, da je |Ax — b|| minimalna. Naj bo b € .%} ortogonalna
projekeija vektorja b na podprostor .4. Linearen sistem Ax = bj je resljiv, saj be.%
pomeni, da je b linearna kombinacija stolpcev matrike A (gl. (2.1)), koeficienti te linearne
kombinacije pa so komponente vektorja x. Naj bo X reSitev, torej je AX = b. 1z lastnosti
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ortogonalne projekcije vemo, da je b—b=bt_L Sy. Torej je b—be. 7 = Na+ po
(4.21). Od tod sledi

A (B _ b) —0,

z upostevanjem AX = b pa je
A*AX = A™D,

¢emur pravimo normalni sistem enacb . V realnem primeru se ta sistem glasi
ATAX=ATb.

Normalni sistem enac¢b dobimo preprosto tako, da enacbo Ax = b z leve pomnoZimo z A*
oziroma AT, sistem, ki ga dobimo, je resljiv in resitev je stolpec parametrov, ki smo ga
iskali.

Pripomnimo $e, da reSitev ni nujno enoli¢na. Eno samo resitev pa dobimo, Ce je A taka
matrika, da je .44 = {0}, kar je v praksi obi¢ajno izpolnjeno, saj ocenjujemo le neodvisne
parametre.

m Zgled 4.35 Ocenimo parametre v problemu, ki smo ga zastavili v zgledu 4.34. Resiti je
treba 2 x 2 linearen sistem A7 AX = AT b, kjer je

ro [4 18 o 1601 [T
AA_[lg 126],Ab_[ cx=

Opazimo, da je sistem enoli¢no resljiv, dobimo 7o = 16°, k = 13—6 in reSitev se tako glasi

T=16+ 13—6t. Graf linearne funkcije dobljene na tak nacin se imenuje tudi regresijska
premica.

70
60 )
50 .

40 .

30

20

Slika 4.2: Regresijska premica

2 ) Odkod ime metoda najmanjsih kvadratov?

Vektor b = AX je bil izbran po kriteriju, da je norma ||b — BH minimalna. Iskali smo
min||b —A§||2 (minimum kvadrata norme nastopi v isti tocki kot minim norme). Mini-

n
mizirali smo namre¢ vsoto kvadratov, saj smo imeli evklidsko normo, Y (b; — (Ax)l-)2 =
i=1

b — A%]|%.
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4.3 Naloge

1. Za naslednje preslikave preverite ali so skalarni produkti ali ne.
a) R ((x1,x2,x3), (v1,¥2,¥3)) 1= 2x1y1 +X2y2 + 3x3y3
b) RY; ((x1,x2,x3), (y1,2,¥3)) = X131 — X2¥2 + 3x3)3
¢) Rafx]: (p(x),q(x)) = p(0)q(0) +p'(0)4' (0) + p" (0) 4" (0)
d) Cla,b] ={f; f je zvezna funkcija na int. [a,b]},
(f.8) = [ f (x) g (x)dx.
R.: a) da, b) ne, ¢) da, d) da.
2. Poiicite vse vektorje v R3, ki so glede na skalarni produkt, podan v tocki a) naloge 1,
ortogonalni na vektorja x = (2,1,1) iny = (0,1,0).
R.: Premica skozi (0,0,0) v smeri vektorja (3,0,4).
3. Izracunajte normo polinoma p (x) = x +x? glede na skalarni produkt iz tocke c)
naloge 1. Nato polinom p(x) Se normirajte.
R.: ||p (x)|| = v/5, normirani polinom je enak %.
4. DokaZite Cauchy-Schwarzevo neenakost v evklidskem vektorskem prostoru z uporabo
neenakosti ||[tu+v||? > 0, ki je izpolnjena za vse t € R.
R.: Najprej je [(u,v)| = 0= ||ul|||v||, e je u = 0 ali v = 0. Torej privzemimo, da sta
oba u in v, nenicelna. Uporabimo

0<|[ru+v|?=(ru+v,ru+v)
2 2 2
=17 [|u]|” +2¢ (w, v) + [|v]|7,

izraz na koncu je kvadratna funkcija v 7, ki je za vse ¢t nenegativna. Zato je njena
diskriminanta nepozitivna: 4(u,v)? — 4|[u||?||v||> < 0. Delimo s 4, korenimo in
rezultat sledi.

5. Izberite neko urejeno ortonormirano bazo R glede na standardni skalarni produkt,
katere prvi bazni vektor bo kolinearen z vektorjem (1,1, 1). Nato zapisite dobljene
vektorje v stolpce matrike Q. Katere posebne vrste je dobljena matrika?

| R |
Vi o6 V2
R.: Za Q je ve€ mozZnosti, npr.: Q = \/Lg \/LE 0 |. Tretji stolpec lahko dobimo
4 =1 1
3. V6 V2

tudi z vektorskim produktom. Matrika Q je ortogonalna.

6. Izberite neko ortonormirano bazo C? glede na standardni kompleksni skalarni
produkt, katere prvi bazni vektor bo kolinearen z vektorjem (1,i). Nato zapisite
dobljena vektorja v stolpca matrike. Katere vrste je dobljena matrika?

V2|

; } , ker mora biti 2. stolpec [ vzv } 1 { 1 } , kar

R: |[(1,)|*=12+i(—i) =1—i2=1+1=2. Torej prvi stolpec bo Lz { !

1

Nato je na primer U = \/LE [ ;

da enacbo

RIBRIRIBEE

Dobimo z = iw in izberemo npr. w = 1. Matrika U je unitarna.
7. Glede na standardni skalarni produkt izracunajte neko ortonormirano bazo pod-
prostora V < R*, napetega na vektorje vi = (1,0,0,1), vo = (1,—1,1,1), v3 =
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10.

11.

12.

(0,0,0, 1), nato pa jo Se razsirite do ortonormirane baze celega prostora R*. Zapi-
Site neko ortonormirano bazo V=*.

R.: Z Gram-Schmidtovim postopkom dobimo f; = %V], f, = % (0,—1,1,0),
f=1(-1,—-1,—-1,1);zaV = Z{f;,f,f3} imamo V' = .Z {(1,—1,—1,—-1)}.

Poiscite pravokotno projekcijo vektorjax = (2,2, —1,1) glede na standardni skalarni

1 0
4 . 0 -1
produkt v R™ na prostor stolpcev /4 matrike A = 0 1
1 0
R.: Stolpca matrike A sta ocitno ortogonalna, za ortonormirano bazo ju le Se nor-
mirajmo. Najbo f; = J=[1 0 0 1]"inf= 5[0 —1 1 0]". Pravokotna
projekcija X = (x,f)f; + (x,£,)f; = %fl - %fz = \% 11 -1 1] T

Dokaite tocke (1), (6) in (7) trditve 4.22.

R.: (1) v € M+ to¢no takrat, ko je (v,m) = 0 za vsak m € M. Denimo, da sta vy,
v, € M+, potem je (vi +va,m) = (v{,m) + (v2,m) = 0. Podobno je (av,m) =
a{v,m) =0 za vsak m € M. S tem je M~ zaprta za setevanje in skaliranje.

(6) O¢itno je M C (M~*)+. MnoZica na desni je vektorski podprostor po (1), zato je
tudi Z(M) C (M*)*.

(7)V =Z(V), uporabimo $e (6).

PokaZite, da so funkcije 1, cosx in sinx paroma ortogonalne glede na skalarni
produki (f,g) =[5 f (x) g (x)dx.

R.: fom 1 cosxdx =0, fom 1 sinxdx = 0, fom cosxsinxdx = 0.

Po metodi najmanjsih kvadratov dolocite resitev linearnega sistema AX = b, kjer je

—_ = = =
[S—Y
=2
I

—_ O N =

R.: Enacba (sistem linearnih enab) Ax = b, gotovo ni resljiva, ker stolpec b ¢ .74.
V .#4 imajo namrec vsi stolpci 3. in 4. koordinato enaki, to pa za vektor b ne velja.
Resitev normalnega sistema enatb AT A% =ATb se glasi X = 43'1 231 %]T

Za linearno odvisnost dveh veli¢in x in y = ax+ B imamo naslednje meritve.

Xi Yi
~1,1 -3,2
0,2 —0,9
0,9 1,0
2,2 32

Z resitvijo normalnega sistema dolocite parametra o in B regresijske premice.
R.: Regresijska premica ima enacbo y = 1,97x — 1,06.
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5. Spektralna teorija matrik

Problem lastnih vrednosti

Diagonalizacija

Naj bo V kon¢norazsezen vektorski prostor nad poljem F in .% : V — V linearna preslikava.
Denimo, da je # = {ey,e,,...,e,} taka urejena baza prostora V, da je matrika D = [.F#] 4,
prirejena preslikavi .% v tej bazi, diagonalna:

M 0 ... 0
0 A ... 0

D= - G-D
0O 0 ... A,

To pomeni, da je

Fe = Me;+0e+...4+0e,
Fe, = 0ei+Aer+...+0e,

Fe, = 0e;+0e+...+Ae,.

Zastavimo si dve temeljni in povezani vprasanji.

2 ) Ali obstaja taka baza prostora V, da bo matrika preslikave .7 v tej bazi
diagonalna?

2 ) Pri katerih pogojih je matrika A € M, (IF) podobna (gl. definicijo 1.31) dia-
gonalni matriki (to pomeni: obstajata taka obrnljiva matrika S in diagonalna
matrika D, da je A = SDS™! )?

Definicija 5.1 Matriko A € M,(FF) je mogoce diagonalizirati (oziroma A je diago-
nalizabilna), kadar obstajata taka obrnljiva matrika S € M,,(IF) in diagonalna matrika
D € M,(F), da veljaA = SDS~!.

Drugo vprasanje lahko sedaj preoblikujemo v: Pri katerih pogojih je A diagonalizabilna?
V trditvi, ki sledi, je podana povezava med gornjima vpraSanjema.

Trditev 5.2 — Diagonalizacija preslikave - diagonalizacija matrike. Naj bo A matrika
linearne preslikave .% : V — V v katerikoli izbrani urejeni bazi prostora V. Taka baza
prostora V, da je matrika preslikave .%# v tej bazi diagonalna, obstaja natanko tedaj, ko je
matrika A diagonalizabilna.
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Dokaz. Denimo, da je A = [a;;] matrika preslikave .# v izbrani bazi {e,...,e,} in je
A = SDS~! zaneko obrnljivo matriko S = [s;;] in diagonalno matriko D = diag(dy,...,d,).
Postavimo efc =y" i=15jk€j, J =1,2,...,n, in pokazimo, da so to prav vektorji iskane baze.
Zaradi obrnljivosti matrike S so linearno neodvisni. Nadalje iz A = SDS™! sledi AS = SD
oziroma ZJ lausjk disir, i,k =1,2,...,n. UpoStevamo $e linearnost .7, dejstvo, da je
Fe;=Y" a;j€,j=12,...,nin

n n
SikFej= ZSijaijeiZZ Z aijsjk)e

J=

Fe =

kslkel — dk Z Sik€i = dkek7
i=1

h
i
za vsak k =1,2,...,n. To pomeni, da je diagonalna matrika D matrika preslikave .% v
bazi {e},...,€}}.

Obratno, recimo, da matrika A ni diagonalizabilna in hkrati obstaja baza, v kateri je
matrika preslikave .# diagonalna. Matriki, ki predstavljata isto preslikavo, sta podobni,

kar pomeni, da je A podobna diagonalni matriki, torej diagonalizabilna, kar je o€itno
protislovje. |

Denimo, da je A diagonalizabilna; naj bo A = SDS~! za neko diagonalno matriko
D = diag(Ay,...,4,) in obrnljivo matriko S. Stolpci matrike S so zaradi obrnljivosti S
linearno neodvisni in, ker jih je to¢no n, tvorijo bazo prostora stolpcev F»!. Te stolpce
oznalimo x; = Se;, i = 1,2,...,n, in upostevajo¢ A = SDS~! in (5.1) izradunajmo

AXI' = SDS_ISel- = SDe,- = Sl,-ei = QL,-Se,- = Al'Xl'.

Tako smo izvedeli, da ima vsak stolpec X; matrike S lastnost Ax; = A,;x;. To nas vodi do
naslednje definicije.
Definicija 5.3 Neni¢eln matricni stolpec x € F"! je lastni vektor matrike A € M, (IF),
Ce obstaja tak skalar A € IF, da velja
Ax=Ax, x#0.

Skalar A se imenuje lastna vrednost matrike A, matri¢ni stolpec x pa lastni vektor
matrike A, ki pripada lastni vrednosti A. Za par (x, ) re¢emo, da je lastni par.

Podobna definicija je za lastni par linearne preslikave.

Definicija 5.4 Neniceln vektor v € V se imenuje lastni vektor linearne preslikave
Z .V — V, kadar obstaja tako Stevilo A € F, da je

FVv=Av, V#0.
Stevilu A re¢emo lastna vrednost preslikave .7

= Zgled 5.5 Denimo, je linearna preslikava .% : F™>! — F! podana s predpisom .Zx = Ax,
x € !, kjer je A € M, (F) poljubna kvadratna matrika. V tem primeru se lastni pari
linearne preslikave .# ujemajo z lastnimi pari matrike A. .
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= Zgled 5.6 Recimo, da je &7 : R? — R? pravokotna projekcija na ravnino X skozi
izhodisCe, X = {F; ¥ =td + sb, t,s € R}, kjer kot ponavadi toCke ravnine enac¢imo z
njihovimi krajevnimi vektorji, in jo dolocata linearno neodvisna vektorja d in b, vektor 7,
na primer 7 = d X b, pa naj bo normalni vektor te ravnine. Ocitno vektorji d, binfi v tem
vrstnem redu tvorijo neko urejeno bazo prostora R3. Hkrati pa imamo:

Pai—=ad=1a
Phb=b=1b
Pit =0 = 0.

Opazimo, da sta vektorja d in b lastna vektorja projekcije &2 pri lastni vrednosti A; = 1,
prav tako je vsak vektor zd + sb # 0 lastni vektor za A = 1, saj je zaradi linearnosti &

P(td+sb) =t Pd+sPb = td+sb = 1(td+ sb).

Vektor 7, prav tako pa tudi vsak nenicCeln skalarni veckratnik ¢7, pa je lastni vektor pri
lastni vrednosti A, = 0, saj je & (ti) = t P15 = 0. Matrika preslikave & v urejeni bazi
P = {d, b, 1}, kjer vzamemo tako urejenost kot so po vrsti bazni vektorji napisani, je
zaradi

1 0 0
(24, =1, = (0|, [#8] =[5] =] [(#7,=[0] =0
0 0 0
diagonalna in se glasi
1 00
=[Zz=1010
0 0O

Omenimo, da sta Stevili 1 (dvakratna) in 0 hkrati tudi lastni vrednosti matrike P. Zgoraj
smo pokazali tudi, da so vsi nenicelni vektorji ravnine X lastni vektorji, ki ustrezajo lastni
vrednosti 1, in da so krajevni vektorji neniCelnih tock na premici (skozi izhodisce) v smeri
vektorja 7i lastni vektorji za lastno vrednost 0. .

Racunanje lastnih parov

V duhu trditve 5.2 se bomo omejili le na obstoj in racunanje lastnih vektorjev in lastnih
vrednosti matrik.

Naj bo A € M, (F) in denimo, da je matri¢ni stolpec x lastni vektor matrike A pri lastni
vrednosti A. Torej je X # 0 in Ax = Ax. Imamo (nelinearno) enacbo z neznankama x in
A. Vendar, ¢e bi A Ze poznali, bi imeli opravka z linearnim, celo homogenim sistemom
linearnih enacb (A — A7)x = 0. Imamo pa $e podatek, da mora biti A tako $tevilo, da bo ta
sistem imel tudi neniCelne reSitve. Tako mora biti matrika A — A1 singularna (sicer bi bila
edina reSitev nicelni stolpec) in tako njena determinanta enaka 0. Tako smo dobili enacbo
z eno samo neznanko

det(A — A1) = (5.2)
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Za lazjo predstavo razpiS§imo matriko A — A1 za n = 4.

ajl—A  anp a ais
| an an—A  an a4
A—Al=
asy ax ax—A  axy
as as asz  am—A

Trditev 5.7 Bodi A € M,,(IF). Izraz det(A — A1) je polinom stopnje n v skalarni spremen-
ljivki A.

Trditev bo direktno sledila iz malo splo$nejse trditve. Lema je v matematiki ime za
bodisi zelo preprosto bodisi pomozno trditev.

Lema 5.8 Ce je [a;; —&;jA] € M, (F) taka matrika, da je €&, = I najve¢ enkrat v vsaki
vrstici in najvec enkrat v kateremkoli stolpcu, sicer pa enak 0, je det [a;; — &;A ] polinom
stopnje kve¢jemu n v spremenljivki A.

V posebnem, ko so vsi &; = 1, vsi ostali pa enaki 0, je [a;j — &;A] =A— Al in
det(A — AI) polinom natanko stopnje n.

Dokaz leme. Zatnimo z bazo indukcije. Ce je n = 1, je det [a11 — €11A] bodisi enaka
aiy — A, bodisi ay, torej v obeh primerih polinom v A, ki ne preseZe stopnje 1. Tudi drugi
del trditve, ko je €1 = 1, ocitno velja.

Denimo, da obe trditvi v lemi Ze veljazan—1 > 1 in naj bo A € M, (F). Z razvojem

n

kjer so k1 j(A) kofaktorji pozicij (1, ), j=1,2,...,n,ink;j(A) = (— l)f“detA’ (A). Pri
tem 50 A (1) € M,,—1 (F) matrike, ki jih dobimo iz laij — €jA] z izpustitvijo 1 vrstice
in j-tega stolpca. Po indukcijski predpostavki so vsi kofaktorji k1 j(A) polinomi stopnje
kvejemu n — 1 in zato je det [a;; — &;A] polinom najve stopnje n.

Kadarpaso g;=1zavsei=1,2,...,n,in vsi ostali &; = 0, imamo

det [a,-j —Sij},} = det(A—)LI) = (6111 —l)kn()t) + Z Clljklj(ﬂ,),
j=1

kjer je k11(A) po indukcijski predpostavki polinom natanko stopnje 7 — 1, vsi ostali ky;(A)
pa ne presezejo stopnje n — 1. Tako je konéno det(A — A1) polinom natanko stopnje n. W

Omenjeni polinom je tako pomemben, da ga poimenujemo.

Definicija 5.9 Za poljubno kvadratno matriko A se polinom p4(A) := det(A — A1)
imenuje karakteristi¢ni polinom matrike A.

Nekateri kot karakteristicni polinom matrike A vpeljejo det(Al —A), ki se od
naSe definicije razlikuje kve¢jemu v predznaku. Vodilni koeficient det(A1 —A)
je vedno enak 1, medtem, ko je vodilni koeficient polinoma p4(A) = det(A —
AI) enak (—1)" za matriko A € M,(IF). Nasa definicija je bolj primerna za
prakti¢no racunanje, ker elementi matrike A tako ostanejo nespremenjeni
(sicer bi se vsi pomnoZili z (-1)).
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Omenimo $e eno lastnost koeficientov karakteristi¢nega polinoma.

Trditev 5.10 Naj bo ps(A) =det(A — AI) = (—1)"A" + ¢, 1 A" '+ +c1A + ¢ karak-
teristi¢ni polinom matrike A = [a;;] € M, (F). Potem je co = detA in c,—1 = (—1)" (a1 +
an+ -+ ).

Izrazu aj; + ay + - - - + apy, reCemo sled matrike A = [q; j] in jo bomo oznacili s sled A.
Ni tezko videti, da je preslikava iz M,,(IF) v F, A +— sled A, linearna preslikava.

Trditev 5.11 Lastne vrednosti matrike so natanko nicle karakteristicnega polinoma, pripa-
dajoci lastni vektorji pa vsi neniCelni elementi ni¢elnega prostora matrike A — A1.

Dokaz. Matrika sistema (A — A7)x = 0 mora biti singularna, ker i§¢emo nenicelne resitve
tega linearnega sistema enacb. Torej je det(A — A1) = pa(A) = 0 za vsako lastno vrednost
A matrike A. Hkrati mora biti vsak pripadajoci lastni vektor x € A4, _5;\ {0}. [

Definicija 5.12 Nicelni podprostor matrike A — Al, A4_;; = {x; (A—Al)x = 0},
imenujemo lastni podprostor k lastni vrednosti A.

Vsi nenicelni vektorji lastnega podprostora so hkrati tudi lastni vektorji, ki
ustrezajo lastni vrednosti A. Vektor 0 je edini element lastnega podprostora,
ki ni lastni vektor.

2 ) Aliima vsaka kvadratna matrika A € M, (IF) kako lastno vrednost?

Odgovor na to vprasanje je nikalen v primeru, ko je F = R. Ze polinom druge stopnje
z realnimi koeficienti ima lahko le par konjugiranih kompleksnih nicel in tako enacba
pa(A) = 0 nima realnih reSitev. V naslednjem primeru sre¢amo prav tako matriko.

m Zgled 5.13 Karakteristicni polnim matrike A = [(1) _01} se glasi:

A -1

det(A — AI) z‘ . -

‘ =A7+1
in ena¢ba A2 4 1 = 0 premore le resitvi +i. Matrika A torej nima realnih lastnih vrednosti,
Ce pa bi jo obravnavali kot A € M,(C), pa bi imela dve konjugirani lastni vrednosti i in —i.

Po osnovnem izreku algebre ima vsak polinom stopnje n > 1 s kompleksnimi koeficienti
vsaj eno kompleksno niclo. Ce Stejemo Se njihove veCkratnosti, jih ima natanko .
Od tod zakljucimo:

Trditev 5.14 Vsaka kompleksna kvadratna matrika A € M, (C) ima vsaj eno lastno vrednost.
Steto z veCkratnostmi v karakteristicnem polinomu jih ima natanko n.

Zato se v bodoce dogovorimo, da Ce ni posebej reCeno drugace, obravnavamo
le matrike s kompleksnimi elementi. Ti so lahko tudi vsi realni, a realna
matrika, kot smo videli zgoraj, ima lahko kompleksne lastne vrednosti. Te
lahko nastopijo le v konjugiranih parih, ker je vsak realen polinom razcepen
do faktorjev stopnje kvecjemu 2.
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01 1
mZgled 5.15 Za matrikoA = |3 1 —2| izraCunajmo karakteristi¢ni polinom, lastne
5 4 —1

vrednosti in pripadajoce lastne vektorje.

Karakteristi¢lni polinom se glasi

—A 1 1
pa(A)=detA—Al)=det| 3 1-1 -2 |=A(1—-A)(1+A).
5 4 —1-2

Lastne vrednosti, nile karakteristicnega polinoma, so A; =0, A, =1, A3 = —1.

Sedaj za vsako lastno vrednost izraCunamo Se pripadajoce lastne vektorje, t.j. poiS¢emo
vse neniCelne reSitve homogenega sistema (A — A1)x = 0. Dobimo:

1
e prid =0: x=C; | =1 |, 0£C; €R;
1
= 5 9
e prid=1: x=C | =1 |, 0£C,€R;
3 -
4
e prid=—1: x3=C3| =5 |, 0£C3€R.
1

Opazimo, da smo dobili tri lastne podprostore, vsak od njih je, gledano geometrijsko,
premica v smeri lastnega vektorja skozi izhodis¢e koordinatnega sistema. Z izbiro npr.
C;j=1, j=1,2,3, izberemo baziCne vektorje lastnih podprostorov.

Matriko A lahko gledamo kot matriko linearne preslikave x — Ax glede na standar-
dno bazo v prostoru R31. Ce v tem prostoru izberemo urejeno bazo % = {xi, X2, X3},
sestavljeno iz lastnih vektorjev matrike A, bo v tej bazi (v nasem primeru je potrebno Se
preveriti, da so res linearno neodvisni), nova matrika te linearne preslikave diagonalna. Naj
bo S = [x1|x2|x3] prehodna matrika spremembe baze iz standardne v .. Racun pokaze,
da detS # 0. Potem ima preslikava x — Ax v bazi iz lastnih vektorjev diagonalno matriko
D = diag(0,1,—1) in velja zveza A = SDS™!, gl. razdelek 3.2.1. Matriko A je bilo torej
mogoce diagonalizirati oz. A je podobna diagonalni matriki D (gl. def. 1.29).

Omenimo Se, da je matrika A realna in ima tri realne lastne vrednosti, zato je bilo
mogoce dolocCiti bazo iz realnih lastnih vektorjev. .

5.1.3 Pogoji za diagonalizabilnost

Spet zacnimo s temeljnim vpraSanjem.

2 ) Ali je vsako kompleksno matriko mogoce diagonalizirati?

Videli bomo, da je odgovor na to vprasanje nikalen. Zalomi se lahko le pri tem,
da linearno neodvisnih lastnih vektorjev ni dovolj, da bi tvorili bazo prostora C™!, kar
ponazori naslednji zgled.
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210
m Zgled 5.16 Trdimo, da se matrike A = |0 2 1| ne da diagonalizirati. Edina lastna
0 0 2
vrednost te matrike je A = 2, lastni podprostor te lastne vrednosti pa enorazseZen po izreku
2.45 (Rang-nicelnost) za matriko A — 2. Tako ni mogoce sestaviti baze prostora R>!, ki
bi vsebovala le lastne vektorje matrike A. .

Trditev 5.17 Matriko A € M,,(C) je mogoce diagonalizirati natanko tedaj, ko obstaja baza
C™! iz lastnih vektorjev matrike.

Dokaz. Zelo preprost, prepuscen bralcu. |

Denimo, da je .% : V — V linearna ter A in A’ matriki, ki predstavljata preslikavo . % v
razli¢nih bazah. Potem sta A in A’ podobni in videli bomo, da imata ista karakteristicna
polinoma. Zato lahko govorimo tudi o karakteristicnem polinomu poljubne linearne
preslikave na kon¢norazseznem vektorskem prostoru.

Trditev 5.18 Podobni matriki imata isti karakteristi¢ni polinom in posledi¢no tudi iste
lastne vrednosti vklju¢no z veckratnostmi.

Dokaz. Bodita A in A’ podobni matriki; naj velja A’ = SAS~! za neko obrnljivo matriko S.
Potem je

par(A)=det (A" —AI) =det (SAS ™' — A1) =det (SAS ™' —ASS™!) =detS(A—AI) S,

upostevajo¢ $e multiplikativnost determinante in dejstvo, da je detSdetS™! = 1, pa je
nadalje

pa(A) =detSdet (A — Al)detS™ ! =det(A—AI) = pa ().

Vpeljimo Se nekaj pojmov.
Definicija 5.19 Algebrska veckratnost lastne vrednosti Ay (oznaka: alg(Ag)) je stopnja
ni¢le Ay v karakteristi¢cnem polinomu. Spekter matrike A je mnoZica vseh njenih
paroma razli¢nih lastnih vrednosti 6 (A) := {A4,...,4}. Geometrijska veckratnost

lastne vrednosti A, (0znaka: geo (1)) je razseZnost pripadajoCega lastnega podprostora
J’ﬁ_ Aol

Trditev 5.20 Geometrijska veCkratnost poljubne lastne vrednosti matrike nikoli ne preseze
njene algebrske veckratnosti in ni manjSa od ena. ZapiSimo to lastnost Se formalno

1 < geo(Ag) <alg(Ay) za poljubno lastno vrednost Ay € G(A).
Dokaz. Najbo A € M,(C), Ay € 6(A) in geo(A9) =r > 1. Naj bo {ey,...,e,} urejena

baza lastnega podprostora .#_, ;. Dopolnimo jo do baze prostora C™! in v novi bazi
predstavimo preslikavo x — Ax z novo blo¢no matriko

I AOIr A12
A= [ﬂ@}
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ki je, kot vemo, podobna matriki A. Zato je njen karakteristicni polinom enak karakteri-
sticnemu polinomu matrike A, gl. trditev 5.17. Z razvojem determinante zaporedoma po
stolpcih do r-tega stolpca dobimo, da je
pa(A) = det( ’—AI)
(20 - A) Ir ‘ AIZ
0 ‘ Ap — )Lln—r
= (ﬂ() - }L)rdet (A22 - l[n,r) .

Od tod vidimo, da je alg(Ap) vsaj r, lahko pa je tudi vec, saj je A lahko $e ni¢la polinoma
det (A22 — ﬂ,ln_r). |

= det

V zgledu 5.16 ima matrika A eno samo lastno vrednost A = 2 z algebrai¢no veckratno-
stjo 3 in geometrijsko veckratnostjo le 1.

2 ) Kateri pogoj bi bil potreben in zadosten za diagonalizacijo matrike?

Korak proti odgovoru na to vpraSanje je spodnja trditev.

Trditev 5.21 Katerikoli lastni vektorji, ki pripadajo paroma razli¢nim lastnim vrednostim,
so linearno neodvisni.

Dokaz. Denimo, da so A, A,,...,A; paroma razli¢ne lastne vrednosti kompleksne matrike
A. Naj bodo X1, Xp,...,X pripadajoci lastni vektorji, t.j. AX; = A;x;, j=1,2,... k.
Postavimo linearno kombinacijo lastnih vektorjev in jo izenaimo z 0,

Bixi+ Boxo+ -+ Bix = 0. (5.3)

Z matemati¢no indukcijo na k, Stevilo razli¢nih lastnih vrednosti matrike A, bomo pokazali,
da so vsi koeficienti f3, ..., B te linearne kombinacije enaki 0 in posledi¢no, stolpci xy,
X2,...,X linearno neodvisni.

Za k = 1 uporabimo le, da je x; lastni vektor in zato po definiciji 5.3 neniceln. Iz
Bix; = 0 tako takoj sledi, da je B; = 0.

Za indukcijski korak predpostavimo, da trditev Ze velja za mnoZico k — 1 lastnih
vektorjev. PomnoZimo enacbo (5.3) z leve z matriko A in upoStevajmo, da so vsi X; lastni
vektorji matrike A. Tako dobimo

BiAix1 + BoAoxy + - - - + Brhixi = BiAX) + BrAxy + - - - + BrAx; = 0. (5.4)

Enacbo (5.3) pomnozimo z A; in jo odstejmo od enacbe (5.4). Prvi ¢len se odSteje, torej
dobimo

Bo(Aa — Ay)xo+ -+ 4 Bre( A — A1 )X, = 0. (5.5

To je linearna kombinacija k — 1 lastnih vektorjev, ki pripadajo paroma razlicnim lastnim
vrednostim, torej so po indukcijski predpostavki linearno neodvisni. Sledi, da so vsi
koeficienti linearne kombinacije (5.5) nicelni,

Bo(M2— A1) = B3(A3 — A1) =+ = Br(M4 — A1) = 0.

Zaradi Aj —A; #0, j=2,...,k,imamo f, = --- = B = 0. S to informacijo se vrnemo v
enacbo (5.3), da dobimo $e f3; = 0. [ |
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Izrek 5.22 — Zadosten pogoj za diagonalizabilnost. Matrika A € M,,(FF), ki ima
n razlicnih lastnih vrednosti v polju F, je podobna diagonalni matriki z vrednostmi
diagonalnih elementov v F.

Dokaz. Po zgornji trditvi je n lastnih vektorjev, ki ustrezajo razli¢nim lastnim vrednostim,
linearno neodvisnih in tako tvorijo bazo C™!. |

m Zgled 5.23 Zadosten pogoj v prejsnji trditvi nikakor ni tudi potreben pogoj. Za poljuben
skalar o € [ je skalarna matrika o/ ne le diagonalizabilna, temveC celo diagonalna, a ima
le eno, n-kratno lastno vrednost. Za skalarno matriko je vsak nenicelni vektor tudi lastni
vektor. .

Izrek 5.24 — Potreben in zadosten pogoj za diagonalizabilnost. Matrika A € M,,(C)
je diagonalizabilna natanko tedaj, ko se algebrajske veCkratnosti vseh lastnih vrednosti
ujemajo z geometrijskimi.

Dokaz. Denimo, da so Ay,...,A; paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A € M,,(FF) in
se njen karakteristi¢ni polinom glasi ps(A) = (A — A1) (A —2A2)2...(A =), ri+r+
---+ry = n. Diagonalizabilna matrika A je podobna matriki

Ml | 0
0 |l

52

S | OO

0 0 0 | Ay,
kjer je geo(A;) =s; < rj=alg(A;), j=1,2,...,k, pri Cemer je ):’J‘.:lsj =n= Z’j‘-zl rj.
Ce bi bil kak s; < r;, bi pristali v protislovju. Zato velja geo(A,) = r; = alg(4;) za vsak
j=12,... k.

Obratno denimo, da se ujemajo algebrske in geometrijske veCkratnosti vseh paroma
razli¢nih lastnih vrednosti. Za vsak j = 1,2,...,k imamo neko bazo {xgj ), - ,x%)} la-
stnega podprostora za A;, sestavljeno iz linearno neodvisnih lastnih vektorjev matrike A.
Videti je potrebno, da tvori mnoZica ry + - - - + r;, = n vektorjev

{xﬁ”,...,xﬁ}), X(lz),...,xg), I xgk),...,ng)}
bazo C™! oz. preveriti je potrebno le linearno neodvisnost, kar pa lahko naredimo zelo

podobno kot v dokazu trditve 5.21 in bomo izpustili. Podoben problem je predstavljen v
reSitvi naloge 1 v razdelku 5.3. |
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Trikotljivost matrike

V prej$njem poglavju smo spoznali, da ima lahko matrika premalo linearno neodvisnih
lastnih vektorjev, da bi tvorili bazo ustreznega prostora in zato ni diagonalizabilna. Vseeno
pa bi Zeleli do podobnosti bolj preprosto obliko. Na mestu je vprasanje:

2 ) Ali lahko dobimo kako posebno preprosto obliko matrike glede na relacijo
podobnosti tudi v primeru, ko lastnih vektorjev ni dovolj, da bi tvorili bazo?

IzkaZe se, da lahko (razmeroma enostavno) doseZemo zgoraj ali pa spodaj trikotno
obliko in to celo z unitarno podobnostjo (gl. def. 1.29).

Izrek 5.25 — Schurov izrek. Vsaka kompleksna kvadratna matrika je unitarno podobna
trikotni matriki. Vrednosti na diagonali te trikotne matrike so lastne vrednosti matrike.

Z drugimi besedami: za kvadratno kompleksno matriko A € M, (C) obstaja taka
unitarna matrika U in taka (zgoraj ali spodaj) trikotna matrika T z lastnimi vrednostmi
matrike A v poljubnem vrstnem redu na diagonali, da je

A=UTU". (5.6)

Podobno velja za realno matriko, a le, ¢e ima samo realne lastne vrednosti.
Unitarno matriko U, ki inducira unitarno podobnost, je v realnem primeru
mogode izbrati realno, zato je ta ortogonalna, sajje U~ ! = U* =UT.

Dokaz. Izvedemo z matemati¢no indukcijo na n. Za n = 1 je trditev v izreku ocitna. Za
lazje razumevanje si oglejte primer n = 2 v reSitvi naloge 2 v tem poglavju. Podobno idejo
bomo uporabili za indukcijski korak.

Denimo, da izrek Ze velja za matrike velikosti n — 1, n > 2. Kot vemo, po trditvi
5.14, obstaja vsaj ena lastna vrednost matrike A; izberimo poljubno lastno vrednost A; in
poljuben pripadajoci lastni vektor f;. Po potrebi ga normiramo in tako lahko vzamemo, da
je |If1|| = 1. Mnozico {f;} lahko najprej dopolnimo do neke baze {f},e;,...e,} prostora
matri¢nih stolpcev C™!. Nato lahko iz te baze z Gram-Schmidtovim postopkom (gl.
izrek 4.16) dobimo ortonormirano bazo, recimo {f},f,...,f,}, ki porodi blo¢no unitarno
matriko (gl. def. 1.16) U; = [f;|f2] ... f,]. Matrika A je matrika linearne preslikave x — Ax

v standardni bazi. Nova (blo¢na) matrika te preslikave v urejeni bazi {f;,f,,...,f,} se
glasi
. M| T
UrAUy = { 0 Ay |’ (5.7)

ker je Af; = Af}; o vektorjih Af,,. .. Af, pa ne vemo niCesar posebnega, tem pripada drugi
blo¢ni stolpec matrike na desni strani (5.7). Nato uporabimo indukcijsko predpostavko za
matriko Ay, € M,,_(C). Obstajata taka unitarna matrika V € M,,_1(C) in zgoraj trikotna
matrika 7»,, da Velja Apy = V22T22V2*2. Iz racuna

o] = Lo |~ o] o7 oz

0 |Axn 0 | VaaTnoVsy 0V [| O[T ||O]|V5 ]

kjer * v prvi vrstici in drugem stolpcu predstavlja izraz, ki nas posebej ne zanima. Ozna-
¢imo

1] 0
V=]
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in bralcu prepustimo preverjanje, da je V unitarna matrika ter (U;V)* = V*U;. Tako
dobimo, da je

B M| o* .

Nazadnje upostevamo Se, da je U;V kot produkt unitarnih matrik unitarna matrika (gl.
trditev 1.17), kar sklene indukcijski korak.

Nazadnje Se dejstvo, da so na diagonali trikotne matrike 7 lastne vrednosti matrike
A, sledi iz enakosti karakteristicnih polinomov podobnih (zato tudi unitarno podobnih)
matrik, gl. trditev 5.18. |

Kakor je avtorici znano, je za dve podani matriki na sploSno razmeroma tezko presoditi
ali sta unitarno podobni. Ce pa se omejimo na kako "ta pravo" podmnoZico kvadratnih
matrik, pa je to mogoce. Na primer normalne matrike so ena od takih podmnozic, o tem
bomo vec povedali v poglavju 6, natancneje v izreku 6.1.

Polinomske funkcije matrik

Naj bo p(x) = ag +ayx+--- +ax* s koeficienti ag, aj,...,a; € F poljuben polinom in
A € M,(FF) poljubna matrika. Na naraven nacin temu polinomu priredimo n x n matriko
kot vrednost polinoma z matricnim argumentom

p(A) ==apl + a|A+- -+ aA* € M, (F).

Omenimo, da smo Clen ag nadomestili z matriko ag/. Hitro se lahko prepricamo, da je
vedno izpolnjeno

Ap(A) =p(A)A. (5.8)

O zvezi med matriko in njenim karakteristi¢nim polinomom govori pomemben izrek.

Izrek 5.26 — lzrek Hamilton-Cayley. Vsaka kvadratna matrika je nicla svojega karak-
teristicnega polinoma:

0O ... 0
PA(A):OZ o o, ¢
0O ... 0

Pred dokazom si oglejmo, kaj pove izrek o konkretni 2 x 2 matriki.

m Zgled 5.27 Najbo A = { _31 i } . Karakteristicni polinom matrike A je
3—2 1 2
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Dokaz izreka 5.26. Naj bo ps(x) = ag+ayx+ - -+ apx”. Matriki A — Al priredimo njeno
prirejenko Cj := (A — AI)(P) (gl. def. 1.53). Iz same konstrukcije te matrike ugotovimo,
da so vsi njeni elementi polinomi kve¢jemu stopnje n — 1, zato se izrazaz C;, = Co+ AC| +
A e, kjer so Cy,...,C,—1 matrike. Hkrati ima pomembno lastnost (gl. (1.11)
trditve 1.54).

(A—AI)Cy = Cy,(A — AI) = det(A — A = pa(A)L.

Najprej bomo pokazali, da zaradi prve enakosti v prejsnji vrstici vse matrike Cy, . .., Cy,—1
komutirajo z matriko A. Res, ker sta enakosti

(A—AI)Cy =ACo+ A(—Co+C1A) + A} (—C1 + CrA) + ...
+ AN (=Cha + Cy1A) = ACpy
in
Ci(A—AI) =CoA + A (—Cy+ACy) + A% (—C) +AC) + ...

+ A" (=Cry +AC,_1) = A"Cpy

izpolnjeni za vsak A, lahko ena¢imo koeficiente pri potencah A/ in zaporedoma za j =
0,...,n—1 dobimo, da vse matrike C;, komutirajo z A.
Nadalje vidimo, da je

ag = CoA

ay = —Cy+AC;

ay = —C1 +AC
ap—1 = —(h2 +ACn—1

anp = —Cu—1,

od koder izraCunamo

pa(A) = aol + a1 A+ arA% + - -+ a,A"
=CoA+ (—Co+ACHA + (—C4 +AC2)A2 T
+ (=Cpy +AC,_ A" —C,_ A"
= CoA + (=CoA +CIA%) + (~CIA* + CA) + ...
+ (_Cn—3A"_2 —i—Cn_zAn_l) + (_Cn—zAn_l +Cn_1A") ey A
=0.

Alternativni dokazi za posebne matrike, tudi take, o katerih bo tekla beseda v nadalje-
vanju, so v reSitvah naloge 3 tega poglavja.
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Nadaljujmo z vpraSanjem:
2 ) Kako ucinkovito izraCunati vrednost p(A) pri poljubno izbranem polinomu
p(x)?

Videli bomo, da je to mogoce, Ce je matrika A podobna razmeroma preprosti matriki B,
npr. diagonalizabilna, saj se ratunanje p(A) prenese na p(B). Velja namre¢:

Trditev 5.28 Naj bo A = SBS~! € M,,(F). Potem je p(A) = Sp(B)S~! pri poljubnem
polinomu p(x).

Dokaz. Na zacetku preverimo (natancen dokaz z indukcijo prepustimo bralcu), da je za
vsak k € Ny izpolnjeno

A¥ = (sBS~1)* =sBs~'sBs!... sBS~! = sBks~!.
Naj bo p(x) = ag+ arx + axx* + - - - + a,,x™. Sedaj enakost
p(B) = aol + a}B+ayB> + -+ a,,B"

pomnoZzimo z leve z § in z desne z S~ ter upostevamo lastnosti sestevanja in skaliranja
matrik

Sp(B)S~! = S(apl +aiB+a:B*+---+a,B™)S~!
=aoSS™' +a1SBS™' + axSB?S ' + - 4+ a,,SB"S ™!
= aol +a1SBS™' +ay(SBS ™) + -+ a,,(SBS~1)™"
= aol + A+ arA® + -+ @ A"
= p(A).

Pomembno vlogo bo igral poseben polinom, ki ima iste niCle kot karakteristiCni
polinom, vendar je lahko (a ne nujno) njegova stopnja manjSa od stopnje karakteristiCnega
polinoma.

Definicija 5.29 Polinom m (1) najniZje moZne stopnje, za katerega je m (A) = 0 in ima
vodilni koeficient enak 1, imenujemo minimalni polinom matrike A € M, (F) in ga
ozna¢imo z m4 (1).

1 00
m Zgled 5.30 Dolo¢imo minimalni polinom matrike A= | 0 2 0 |. Ni tezko videti,
003
da je
ma (1) 0 0
ny (A) = 0 mA(Z) 0 s
0 0  ma(3)

torej iS¢emo polinom stopnje kvecjemu 3 z vodilnim koeficientom 1, ki bo imel nicle 1,2
in 3. Edina moznost je mq(A) = (A —1)(A —2)(A —3) = —pa(A). V tem primeru je
minimalni polinom iste stopnje kot karakteristi¢ni. .
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2 0
m Zgled 5.31 NajboA= | 0 0 | . Hitro vidimo, da je karakteristi¢ni polinom
0 2

pa(A) = (2—2)*. Podobno kot
matrike, mora biti izpolnjeno

prejSnjem zgledu, tokrat pa zaradi trikotne oblike

ma(2) * *
O=ma(A)=| 0 ma(2) * |,
0 0 mA(Z)

zato je 2 edina ni¢la minimalnega polinoma. Torej bo minimalni polinom m4 (A ) natanko
eden od polinomov A — 2, (A —2)% in (A — 2)3. Zato izratunajmo A — 2I, (A —2I)* in

(A—2I)°. Najprej vidimo, da A — 2] = £ 0, nato pa je (A—21)*> =0 =

S O O
S O =
S O O

(A—2I)* . Tako smo se prepricali, da je my (1) = (A —2)* minimalni polinom matrike A,
ki se v tem primeru razlikuje od karakteristicnega polinoma matrike A. n

Trditev 5.32 — Lastnosti minimalnega polinoma. Nic¢le minimalnega polinoma ma (A )
in ni¢le karakteristi¢nega polinoma p(A) poljubne kompleksne matrike A se ujemajo.
Karakteristi¢ni polinom p4(A) je deljiv z minimalnim polinomom m4(4).

Dokaz. Najbo pu € C ni¢la minimalnega polinoma m4 (A ), ki ni lastna vrednost matrike A.
To pomeni, da je matrika A — ul obrnljiva (ker je det(A — ul) # 0). Minimalni polinom
lahko razcepimo v ms (A) = (A — 1)g(A), kjer je stopnja polinoma ¢(A ) manjsa od stopnje
minimalnega polinoma. Potem je

ma(A) = (A — pI)g(A) = 0.

Z leve lahko desno enakost pomnozimo z (A — uI)~! in dobimo, da je g(A) = 0. Prisli
smo v protislovje z dejstvom, da je m4 (A ) polinom najnizje mozne stopnje, ki ima A za
svojo niclo. Protislovje se razresi le, ¢e so vse ni¢le minimalnega polinoma tudi nicle
karakteristicnega polinoma.

Obratno, preverimo Se, da je vsaka lastna vrednost matrike tudi nicla njenega mini-
malnega polinoma. Naj bo A poljubna lastna vrednost matrike A in x # 0 ustrezen lastni
vektor. Hitro se vidi, da iz Ax = Ax sledi, da je A¥x = A¥x za vsak k € N. Denimo, da je
mp(x) = by + b1x + byx> + - - - + b, x™. Potem je seveda my (A) = 0 in zato

0 =my(A)x = (bol +b1A+brA% + -+ b, A™)x
= boX + b1AX + brA’X + - - - + b, A"x
= (bo+ b\ A + DA%+ 4 b AT
= mp(A)x.

Vektor x # 0, zato je ma (1) = 0.
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Druga trditev sledi iz naslednjega razmisleka. Denimo, da se karakteristi¢ni in mini-
malni polinom matrike A glasita

PaAA) = (A —=21)" (A —=2A2)% ... (A — Q)™
ma(A) = (A —41)"" (A =) ... (A — X)),

kjer so A1,Az,...,A; paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A. Videti je treba, da je
si<rjzavse j=1,2,... k.

Dokaz bo z matemati¢no indukcijo na £, ki je Stevilo razli¢nih lastnih vrednosti matrike
A. Za k =1 je po Schurovem izreku taka matrika A podobna zgoraj trikotni matriki z
edino lastno vrednostjo A na diagonalnih mestih. Kot Ze vemo, minimalni polinom deli
karakteristi¢nega, zato je minimalni polinom nujno oblike m4(A) = (A — 41)*, kjer je
1<s<n.

Nadalje naj ima A vsaj k > 2 razli¢nih lastnih vrednosti A, A,, ..., ;. Po Schurovem
izreku je podobna (unitarna podobnost nas sedaj ne zanima) zgoraj trikotni matriki z
lastnimi vrednostmi na diagonali in te lastne vrednosti lahko poljubno uredimo, denimo

A:S[;LII’1+T1 - ]S‘l,

0 |D

kjer je T1 € M,,(C) zgoraj trikotna matrika s samimi ni¢lami na diagonali, 7> pa zgoraj
trikotna matrika, ki ima k — 1 lastnih vrednosti A,A3,...4;. Karakteristi¢ni polinom
matrike A se izraza ps(A) = (4 —4)" pr,(A), minimalni polinom pa myg(A) = (A —
MY A —A2)%2.. . (A —A;)*. Opazimo, da je (A — A2)%2...(A — A,;)* prav minimalni
polinom m7, (A) matrike 75, ki ima le k — 1 razli¢nih lastnih vrednosti, zato je s; < r; za
vse j=2,3,....,k.

Analogen razmislek ponovimo tako, da namesto A; vzamemo npr. A; in zvemo dodatno
Se,dajes; <ry. |

V naslednjem razdelku bomo predstavili najpreprostejSo trikotno obliko, ki jo je za
kompleksne matrike mogoce dobiti s podobnostjo. Dokazu, ki je sicer lahko konstruktiven,
se bomo v tem delu izognili, ker je dolg in zapleten ter presega cilje tega ucbenika.

Jordanova normalna oblika

V tem poglavju bomo predstavili najpreprostejSo znano obliko matrike, ki je podobna
podani matriki. Matrika v Jordanovi obliki (formi), ki jo bomo spoznali, bo prav posebe;j
odlikovana oblika matrike v ekvivalenénem razredu glede na relacijo podobnosti matrik
(gl. def. 1.31).

Spomnimo se posebnih nilpotentnih matrik (gl. def. 1.18) N, € M,(F). Zar =1 je
Ni =0, sicer pa

01 ... 0 0]
Iy
Nes=| 1ot oo et fompiNg= | 0 0o (5.9)
0 1 00 00O
(00 .. 0 0
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Pomembna lastnost takih matrik je, da so nilpotentne z redom nilpotentnosti (gl. def. 1.18)
enakim r,

(N,) =0, (N)~'#0,

kjer smo upoStevali dogovor N ? = 0% = 1. S takimi matrikami smo se ukvarjali v zgledu
1.20.
Definicija 5.33 Za poljubno stevilo u € Cin r € N se matrika J, () := ul + N, imenuje
Jordanova Kkletka.
Blo¢no diagonalna matrika, katere vsi diagonalni bloki so Jordanove kletke, je
matrika v Jordanovi normalni obliki ali krajSe v Jordanovi obliki (formi). Rekli bomo
tudi, da je matrika v tem primeru jordanska.

» Zgled 5.34 Za Jordanovo kletko velikosti 4 x 4 in 4 = 5 dolo¢imo karakteristicni in
minimalni polinom. J := J4(3) se glasi

Y

0
0
1
3

S O W =
S W= O

njen karakteristiéni polinom pa p;(4) = (3 — A)*. Za minimalni polinom je potrebno

izraCunati zaporedne potence matrike J — 31 = Ny. Iz zgleda 1.20 se spomnimo, da N, 2 #0

in N = 0. Tako je my(A1) = (A —3)*, saj je my(1) polinom najniZje moZne stopnje z

vodilnim koeficientom 1, za katerega je my(J) = 0. 0
Zgornji zgled lahko posploSimo.

Trditev 5.35 Stopnja minimalnega polinoma Jordanove kletke J, (1) se ujema s stopnjo
karakteristi¢nega polinoma matrike J, ().

Dokaz. Dokaz sledi ideji iz zgleda 5.34, upoSteva namre¢, da je J, () — ul = N, nilpoten-

tna matrika nilindeksa natanko r in ga zato izpustimo.

m Zgled 5.36 Primer vecje matrike v Jordanovi obliki (bloki, ki niso izpisani, so enaki 0):

210
021
00 2
2 1
2
J= 0 (5.10)
3
-1 1
0 -1
-1 1
i 0 -1
n
Za blo¢no diagonalno matriko, katere diagonalni bloki so Aj,A3,...,Ag, je v navadi

zapis

Al @Ag@---@Ak.
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Jordansko matriko (5.10) lahko tako na kratko zapiSemo kot
J=J;3 (2) BJ (2) ®J (3) & (—1) & (—1) .

» Zgled 5.37 Za matriko J iz (5.10) dolo¢imo karakteristi¢ni in minimalni polinom.
Matrika J je zgoraj trikotna, zato preprosto izraCunamo karakteristi¢ni polinom

pi(A)=(2-2)7 (B -2)(-1-2)*

Kot je znano iz trditve 5.32, bo minimalni polinom
my(A)=(A-2)"(A=3)(A+1),

kierje 1 <s<5in 1 <t <4. Dolo¢imo $e s in ¢! V ta namen izraCunajmo

(J=21 =N;aN;®J1(3-2) BN (—=1-2)DIr(—1-2)°
:Ng@Ng@A3 DAL DA;5
J—=3I=B1®B,®0DB4D Bs
J+D) =C1dC®BC3DN; DN,

kjer so A;, Bj,Cy doloCene obrnljive matrike. Npr.: A4 = As = J>(—3)*. Matrike na levi e
Zmnozimo

(J=20)°(J =31)(J+1)' = N3B1C) & N3B,C> ® 0D AyBsN5 B AsBsN5.

IS€emo minimalni polinom, zato mora biti ta produkt enak 0. Tudi produkti matrik
A;,B;,Cy so obrnljivi. Ce naj bo N3B1Cy = 0, mora biti N3 = 0 zaradi obrnljivosti BC.
Potem je s = 3, hkrati pa imamo tudi N5 = 0. Tako vidimo, da je najmanjsi moZni s enak 3
in najmanj$i moZzni ¢ enak 2. Vidimo, da se s in # ujemata z velikostma najvecjih kletk, ki
pripadata ustreznima lastnima vrednostma. .

Motivirani z zgornjim zgledom sestavimo splo$nejso trditev. Dokaz bomo ponovno
1zpustili, ker spet sledi omenjenemu zgledu, le zapis je v sploSnem primeru tezavnejsi.

Trditev 5.38 Za vsako lastno vrednost ¢ matrike J v Jordanovi normalni obliki je velikost
najvedje Jordanove kletke enaka stopnji s faktorja (A — @)* v minimalnem polinomu

Posledica 5.39 Matrika je diagonalizabilna natanko takrat, ko je njen minimalni
polinom produkt samih razli¢nih faktorjev stopnje 1.

Brez dokaza (ker bi bil prezahteven za vecino ciljnih bralcev tega teksta) navedimo
enega od glavnih strukturnih izrekov matricne analize.

Izrek 5.40 — O Jordanovi normalni obliki. Vsaka kvadratna kompleksna matrika je
podobna jordanski matriki in ta je do zamenjave vrstnega reda Jordanovih kletk enolicno
dolocena. Formalno: za poljubno matriko A € M, (C) obstajata taka obrnljiva matrika
S € M,,(C) in matrika v Jordanovi normalni obliki J, da velja A = SIS~
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Dodajmo nekaj komentarjev.

Predpostavka, da je matrika A kompleksna, je v sploSnem potrebna, ker je,
kot vemo, mogoce, da realna matrika nima niti ene realne lastne vrednosti.
Vendar, Ce ima realna matrika A vse lastne vrednosti realne (karakteristi¢ni
polinom v realnem razcepen do linearnih faktorjev), je matrika A podobna
jordanski matriki.

Diagonalna matrika je poseben primer Jordanove oblike, vse Jordanove kletke
so namrec velikosti 1 x 1.

Ena od tezav Jordanove normalne oblike v praksi je ta, da je zelo obCutljiva
za numeric¢no raCunanje. Npr., ¢e bi elemente matrike v obliki Jordanove
kletke zelo malo spremenili z dodatkom nekega Suma, bi najverjetneje po-
stala diagonalizabilna s samimi razli¢nimi lastnimi vrednostmi, torej bi se
njena Jordanova oblika bistveno spremenila. Zato je njen pomen morda bolj
teoreti¢ne narave.

Izrek 5.40 zagotavlja obstoj Jordanove normalne oblike, ne pove pa, kako
dobimo matriko S. Ce matrika ni diagonalizabilna, je lastnih vektorjev pre-
malo, da bi tvorili bazo in moramo tako poiskati dodatne, tako imenovane
posploSene lastne vektorje, ki nato vzpostavijo jordansko matriko v novi bazi.

Polinomi in analiticne funkcije jordanskih matrik

Dejstvo, da je matrika podobna jordanski matriki (v posebnem primeru diagonalni) omo-
goti, da lahko izra¢unamo poljubno potenco te matrike. Res, denimo, da je A = SJS~! in
J jordanska matrika. Potem je za poljuben k € N

A= (s7s Yk =sys1sys . 157! = suks L
k fal:t,orjev

Vidimo, da se ra¢unanje potence prevede na preprostej$o matriko J. Ce je npr. J kar
diagonalna, J = D = diag(Ay, ..., 4,), se hitro vidi, da je

DF =diag(AF,...,A5).

2 ) Kako pa se izraza potenca jordanske matrike?
Zacnimo z Jordanovo kletko, J,(A) = Al + N, kjer je N, nilpotentna n X n matrika, ki ima

enice na prvi vzporednici nad diagonalo, sicer pa ima same nicle, vpeljana je bila v (5.9).
Nato je po binomskem obrazcu

Tn(A)K = (AT +N)k = Zkl (k) fzk-f—mm{fl_l} (k) I (5.11)
n — — j - . . .

j=0 j=0 J

Pri zadnji enakosti smo upostevali, da je N/ =0 za vse j > n.
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m Zgled 5.41 Izracunajmo 3. potenco matrike Js5(A ). Dobimo

Js(A)} = A31 430N +3AN? + N3
A3 3A% 34 1 0
0 A3 3A% 32 1
0 0 A3 322 32
0 0 0 A3 322
o o0 o o A3

Kot bomo videli v trditvi, ki sledi, bo mogoce na podoben nacin izraCunati vrednost
ne le kateregakoli polinoma temvec tudi analiti¢ne funkcije, konvergentne npr. na kakem
odprtem krogu v C (ali R). Funkcija x — €* = Z;-":Oxj /j! je primer take funkcije s kon-
vergencnim obmocjem, ki je kar enako R. Tukaj se ne bomo spuscali v teorijo analiticnih
funkcij, temvec se bomo omejili le na omenjeno eksponentno funkcijo. Uporabili bomo le
dejstvo, da na nekem obmocju, npr. odprtem krogu v C ali odprtem intervalu v R konver-
gentna potencna vrsta doloca neskonénokrat odvedljivo funkcijo, ki jo smemo poljubno
mnogo krat ¢lenoma odvajati in je rezultat spet konvergentna potencna vrsta.

Izrek 5.42 — Polinom jordanske matrike. Najbo A € M, (C) in A = SJS~! € M,(C)
razcep matrike A z jordansko matriko J =J; @/, @..., ®J, Kjer so J; = J. (A;) Jordanove
kletke, ki pripadajo ne nujno razli¢nim lastnim vrednostim Ay, ..., A; matrike A. Za
poljuben polinom p(x) = ag+ayx+---+anux™ s kompleksnimi koeficienti je

p(A) =S (p(1) & p(r) @ - @p(Ji)) S (5.12)
p(A) p'(A) p"(A)/2! pUrD@A)/(r—1)!
0 p(d) PA) ... prIA)/(r-2)
p(r(A))=| : : : : (5.13)
0 0 0 P'(A)
| 0 0 0 p(A) |

kjer p\) oznacuje j-ti odvod polinoma p.

Dokaz. Najprej se spomnimo (gl. trditev 5.28), da za poljuben polinom p(x) velja
p(SAS™1) = Sp(A)S~! in ugotovimo, da je za blo¢no diagonalne matrike izpolnjeno

PAI @A D DAL) = p(A1) Dp(A2) © -+ D p(Ax).

Tako nam preostane izracunati vrednost p(J,(A)). V tanamen bomo polinom p(x) izrazili z
razvojem po potencah x — A, to je t.i. Taylorjev razvoj, p(x) =co+c1(x—A)+---+cpm(x—
A)™. Znano je, da se koeficienti izraZajo z c; = p\/)(1)/j!, j =0,...,m. Jordanova kletka
je oblike J,(A) = Al + N,, nakar je je J,(A) — Al = N,, kjer je N, specificna nilpotentna
matrika nilindeksa r, omenjena v (5.9). Tako dobimo

pUr(4)) = col +c1(Jr(A) = AD) + -+ cm(Jr(A) — AD)™
= col+c1Nr—|—cer2+ R e\
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ki je matrika, ki ima cg na diagonali, c; na prvi vzporednici diagonale nad diagonalo,
¢y na drugi vzporednici itd. do skrajnega zgornjega desnega kota matrike, kjer je ¢,_1.
Koeficienti ¢, Ce je m > r — 1, so irelevantni. UpoStevajoC, kako se izrazajo koeficienti ¢,
kon¢no dobimo (5.13). |

Prakti¢no identi¢en rezultat kot smo ga zgoraj videli za polinome, velja za
funkcije, ki se izrazajo s konvergentno Taylorjevo vrsto na odprti enostavno
povezani podmnozici C, ki vsebuje vse lastne vrednosti matrike A. V izrazih
(5.12) in (5.13) le polinom p zamenjamo z ustrezno analiti¢no funkcijo f.
Celo dokaz je zelo podoben, le trenutek pozornosti je dodatno potrebno
nameniti konvergenci. IzkaZe pa se, da s tem ni tezav.

» Zgled 5.43 Izracunajmo poljubno potenco A”, m > 2, za matriko

=J3(4) D2 ().

oS

I
cococo>
cC oo >~
co>»~o0
ocE ococo
=T —0cCOo

Postavimo p(x) = x, potem je p'(x) = mx™!in p”(x) = m(m — 1)x™ 2. Nadalje je

A" mA™ T m(m—1)A"2 )2

JA)"=10 A mAn1
0 0 AM
in
m m—1
A

Kon¢ni rezultat je

A" mA™ Y m(m—1)A"2/2 0 0

0 A mA" 1 0 0
A"=10 0 A 0 0

0 0 0 wm mum!

0 0 0 0 um

m Zgled 5.44 Znano je, da se eksponentna funkcija izraza s povsod konvergentno potencno
vrsto:

2 m o m

x X X X . -x_
e _1+ﬁ+5+...+ﬁ+..._ (5.14)

I
m:()m.

Za matriko A iz prej$njega zgleda izra¢unajmo e*. Po komentarju, ki sledi izreku 5.42,
lahko uporabimo obrazca (5.12) in (5.13), le namesto polinoma p uporabimo funkcijo
f(x) = €, pri Gemer velja fU)(x) = ¢, j > 0. Dobimo
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reh et 000
0 et o 0 0
d=10 0 & 0 0
0 O 0 et et
0 O 0 0 eH

Eksponentna funkcija matrike bo igrala pomembno vlogo v naslednjem poglavju.

Uporaba pri sistemih diferencialnih enacb

Jordanovo normalno obliko je mo¢ koristno uporabiti za reSevanje sistemov linearnih
diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti. Pokazali bomo, da je A prav tista matrika,
za katero se reSitev homogenega sistema linearnih diferencialnih enacb s podanim zacetnim
pogojem

X(1)=Ax(t), x(0)=h, (5.15)
izraza kot
x (1) = eb. (5.16)

Primerjajmo reSitev (5.16) z reSitvijo skalarne diferencialne enacbe: v ta namen reSimo
diferencialno enacbo x (t) = ax(t) ob zaCetnem pogoju x(0) = b. Hitro vidimo, da je
splo$na reSitev x(¢) = ce™, kjer je ¢ poljubna konstanta. Ob upoStevanju zaletnega pogoja
jec=nb.

V nadaljevanju bomo pokazali, kako lahko koristno uporabimo Jordanovo normalno
obliko za reSevanje sistema linearnih diferencialnih enacb 5.15. Denimo, da je A = SJS -1
kjer je J matrika v Jordanovi obliki. Ta razcep matrike A vstavimo v sistem 5.15 in obe
enakosti v (5.15) z leve pomnoZimo z S~!. Tako dobimo

ST (t)=Js"'x(r), S'x(0)=5""b. (5.17)

S je od f neodvisna matrika, zato lahko vpeljemo novo neznano vektorsko funkcijo y(7) =
S~1x(t), za katero zaradi lastnosti odvajanja velja y(¢) = S~!x(¢). Ozna¢imo e d := S~'b
in tako se nov sistem linearnih diferencialnih enacb za vektorsko funkcijo y(r) glasi

y()=Jy(t), y(0)=d. (5.18)

» Zgled 5.45 Naj bo J diagonalna matrika s samimi razli¢nimi lastnimi vrednostmi
Aly. .., Ay. Sistem (5.18) ima sedaj zelo preprosto obliko, kjer je n diferencialnih enacb
med seboj neodvisnih,

)}j: jyja yj(()):dj, j:1,2,...7n, (519)
komponente reSitve pa se glasijo
y](t) :Cjeljta ]: 1,2,...,1’1,

pri ¢emer so C; zaenkrat poljubne konstante. Iz zaCetnega pogoja razberemo, da je C; = d;
Za vse j.
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Ce sistemu (5.19) priredimo matri¢no funkcijo

M0 ... 0
0 M ... 0
E(t)y=1| . . | e
0 0 ... eM

lahko resSitev tega sistema zapiSemo v strnjeni matric¢ni obliki
y=E(t)d.

Nazadnje upostevamo $e, da je x = Sy, d = S~'b in izrazimo reSitev prvotnega sistema
(5.15)

x(1) = SE(t)S™'b.

Vidimo, da je sedaj matri¢na funkcija, ki zaCetno stanje b ponese v stanje v trenutku ¢,
enaka SE(¢)S~!. Omenimo 3e, da je E(0) = I in zato tudi SE(0)S~! = I. Po analogiji s
skalarnim primerom, kjer se resitev sistema x = ax(¢) pri zaCetnem pogoju x(0) = b izraza
z x(t) = e“b, bi bilo zaZeleno, da je SE(1)S~! = ¢/4. V naSem posebnem primeru, ko je
matrika A diagonalizabilna, torej njena Jordanova oblika diagonalna, je to res izpolnjeno.
Res, za funkcijo f(x) = ¢ je ¢4 = Se’/S~ ! in

& =E@r).

Tako se reSitev (5.16) formalno enako izraza kot reSitev skalarne diferencialne enacbe. =

= Zgled 5.46 Denimo, dajeJ = J3(A) &L (u). y:=y(@) =y ... ys)' . d=[d; ... ds]".
Po komponentah razpisan sistem (5.18) je sedaj

Y1 =Ay1+y

Yo = Ay2+y3

¥3 = Ays

Va4 = Hy4+Ys
Vs = HYs.

Opazimo, da prve tri enacbe vkljucujejo le neznane funkciji yq, y; in y3, medtem ko sta
neznanki v zadnjih dveh enacbah funkciji y4 in ys. Sistem je tako razpadel na dva manjSa
lo¢ena sistema diferencialnih enacb. Oba sta zgoraj trikotna in ju je mogoce resiti od zadnje
enacbe proti prvi s standardnimi metodami za reSevanje skalarnih linearnih diferencialnih
enacb prvega reda s konstantnimi koeficienti. Dobimo sploSno reSitev

V1 = (C3t2/2+C2l—|—C1)€M
y2 = (Cat +Cy)eM
y3 = C3e™

y4 = (Cst + Cy)e™!
Y5 = CSe'utv
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kjer so Cy,...,Cs poljubne konstante. Upostevanje zaCetnega pogoja y(0) = d nam da Se
Cj=d;, j=1,...,5. Tako se kon¢na reSitev z upoStevanim zaCetnim pogojem glasi
yi(t) et et 2er2 00 0 d,
y2(1) 0 et et 0 O )
»O|=[0 0 &+ 0 0| |d]. (5.20)
ya(t) 0 0 0 eH oret| |dy
ys(1) 0 0 0 0 e*] |ds

NajboA=S (J1®©LH@---®J) S VinJy,J,...,J; Jordanove kletke. Potem je
tA=S(thSthd - &th) S
in
=S pela.. @) s,

torej zado$¢a, da izraGunamo ¢, kjer je J Jordanova kletka. UpoStevajoc, da so odvodi
funkcije f(x) = e enaki f'(x) =te”*,..., fU)(x) =1/, j € N, vidimo, da je za J =
AL+ N,,

1 & 2 !

o T 2 (r—1)!

0 L t tr72

o etl o 17 (r—2)!
1

00 0 &

Za matriko J = J3(A) & J>(¢) imamo potem

¢t e 12er /2 00 0
0 e* w* 0 0

expt/)={0 0 & 0 0 |=ePPger) (5.21)
0 O 0 et ret
0 0 0 0 ¢+

Primerjajte s kon¢nim rezultatom zgleda 5.46.

Za reSevanje sistema linearnih diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti
bi zado$c€alo, ¢e bi matriko le do podobnosti izrazili z zgoraj trikotno matriko
(Schurov izrek) in potem reSevali sistem od zadnje enacbe proti prvi. Vendar
se v tem primeru reSitev sistema ne izraza tako enostavno kot z Jordanovo
normalno obliko.
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5.3 Naloge

1. Matrika A € Ms(C) naj ima 2 razli¢ni nenicelni lastni vrednosti Ay in Ay. Pri tem

naj imata geometrijski veckratnosti geo(A) = 3 in geo(Ay) = 2. PokaZite, da je
matrika diagonalizabilna.
R.: Izbira katerihkoli treh bazi¢nih vektorjev .#j_,; skupaj z dvema bazi¢nima
vektorjema .4 _; ; zadoSCa zahtevanemu pogoju. Naj bodo xi, X, in x3 linearno
neodvisni lastni vektorji za A; ter y; in y; linearno neodvisna lastna vektorja za A;.
Zapisimo linearno kombinacijo teh vektorjev, jo enacimo z 0 in z leve pomnoZimo z
matriko A. UpoStevamo, da je AX; = A1x;, j = 1,2,3,in Ay; = Ayy;, i = 1,2.

0X1 + 0Xo + 03X3 + Bry1 + oy, =0
o x| + X + sAix3 + BiAd2yr + Balayr = 0.

Prvo enacbo e pomnoZimo z A; in odStejemo od druge. Dobimo

Bi(A2—A)y1 + B2(A2—A1)y2 =0,

od koder zaradi linearne neodvisnosti y1, y, in predpostavke A, # A sledi 1 = 3, =
0. Potem pa je zaradi linearne neodvisnosti X, X, in X3 v zacetni enacbe izpolnjeno
tudi o = oy = a3 = 0.

2. Za matriko A € M»(C) direktno pokaZzite, da je unitarno podobna zgoraj trikotni

matriki z lastnimi vrednostmi na diagonali (podobno kot indukcijski korak v dokazu
Schurovega izreka, gl. izrek 5.25).
R.: Po trditvi 5.14 obstaja vsaj ena lastna vrednost A; € C matrike A. Izberimo polju-
ben pripadajoci lastni vektor f;. Po potrebi ga normiramo in tako lahko vzamemo, da
je |If1|| = 1. Mnozico {f; } lahko najprej dopolnimo do neke baze {f|,e,} prostora
matriénih stolpcev C>!. Nato lahko iz te baze z enim korakom Gram-Schmidtovega
postopka (gl. izrek 4.16) dobimo ortonormirano bazo, recimo fy, f5, ki porodi blo¢no
unitarno matriko U = [f;|f,]. Matrika A je matrika linearne preslikave x — Ax v
standardni bazi. Nova matrika te preslikave v bazi f;,f, se glasi

)ul o
r= lo /12} !
ker je Af; = Aif;, Af, pa neka linearna kombinacija baznih vektorjev f; in f5,
Af, = of| + pf,. Nadalje je B = A, Se druga (morda enaka A;) lastna vrednost
matrike A. Po spremembi baze (gl. izrek 3.15) je A = UTU?, upostevajoc, da je
U~! =U*, saj je U unitarna.
3. PokaZi, da velja izrek Hamilton-Cayley za vse matrike, ki so podobne:

a) diagonalni matriki,

b) Jordanovi kletki.
R.: Najbo A = SBS~! € M,,(F) in B matrika, ki ustreza zahtevanemu pogoju.
a) B =D je diagonalna matrika, ps(1) = pp(A) = (A — A1) ... (A — A)"* in so
A1, A2, ..., A paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A. Lahko vzamemo, da je
D= )vllrl @/lz]rz D--- EB)Lklrk. Nato je

pa(A)=(A—MD)" .. (A= Ad)™
=SD—-MD)" ... (D—X1I)*S7
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kjer so
D— A= 0, @ ()«2 — 7(«1)02 NP RERNCS. (/lk — A«l)lrk

D— I = (11 _A‘Z)Irl ©0,D---D ()uk — lz)[

Tk

D — ;\,kl = (;L] - lk)lrl S (/12 - lk)lrz B---D Ork

Vidimo, je njihov produkt enak nicelni matriki, ker ima matrika D — A ; prav na j-tem
diagonalnem mestu vedno niclo.
b) Ce je B =J,(A) = Al + N,, imamo takoj

pa(A) = (A—AD)"=S(B—-AI)"S ' =sN"s~ 1 =0

zaradi lastnosti nilpotentne matrike N,.

4. Naj bo p(x) poljuben polinom in T zgoraj trikotna matrika z diagonalo t1y,. . . ,ty,.
Pokatzite, da so diagonalni elementi matrike p(T) v istem vrstnem redu p(ti1), ..., p(tn)-
R.: Najprej pokaZemo, da trditev velja za monome p(x) = a;x*, nato s sestevanjem
dobimo rezultat za ve¢¢lenski polinom p(x).

0o 3 3
5. Podana je matrikaA = |—2 4 6 |, katere karakteristi¢ni polinom je pa(A) =
1 -1 =2
—A(A—1)2

Dolocite minimalni polinom matrike A.

Na podlagi minimalnega polinoma dolocite strukturo Jordanovih kletk.

Poiscite bazo, v kateri bo matrika podobna jordanski matriki.

Za poljubno naravno stevilo n dolocite A".

IzraCunajte lim,, 0 %A”.

R.: Ker za polinom p(A) = A(A — 1), ki ima iste ni¢le kot p4 (1), velja p(A) # 0, in

ima minimalni polinom po definiciji vodilni koeficient enak 1, je ma (1) = —pa(4).

Tako bo pri A = 1 kletka velikosti 2 x 2 in A = S(J1(0) ©J»(1))S~!. Zax; in x,

lahko vzamemo katerakoli lastna vektorja za lastni vrednosti O in 1. Vektorja x; in

X, lahko dopolnimo do baze R3! na ve¢ naginov. Potem se v novi bazi matrika glasi

0 0 ?
J=10 1 7?
0 01
Tretji vektor x3 baze pa lahko izberemo tudi tako, da bo matrika v prejSnji vrstici
jordanska: (A —I)x3 = Xp, kar je ekvivalentno Ax3 = 1x3 +Xx,. V matriko S po

stolpcih zloZimo x1, X3 in X3. Ob razcepu A = SJ §s-1 po nekaj racunih dobimo
3—3n —34+6n —6+4+9n

At=ssT = | 2 4 6
2—n -342n —-5+3n

Y

od koder sledi Se

. 36 9
lim -A"=[0 0 0
e n 12 3






6. Spekiralne lastnosti
posebnih matrik

V tem poglavju se bomo posvetili mnogim pomembnim, na nek nacin notranjim in bistve-
nim lastnostim matrik, ki so lahko hkrati tudi lastnosti linearnih preslikav, ki jih te matrike
na naraven nacin predstavljajo.

Ukvarjali se bomo z mnogimi posebnimi matrikami iz razdelka 1.1.3. Izvedeli bomo, da
je razred normalnih matrik maksimalna mnoZica z unitarno podobnostjo diagonalizabilnih
matrik znotraj izbrane mnoZice vseh realnih ali kompleksnih kvadratnih matrik.

Spomnimo se, da je spekter kvadratne matrike mnoZica vseh njenih lastnih vrednosti in
prikli¢imo definicije normalne matrike, kompleksne hermitske matrike, realne simetricne
matrike, kompleksne unitarne in realne ortogonalne matrike (gl. def. 1.29).

lzrek 6.1 Naj bo A € M, (F).

(1) AA* = A*A natanko tedaj, ko je A = UDU™ za neko diagonalno matriko D in
unitarno matriko U.

(2) F=C: A= A" natanko tedaj, ko je A = UDU* za neko realno diagonalno matriko
D.

(3) F=R: A = AT natanko tedaj, ko je A = QDQ" za neko realno diagonalno
matriko D in realno ortogonalno matriko Q.

(4) F=C: UU* =U*U = I natanko tedaj, ko je U = VDV* za neko diagonalno
matriko D, katere vsi diagonalni elementi so po absolutni vrednosti enaki 1, in
unitarno matriko V.

Dokaz. Preprosto je preveriti, da je matrika oblike A = UDU* za vsako unitarno matriko
U in diagonalno matriko D normalna, to je AA* = A*A. Res, potem je A* = (UDU*)* =
UD*U* in AA* =UDD*U* in A*A = UD*DU*. Matrika D je diagonalna, zato je DD* =
D*D in posledicno AA* = A*A.

Ce je A = UDU* za neko realno diagonalno matriko D, imamo A* = UD*U* =
UDU* = A*, torej je A hermitska. Podoben razmislek velja za simetri¢ne matrike, kjer bi
lahko zageli z A = QT Q7 in je Q ortogonalna, T pa zgoraj trikotna matrika. Nadaljevanje
je podobno kot v kompleksnem primeru. Nazadnje, ¢e je V = UDU* in diagonalni elementi
matrike D po absolutni vrednosti enaki 1, je VV* =V*V =1 in V posledi¢no unitarna.

Po tockah preverimo trditve Se v drugi smeri.

(1) Po Schurovem izreku (gl. izrek 5.25) je A unitarno podobna zgoraj trikotni matriki,
A =UTU*, Kjer je T zgoraj trikotna matrika z lastnimi vrednostmi na diagonali.
Potem je T* spodaj trikotna in A* = UT*U*. 1z enakosti AA* = A*A, saj je A
normalna, dobimo, da mora biti

UTT*U* =UT*TU".

Enacbo na levi pomnoZimo z U* in na desni z U, upostevajmo, da je U unitarna in
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dobimo
TT =T"T.
11 tip2 ... tn E g ... 0
Najbo T = : lz:z o t2:n , potem je T" = t1:2 t2:2 o 0 in izracu-

najmo (7*7T),, in (TT*),, . Vidimo, da je

(TT*)y; = |t >+l + .. |l
(T*T)y, =

zato mora biti tjp = t;3 = --- =11, = 0. Z indukcijo lahko nadalje pokazemo, da so
edino diagonalni elementi lahko nenicelni in je tako T diagonalna matrika.

(2) Vsaka hermitska matrika A je tudi normalna, zato je unitarno podobna diagonalni
matriki: A = UDU*. Ce je A hermitska, je A = A*, od koder upostevajo¢ obrnljivost
unitarne matrike U sledi, da je D = D* in za vse diagonalne elemente matrike
D = diag(dy,...,d,) veljadj =d;, j=1,2,...,n. Torej je D realna matrika, na
njeni diagonali pa so prav lastne vrednosti matrike A.

(3) Naj bo sedaj A = AT realna. Ce za tako matriko A uporabimo to¢ko (2), ta pove,
da ima A same realne lastne vrednosti. Potem je trikotljivost v Schurovem izreku
mogoce izvesti v realnem, nato pa, podobno kot v kompleksnem primeru, mora biti
ustrezna trikotna matrika diagonalna.

(4) Unitarna matrika je o€itno normalna, zato je unitarno podobna diagonalni matriki,
recimo U = VDV* za neko unitarno matriko V in diagonalno matriko D z lastnimi
vrednostmi matrike U na diagonali. Potem iz UU* = U*U = I sledi, da mora
biti DD* = D*D = I. Ce zapiSemo D = diag (d, ... ,d,), je did; = |d;|* enako dia-
gonalnemu elementu enotske matrike I, torej je |di|2 =1,i=1,2,...,n. Da so
vse lastne vrednosti unitarne matrike na enotski kroZnici, sledi tudi iz Ux =AX in
|Ux|* = ||Ix||* = |A|?||x||*. Torejje |A| = 1. Nazadnje smo uporabili tocko (2)
trditve 4.33.

|

Ortogonalna matrika ima karakteristicni polinom z realnimi koeficienti. Nicle
tega polinoma so bodisi realne bodisi nastopijo v konjugiranih parih, torej
nasploh ne moremo pricakovati realne diagonalizacije.

Glede na predznacenost lastnih vrednosti hermitske (simetri¢ne) matrike posebej
imenujmo nekaj tipov matrik.

Definicija 6.2 Hermitska (simetricna) matrika je
e pozitivno definitna, Ce so vse njene lastne vrednosti pozitivne;
e pozitivno semidefinitna, ¢e so vse njene lastne vrednosti nenegativne;
¢ negativno definitna, Ce so vse njene lastne vrednosti negativne;
¢ negativno semidefinitna, ce so vse njene lastne vrednosti vecje ali enake 0.

V nadaljevanju bomo z (x,y) oznacili standardni skalarni produkt; (x,y) = y” x v realnem
primeru oziroma (X,y) = y*x v kompleksnem primeru.
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Trditev 6.3 Hermitska/simetri¢na matrika je
e pozitivno definitna natanko tedaj, ko je (Ax,x) > 0 za vsak x # 0;
e pozitivno semidefinitna natanko tedaj, ko je (Ax,x) > 0 za vsak x;
e negativno definitna natanko tedaj, ko je (Ax,x) < 0 za vsak x # 0;
e negativno semidefinitna natanko tedaj, ko je (Ax,x) <0 za vsak x.

Dokaz. Denimo najprej, da je (Ax,x) > 0 za vsak x # 0. Potem to velja tudi za vsak lastni
vektor x, Ax = Ax, Torej je (Ax,x) = (Ax,x) = A ||x||*> > 0, od koder sledi, da je A > 0.

Obratno, naj bodo vse lastne vrednosti matrike A pozitivne. Ker je A hermitska, je
A = UDU?* za neko unitarno matriko U in diagonalno matriko D, katere diagonala sestoji
iz pozitivnih lastnih vrednosti A;, i = 1,2,...,n. ZapiSimo

(Ax,x) = (UDU"x,x)
= (DU*x,U"x)
innajboU*xX=[y1 y2 ... wa }T —:y7. Nato je (Ax,x) = (Dy,y) = ¥ A [yi|* > 0. Se
veg, Y i [yil* = 0 edinole, ko so vsi A; |y;|* = 0. Ker po predpostavki A; # 0, mora biti
vsak y; = 0. Torej je U*x = 0 in ker je U unitarna, torej obrnljiva, mora biti x = 0.

Iz (Ax,x) > 0 za vse X, podobno dobimo, da so vse lastne vrednosti matrike A nenega-
tivne in tako A pozitivno semidefinitna. Obratno, matrika, ki je pozitivno semidefinitna in
ni pozitivno definitna, bo imela vsaj eno nicelno lastno vrednost. V tem primeru lahko vza-
memo poljuben lastni vektor x za lastno vrednost 0, in dobimo, da je (Ax,x) = (0,x) =0,
sicer pa je vedno, podobno kot v prej$njem delu dokaza, (Ax,x) = (Dy,y) =Y A;|yi|~ > 0.

Za negativno definitne in negativno semidefinitne matrike je dokaz podoben. |

Kvadratne forme

Ukvarjali se bomo samo z realnim primerom.

Definicija 6.4 Kvadratna forma v spremenljivkah x|, x»,...,x, je izraz oblike

CZUX% +2aj2x1x + azzx% + 2a13x1x3 + 2ar3axrx3 + a33x% +--- 4 anx,zl-i- (6.1)
+bi1x1 +byxy +bsxz3+ -+ byx, +c, (6.2)

kjer so a;j, b, i, j =1,2,...n, in ¢ podana realna Stevila.
Lahko bi rekli tudi, da je kvadratna forma kvadraticen izraz v n spremenljivkah.
m Zgled 6.5 Primer kvadratne forme v dveh spremenljivkah x in y je
4x% + 6xy +y> +8x — 2y + 10. (6.3)

Z izbiro A = [a;j| € My(R),b=1[b; ... ba]" inx =[x ... x,]" lahko kvadratno formo
6.1 zapiSemo v obliki

xT Ax + bTX—l—c,

oziroma v notaciji, kjer ( , ) v tem razdelku predstavlja standardni skalarni produkt na
realnem prostoru matri¢nih stolpcev,

(Ax,X) + (x,b) + ¢
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in je A = AT simetri¢na matrika. Bralec naj preveri, da lahko ob izbiri x = [x y]T formo
(6.3) zapiSemo v obliki

[x y][;‘ f”ﬂﬂs _z][;]ﬂo.

Na splo$no velja, da je ob privzetku, da je A simetri¢na matrika, ta za zapis x’ Ax
enoli¢no dolocena. Geometrijski pomen kvadratnih form v dveh spremenljivkah so stoZnice
(krivulje, ki so preseki stoZca z ravninami) oziroma v treh spremenljivkah ploskve drugega
reda v prostoru. Tako krivuljo ali ploskev dobimo, ¢e kvadratno formo izena¢imo z O.

= Zgled 6.6 Enacba x?> —y? — 1 = 0, ki ima na levi kvadratno formo, predstavlja hiperbolo
1
0 -1

ZXy. ]

v ravnini. Matrika A je v tem primeru diagonalna, A = { ] , ker ni meSanega Clena

Posebej zanimive so kvadratne forme, kjer je matrika A diagonalna. IzkaZe se, da
z izbiro ustreznega koordinatnega sistema kvadratno formo zmeraj lahko izrazimo z
diagonalno matriko, nato pa se lahko s translacijo (vsaj v primeru, ko je A nesingularna)
znebimo tudi linearnega dela b” x. Konstantni ¢len ¢ pa ne povzroca tezav.

Diagonalizacija kvadratne forme.

Tukaj se bomo omejili na homogeni del 2. stopnje, to je (Ax,x). Homogenost 2. stopnje
pomeni, da je (Arx,tx) = t?(Ax,X) za poljubno realno $tevilo 7.

V nadaljevanju bo bistvenega pomena, da je A simetricna matrika. 1z izreka 6.1 vemo,
da je moC simetri¢no matriko A diagonalizirati v ortonormirani bazi, pri ¢emer so vse
lastne vrednosti realne. Torej je A = ODQT, kjer je D neka realna diagonalna matrika.
Nato je

(AX,x) = <QDQTX,X> = <DQTX,QTX>,

z vpeljavo nove spremenljivke y = Q7 x pa dobimo
(Ax,x) = (Dy,y) -

Najboy=(yi,...,y,) in D =diag(4;,...,A,). Potem je
(Dy,y) =y" Dy =Aiyi +Aay3 + -+ Aoy

diagonalizirana kvadratna forma kvadratna forma!diagonalizacija, kar pomeni, da ne
vsebuje ¢lenov oblike y;y;, i # j. Pravkar smo dokazali naslednji izrek.

Izrek 6.7 — Diagonalizacija kvadratne forme. Najbo A = AT realna matrika. Obstaja
ortogonalna matrika Q in realna diagonalna matrika D = diag(A,,...,4,), daje A =

ODO" inzaly; ...y," = QTx velja

xIAX = Liy2 + Agy3 + - 4 Any2.
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» Zgled 6.8 S kvadratno formo je podana enacba 2xy — 1 = 0. Matrika te forme je

A= (1) (1) } . Lastni vrednosti te matrike sta A; = 1 in A, = —1 in pripadajo¢a normirana

. _ 1 _ 1 ; — 1 i
lastna vektorja q; = 72 { 1 ] 2= 75 { 1 ] . Prehodna matrika Q = 7 [ 11 } Je

1 0
0 —1
koordinatnem sistemu, v katerem se koordinate stolpca y izrazajo

y=[§:}=QT":%{—11 ”{ﬂ:%{:;yy}’

se kvadratna forma glasi

T 7| 1 0 x 2 2
yDy:[xlyl} lo _1:||: :|:x/ —y/

oCitno ortogonalna in A = Q Q. V novem, za T v pozitivno smer zavrtenem

/
y
. . . . . / v P _ . /
in krivulja v tem koordinatnem sistemu, katerega os x’ leZi na premici y = x in 0s y' na

premici y = —x ima enacbo x> —y'?> = 1 in je torej hiperbola. Preizkus naSega ratuna
/

. . e . X X .
lahko naredimo tudi takole: x in y izrazimo z x’, y' iz zveze [ Y } =07 [ y } oziroma

x| 0 Xl 1 -1 X 1 X —y
y - yl - \/z 1 1 y/ - \/E xl ‘I’yl
Tako dobimo x = % =y),y= \/LE (X' +y). Nato je

zxy_1:2%% (x/_y/) (x/+y/)—1:x'2—y'2—1.

S tem smo tudi pojasnili, zakaj je krivulja y = i hiperbola. .

Pozitivno ali negativho definithe kvadratne forme

V praksi so pogosto (npr. pri analizi stabilnosti sistemov) pomembne pozitivno ali nega-
tivno definitne kvadratne forme.

Definicija 6.9 Naj bo A simetri¢na matrika. Kvadratna forma x” Ax je
e pozitivno definitna, ko velja x” Ax >0 za vsak x # 0;
e negativno definitna, ko je x’ Ax < 0 za vsak x # 0;
e pozitivno semidefinitna, ko velja xI Ax > 0 za vsak x;
e negativno semidefinitna, ko je x” Ax < 0 za vsak x;
¢ nedefinitna, ko obstajata taka nenicelna vektorja X1, X3, da velja XITAX1 > 01in
TA
X, Axp < 0.

Hitro vidimo, da je x” Ax pozitivno definitna natanko tedaj, ko je matrika A pozitivno
definitna, kar pa je izpolnjeno natanko takrat, ko so vse lastne vrednosti A1, ..., A, matrike
A pozitivne. V ustreznem koordinatnem sistemu se taka kvadratna forma glasi

Myt + )3+ + Auya

in so vsi A; > 0.
Analogen rezultat velja za negativno definitnost.
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Razcep s singularnimi vrednostmi (SVD)

Za kvadratne kompleksne matrike vemo, da so vedno (celo unitarno) podobne trikotnim
matrikam. Z uporabo Jordanove normalne oblike je mogoce to trikotno obliko matrike
priblizati diagonalni. V poglavju 6, (gl. izrek 6.1) smo videli, da je mogoce razmeroma
velik razred matrik (normalne matrike) diagonalizirati celo v ortonormirani bazi.

2 ) Kako pa "diagonalizirati" pravokotne (nekvadratne) matrike?

Na to vpraSanje odgovori naslednji izrek.

Izrek 6.10 — Razcep s singularnimi vrednostmi. Za poljubno kompleksno ali realno
matriko A € ™" obstajata taki unitarni (ortogonalni) matriki U € M,,(F) in V € M,,(IF)
ter realna matrika ¥ € """, da je

A=UxLV*,

S|o :
Y — {%W]v S = diag(s1,52,.--,5r),

r = rang matrike A < min{m,n}.

Stevila §1 > 82 > --- > s, > 0 imenujemo singularne vrednosti matrike A.

Matrika X je enoli¢no doloCen posebej odlikovani predstavnik ekvivalen¢nega
razreda glede na relacijo unitarne ekvivalence.

Za hip denimo, da smo razcep A = UXV* Ze dobili. Potem je

A*A = (USV*)'ULV* = VE U ULV*
=1

* * S2 0 *
=VX3Xv =V 010 V* e M, (F)
unitarna diagonalizacija matrike A*A in Stevila s%, ..., 52 nenicelne lastne vrednosti matrike

A*A. Pri tem je V unitarna (ortogonalna) matrika, katere stolpci so ortonormirana baza

lastnih vektorjev matrike A*A.
2
Podobno bi dobili, da je AA* = UXX*U* =U { i) 8
matrike U ortonormirana baza sestavljena iz lastnih vektorjev matrike AA™.
Na podlagi razcepa s singularnimi vrednostmi lahko matriko A zapiSemo kot vsoto
matrik ranga 1:

} U* € M, (F), torej so stolpci

r r r
A=UXV*=U Zs,-e,-ej‘V* = ZSiUe,' (Ve,')* = Z SilliV?(,
i=1 i=1 i=1

kjer smo oznacili u; = Ue; in v; = Ve;. Pri tem so vektorji e; vektorji standardne ortonor-
mirane baze v F"»! oziroma F"»! (povrino smo obakrat uporabili isti simbol e;). Na primer,
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Cejem=3inn=2,je

1 1 0
eef=|0|[1 0]=]00
| 0 | 0 0 |
[0 ] (1 0]
ees=|1[[10]=]00
| 0 | 0 0 |
(s O s
S1(31e>i< +S262€§ =10 s | = {O} .
0 0

Trditev 6.11 Za vsako realno ali kompleksno matriko A € M,,(IF) sta matriki AA* € M,,(IF)
in A*A € M, (F) hermitski/simetri¢ni in pozitivno semidefinitni (gl. def. 6.2).

Dokaz. Najbo A € C™". Najprej preverimo, da sta B=AA* € M,,,(C) inC =A*A € M,,(C)
hermitski.

C* = (A*A)" = A*A™ = A*A = C.

Nadalje, izra¢unajmo pri poljubnem x €C™! in y eC™!
(Bx,x) = (AA*x,x) = (A*x,A*x) = ||A*x]|* > 0
(Cy,y) = (A"Ay,y) = (Ay,A™y) = (Ay Ay) = |[Ay|* > 0.
|

Dokaz izreka o razcepu s singularnimi vrednostmi. Vse bo zapisano za ' = C, popol-
noma isti dokaz je za realen primer, le * se zamenja s transponiranjem. Brez Skode
lahko na zacetku predpostavimo, da Stevilo stolpcev matrike A ne presega njenega Stevila
vrstic, da je torej m > n. Sicer bi razcepili matriko A* in razcep nazaj konjugirano tran-
sponirali. Vemo Ze, da je matrika B = A*A € M, (F) hermitska in pozitivno semidefinitna.
Zato so njene lastne vrednosti nenegativne in jih lahko, Stete z njihovimi algebrskimi
veckratnostmi uredimo nenarascajoce

MZ2W>->22>0.

Pri tem naj bo prvih r lastnih vrednosti nenicelnih in A, | = --- = A, =0, pri Cemer
je seveda mogoce tudi, da je r = n in nicCelnih lastnih vrednosti ni. Nato jih lahko za-
piSemo kot A; = s?, j=12,...,r, pri Cemer so s; > s > --- > 5, > 0. Postavimo
S =diag (s1,52,.--,5). 5
Naj bodo uy,...,u, po vrsti stolpci matrike U in vy,...,v, stolpci matrike V. Ce
naj velja enakost A = UXV*, potem velja tudi AV = UX, oziroma za prvih r stolpcev
Avj=suj,za j=1,2,...,r. Zato definirajmo stolpce u;, ki bodo tvorili prvih r stolpcev

unitarne matrike U na naslednji nacin:

uj=—Av;, j=L2,...r
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PokaZimo, da uy, ..., u, tvorijo ortonormiran sistem vektorjev.
<u,-,uj> = lAV,’, lAVj = L <AVi,AVj>
Si S SiS j

1 1 S
= E <V,‘,A*AV]'> = E <V,',S§Vj> = S_Z <V,‘,Vj>.
Pri tem smo upostevali, da so vektorji vy, ..., v, lastni vektorji matrike A*A pri lastnih
vrednostih s3,...s2. V primeru, ko i # j, je {v;,v;) = 0 in zato tudi (u;,u;) = 0. Podobno
tudi vidimo, da je |ju;]|* = (u;,u;) = s {vi,vi) =1, zavsei=1,2,...,r. Ortonormirano
mnoZico {uy,...,u,} poljubno dopolnimo do ortonormirane baze F"™! — to je potrebno le,
Ce je r < m — in stolpce zlozimo v matriko U € M,,(F). 1z zapisa

A vl = 1oty | s o

vidimo, da ni pomembno, kako dopolnimo m X r matriko U; z matriko U, do unitarne
matrike U = [U; | U,]; izraz na desni je namre¢ neodvisen od U,. |

Za realno matriko A lahko ves postopek napravimo v realnem; unitarni matriki U in V
je namre¢ mogoce izbrati realni ortogonalni, kjer uporabimo, da se da simetri¢ne matrike
diagonalizirati v realnem (gl. (3) izreka 6.1).

Uporaba razcepa SVD pri stiskanju slik

Razcep s singularnimi vrednostmi lahko dobro prikazemo z uporabo pri stiskanju slik. Sliko
si lahko predstavljamo kot matriko A velikosti m X n, katere elementi povedo, katere barve
ali jakosti sivine je posamezna tocka. Tukaj se seveda ne bomo ukvarjali s podrobnostmi
take predstavitve, ker je tu gotovo vec razliic. Zaradi enostavnosti denimo, da je slika
¢rnobela in predstavljena kot realna matrika Stevil iz nekega intervala, ki predstavljajo
jakosti sivin. Razcep s singularnimi vrednostmi A = UXV! naredimo tako, da uredimo
singularne vrednosti v nenarasc¢ajoCem vrstnem redu — seveda ustrezno uredimo tudi
stolpce matrik U in V :

s >sp > >85>0, r<min{m,n}.

r k
Uporabimo obrazec A = Y} s;u;v; in naredimo aproksimacijo Ay = ) s;w;v; zak <<r.
i=1 i=1
Na ta nacin smo uporabili bistveni del informacije, ki je v sliki. Pri tem je potrebno

poudariti, da smo tako uporabili le k stolpcev matrik U in V. Numeri¢no raCunanje razcepa
SVD, o katerem tukaj ne bo tekla beseda, pa je dejansko tako, da zaporedoma raCunamo
si,uj,vi, j=12,... k. Ce je bila prvotna slika velika m X n, moramo sedaj izraCunati za
vsak j=1,2,...,k Se m oz. n komponent vektorjev u; in v; in eno singularno vrednost s,
kar je skupaj k (m+n+ 1) vrednosti, kjer je k << r < min{m,n}. Na sliki 6.1 je primer
stiskanja slike, kjer vidimo, da Ze aproksimacija k = 100 v primerjavi z r = k = 640 da
odlicen rezultat.

Podoben nacin iskanja bistvene informacije lahko uporabimo tudi pri drugih primerih
tabelari¢nih podatkov z veliko vrednostmi, npr. aproksimacije po metodi najmanjSih kva-
dratov, t.i. "analiza glavnih komponent", rudarjenje podatkov, strojno ucenje, prepoznava
obrazov in Se mnogo drugih sodobnih problemov.
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== e

) k = 100

Slika 6.1: Aproksimacije slike z razcepom SVD s k stolpci

6.2.2 Operatorska norma matrike in stevilo pogojenosti

S singularnimi vrednostmi je povezano racunanje operatorske norme matrike, ki pove, do
kakSne mere preslikava, doloCena z matriko A, raztegne/skrc¢i enotsko kroglo.

» Zgled 6.12 Kam preslikava x — Ax, doloCena z matriko A = (sd SOZ ), sp > 855 >0,

preslika enotski krog {(x,y); x> +y? < 1}? .
Naj bo [;ﬁ] =A[y] =[5]. Od tod je x = g iny= %, in iz neenakosti x> +y* < 1

2
sledi );422 + ys% < 1. Preslikani enotski krog je tako elipsa s polosema s1 in s;.
1 2

Obstaja veliko matri¢nih norm, mi omenimo le eno.

| Definicija 6.13 Operatorska norma matrike A € """ je

I1A]] = max{||Ax||, x € F"!, [|x|| <1}.
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Izrek 6.14 Operatorska norma poljubne matrike A € " je njena najvecja singularna
vrednost.

Dokaz. Razcepimo matriko A = UXV™*, kjer so v matriki X singularne vrednosti s| > 5o >
-+ > s, > 0 matrike A. Ce je A = 0, je ocitno ||A|| = 0 = s;. Naj bo sedaj A # 0; potem je
s1 > 0. Pri poljubno izbranem vektorju x izraunajmo

lAx[| = [UZVx[| = [IZV*x],

kjer smo upostevali, da unitarna matrika U ohranja normo (gl. (2) trditve 4.33). Sedaj
oznac¢imo y = V*x, nato je

max [|Ax|| = max [|Xy|| = s;.
[Ix[|<1 lyll<1

Zadnji sklep je podoben kot smo ga srecali v prejSnjem zgledu, do tega rezultata pa bi
lahko prisli tudi z racunanjem vezanih ekstremoyv, ki je Cisto analiti¢na metoda. |

Za matriko iz zgleda 6.12 je ||A|| = 51, to je najvecja dolZina z naSo preslikavo presli-
kanega vektorja dolZine kve¢jemu 1, hkrati pa najvecja singularna vrednost. Operatorska
norma matrike mi torej pove, kako linearna preslikava x — Ax, razpihne ali skréi mnoZico
vektorjev, katerih norma ne presega 1, to je t.i. enotska krogla v evklidskem ali unitarnem
prostoru 1.

Iz numeri¢ne analize reSevanja sistemov linearnih enacb je znano Stevilo pogojenosti,
cond(A), obrnljive matrike A. Definirano je z

cond(A) = [|A]|lA~1]],

pove pa, kako so reSitve sistema linearnih enacb Ax = b obcutljive na razne napake, ki so
prisotne pri numeri¢nem racunanju in se jim ni moc izogniti. Obi¢ajno je zaZeleno, da je
cond(A) velikostnega reda 1.

Iz prejSnjega izreka hitro izpeljemo obrazec za Stevilo pogojenosti matrike.

Posledica 6.15 Naj bo A obrnljiva n X n matrika. Potem je

cond(A) = S—l,

Sn

kjer sta s1 najvecja in s, najmanjSa singularna vrednost matrike A.

Dokaz. Najprej je zaradi obrnljivosti rang matrike enak » in zato je s, > 0. [zA = UXV*
vidimo, da je A~! = VE~1U*, od koder se vidi, da je é najvecja singularna vrednost
matrike A~!. Nato je cond(A) = ||A[|||A~"|| = slé. |

Posploseni inverzi matrik

Vemo, da je inverzna matrika definirana le za kvadratne matrike. Ideja posploSitve inverzne
matrike je v tem, da bi invertirali le tisti "del" matrike, ki ga je pa¢ mogoce invertirati.
Tako bomo z uporabo SVD razcepa prisli do neke vrste inverza tudi za nekvadratne matrike.
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Definicija 6.16 Za matriko A € """, za katero je

A=UXV _U[T‘T}V

razcep s singularnimi vrednostmi, je posploSeni inverz matrika

S0
+._ *
A ._v[ 5 O}U.

Posplosenih inverzov je lahko tudi ve€ vrst, mi smo omenili le enega, ki se v
literaturi pojavlja tudi z imenom psevdoinverz ali Moore-Penroseov inverz.

Videli bomo, da se za obrnljivo hermitsko/simetricno matriko posploseni inverz ujema
z obi¢ajno inverzno matriko.

» Zgled 6.17 Naj bo A = A* € M,,(IF) obrnljiva hermitska/simetricna matrika. Res, kot
vemo, je A unitarno podobna diagonalni matriki D = diag(Ay,...,A,) z realnimi lastnimi
vrednostmi A, j =1,2,...,n,A=UDU". Potem je

A*A =A% =UDU*,
in matrika £ = diag(|A;],|A2], ..., |Ax|). Matriko D lahko izrazimo s ¥ na naslednji nacin:
D = Xdiag(<£1,...,£1) = ZW,

kjer smo uporabili, da se vsak A izraza A; = £|A;| in je W diagonalna matrika z ustreznimi
+1 na diagonali. Ocitno je W unitarna (ortogonalna) matrika, potem pa je tudi WU*
taka. Oznacimo V* = U*W. Potem imamo SVD razcep A = ULV*, kjer je ¥ obrnljiva
diagonalna matrika in se njen posploseni inverz izraza z At = VX ~!U*. Izratunajmo

ATA =V U Uy = vy lxv* = vv* =1
in Se
AAT =vzvrvr Ut =vuxr vt =vut = 1.

Enoli¢na definiranost inverzne matrike pove, da je v tem primeru AT = A~ .
V splo$nem pa sta matrika A in A™ povezani na naslednji nacin.

Trditev 6.18 — Lastnosti posplosenega inverza. Naj bo A € ™" poljubna kompleksna
ali realna matrika. Potem sta matriki AA* € M,,(F) in ATA € M,,(F) hermitski/simetri¢ni
in za njiju velja

(AAT)? =AAT in (ATA)? =ATA, (6.4)
za posploseni inverz iz definicije 6.16 pa velja Se:
AATA=A in ATAAT =A".

Ce je dodatno matrika A € F™” polnega stolp&nega ranga, rangA = n, velja ATA =1I.
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Dokaz. Enakosti (6.4) povesta, da sta matriki AA* in ATA projektorja (gl. def. 1.19 in
verifikacijo v nalogi 12). Najbo A = UXV* in AT = VETU*. Z neposrednim ralunom se
prepri¢amo, da je XXX =X in LTXX " = X . Nazadnje izratunamo $e
AATA=UZV*VE'U*ULV* = USZ IV =UZV* = A
in
ATAAT =VETUPULV*VE U = VETZE U =A™, (6.5)
Denimo, da je ATA singularna. Potem je ATAx = 0 za nek neniCeln matri¢ni stolpec x.
PomnoZzimo to enakost z A in upostevajmo (6.5). Dobimo Ax = 0, kar je protislovje, saj je
A polnega stolpcnega ranga in zato ima ta sistem enoli¢no resitev x = 0, protislovje. Torej

je ATA obrnljiv projektor (v nalogi 2 pokaZemo, sta edini lastni vrednosti projektorja 1 ali
0), ne more imeti lastne vrednosti 0 in zato mora biti ATA = I. |

6.3 Naloge

2 1 1
1. Za simetricno matriko A= | 1 3 =2 | poiscite realno diagonalno matriko D
1 -2 3

in ortogonalno matriko Q, da bo veljalo A = QDQT .
R.: Lastne vrednosti matrike A so A; =0, A, =3 in A3 =5, torej bo D = diag (0, 3,5).
Matrika A je simetri¢na, zato so vse lastne vrednosti realne. Pripadajoci lastni vek-

—1 2 0
torji so po vrsti X; = 1 [,xp=| 1 |[inx3= | —1 |.Paroma so ortogonalni,
1 1 1

saj pripadajo paroma razli¢nim lastnim vrednostim. Da bodo generirali ortogo-

nalno prehodno matriko, jih je potrebno le §e normirati ||x;|| = v/3, [|xz|| = v/6 in
—1/V/3 2/V/6 0

|x3]| =+v2. Dobimo Q= | 1/v/3 1/v/6 —1/v/2 | inA=QDQT.Spomnimo

1/vV3 1/V/6 1/V2
se, da je 0! =07, ker je Q ortogonalna matrika.
2. PokaZite, da sta edini mozni lastni vrednosti projektorja O in 1.

R.: Projektor P je hermitska/simetri¢na matrika, zato je v neki ortonormirani bazi

diagonalizabilna. Po drugi strani je P> — P = 0. Minimalni polinom tega projektorja

je bodisi mp(A) = A% — A = A(A — 1) bodisi mp(A) = A bodisi mp(A) = A — 1.

Vse ni¢le minimalnega polinoma so lastne vrednosti, od koder trditev sledi.

€

3. PokaZite, da je matrika U = NG unitarna. Izracunajte njeni lastni vrednosti

i
1
in preverite, da leZita na enotski kroZnici.
R T et S S . . 1 nV2
R: U= 7 [ 1 } ; UU* = U*U = I. Lastni vrednosti sta A1 = (1 —i) %57,
Jo=(=1-0) %2, M| = %] = 1.
1/v/3 2 2
4. Dopolnite matriko Q= | 1/ V3 2 2 | do neke ortogonalne matrike.
1/vV3 2?2 2

R.: Prvi stolpec Q je normiran, zato je problem smiseln. Drugi stolpec matrike Q

dolo¢imo tako, da bo pravokotenna —= [ 1 1 1 }T, npr.. [1 0 —1 }T in ga

V3
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Se normiramo in dobimo \/Lj [ 1 0 —1 ]T. Nato tretji stolpec dolo¢imo bodisi
z vektorskim produktom, bodisi z Gram-Schmidtovim postopkom, pa Se kaj bi se

1/vV3 1/V2 —1/V6

naslo. Tako dobimo Q = | 1/ V3 0 2/ v/6 | . Prav tako bi lahko tretji
1/vV3 —1/vV2 —1/v6

stolpec pomnozili z (—1) ali pa drugi in tretji stolpec med seboj zamenjali.

5. PokaZite, da so lastne vrednosti realne ortogonalne matrike lahko le 1, —1 ali pa

nastopijo v konjugiranih parih oblike cos ¢ % isin @.
R.: Ortogonalna matrika je tudi unitarna, ¢e jo obravnavamo kot kompleksno matriko,
zato so njene lastne vrednosti na enotski kroznici v C. Hkrati so lastne vrednosti nicle
karakteristicnega polinoma, ki je v naSem primeru polinom z realnimi koeficienti. Pri
takem nerealne ni¢le nastopajo le v konjugiranih parih, realni z absolutno vrednostjo
pa sta lahko le 1 in —1.

6. Pojasnite, zakaj ima matrika, ki je hkrati hermitska in unitarna, edini mozni lastni
vrednosti 1 in —1.

R.: Edini realni Stevili na enotski kroznici v C sta 1 in -1.

7. PokaZite, da sta lastna vektorja hermitske/simetricne matrike, ki ustrezata dvema
razlicnima lastnima vrednostma, ortogonalna glede na obic¢ajni skalarni produkt.
R.: Bodita sedaj x in y lastna vektorja hermitske/simetri¢ne matrike A, Ax = Ax,
Ay = uy in A # . Vemo Ze, da sta obe lastni vrednosti A in u realni. Pokazimo, da
sta X in y ortogonalna. Nato je

(Ax,y) = (Ax,y) = A (x,y),

po drugi strani pa imamo

(Ax,y) = (x,A"y) = (x,Ay) = (X, uy) = 1 (X,y),

kjer smo upostevali, da je u realno Stevilo. Enakost A (x,y) = u (x,y) lahko drugace
zapiSemo (A — ) (x,y) = 0, nakar iz A # u sledi (x,y) = 0, kot smo Zeleli.

8. Naj bo u € C™!' normiran matricni stolpec. PokaZite, da je matrika U = I — 2uu*
hermitska in unitarna. Preverite, da je u lastni vektor in dolocite pripadajoco lastno
vrednost. PokaZite Se, da je {u}L lastni podprostor za drugo lastno vrednost. Za
obe lastni vrednosti dolocite tudi veckratnosti.

R.: U*=(I-2uu*)" =I*—2(uu*)" =] —2u**u* = U, torej je U hermitska.
UU* =U? = (I —2uu*) (I — 2uu*) = [ — 2uu* — 2uu* +4un*uu* =/ — 4uu*
+4u (u*u)u* =7 —4uu” +4u(u,u)u* =/, torej je U unitarna.
I

Nadalje je Uu = (I —2uu*)u = —u, torej je A} = —1.
Ce je v Lu, imamo Uv = (I — 2uu*)v = v—2u(u*v) = v, torej je A, = 1, lastni

=
podprostor ut je razseZnosti n — 1, zato ima A, geometrijsko veckratnost enako
n— 1. Tako je geo(A;) = 1 in geo(A,) =n—1.

9. Ugotovite, katero krivuljo drugega reda v ravnini predstavlja enacba 3x> + 2xy +
3y* — 8 = 0. Z drugimi besedami: diagonalizirajte podano kvadratno formo. Krivu-
ljo drugega reda, ki jo kvadratna forma predstavlja, tudi narisite.

R.: Kvadratni formi 3x% 4 2xy + 3y? priredimo simetri¢no matriko A = { :12) ; } , ki

ima lastni vrednosti A; = 2 in A, = 4 in pripadajoCa normirana lastna vektorja q; =
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Poglavije 6. Spektralne lastnosti posebnih matrik

10.

11.

12.

_11 i } predstavlja

zasuk koordinatnih osi za —7. Os x' lezi namre¢ v smeri vektorja ;. V novem
koordinatnem sistemu x’,y’ se kvadratna forma (enacba krivulje) glasi

\/Lg [1- I]T inqy = \/% 1 l]T. Ortogonalna matrika Q = \/LE [

llxlz + Azylz =8

262 +4y?=8 /:8
)i2+)£:1
4 "2

in je torej elipsa s polosema 2 in v/2. Preizkus: v enabo 3x2 + 2xy + 3y? vstavite
M
y Y

I I I I
-2 -1 1 2

-2+

Slika 6.2: Elipsa 3x% 4 2xy + 3y? — 8 = 0 z nosilkama polosi

Izvedite razcep s singularnimi vrednostmi matrike A = [ _11 ! :i } .

0
1 —1
a1 =1 _| 5 A 2 0 0
N E S R
V2 V2 0
Naj bo £ € R™" matrika, ki smo jo srecali pri razcepu s singularnimi vrednostmi.
PokaZite, da sta matriki X" in LY, kjer T oznacuje posploSeni inverz, projektorja.

-1
R.: V blogni obliki jeZ:[ S| Ornr } z+:{ S| Ouner }

Om—r,r Om—r,n—r On—r,m—r

—

S-oth -
o

On—r,r
blo¢na vrstica nicel ali blo¢ni stolpec nicel lahko tudi manjkata. Potem je XX =
[ Ir | O } € M,u(R), medtemko je ZTE = l Ir | Ony } € M,(R).
Om—r,r Om—nm—r On—r,r ‘ On—r,n—r

Obe dobljeni matriki, ki sta v sploSnem razli¢ne velikosti, sta simetricni in se s
kvadriranjem ne spremenita.

PokaZzite, da sta matriki AA™ in ATA, kjer AT oznacuje posploSeni inverz, projek-
torja.
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R.: Preveriti je potrebno, da za matriki P = AA™ in P, = A™A velja P} = P; = P},
Jj = 1,2. Matriko A razcepimo s singularnimi vrednostmi: A = UYXV™, nato je
AT =VEITU*. Nadalje je P, = ULV*VETU* = U (ZLT)U*, P, =VETU*UZV* =
VETEV*, Iz resitve naloge 11 uporabimo, da sta X" in £1X projektorja, potem pa
podobno kot v zgledu 1.23 pokazemo, da sta Pj in P; projektorja.
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