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Povzetek V monografiji se teorija dinamičnih sistemov prepleta s poglavji 

abstraktne algebre. Dinamika zveznih in diskretnih sistemov je osredotočena na 

problem centra in cikličnosti. Sisteme obravnavamo z uporabo teorije kolobarjev 

tako, da obravnavamo pripadajoče polinomske kolobarje in njihove ideale. 

Najprej obravnavamo Gröbnerjeve baze in zvezo med ideali in pripadajočimi 

raznoterostmi ter minimalno dekompozicijo raznoterosti. Podana je tudi 

informacija o programu Singular. V drugem poglavju obravnavamo 

najpomembnejše pojme iz teorije dinamičnih sistemov: singularne točke, limitne 

cikle, centralno raznoterost, problem centra in cikličnosti. Povezavo s prvim 

poglavjem predstavlja določanje fokusnih količin ter analiza ustreznih idealov. Gre 

za Bautinovo metodo, s katero dobimo potrebne pogoje za nastop centra. 

Zadostne pogoje določimo z Darbouxjevo metodo ali z nastavki za vrsto, ki 

predstavlja formalni prvi integral. V tretjem poglavju so prikazani in analizirani 

nekateri novejši rezultati v zveznih in diskretnih sistemih. V zveznih in diskretnih 

primerih je obravnavan problem centra in cikličnosti. Obravnavani so nekateri 

sistemi NDE v ravnini in v trirazsežnem prostoru. Obravnavane so perturbacije 

stopnje dve, tri ali štiri. Diskretni dinamični sistemi so omejeni na dinamiko realne 

funkcije, katere kvadrat (v smislu kompozituma funkcij) je identiteti podobna 

preslikava, ki izhaja iz Żołądkove enačbe. Obravnava cikličnosti poteka tudi s 

pomočjo posplošitve Christopherjevega izreka. 

 

Ključne besede: • dinamični sistem • singularnost • problem centra in fokusa • 

cikličnost • polinomski kolobarji • ideali • Bautinova metoda • Darbouxjeva 

metoda • 
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Abstract In this monograph the theory of dynamical systems meets abstract 

algebra. From the dynamical point of view we are focused to center and cyclicity 

problems. From the ring theory point of view we consider polynomial rings and 

their ideals. We first consider Gröbner bases, the connection idealvariety and 

minimal decompositions of varieties. The basic information on Singular is 

included. In the second chapter the most important concepts like singularities, 

limit cycles, central variety, the center problem and the cyclicity from dynamical 

theory are considered. The computation and analysis of focus quantities and 

corresponding (polynomial) ideals represents the connection to chapter one. We 

use Bautin’s (Darboux and similar) method(s) to determine necessary (sufficient) 

conditions for the center problem. In third chapter we present and analyze some 

recent results in continuous (planar and 3D systems of ODEs) and discrete 

systems, mostly with quadratic, cubic and quartic perturbations added. In both 

cases the problem of center and cyclicity is considered. Examples concerning 

discrete systems are limited to dynamics of a real function whose square (in sense 

of function composition) is a near identity function arising from Żołądek 

equation. The cyclicity is analyzed by a generalization of Christopher’s theorem. 
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Zaradi narave znanstveno-raziskovalnega dela pomanjkanje
pogosto ob�cutijo raziskovalcu/ki najbli�zji in ljubi.

Zato knjigo posve�cava svojima dru�zinama.





Predgovor

V monogra�ji �zeliva sistemati�cno in iz�crpno predstaviti nekaj novej�sih rezultatov na podro�cju,
ki zvezne in diskretne polinomske dinami�cne sisteme obravnava predvsem s stali�s�ca teorije kolo-
barjev in ustreznih idealov. Glavna tema monogra�je je zveza med algebro (ideali v polinomskih
kolobarjih) in geometrijo (raznoterostmi), ki naravno nastopa pri problemih v dinami�cnih siste-
mih. Pri obravnavi �stevilnih problemov, ki so prisotni v teoriji (sistemov) navadnih diferencialnih
ena�cb in diskretnih sistemov, ki izhajajo iz preslikav f , katerih "kvadrati" f ◦ f so identiteti
podobne preslikave, se v monogra�ji omejimo zgolj na problem centra in fokusa ter na problem
bifurkacije limitnih ciklov, vendar probleme obravnavamo celostno in kriti�cno.

Ob�cutek "lai�cne javnosti", da je za sisteme navadnih diferencilanih ena�cb (NDE) v ravnini
�ze vse raziskano, je dale�c od dejanskega stanja. Kljub zmogljivostim, ki jih nudijo sodobni
ra�cunalniki, in programskim orodjem, kot je na primer Mathematica ali Matlab, z numeri�cnimi
pribli�zki ne moremo odgovoriti na vpra�sanja, ki so povezana s Hilbertovim 16. problemom.
Glavna ideja povezave med teorijo kolobarjev (polinomskih idealov) in geometrijo (a�nimi ra-
znoterostmi) temelji na Hilbertovih rezultatih: na tako imenovanem Hilbertovem izreku o bazi,
Hilbertovi teoriji eliminacije in tako imenovanem Hilbertovem izreku o ni�clah ("Nullstellensa-
tzu").

Preprosta uporaba algebre pri re�sevanju NDE je dobro znana �ze iz dodiplomske analize, na
primer karakteristi�cna ena�cba za linearne NDE s konstantnimi koe�cienti in integralske transfor-
macije pri linearnih diferencialnih ena�cbah (DE). Ve�cji izziv je uporaba algebre pri nelinearnih
DE in na splo�sno pri nelinearnih dinami�cnih sistemih, kjer se lahko v faznih diagramih pojavijo
limitni cikli ali pa "�cudni" atraktorji in celo kaoti�cna dinamika. �Ce nelinearna DE (oziroma
sistem DE) vsebuje vsaj en parameter, lahko govorimo tudi o problemu bifurkacij. Izzivu upo-
rabe algebrskih metod v nelinearnih dinami�cnih sistemih sledi pri�cujo�ca znanstvena monogra�ja.
Seveda pri tem izzivu znatno pomaga tudi matemati�cna analiza (predvsem teorija analiti�cnih
funkcij).

Monogra�ja ima kraj�se dodatke, v osnovi pa je razdeljena na tri poglavja. V prvem poglavju
je na kratko predstavljena teorija polinomskih idealov. Pri iskanju singularnih to�ck (nelinearnega
polinomskega) sistema NDE ali pa pri dolo�canju centralne raznoterosti re�sujemo (nelinearne
polinomske) sisteme ena�cb. Zato so v monogra�ji obravnavane Gr�obnerjeve baze in osnove
eliminacijskih idealov ter radikalnost idealov in dekompozicija raznoterosti. Dodan je tudi kratek
razdelek o uporabi programskega paketa Singular, ki je v zahtevnej�sih raziskavah nepogre�sljivo
orodje ra�cunske algebre.

Drugo poglavje je namenjeno kratkemu pregledu teorije dinami�cnih sistemov. Obravnavani
so osnovni pojmi tako iz teorije NDE kot tudi iz diskretnih sistemov. Ve�cinoma se omejimo na
pojme, ki jih potem sistemati�cno obravnavamo v tretjem poglavju, kjer so obravnavani nekateri
konkretni primeri. Omenimo, na primer, problem dolo�cevanja centralne raznoterosti, ra�cunanje

v



fokusnih koli�cin, Bautinovega ideala, bifurkacije limitnih ciklov ter Darbouxjeva metoda iskanja
prvih integralov.

V tretjem poglavju so prikazani in kriti�cno analizirani nekateri novej�si rezultati v zveznih in
diskretnih sistemih. V vseh primerih uporabljamo Bautinovo metodo za re�sevanje bifurkacijskih
problemov. Pri zveznih sistemih (sistemi NDE) je obravnavan problem centra in cikli�cnost za
kubi�cni sistem ter problem centra za sistem �cetrte stopnje. Diskretni dinami�cni sistemi so ome-
jeni na dinamiko preslikave f : R ! R, za katero je f ◦ f identiteti podobna preslikava, njeni
parametri pa izhajajo iz Zo l�adek-ove ena�cbe 	 (x; y) = x+w+

∑n
i+j=2 �ijxiwj = 0. Obravnavan

je problem centra in cikli�cnost centra. Obravnava poteka tudi s pomo�cjo posplo�sitve Christo-
pherjevega izreka na diskretne sisteme. Nazadnje je analizirana tudi mo�znost uporabe funkcije
	 (x; y) oz. razlike 	 (x; y) � 	 (y; x) iz _Zo l�adek-ove ena�cbe pri iskanju centralne raznoterosti.

Upava, da pri�cujo�ca monogra�ja predstavlja kamenek v razvoju slovenske terminologije na
podro�cju, ki dinami�cne sisteme povezuje z algebro.

Za vse nasvete pri nastajanju te monogra�je se iskreno zahvaljujeva profesorju Valeriju Ro-
manovskemu iz CAMTP, FERI in FNM, Univerza v Mariboru. Najlep�se se zahvaljujeva tudi
recenzentoma: prof. dr. Matja�zu Percu iz FNM Univerze v Mariboru in prof. dr. Marku Pet-
kov�sku z IMFM in FMF Univerze v Ljubljani, ki sta s svojimi pripombami znatno pripomogla
k izbolj�sanju kakovosti pri�cujo�ce monogra�je.

Maribor, Kr�sko
December 2018

Matej Mencinger
Brigita Fer�cec
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1.2 Gr•obnerjeve baze 5

pripadnosti idealu je re�sen: ko sta dana ideal I in polinom f; najprej najdemo generator g ideala
I; potem delimo f z g in preverimo, ali je ostanek enak ni�c ali ne.

V kolobarjih polinomov ve�c spremenljivk �zelimo izpeljati podoben postopek, t.j. izvesti de-
ljenje in dolo�citi ostanek. Vendar so stvari zapletenej�se, ker idealov ne generirajo le posamezni
polinomi. Zato moramo oblikovati postopek za deljenje polinoma f z mno�zico polinomov F .
Algoritem deljenja je sicer mo�zno posplo�siti na elemente iz k[x1; : : : ; xn], vendar nastopi nova
ovira, saj ostanek pri deljenju ni nujno enoli�cen.
Za opis algoritma deljenja v k[x1; : : : ; xn] najprej dolo�cimo urejenost �clenov polinoma. V pri-
meru ene spremenljivke je urejenost naravna glede na stopnjo. �Ce je spremenljivk ve�c, lahko
uporabimo razli�cne urejenosti. Zato bomo de�nirali splo�sni pojem urejenosti �clenov in predsta-
vili nekaj pogosteje uporabljenih urejenost �clenov. Zaradi naravnega izomor�zma med monomi
x� = x�1

1 x�2
2 : : : x�n

n in n-tericami � = (�1; : : : ; �n) 2 N je dovolj, da uredimo elemente mno�zice
Nn

0 , saj, kot v primeru ene spremenljivke, koe�cienti �clenov v urejenosti ne igrajo nobene vloge.
Spomnimo se, da je delna urejenost ≻ na mno�zici S dvo�clena relacija, ki je re
eksivna (a ≻ a;
za vse a 2 S), antisimetri�cna ( a ≻ b in b ≻ a; samo �ce a = b ) in tranzitivna (iz a ≻ b in b ≻ c
sledi a ≻ c ). Popolna urejenost > na S je delna urejenost, v kateri sta poljubna dva elementa
primerljiva: za vsaka a, b 2 S velja a > b ali b > a.

De�nicija 1.2.1 Urejenost �clenov v k[x1; : : : ; xn] je popolna urejenost> v Nn
0 z naslednjima

lastnostima:

1. za vse�; � in 
 2 Nn
0 velja: �ce je � > �; je � + 
 > � + 
; in

2. Nn
0 je z urejenostjo > dobro urejena: za vsako neprazno podmno�zicoS � Nn

0 obstaja naj-
manj�si element � 2 S (za vse� 2 S n f�g je � > �).

Monomi fx� : � 2 Ng so potem urejeni po svojih eksponentih, tako da je x� > x� natanko
tedaj, ko je � > �: Zavedati se moramo, da urejenost �clenov > v k[x1; : : : ; xn] ne ureja vseh
elementov k[x1; : : : ; xn]; ampak samo podmno�zico monomov.
Zaporedje �j v Nn

0 je strogo padajo�ce, �ce za vsak j velja �j > �j+1 in �j ̸= �j+1:

Trditev 1.2.2 Popolna urejenost> mno�zice Nn
0 je dobra urejenost mno�zice Nn

0 natanko tedaj,
ko se vsako strogo padajo�ce zaporedje vNn

0 kon�ca.

Dokaz. �Ce obstaja strogo padajo�ce zaporedje �1 > �2 > �3 > : : : ; ki se ne kon�ca, potem
je f�1; �2; : : :g neprazna podmno�zica mno�zice Nn

0 brez minimalnega elementa in > ni dobra
urejenost na Nn

0 : Obratno, �ce > ni dobra urejenost na Nn
0 ; obstaja neprazna podmno�zica A 2 Nn

0 ;
ki nima minimalnega elementa. Naj bo �1 poljubni element mno�zice A. Ker ni minimalen,
obstaja �2 2 A; �2 ̸= �1; tako da je �1 > �2: Z nadaljevanjem procesa dobimo strogo padajo�ce
zaporedje, ki se ne kon�ca.

Zdaj de�niramo tri najpogosteje uporabljene urejenosti �clenov v polinomskih kolobarjih.

De�nicija 1.2.3 Naj bosta � = (�1; : : : ; �n) in � = (�1; : : : ; �n) elementa izNn
0 :

1. Leksikografska urejenost:� >lex � natanko tedaj, ko je prva komponenta (gledano z leve
proti desni) n-terice � � � 2 Zn pozitivna.
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in ustrezne kofaktorje
k1 = 1 � a10x � a20x2;

k2 = �1 + b01y + b02y2

k3 = �y(�b01 � 2b02y);
k4 = x(�a10 � 2a20x):

Lahko konstruiramo inverzni integrirajo�ci mno�zitelj oblike V = xyl3l4: Zato ima po lemi 2.2.41(i)
sistem (3.26) prvi integral oblike (2.45).

Sedaj obravnavamo problem cikli�cnosti za dru�zino realnih kubi�cnih sistemov, ki so izra�zeni
v kompleksni obliki kot

_x = �x + ix(1 � a10x � a20x2 � a11xx � a02x2); (3.27)

kjer je x = u + iv.
K ena�cbi (3.27) dodamo njeno kompleksno konjugirano ena�cbo in obravnavamo x kot novo

spremenljivko y, ter aij kot nove parametre bji. Tako dobimo kompleksni sistem

_x = �x + ix(1 � a10x � a20x2 � a11xy � a02y2);

_y = �y � iy(1 � b01y � b02y2 � b11xy � b20x2):
(3.28)

Za pridobitev meje za cikli�cnost izhodi�s�ca realnega sistema (3.27) obravnavamo strukturo Bau-
tinovega ideala sistema (3.28) z � = 0 in njegovo raznoterost. Videli bomo, da bo izrek 3.2.6 po-
dal oceno za cikli�cnost elementarnega centra za skoraj vse to�cke centralne raznoterosti. Re�sitev
problema centra za sistem (3.28) z � = 0 je zapisana v izreku 3.2.8, kjer smo dokazali, da je
V(B) = V(B4). Z uporabo tega rezultata doka�zimo naslednji izrek, ki poskrbi za mejo cikli�cnosti
izhodi�s�ca sistema (3.27).

Izrek 3.2.9 �Ce je a11 ̸= 0 ali a20 � �a02 ̸= 0, je cikli�cnost centra v izhodi�s�cu sistema (3.27)
kve�cjemu �stiri.

Dokaz. Za dokaz cikli�cnosti uporabimo izrek 3.2.6. Enakost V(B) = V(B4) je bila dokazana v
izreku 3.2.8 in zato pogoj (a) izreka 3.2.6 dr�zi. Sedaj preverimo, �ce je B4 korenski. Izra�cunamo
generatorje ideala

p
B4 z uporabo ukaza radical v Singularju . Nato izra�cunamo reducirani

Gr�obnerjevi bazi idealov B4 in
p

B4. Ideal B4 je korenski natanko tedaj, ko sta B4 in
p

B4 enaka.
Izka�ze se (to preverimo s pomo�cjo ukaza reduce v Singularju ), da se nekateri elementi korenap

B4 ne reducirajo v ni�c po modulu Gr�obnerjeve baze ideala B4. Zato
p

B4 ̸= B4 in B4 ni korenski
ideal. Torej ne moremo direktno uporabiti izreka 3.2.6. Da bi natan�cneje videli, kateri del
ideala B4 ni korenski, izra�cunamo primarno dekompozicijo ideala B4. Primarno dekompozicijo
izra�cunamo v Singularju s pomo�cjo rutine primdecGTZ in dobimo

B4 = P1 \ � � � \ P5 \ Q; (3.29)

kjer so P1; : : : ; P5 praideali in Q ni praideal, kar potrjuje, kar smo povedali �ze zgoraj, da B4 ni
korenski. Rezultat izra�cunov v Singularju je podan v dodatku B. Opazimo, da je Q v (3.29)
primarni ideal, za katerega velja

p
Q = ⟨a11; b11; a02 + b02; a20 + b20⟩. Tako ima B4 strukturo iz

trditve 3.2.7. V prostoru parametrov E(a; b) (kjer je (a; b) = (a10; a20; a11; a02; b20; b11; b02; b01))
je raznoterost V(Q) de�nirana z ena�cbami a11 = b11 = a02 + b02 = a20 + b20 = 0: Presek V(Q)
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s prostorom parametrov E(a) je mno�zica a20 � �a02 = a11 = 0 : Naj bo (a� ; a� ) to�cka iz E(a; b),
ki ustreza sistemu (3.28). �Ce je a11 6= 0 ali a20 � �a02 6= 0, velja ( a� ; a� ) =2 V (Q). Zato po trditvi
3.2.7 obstajajo tak�sne funkcije f j;k , da v okolici (a� ; a� ) z a11 6= 0 ali a20 � �a02 6= 0 velja

gkk = g11f 1;k + g22f 2;k + g33f 3;k + g44f 4;k (3.30)

za vsakk > 4.
Tako je po izreku 3.2.5 cikli�cnost centra v izhodi�s�cu sistema (3.27) pri a11 6= 0 ali a20� �a02 6= 0

kve�cjemu �stiri.
Sedaj obravnavamo �stevilo limitnih ciklov, ki lahko bifurcirajo iz vsake komponente centralne

raznoterosti sistema (3.27). Na�s pristop temelji na rezultatu iz [20], ki pove�ze ta �stevila z
razse�znostjo vsake komponente.

Najprej vpeljimo nekaj oznak. Naj gR
kk ozna�cuje realne fokusne koli�cine kot v (3.6). Potem

je centralna raznoterost realnega sistema (3.27) raznoterostV R v prostoru parametrov E(A; B )
ideala BR = hgR

11; gR
22; : : :i . Z Jp(BR

k ) ozna�cimo Jacobijevo matriko polinomov gR
11; gR

22; : : : ; gR
kk v

to�cki p in z rang(J k
p ) rang matrike Jp(BR

k ):
Naslednji izrek je majhna reformulacija izreka 3.2.1.

Izrek 3.2.10 Predpostavimo, da za sistem(3.4) z � = 0 in to�cko p 2 V R, velja rang(J k
p ) = k:

Tedaj je sorazse�znost raznoterostiV R najmanj k in obstajajo bifurkacije sistema (3.4), ki lokalno
proizvedejo k limitnih ciklov iz centra, ki ustreza vrednosti parametrov p. �Se ve�c, �ce p le�zi
na komponenti C raznoterosti V R sorazse�znosti k, je p gladka to�cka centralne raznoterosti in
cikli�cnost to�cke p in generi�cne to�cke komponente C je natanko k.

Da bi uporabili ta izrek, najprej poi�s�cemo vse ireducibilne komponente raznoterosti V R. Te
lahko pridobimo iz ireducibilnih komponent kompleksne centralne raznoterosti sistema (3.28)
(opisane v izreku 3.2.8) z vpeljavo

a10 = A10 + iB 10 a20 = A20 + iB 20

a11 = A11 + iB 11 a02 = A02 + iB 02

b02 = A20 � iB 20 b01 = A10 � iB 10

b11 = A11 � iB 11 b20 = A02 � iB 02:

(3.31)

Velike �crke ozna�cujejo koe�ciente realnega sistema, zapisanega v kompleksni obliki kot (3.4).
Opazimo, da koe�cienti, ki se pojavijo v (3.31), ne sovpadajo s koe�cienti iz (2.128). Koe�cienti
sistema (2.128) so dodelani izrazi koe�cientov v (3.31).

Naslednji izrek podrobno opi�se raznoterostV R.

Izrek 3.2.11 Centralna raznoterost v R8 realnega sistema(3.27) z � = 0 sestoji iz naslednjih
treh ireducibilnih komponent

V R = V (G1) [ V (G2) [ V (G3);

kjer so
G1 = hB11; A20B02 + A02B20; A2

10B02 + 2A02A10B10 � B02B 2
10; A2

10B20

� 2A10A20B10 � B 2
10B20i

G2 = hB11; A02 + A20; B02 � B20i

G3 = hA11; B11; A02; B02i :

Komponenti G1 in G2 sta razse�znosti 5, komponentaG3 je razse�znosti 4.
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in z J1 = ⟨b12 � 1⟩, J2 = ⟨b12 � 2⟩ in J3 = ⟨b12 � 1=2⟩. Vidimo, da H ni de�niran za to�cke
raznoterosti V(I), kjer je b12 enak 1, 2 ali 1=2, t. j. de�niran je za to�cke iz V nW , kjer je
W = V(J1) [ V(J2) [ V(J3) = V(J) in J = J1 \ J2 \ J3. Najprej izra�cunamo ideal J in dobimo
J = ⟨2b3

12 � 7b2
12 + 7b12 � 2⟩. Nato izra�cunamo kvocient idealov I in J ; dobimo ideal

I : J = ⟨a21 � b12; 2a03b12 + b12b03 � a03 � 2b03; a30b12 + 2b30b12 � 2a30 � b30; a30a03 � b30b03⟩:

Vidimo, da je I : J = I, kar pomeni, da je

V nW = V;

zato ima po lemi 3.2.13 sistem (3.34) v vsaki to�cki raznoterosti V center v izhodi�s�cu 3.
Sistemi, ki zado�s�cajo pogojem primera 2), so �casovno reverzibilni, saj njihovi parametri le�zijo v
raznoterosti V(Isymja12 =b21 =1), kjer je

Isymja12 =b21 =1 = ⟨a03a30 � b03b30; a21 � b12; a30b3
12 � a3

21b03; a30b2
12 � a2

21b03; a30b12 � a21b03;

a03a21 � b12b30; a03a2
21 � b2

12b30; b30 � a03; a03a3
21 � b3

12b30; a30 � b03⟩:

Sistem, ki zado�s�ca pogojem 3), ima obliko

_x = x(1 � 2x2y � xy2 � a03y3);

_y = �y(1 � x2y � 2xy2 � b03y3):
(3.37)

Za dokaz integrabilnosti oz. obstoja centra v tem sistemu uporabimo metodo \blow-down" v
vozel. Vpeljemo analiti�cno spremembo koordinat

u = xy2; v = y3; (3.38)

in sistem (3.37) postane
_u = �u + 3u2 + (2b03 � a03)uv;

_v = �3v + 3u2 + (6 + 3b03)uv:
(3.39)

Za sistem (3.39) lahko s transformacijo oblike (2.53) dobimo njegovo normalno formo in vidimo,
da je koe�cient a v resonantnem �clenu a�3 ni�celni, t. j. normalna forma je linearna:

_� = ��; _� = �3�: (3.40)

Sistem (3.40) ima prvi integral �3=�. �Ce se vrnemo nazaj k originalnim koordinatam x in y,
dobimo, da je prvi integral sistema (3.37) enak x3y3 +

∑
i+j=7 cijxiyj in sledi, da ima sistem

(3.37) prav tako prvi integral oblike (2.45) (glej razdelek 2.2.4).
Primer 4) dobimo iz primera 3) z involucijo akj $ bjk.
Sistem (3.34), ki zado�s�ca pogojem 5), ima obliko

_x = x
(

1 � b30
2 x3 � 2x2y � xy2 � 2b03y3

)
;

_y = �y(1 � b30x3 � x2y � 2xy2 � b03y3):

3S podobnim ra�cunom doka�zemo integrabilnost sistemov, ki jih �studiramo spodaj, �ce Darbouxjev integral ali
integrirajo�ci mno�zitelj ni de�niran povsod.
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in premore invariantno krivuljo f = 0, kjer je

f = (4 � 24x2y � 24xy2 + 36x4y2 + 18b30x4y2 + 108x3y3 � 54b03b30x3y3

�54b30x6y3 + 27b03b2
30x6y3 + 36x2y4 + 36b03x2y4 � 108x5y4 + 54b03b30x5y4

�108x4y5 + 54b03b30x4y5 � 108b03x3y6 + 54b2
03b30x3y6);

z ustreznim kofaktorjem k = �6x(x � y)y. Inverzni integrirajo�ci mno�zitelj je podan z

V = (xy)� 2f:

Obstoj analiti�cnega prvega integrala v okolici izhodi�s�ca sledi iz leme 2.2.41(i).
V primeru 6) je sistem (3.34) oblike

_x = x(1 � x3 � (4 � b12)x2y � xy2 � (b12 � 2)y3);

_y = �y(1 � (2 � b12)x3 � x2y � b12xy2 � y3):
(3.41)

V ta sistem vpeljemo nov parameter � in novi neznanki X in Y tako, da je b12 = 2 + i�,
x = X + iY , y = X � iY . Na ta na�cin skupaj s spremembo �casa t = iT dobimo sistem

dX
dT

= �(1 � 2X)(1 + 2X + 4x2)Y;

dY
dT

= X(1 � 4X3 � 4�X2Y + 4XY 2 � 4�Y 3):
(3.42)

S pomo�cjo transformacije

X =
u

(1 + 4u3)
1
3

;

Y =
3v

(1 + 4u3)
1
3 [3(1 � 16u6)

� 2 � 3
18 + 4�u2v]

;

d� =
3(1 � 4u3)(1 � 16u6)

1
6

3(1 � 16u6)
� 2
18 + 4�u2(1 � 16u6)

1
6 v

dT

dobimo iz (3.42) sistem

du
d�

= �v = P (u; v);

dv
d�

= u(1 � 16u6)
� 2 � 12

9 [1 �
4
27

�(1 � 16u6)
3� � 2

6 (45 � 432u6 + 32�2u6)v3] = Q(u; v):
(3.43)

Vektorsko polje, de�nirano s (3.43), je simetri�cno glede na os v za poljubno kompleksno konstanto
�. �Ce vzamemo z = v + iu, w = v � iu in �1 = �i� , lahko sistem (3.43) zapi�semo kot

dz
d�1

= z +
1∑

j+k=2

�jkzjwk = F (z; w);

dw
d�1

= �w �
1∑

j+k=2

�jkwjzk = �G(z; w);
(3.44)
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kjer je

F (z; w) = �P
(

i(w � z)
2

;
w + z

2

)
+ iQ

(
i(w � z)

2
;
w + z

2

)

G(z; w) = �P
(

i(w � z)
2

;
w + z

2

)
� iQ

(
i(w � z)

2
;
w + z

2

)
:

(3.45)

Ker je P (u; v) = P (�u; v) in Q(u; v) = Q(�u; v), iz (3.45) sledi, da je F (z; w) = G(w; z) in
zato je �jk = �jk za vse (j; k). Tako ima po izreku 2.2.45 sistem (3.44) prvi integral oblike
	 = zw + � � � in od tod sledi, da ima sistem (3.41) prvi integral oblike (2.45).
V primeru 7) ima sistem (3.34) obliko

_x = P(x; y) = x
(

1 �
(1 + 4a21)(7 � 8a21)x3

27
� a21x2y � xy2 +

27(2 � a21)y3

(7 � 8a21)2

)
;

_y = Q(x; y) = �y
(

1 +
(2 � a21)(7 � 8a21)x3

27
� x2y +

(4 + 7a21)xy2

7 � 8a21
+

27(1 + 4a21)y3

(7 � 8a21)2

)
;

(3.46)

kjer je 7 � 8a21 ̸= 0. Sistem (3.46) premore algebrai�cno invariantno krivuljo f(x; y) = 0, kjer je

f(x; y) = 1 �
(1 + 4a21)(7 � 8a21)x3

27
�

(1 + 4a21)x2y
3

+
3(1 + 4a21)xy2

7 � 8a21
+

27(1 + 4a21)y3

(7 � 8a21)2 :

Za dokaz obstoja centra v izhodi�s�cu uporabimo trditev 2.2.50. Obravnavamo spremembo koor-
dinat

u = u(x; y) =
9y

(7 � 8a21)f
1
3 (x; y)

; v = v(x; y) =
(7 � 8a21)x

9f
1
3 (x; y)

; (3.47)

katere inverzna sprememba je podana z

x =
9v

(7 � 8a21)f
1
3 (u; v)

; y =
(7 � 8a21)u

9f
1
3 (u; v)

; xy =
uv

f
2
3 (u; v)

:

Sistem (3.46) v spremenljivkah (u; v) postane

du
dt

= �
P(u; v)
f(u; v)

;
dv
dt

= �
Q(u; v)
f(u; v)

; (3.48)

kjer sta P(u; v) in Q(u; v) enaka polinoma kot v (3.46) v spremenljivkah (u; v). Tako (3.47)
zado�s�ca pogojem (2.105){(2.107) trditve 2.2.50 in zato ima sistem (3.46) center v izhodi�s�cu.
Sistem (3.34), ki zado�s�ca pogojem 8), je

_x = x(1 + x3=4 + 2x2y � xy2 � 8y3);
_y = �y(1 � 5x3=4 � x2y + 9xy2 � 4y3);

in ima dva algebrai�cna parcialna integrala

f1 = 1 + x3 + 3x6=8 + x9=16 + x12=256 + 8x2y + 3x5y � x11y=16 + 28xy2 + 3x4y2

�15x7y2=4 + 7x10y2=16 � 60x3y3 + 20x6y3 � 7x9y3=4 + 78x2y4 � 45x5y4

+35x8y4=8 + 48x4y5 � 7x7y5 � 20x3y6 + 7x6y6 � 4x5y7 + x4y8;
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in

f2 = 1 + 3x3=4 + 3x6=16 + x9=64 + 6x2y + 3x5y=4 � 3x8y=16 + 21xy2 � 9x4y2

+15x7y2=16 + 21x3y3 � 5x6y3=2 � 15x2y4 + 15x5y4=4 � 3x4y5 + x3y6;

z ustreznima kofaktorjema k1 = x(x � 2y)(3x + 14y) in k2 = 3x(x � 2y)(3x + 14y)=4. Ena�cba
(2.60), ki je v tem primeru enaka

�1k1 + �2k2 = 0;

ima re�sitev �1 = �3 in �2 = 4 in odtod konstruiramo Darbouxjev prvi integral

H(x; y) = f � 3
1 f4

2 :

Primer 9) dobimo iz primera 8) z involucijo akj $ bjk.
V primeru 10) ima sistem (3.34) obliko

_x = x(1 �
3x3

16
+

x2y
2

� xy2 + 8
y3

9
);

_y = �y(1 +
9x3

16
� x2y +

5xy2

3
+

16y3

9
):

(3.49)

Za dokaz integrabilnosti tega sistema uporabimo metodo napihovanja. Uvedemo transformacijo
(3.12) in sistem (3.49) postane

_z = 2z +
8y3z

3
+

2y3z2

3
�

y3z3

2
+

3y3z4

8
= F1(x; y);

_y = �y �
16y4

9
�

5y4z
3

+ y4z2 �
9y4z3

16
= F2(x; y):

(3.50)

Podobno kot v dokazu izreka 3.2.8 (komponenta V(J2)) i�s�cemo prvi integral oblike (3.14).
Izra�cunamo _H = (@H=@z)F1 + (@H=@y)F2 in ena�cimo z ni�c koe�cient vsake stopnje spremen-
ljivke y, dobimo naslednjo rekurzivno diferencialno ena�cbo za fk:

p3(z)fk� 3 +
1
24

z(64 + 16z � 12z2 + 9z3)f0
k� 3 � kfk + 2zf0

k = 0;

kjer je p3(z) polinom tretje stopnje. Za k = 2; : : : ; 8 dobimo f2 = Cz in izberemo C = 1;
f3 = Cz

3
2 in izberemo C = 0; f4 = Cz2 in brez izgube za splo�snost izberimo C = 0 (lahko

izberemo tudi C ̸= 0, saj bo f4 v vsakem primeru polinom); f5 = zP3(z), kjer je P3 polinom
stopnje 3, f6 = Cz3 in ponovno izberemo C = 0; f7 = Cz

7
2 in vstavimo C = 0; f8 = zS6(z),

kjer je S6(z) polinom stopnje 6, ki ne vsebuje �clena z monomom z3. Zato predpostavimo, da je
za vsak lihi k polinom fk oblike

fk(z) = z(C0 + C1z + C2z2 + � � � + Ck� 2zk� 2);

in za vsak sodi k je polinom fk oblike fk = zQk� 2, kjer je Qk� 2 neki polinom stopnje najve�c
k � 2 brez �clena z monomom z

k
2 � 1, t.j.

fk(z) = z(C0 + C1z + C2z2 + � � � + C k
2 � 2z

k
2 � 2 + C k

2
z

k
2 + � � � + Ck� 2zk� 2):
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Z uporabo indukcije doka�zemo, da za vsak k dobimo polinom fk. Dokaz poteka na enak na�cin
kot je potekal dokaz integrabilnosti komponente V(J2) izreka 3.2.8. Dobimo, da je fn(z) =
zQn� 2(z), kjer je Qn� 2(z) polinom stopnje kve�cjemu n � 2 in v posebnem primeru, �ce je n sod,
polinom Qn� 2(z) ne vsebuje �clena s potenco z

n
2 � 1, za kar smo potrebovali podrobnej�so analizo.

Torej je prvi integral sistema (3.50) enak

H(z; y) =
1∑

k=2

zQk� 2(z)yk = zy2 +
1∑

k=3

zQk� 2(z)yk

in odtod je prvi integral sistema (3.49) oblike (2.45).
V primeru 11) je sistem (3.34) oblike

_x = x(1 + 8x3 � xy2);
_y = �y(1 + 4x3 � x2y � xy2 � y3=4); (3.51)

in premore algebrai�cna parcialna integrala

f1 = 1 � 3xy2=2 � y3=4; in f2 = 1 + 8x3 � 3xy2=2 � y3=4;

z ustreznima kofaktorjema k1 = 3y2(2x+y)=4 in k2 = 3(4x+y)(8x2�2xy+y2)=4. Konstruiramo
integrirajo�ci mno�zitelj

� = (xy)� 2f � 5=6
1 f1=6

2 :

Za dokaz obstoja analiti�cnega prvega integrala v okolici izhodi�s�ca uporabimo to�cko (ii) leme
2.2.41. Obe ena�cbi sistema (3.51) mno�zimo z f5=6

1 f � 1=6
2 in dobimo sistem

_x = P (x; y); _y = Q(x; y); (3.52)

ki ima integrirajo�ci mno�zitelj � = (xy)� 2 oz. inverzni integrirajo�ci mno�zitelj V = (xy)2 in
koe�cienta pred monomom x2y v P in xy2 v Q sta ni�celna. Zato po lemi 2.2.41 sistem premore
prvi integral oblike (2.45).
Primer 12) dobimo iz primera 10) z involucijo akj $ bjk.
Primer 13) dobimo iz primera 11) z involucijo akj $ bjk.

Za potrebne pogoje primera (�), ki so predstavljeni v izreku 3.2.15, poi�s�cemo ireducibilno
dekompozicijo raznoterosti ideala ~B8

���
(�)

, in podobno za potrebne pogoje primera (
), ki so

predstavljeni v izreku 3.2.17, poi�s�cemo ireducibilno dekompozicijo raznoterosti ideala ~B8

���
(
)

. V

obeh primerih so izra�cuni la�zji kot v primeru (�) in so zato lahko izvedeni v polju racionalnih
�stevil.

Izrek 3.2.15 Sistem (3.34) z a12 = 1, b21 = 0 ima center v izhodi�s�cu natanko tedaj, ko zado�s�ca
enemu izmed pogojev:

1) a21 = 2a03b12 + b12b03 � a03 � 2b03 = a30b12 + 2b30b12 � 2a30 � b30 = a30a03 � b30b03 = 0;

2) b03 = b12 � 2 = a03 = a21 = 0;

3) b30 = a21 = a30 = 0;
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4) b12 � 2 = a03 � 2b03 = a21 = 2a30 � b30 = 0;

5) 8b12 � 7 = 4a03 + b03 = a30 � 4b30 = 2b30b03 � a21 = 16a21b03 + 27 = 8a2
21 + 27b30 = 0;

6) b12 = b30 = 2a03 � b03 = a30b03 + 2a21 = a21b03 � 8 = a2
21 + 4a30 = 0;

7) b12 = b30 = 2a03 + b03 = a30b03 � 2a21 = a21b03 + 8 = a2
21 + 4a30 = 0.

Dokaz. Doka�zimo, da ima sistem (3.34) z a12 = 1, b21 = 0, ki zado�s�ca poljubnemu pogoju
izreka 3.2.15, center v izhodi�s�cu oz. prvi integral oblike (2.45).
V primeru 1) je sistem (3.34) enak

_x = x
(

1 � a30x3 � xy2 + b03 (b12 � 2)
2b12 � 1 y3

)
;

_y = �y
(

1 + a30 (b12 � 2)
2b12 � 1 x3 � b12xy2 � b03y3

)
:

(3.53)

Sistem (3.53) ima algebrai�cno invariantno krivuljo f1 = 1 � a30x3 + (1 � 2b12)xy2 � b03y3 = 0, z
ustreznim kofaktorjem k1 = �3a30x3 � xy2 + 2b12xy2 + 3b03y3 in odtod konstruiramo analiti�cni
prvi integral

H = xyf
1� b12

2b12 � 1

1 ;

ki je oblike (2.45).
V primeru 2) je sistem enak

dx
dt

= x(1 � a30x3 � xy2);
dy
dt

= �y(1 � b30x3 � 2xy2): (3.54)

Z uvedbo novih koordinat u = x3, v = xy2 postane ta sistem

du
dt

= 3u(1 � a30u � v);
dv
dt

= v(�1 + (2b30 � a30)u + 3v): (3.55)

Izhodi�s�ce sistema (3.55) je sedlo in sistem (3.55) je linearizabilen v izhodi�s�cu (glej [54]), t. j.
obstajata poten�cni vrsti x = uf(u; v), Y = vg(u; v) z f(0; 0) = g(0; 0) = 1, da je sistem (3.55) v
koordinatah (X; Y ) enak

dX
dt

= 3X;
dY
dt

= �Y:

Tako je sistem (3.54) s transformacijo

� =X
1
3 = xf

1
3 ;

� =X � 1
6 Y

1
2 = yf � 1

6 g
1
2 ;

(3.56)

kjer je f = f(x3; xy2), g = g(x3; xy2), transformiran v linearni sistem

d�
dt

= �;
d�
dt

= ��;

ki ima prvi integral �	(�; �) = ��. Od tod dobimo z uporabo (3.56) prvi integral sistema (3.54),
ki je oblike (2.45).
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V primeru 3) je sistem oblike

_x = x � x2y2 � a03xy3; _y = �y + b12xy3 + b03y4: (3.57)

S substitucijo (3.38) dobimo sistem

_u = �u + (2b12 � 1)u2 + (2b03 � a03)uv; _v = �3v + 3b12uv + 3b03v2: (3.58)

�Ce izra�cunamo normalno formo sistema (3.58), vidimo, da je koe�cient v resonantnem �clenu a�3

enak ni�c in zato je normalna forma oblike (3.40). S podobnim razmislekom kot v primeru 3)
izreka 3.2.14 ugotovimo, da ima sistem (3.57) prvi integral oblike (2.45).

Sistem (3.34), ki zado�s�ca pogojem primera 4), je oblike

_x = x(1 �
b30x3

2
� xy2 � 2b03y3); _y = �y(1 � b30x3 � 2xy2 � b03y3) (3.59)

in ima algebrai�cno invariantno krivuljo f = 0, kjer je

f = 4�24xy2 +18b30x4y2 �54b03b30x3y3 +27b03b2
30x6y3 +36x2y4 +54b03b30x4y5 +54b2

03b30x3y6;

z ustreznim kofaktorjem k = 6xy2. Inverzni integrirajo�ci mno�zitelj sistema (3.59) je podan z
V = (xy)� 2f . Obstoj analiti�cnega prvega integrala v okolici izhodi�s�ca je zagotovljen s to�cko (i)
leme 2.2.41.

V primeru 5) je ustrezni sistem

_x = x +
27x4

128a2
03

�
27x3y
64a03

� x2y2 � a03xy3;

_y = �y �
27x3y
512a2

03
+

7xy3

8
� 4a03y4:

(3.60)

Za sistem (3.60) najdemo samo eno algebrai�cno invariantno krivuljo

f1 = 1 +
27x3

128a2
03

�
9x2y
16a03

�
3xy2

2
+ 4a03y3 = 0;

s kofaktorjem

k1 =
3(3x � 8a03y)(9x2 + 16a03xy + 64a2

03y2)
128a2

03
:

Krivulja f1 = 0 in obe invariantni premici x = 0 in y = 0 ne zado�s�cajo za konstrukcijo Darbo-
uxjevega prvega ali Darbouxjevega integrirajo�cega mno�zitelja. Za dokaz zadostnosti teh pogojev
uporabimo trditev 2.2.51. Vpeljemo novi koordinati z in w tako, da je

z3 =
512a3

03y3

3(1024a2
03 + 135x3 � 216a03x2y � 960a2

03xy2 + 1536a3
03y3)

;

w3 =
�9x3

1024a2
03 + 135x3 � 216a03x2y � 960a2

03xy2 + 1536a3
03y3)

:
(3.61)
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Potem je

x3 =
�1024a2

03w3

9(1 � 9z3 � 15z2w + 9zw2 + 15w3)
;

y3 =
6z3

a03(1 � 9z3 � 15z2w + 9zw2 + 15w3)
:

(3.62)

S spremembo �casa
dt = (1 � 9z3 � 15z2w + 9zw2 + 15w3)dT

dobimo sistem
dz
dT

= �z(1 + h);
dw
dT

= w(1 � h); (3.63)

kjer je

h = 3(z � w)(2z2 + 2w2 � 45z5 � 117z4w � 94z3w2 � 94z2w3 � 117zw4 � 45w5):

O�citno je sistem (3.63) invarianten glede na transformacijo

z ! w; w ! z; T ! �T;

in zato ima po trditvi 2.2.51 sistem (3.60) center v izhodi�s�cu.
Sistem (3.34), ki zado�s�ca pogojem 6), je oblike

_x = x(1 +
a2

21
4

x3 � a21x2y � xy2 �
4

a21
y3); _y = y(�1 +

8
a21

y3): (3.64)

Sistem ima algebrai�cna parcialna integrala

f1 = 1 �
8

a21
y3; f2 = 1 +

a2
21
4

x3 �
3
2

a21x2y

z ustreznima kofaktorjema

k1 =
24
a21

y3; k2 =
3
4

a21x2(a21x � 2y);

s pomo�cjo katerih konstruiramo inverzni integrirajo�ci mno�zitelj V = (xy)2f
5
6

1 f
2
3

2 . �Ce mno�zimo

obe ena�cbi sistema (3.64) z f
5
6

1 f
2
3

2 , dobimo sistem

_x = P (x; y); _y = Q(x; y);

ki ima inverzni integrirajo�ci mno�zitelj V = (xy)2 in koe�cienta pred x2y v P (x; y) in xy2 v
Q(x; y) sta ni�celna. Tako ima sistem (3.64) po lemi 2.2.41 prvi integral oblike (2.45).
V primeru 7) je sistem oblike (3.34)

_x = x(1 +
a2

21
4

x3 � a21x2y � xy2 �
4

a21
y3); _y = y(�1 �

8
a21

y3) (3.65)

in ima algebrai�cna parcialna integrala

f1 = 1 +
8

a21
y3; f2 = 1 +

a2
21
4

x3 �
3
2

a21x2y +
8

a21
y3
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z ustreznima kofaktorjema

k1 = �
24
a21

y3; k2 =
3

4a21
(a21x2 + 2a21xy + 8y2)(a21x � 4y):

Sistem (3.65) ima inverzni integrirajo�ci mno�zitelj V = (xy)2f � 1
6

1 f
2
3

2 . S podobnim argumentom
kot v primeru 6) in z uporabo leme 2.2.41 vidimo, da ima sistem (3.65) prvi integral oblike
(2.45).

Opomba 3.2.16 Nekatere funkcije, ki nastopajo v dokazih izrekov 3.2.14 in 3.2.15, niso de�-
nirane za speci��cne vrednosti parametrov. Obstoj analiti�cnega prvega integrala za te speci��cne
vrednosti sledi iz dejstva, da je mno�zica vseh sistemov (3.34) s centrom zaprta mno�zica v topo-
logiji Zariskega in iz podobnega izra�cuna, kot smo ga izvedli v dokazu primera1) izreka 3.2.14.

Izrek 3.2.17 Sistem (3.34) z a12 = b21 = 0 ima center v izhodi�s�cu natanko tedaj, ko zado�s�ca
enemu izmed pogojev:

1) b03 = a03 = a21 = 0;

2) a30a03 � b30b03 = a30b3
12 � a3

21b03 = a3
21a03 � b30b3

12 = 0;

3) b12 = b30 = a30 = 0;

4) 2a03 + b03 = a30 + 2b30 = 0;

5) a03 � 2b03 = 2a30 � b30 = 2a21b12 � 9b30b03 = 0.

Dokaz. V primeru 1) dobimo sistem

_x = x � a30x4; _y = �y + b30x3y + b12xy3; (3.66)

ki s transformacijo (3.12) postane

_z = 2z � b12y3z2 � a30y3z4 � b30y3z4; _y = �y + b12y4z + b30y4z3: (3.67)

Izra�cunamo _H = (@H=@z)F1 + (@H=@y)F2 in koe�cient vsake stopnje spremenljivke y ena�cimo
z ni�c. S tem dobimo naslednjo rekurzivno diferencialno ena�cbo za fk:

(k � 3)z(b12 + b30z2)fk� 3 � z(b12 + (a30 + b30)z2)f0
k� 3 � kfk + 2zf0

k = 0:

Za k = 2 dobimo re�sitev f2 = Cz in za k = 3; : : : ; 8 dobimo zelo podobne re�sitve kot v
primeru 10) izreka 3.2.14, zato poteka dokaz na podoben na�cin kot tam in ga lahko bralec sam
enostavno izpelje. Torej je vsak polinom fk oblike fk = zQk� 2, kjer je Qk� 2 neki polinom stopnje
najve�c k � 2, ki je v primeru, da je k sodi, brez �clena z monomom z

k
2 � 1.

Zatorej je prvi integral sistema (3.67) enak

H(z; y) =
1∑

k=2

zQk� 2(z)yk = zy2 +
1∑

k=3

zQk� 2(z)yk

in prvi integral sistema (3.66) je oblike (2.45).
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Sistem, ki zado�s�ca pogojem 2), je �casovno reverzibilen, saj pogoji 2) dolo�cajo raznoterost
ideala

Isymja12 =b21 =0 = ⟨a03a30 � b03b30; a30b3
12 � a3

21b03; a03a3
21 � b3

12b30⟩:

Primer 3) dobimo iz primera 1) z involucijo akj $ bjk.
V primeru 4) ima sistem (3.34) obliko

_x = x(1 + 2b30x3 � a21x2y � a03y3); _y = �y(1 � b30x3 � b12xy2 + 2a03y3):

in ima invariantno krivuljo f = 0, kjer je

f = 1 + 2b30x3 � 2a21x2y � 2b12xy2 + 2a03y3;

s kofaktorjem k = 2(3b30x3 � a21x2y + b12xy2 � 3a03y3). Lahko konstruiramo Darbouxjev prvi
integral H = xyf � 1=2, ki je analiti�cni prvi integral oblike (2.45).
Sistem (3.34), ki zado�s�ca pogojem primera 5), ima obliko

_x = x
(

1 � a30x3 � a21x2y � 2a21 b12
9a30 y3

)
; _y = �y

(
1 � 2a30x3 � b12xy2 � a21b12

9a30 y3)
: (3.68)

Sistem (3.68) ima invariantni krivulji f1 = 0 in f2 = 0, kjer sta

f1 = 1 � 2a21x2y � 2b12xy2 + 3a30b12x4y2 + 2a21b12x3y3 +
a2

21b12

3a30
x2y4

in

f2 = �18a21a2
30 + 54a2

21a2
30x2y + 54a21a2

30b12xy2 � 27a3
21a2

30x4y2 � 81a21a3
30b12x4y2

�9a4
21a30x3y3 � 54a2

21a2
30b12x3y3 � 81a3

30b2
12x3y3 + 27a2

21a3
30b12x6y3 + 81a4

30b2
12x6y3

�9a3
21a30b12x2y4 � 27a21a2

30b2
12x2y4 + 27a3

21a2
30b12x5y4 + 81a21a3

30b2
12x5y4

+9a4
21a30b12x4y5 + 27a2

21a2
30b2

12x4y5 + a5
21b12x3y6 + 3a3

21a30b2
12x3y6

in ustrezna kofaktorja sta k1 = �2xy(a21x�b12y) in k2 = �3xy(a21x�b12y). Ker je 3k1�2k2 = 0,
je Darbouxjev prvi integral enak

H(x; y) = f3
1 f � 2

2 :

Kot smo �ze zgoraj navedli, so pogoji v izrekih 3.2.14{3.2.17 reducirani, saj sta parametra
a12 in b21 �ksna (imata vrednost ena). �Ceprav s temi pogoji na�celoma popolnoma re�simo pro-
blem centra, je lahko v�casih pomembno poiskati pogoje za cel sistem brez omejitve parametrov.
V [39] avtorica predlaga pristop za iskanje pogojev za center splo�snega kompleksnega sistema
(2.44) ob predpostavki, da je problem �ze re�sen za nekatere �ksne parametre (kot npr. zgoraj).
Geometrijsko �ksiranje enega parametra pomeni, da sekamo centralno raznoterost s hiperrav-
nino. Z uporabo metode, predlagane v [39], lahko konstruiramo celotno centralno raznoterost iz
presekov s hiperravninami.

Ko imamo re�sitev problema kompleksnega centra za sistem (3.34), lahko enostavno prido-
bimo pogoje za ustrezen realni sistem �cetrte stopnje iz pogojev za kompleksni center in sicer s
substitucijo:

a30 = A30 + iB30; a21 = A21 + iB21;
a12 = A12 + iB12; a03 = A03 + iB03:

(3.69)
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Obravnavamo ena�cbo

_x = ix(1 � a30x3 � a21x2�x � a12x�x2 � a03�x3): (3.70)

Izvedemo substitucije (3.69) in x = u + iv v (3.70) ter lo�cimo realni in imaginarni del ena�cbe
(3.70). Tako dobimo realni sistem oblike (2.41), t. j.

_u = �v + �40u4 + �31u3v + �22u2v2 + �13uv3 + �04v4;
_v = u + �40u4 + �31u3v + �22u2v2 + �13uv3 + �04v4; (3.71)

kjer je
�40 = B30 + B21 + B12 + B03; �40 = �(A30 + A21 + A12 + A03);
�31 = 4A30 + 2A21 � 2A03; �31 = 4B30 + 2B21 � 2B03;
�22 = �6B30 + 2B12; �22 = 6A30 � 2A12;
�13 = �4A30 + 2A21 � 2A03; �13 = �4B30 + 2B21 � 2B03;
�04 = B30 � B21 + B12 � B03; �40 = �(A30 � A21 + A12 � A03):

Realna centralna raznoterost sistema (3.71) (t. j. mno�zica parametrov sistema (3.71), za katere
ima sistem (3.71) center v izhodi�s�cu) je, kot smo videli �ze v prej�snjem podrazdelku, lahko
izra�cunana s pomo�cjo komponent centralne raznoterosti ustreznega kompleksnega sistema (3.34)
in to je lahko izhodi�s�ce za obravnavo bifurkacij limitnih ciklov v tej dru�zini polinomskih sistemov.
Videli smo �ze, da se zanimive bifurkacije pojavijo v okolici centralne raznoterosti. Zato, ko
imamo re�sitev problema centra celega sistema brez restrikcij na parametrih, lahko dobimo realno
centralno raznoterost in obravnavamo limitne cikle, ki bifurcirajo iz vsake komponente centralne
raznoterosti realnega sistema (3.71), podobno kot smo to naredili v prej�snjem podrazdelku za
kubi�cni sistem.

3.2.4 Problem centra v dru�zini trirazse�znih sistemov NDE

Obravnavamo dru�zino trirazse�znih sistemov navadnih diferencialnih ena�cb

_u = �v + au2 + av2 + cuw + dvw;
_v = u + bu2 + bv2 + euw + fvw;
_w = �w + Su2 + Sv2 + Tuw + Uvw;

(3.72)

za katero z uporabo pristopa, opisanega na strani 89, poi�s�cemo pogoje za nastop centra na
centralni mnogoterosti. Izrek 2.2.21 nam zagotovi, da je izhodi�s�ce sistema (3.72) center za
X j W C , kjer je X ustrezno vektorsko polje, de�nirano z (2.29), natanko tedaj, ko X premore
realni analiti�cni prvi integral oblike (2.30). V na�sem primeru i�s�cemo pogoje s pomo�cjo funkcije

� = � (u; v; w) = u2 + v2 +
16∑

j+k+l� 3

φjkl � ujvkwl

z neznanimi koe�cienti φjkl, ki mora ustrezati ena�cbi (2.31). Izra�cune izvedemo v Mathematici.
Ko vstavimo � v izraz, ki je na levi strani ena�cbe (2.31), pogledamo koe�ciente pred razli�cnimi
monomi. Koe�cienti pred monomomi u, v, w in u2, v2, w2, uv, uw ter vw so ni�celni. Nadalje
pogledamo koe�ciente v kubi�cnih �clenih in jih zaradi pogoja (2.31) ena�cimo z ni�c. Tako dobimo
naslednji sistem ena�cb:
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2a + φ210 = 2c + φ111 � φ201 = φ012 � 2φ102 = �3φ003 = 2b + 2φ120 � 3φ300 = 2d + 2e + 2φ021 �
φ111 � 2φ201 = �2φ012 � φ102 = 2a + 3φ030 � 2φ210 = 2f � φ021 � φ111 = 2b � φ120 = 0, od
koder lahko hitro izra�cunamo vse koe�ciente φjkl, kjer je j + k + l = 3.

Pri naslednjem koraku pogledamo koe�ciente v �clenih �cetrte stopnje in podobno kot zgoraj
dobimo sistem ena�cb:
4ab + 2=5(3c + d + e + 2f)S + φ310 = 6bc � 2ae � 2=5b(2c � d � e � 2f) + 4=5a(3c + d + e +
2f) + 2=5(3c + d + e + 2f)T + φ211 � φ301 = �(2=5)e(2c � d � e � 2f) + 4=5c(3c + d + e + 2f) +
φ112 � 2φ202 = φ013 � 3φ103 = �4φ004 = �4a2 + 4b2 � 2=5(2c � d � e � 2f)S + 2φ220 � 4φ400 =
�4ac + 6bd + 4be � 2=5a(2c � d � e � 2f) � 2af + 4=5b(2c � d � e + 3f) � 2=5(2c � d � e � 2f)T +
2=5(3c + d + e + 2f)U + 2φ121 � φ211 � 3φ301 = �(2=5)c(2c � d � e � 2f) � 2=5(2c � d � e �
2f)f + 4=5d(3c + d + e + 2f) + 4=5e(2c � d � e + 3f) + 2φ022 � 2φ112 � 2φ202 = �3φ013 � φ103 =
2=5(3c + d + e + 2f)S + 2=5(2c � d � e + 3f)S + 3φ130 � 3φ310 = 2bc � 4ad � 6ae � 2=5b(2c �
d � e � 2f) + 4bf + 4=5a(3c + d + e + 2f) + 2=5(2c � d � e + 3f)T � 2=5(2c � d � e � 2f)U +
3φ031 � φ121 � 2φ211 = �(2=5)d(2c � d � e � 2f) + 4=5f(2c � d � e + 3f) � 2φ022 � φ112 =
�4a2 + 4b2 � 2=5(2c � d � e � 2f)S + 4φ040 � 2φ220 = 2bd � 2=5a(2c � d � e � 2f) � 6af +
4=5b(2c�d�e+3f)+2=5(2c�d�e+3f)U �φ031�φ121 = �4ab+2=5(2c�d�e+3f)S�φ130 = 0:

Opazimo, da je ena neznanka (koe�cient φjkl) v zgornjem sistemu neodvisna in jo lahko
izberemo poljubno. Brez izgube za splo�snost izberemo φ400 in ji dodelimo vrednost 0. Prav tako
izra�cun poka�ze, da je sistem re�sljiv ob pogoju, da je S(c + f) = 0. Ozna�cimo s p1 = S(c + f).

Pri naslednjem koraku izra�cunamo vse φjkl, kjer je j + k + l = 5. Nato pri �sestem koraku
ponovno dobimo sistem, kjer je en koe�cient φjkl neodvisen in podobno kot prej izberemo
φ600 = 0. Podobno kot pri �cetrtem koraku je p2 = 0 pogoj za re�sljivost ustreznega sistema, kjer
je

p2 =S(16abc � 4a2c � 676b2c � 28a2d + 32abd � 12b2d + 12a2e + 32abe + 28b2e � 36a2f

� 16abf � 644b2f + 52c2S + 32cdS � 4d2S + 32ceS � 8deS � 4e2S + 88cfS + 32dfS

+ 32efS + 20f2S � 36acT � 48bcT + 8adT + 4bdT � 12aeT � 16beT � 24afT � 52bfT

+ 9cT 2 + 3dT 2 + 3eT 2 + 11fT 2 + 52acU � 24bcU � 16adU + 12bdU + 4aeU � 8beU

+ 48afU � 36bfU � 6cTU � 2dTU � 2eTU + 6fT U + 11cU2 � 3dU2 � 3eU2 + 9fU2):

�Ce nadaljujemo na tak na�cin, dobimo pri osmem koraku zopet polinom, ki ga ozna�cimo s p3 in
ki predstavlja pogoj p3 = 0, pod katerim je sistem re�sljiv; pri desetem koraku dobimo polinom
p4 in podobno �se pri dvanajstem, �stirinajstem koraku dobimo p5 in p6. Polinomov p3; : : : ; p6
nismo izpisali, ker so predolgi. Iz pogoja p1 = 0 vidimo, da je bodisi S = 0 ali c = �f . �Ce je
S = 0, imajo tudi vsi ostali polinomi pi vrednost ni�c. Torej je S = 0 pogoj za nastop centra v
izhodi�s�cu sistema (3.72) na centralni mnogoterosti in lahko zapi�semo naslednji izrek.

Izrek 3.2.18 �Ce je v sistemu(3.72) S = 0, ima ta sistem center v izhodi�s�cu na lokalni centralni
mnogoterosti.

Dokaz. �Ce je S = 0, ima sistem (3.72) obliko

_u = �v + au2 + av2 + cuw + dvw;
_v = u + bu2 + bv2 + euw + fvw;
_w = �w + Tuw + Uvw:

(3.73)
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Centralna mnogoterost za ta sistem je w = 0 in ustrezni dvorazse�zni sistem na tej centralni
mnogoterosti je

_u = �v + au2 + av2;
_v = u + bu2 + bv2 (3.74)

in ima center v izhodi�s�cu za vse a; b 2 R (glej [36, izrek 2]).

Nadaljujemo s pogojem c+f = 0 in predpostavko, da je S ̸= 0. �Ce koordinato w pomno�zimo
z 1=S, lahko prav tako predpostavimo, da je S = 1. Ko vstavimo c = �f in S = 1 v polinome
p2; : : : ; p7, dobimo ~p2; : : : ; ~p7. V Singularju posku�samo izra�cunati ireducilno dekompozicijo
raznoterosti V(~p2; : : : ; ~p7) in vidimo, da so izra�cuni prete�zki. Zato podamo dodatne omejitve. To
naredimo na dva na�cina: prvi�c predpostavimo, da je a = b = 0 in drugi�c, da je c�f = d+e = 0.
Izvedemo dva lo�cena izra�cuna v Singularju in dobimo naslednji rezultat.

Izrek 3.2.19 Sistem (3.72) ima center v izhodi�s�cu za X j W C , �ce velja eden od naslednjih po-
gojev:

(a) a = b = c + f = 8c + T 2 � U2 = 4(e � d) � T 2U2 = 2(e + d) + TU = 0 in S = 1;

(b) a = b = c = f = d + e = 0 in S = 1;

(c) d + e = c = f = T � 2a = U � 2b = 0 in S = 1;

(�c) c = d = e = f = 0 in S = 1:

Dokaz. �Ce vstavimo pogoj (a) v sistem (3.72) in ozna�cimo � = T � U
2 in � = T +U

2 , dobimo
sistem

_u = �v �
1
2

��uw �
1
2

�2vw;

_v = u +
1
2

�2uw +
1
2

��vw;

_w = �w + u2 + v2 + (� + �)uw + (� � �)vw;

(3.75)

Iskanje algebrai�cnih invariantnih ploskev nas pripelje do eksplicitne ena�cbe centralne mnogote-
rosti W c, ki je podana z w = u2+v2

1� �u� �v : Vstavimo izraz za w v sistem (3.75) in dobimo sistem

_u = �v �
�(�u + �v)(u2 + v2)

2(1 � �u � �v)
;

_v = u +
�(�u + �v)(u2 + v2)

2(1 � �u � �v)
;

kar prinese, da je v lokalnih koordinatah blizu izhodi�s�ca (�u + �v � 1) X j W C enak

_u = v � (�u + �v) v �
1
2

� (�u + �v)
(
u2 + v2)

;

_v = �u + (�u + �v) u +
1
2

� (�u + �v)
(
u2 + v2)

:
(3.76)

Oblika sistema narekuje simetrijo glede na radialno premico, ki je pravokotna premici �u+�v =
0. Z rotacijo

u =
�

√
�2 + �2

U �
�

√
�2 + �2

V; v =
�

√
�2 + �2

U +
�

√
�2 + �2

V
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sistem (3.76) postane

_U = V �
√

�2 + �2UV; _V = �U +
√

�2 + �2U2 +
�2 + �2

2
U(U2 + V 2)

in je neob�cutljiv na spremembo (U; V; t) ! (U; �V; �t), kar pomeni, da je �casovno reverzibilen
in ima zato center v izhodi�s�cu.

Za primer (b) dobimo sistem

_u = �v + dvw;
_v = u � duw;

_w = �w + u2 + v2 + (Tu + Uv)w;
(3.77)

ki ima prvi integral �(u; v) = u2 + v2.
Sistem (3.72) s pogojem iz (c) postane

_u = �v + au2 + av2 + dvw;

_v = u + bu2 + bv2 � duw;

_w = �w + u2 + v2 + 2auw + 2bvw:

(3.78)

Ta sistem ima centralno mnogoterost w = u2 + v2. �Ce vstavimo izraz za w v sistem (3.78),
dobimo sistem

_u = �v + (a + dv)(u2 + v2);

_v = u + (b � du)(u2 + v2);

ki ga z rotacijo

u =
a

p
a2 + b2

U �
b

p
a2 + b2

V; v =
b

p
a2 + b2

U +
a

p
a2 + b2

V

prevedemo v sistem

_U = �V + (
√

a2 + b2 + dV )(U2 + V 2); _V = U � dU(U2 + V 2):

Ta sistem je neob�cutljiv na transformacijo (U; V; t) ! (�U; V; �t), zato je �casovno reverzibilen
in ima posledi�cno center v izhodi�s�cu.

V primeru (�c) ima sistem (3.72) obliko

_u = �v + au2 + av2;
_v = u + bu2 + bv2;
_w = �w + u2 + v2 + Tuw + Uvw

(3.79)

in ima centralno mnogoterost

w =
1
2

u3(�2a + 2b + T � U) + u2v
(

�a � b +
T
2

+
U
2

)

+ uv2
(

�a + b +
T
2

�
U
2

)
+ v3

(
�a � b +

T
2

+
U
2

)
+ u2 + v2;
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na kateri je ta sistem enak sistemu (3.74), ki ima center v izhodi�s�cu.
V dokazih izrekov 3.2.18 in 3.2.19 smo videli, da nam centralna mnogoterost zagotovi zmanj�sanje

razse�znosti sistema, o �cemer smo govorili v razdelku 2.2.2 (glej str. 86).
V [36] so avtorji obravnavali problem centra na centralni mnogoterosti za sistem (3.72) in

pridobili enake pogoje, kot so v izrekih 3.2.18 in 3.2.19. Dokaza zgoraj sta deloma povzeta po
dokazih v [36]. Pogoje, ki so jih pridobili, so izra�cunali na nekoliko druga�cen na�cin, s kom-
pleksi�kacijo, podobno, kot smo zgoraj pridobili pogoje za dvorazse�zni sistem. Namre�c, �ce v
sistem (2.26) vpeljemo kompleksno spremenljivko x = u + iv, sta prvi dve ena�cbi sistema (2.26)
enakovredni ena�cbi _x = ix + X(x; �x; w), kjer je X vsota homogenih polinomov stopenj med 2 in
N . Podobno kot na str. 93 dodamo tej ena�cbi njeno konjugirano ena�cbo, povsod zamenjamo �x
z y, ki ga obravnavamo kot neodvisno kompleksno spremenljivko in zamenjamo w z z. Dobimo
kompleksi�kacijo sistema (2.26),

_x = ix +
N∑

p+q+r
apqrxpyqzr;

_y = � iy +
N∑

p+q+r
bpqrxpyqzr;

_z = � �z +
N∑

p+q+r
cpqrxpyqzr;

(3.80)

kjer je bpqr = �apqr, za koe�ciente cpqr pa zahtevamo, da je vsota
∑N

p+q+r cpqrxp�xqwr za vsak
x 2 C in vsak w 2 R realna. Naj Y ozna�cuje sistemu (3.80) pripadajo�ce vektorsko polje v
C3. Obstoj prvega integrala (2.30) za sistem v dru�zini (2.26) je zagotovljen z obstojem prvega
integrala

	(x; y; z) = xy +
∑

j+k+ℓ=3

vjklxjykzℓ (3.81)

za ustrezen sistem v dru�zini (3.80). Podobno kot pri dvorazse�znih sistemih lahko obravnavamo
obstoj prvega integrala 	 za sistem v dru�zini (3.80) z izra�cunom koe�cientov funkcije Y	 in
nato z iskanjem njihove raznoterosti. Za sistem (3.80) lahko vedno najdemo funkcijo 	 oblike
(3.81), ki zado�s�ca ena�cbi

Y	(x; y; z) = g110xy + g220(xy)2 + g330(xy)3 + � � � :

Koe�cienti gkk0 so fokusne koli�cine in njihova raznoterost predstavlja potrebne pogoje za obstoj
prvega integrala oblike (3.81) sistema (3.80) (glej [36] za ve�c podrobnosti).

3.3 Diskretni sistemi

V tem razdelku obravnavamo centralne raznoterosti in bifurkacije limitnih ciklov sistemov (2.130).
V veliki meri je to poglavje povzeto po originalnih �clankih avtorjev [92] in [93]. Podobna pro-
blematika je obravnavana �ze v [105] in [111]. V nekaterih primerih je dose�zena zgornja vrednost
zmogljivosti sodobnih ra�cunalnikov in algebrskih ra�cunskih sistemov. S podobnim pristopom
(glej razdelek 2.3) je mogo�ce obravnavati tudi preslikave (2.131). Za razre�sitev zahtevnej�sih
primerov bi bilo treba uporabiti druga�cen pristop.
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Obdelani so sistemi oblike (2.130), ki izhajajo iz ena�cbe (2.139). Obravnavamo centralne
raznoterosti preslikav y = f(x); ki izhajajo iz ena�cb (2.139), in njim pripadajo�ce ideale ter
cikli�cnost na centru. Obravnavamo tudi posplo�sitev izreka 2.1 iz [20] za ocenjevanje cikli�cnosti v
smislu prenosa ideje iz teorije NDE na preslikave (2.130). Posplo�seni izrek potrdimo na nekaterih
znanih in novih primerih. Klju�c dokaza posplo�senega izreka 3.3.4 je (v primerjavi z zveznim
primerom) podobna zveza med Ljapunovimi koe�cienti in podobna oblika le-teh. Pri dokazu
lahko zato uporabimo enako linearno algebro, kot v [20], kjer so obravnavani zvezni sistemi.

Glede na to, kateri nelinearni �cleni so prisotni v ena�cbi 	(x; y) = 0, bomo uporabljali oznake
iz [92] in [93]. �Ce y = f(x) izvira iz ena�cbe 	(x; y) = 0 in je

	(x; y) = x + y + Ax2 + Bxy + Cy2; (3.82)

uporabimo oznako 2. Za y = f(x) in

	(x; y) = x + y + Dx4 + Ex3y + F x2y2 + Gxy3 + Hy4; (3.83)

uporabimo oznako 0:0:4. Za y = f(x) in

	(x; y) = x + y + Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx3 + Ex2y + Fxy2 + Gy3 (3.84)

uporabimo oznako 2:3. Za y = f(x) in

	(x; y) = x + y + Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx4 + Ex3y + F x2y2 + Gxy3 + Hw4 (3.85)

uporabimo oznako 2:0:4.
Cikli�cnost preslikav (2.130) tipa 2, 0:0:4 in 2:3 s fokusom v izhodi�s�cu je bila obravnavana

�ze v [105, 111]. Samo v primeru 2, ki je najenostavnej�si in je bil tudi kronolo�sko prvi obrav-
navan v [127], je pripadajo�ci ideal ⟨g2; g4; : : : ; g2k; : : :⟩ korenski. Posledi�cno je to edini primer,
za katerega lahko uporabimo izrek 3.3.4 v celoti oziroma trditev 3.3.5 in/ali trditev 3.2.7. V
vseh drugih primerih ima pripadajo�ci ideal ⟨g2; g4; : : : ; g2k; : : :⟩ v primarni dekompoziciji nekaj
korenskih in nekaj nekorenskih komponent. V teh primerih lahko za oceno cikli�cnosti uporabimo
samo prvi del izreka 3.3.4 oz. ocenimo cikli�cnost s pomo�cjo trditve 3.2.7. Kljub zmogljivosti
sodobnih ra�cunalnikov in programa Singular izra�cuni primarne dekompozicije ideala centralne
raznoterosti v primeru 2:3 v literaturi �se niso obdelani.

�Ce je pripadajo�ci ideal korenski, so rezultati, ki sledijo iz izreka 3.3.4 natan�cni, druga�ce pa
lahko uporabimo samo prvi del izreka, ki nam da oceno cikli�cnosti, ki je veljavna lokalno (v
smislu razvoja v Taylorjevo vrsto). Torej, prvi del izreka 3.3.4 velja lokalno tudi na nekorenskih
komponentah, kar je njegova glavna prednost. Rezultati iz primarne dekompozicije v primerih
0:0:4 in 2:0:4 so za analizo cikli�cnosti uporabljeni na enak na�cin kot npr. v [45] in [75].

V smislu zgornjih oznak so v [92] na podoben na�cin obravnavani �se primeri 0:0:0:0:6,
0:0:0:0:0:0:8 in 0:0:0:0:0:0:0:0:10. Sode homogene primere vi�sjih stopenj iz o�citnih razlo-
gov raje imenujemo kar glede na stopnjo homogenosti n = 6; 8; 10 itd. Nazadnje so obravnavani
tudi splo�sni primeri n = 2ℓ, ℓ 2 N. Na osnovi rezultatov za n = 2; 4; 6; 8 in 10 sta za pogoje
centralne mnogoterosti in cikli�cnosti iz centra induktivno postavljeni domnevi.

Za ugotavljanje cikli�cnosti v okolici fokusa je odgovor, kot vidimo v naslednji trditvi, dokaj
preprost.

Trditev 3.3.1 �Ce ima preslikavaf�� v izhodi�s�cu fokus reda k, je cikli�cnost v x = 0 vsaj k � 1:
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Prav tako z ugotavljanjem cikli�cnosti in s pogoji centralne mnogoterosti v lihih homogenoh
primerih 0:3, 0:0:0:5, 0:0:0:0:0:7, ... torej za n = 2ℓ + 1, ℓ 2 N, kot vidimo v naslednjem
izreku, ni te�zav.

Izrek 3.3.2 Polinom dolo�cen z (3.95) za lihe n porodi preslikavo (2.130) s centrom v izhodi�s�cu
natanko tedaj, ko je ∑

l+j=n

(�1)j �lj = 0:

Cikli�cnost iz centra je za vse n = 2ℓ + 1, ℓ 2 N, enaka ni�c.

Izrek 3.3.2, ki je dokazan v ([105, izrek 2.4]), skupaj s pogoji centra in cikli�cnosti za primere
n = 2 in n = 4 nakazujejo, da za vi�sje homogene sode primere koe�ciente A; B, C, D, E, F , G,
H iz ena�cb (3.82), (3.83) ozna�cimo z indeksi, kot je nakazano v (2.139). V primerih n = 6; 8; 10
bomo namesto �ij uporabili Aij za elemente iz prostora parametrov A . Na�s kon�cni cilj v tem
razdelku bo torej obravnava cikli�cnosti iz centra v sodih primerih.

3.3.1 Posplo�sitev izreka o cikli�cnosti komponent centralne raznoterosti in
splo�sni rezultati o cikli�cnosti

Izrek 2.1 v [20] poda zgornjo mejo limitnih ciklov pri bifurkacijah iz komponent centralne ra-

znoterosti sistema NDE (2.41). Avtor obravnava povratno preslikavo h(c) = c +
1∑

i=1
�ici; ki

pripada sistemu (2.41). Koe�cienti �i so polinomi v prostoru parametrov in izhajajo iz sistema
NDE; torej iz koe�cientov polinomov bP (u; v) ter bQ (u; v). Vemo, da limitni cikli sistema (2.41)
pripadajo izoliranim ni�clam preslikave h(c) � c; ki smo jo imenovali funkcija razlike. Obravnava
funkcije razlike torej odgovori na vpra�sanje cikli�cnosti: treba je obravnavati koe�ciente ai in nji-
hove skupne ni�cle ali natan�cneje ideal, ki ga vsi koe�cienti �i generirajo ter njemu pripadajo�co
raznoterost. Avtor v [20] de�nira Ljapunove koli�cine L (i), ki so odvisne od koe�cientov �i. Z
namenom ocenjevanja cikli�cnosti iz (posameznih ireducibilnih komponent) centralne raznotero-
sti, predlaga izbiro (generi�cne) to�cke na vsaki komponenti in linearizacijo Ljapunovih koli�cin
okrog te generi�cne to�cke. Seveda je ravno izbira te generi�cne to�cke lahko "problemati�cna", �se
posebej, �ce obravnavani ideal ni korenski [27, str. 173, posledica 3].

Sedaj �zelimo koncept Ljapunovih koli�cin in izrek 2.1 iz [20] posplo�siti na preslikave (2.130),
ki izvirajo iz ena�cbe (2.139). Glede na [111, dokaz trditve 3] lahko funkcijo razlike (2.142),
P (x) = f2 (x) � x, za preslikave (2.130) izrazimo s fokusnimi koli�cinami, g2k, ki so de�nirane
v razdelku 2.3.3. To pomeni, da za obravnavo problema centra in fokusa preslikav (2.130)
obstajata dva pristopa. Funkcijo razlike lahko obravnavamo direktno iz Ljapunovih koli�cin
P (x) = f2 (x) � x = c2x3 + c3x4 + � � � in obravnavamo ideal ⟨c2; c3; : : :⟩, ali pa obravnavamo
Ljapunovo funkcijo � (x) = x2 (

1 +
∑1

k=1 bkxk)
; za katero je dokazano [111] (glej tudi dokaz

trditve 2.3.18), da preko zveze (2.140) razlikuje med centri in fokusi preslikave (2.130). Ideal,
generiran s koe�cienti ck iz funkcije razlike (2.142), in ideal, generiran s fokusnimi koli�cinami
g2k sovpadata in pogoji g2 = g4 = � � � = g2k� 2 = 0 ter g2k ̸= 0 so ekvivalentni pogojem
c2 = c3 = � � � = c2k� 1 = 0 ter c2k ̸= 0. Zato je obravnava preslikav (2.130) preko Ljapunovih
koli�cin in preko fokusnih koli�cin enaka kot pri ravninskih sistemih NDE (2.41); glej tudi [114,
posledica 6.2.7]. V [111, dokaz trditve 1] je dokazano tudi, da je

V (⟨c2; c3; : : :⟩) = V (⟨g2; g4; : : :⟩) : (3.86)
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Poleg tega je dokazano tudi, da lahko funkcijo razlike P (x) vedno zapi�semo v obliki

P (x) = gk1 xk1 (1 + 	1 (�; x)) + � � � + gks xks (1 + 	s (�; x)) : (3.87)

Iz �clanka [78, trditev 2.1 in izrek 2.2] lahko sklepamo, da sta ena�cbi (3.86) ter (3.87) nespre-
menjeni, tudi �ce delamo na lokalnih kolobarjih v prostoru parametrov (ki izhajajo iz poten�cnih
vrst pri razvoju okoli koordiantnega izhodi�s�ca).

Skratka, v jeziku preslikav (2.130) Christopherjev izrek (izrek 3.2.1) temelji na analizi ideala
⟨c2; c3; : : :⟩, ki izhaja direktno iz (2.142), medtem ko posplo�sitev izreka [20, izrek 2.1] na preslikave
(2.130) v [93] temelji na zvezi (2.22) ter na Bautinovi metodi.

�Ce �zelimo posplo�siti Christopherjev izrek na sisteme (2.130), je treba videti, da koe�ci-
enti cn iz Poicar�ejeve povratne preslikave za (2.130) zado�s�cajo enakim pogojem kot koe�cienti
Poicar�ejeve povratne preslikave sistemov NDE (2.41). Najprej doka�zimo, da koe�cienti cn iz
Poicar�ejeve povratne preslikave R (x) = f2 (x) = x + c2x3 + c3x4 + � � � zado�s�cajo ena�cbi (2.145);
tako kot kolobar monomov M de�niran v (2.144). V ta namen poglejmo izraz za f2 (x) in zvezo

med koe�cienti cn in an. �Ce je f(x) = �
1∑

n=0
anxn+1 in je a0 = 1, sledi

f2 (x) = �
(
�a0x � a1x2 � � � �

)
� a1

(
�a0x � a1x2 � � � �

)2 � � � �

= a0x +
(
a1 � a2

0a1
)

x2 +
(
a2a3

0 � 2a0a2
1 + a2

)
x3+

+
(
a3 � a4

0a3 � a1
(
a2

1 + 2a0a2
)

+ 3a2
0a1a2

)
x4 + � � �

= x +
(
2a2 � 2a2

1
)

x3 +
(
a1a2 � a3

1
)

x4 +
(
a2

1a2 � 6a3a1 + 3a2
2 + 2a4

)
x5 + � � �

Torej prvih nekaj koe�cientov cn je tak�snih:

c0 = (�1)0 � 1 � a0a1
0 = 1

c1 = (�1)0 � 1 � a0a1
1 + (�1)1 � 1 � a1a2

0

= a1 � a1 = 0

c2 = (�1)0 � 1a0 � a1
2 + (�1)1 � 2a1 � a1

0a1
1 + (�1)2 � 1a2 � a3

0

= 2a2 � 2a2
1

c3 = (�1)0 � 1a0 � a1
3 + (�1)1 � 2a1 � a1

0a1
2 + (�1)1 � 1a1 � a2

1+

+ (�1)2 � 3a2 � a2
0a1

1 + (�1)3 � 1a3 � a4
0 =

= a1a2 � a3
1

c4 = 1 � a0a4 � 2a1a0a3 � 2a1a1a2 + 3a2a0a2
1 + 3a2a2

0a2 � 4a3a3
0a1 + 1 � a4a5

0

= a2
1a2 � 6a3a1 + 3a2

2 + 2a4:

Iz formule

1∑

n=1

An

(
1∑

m=1

Amxm

)n

=
1∑

s=1

∑

�s � s; ki 2 Z+

m1<���<ms ; mi 2 N

�k1 ;:::;ks AsAk1
m1

� � � Aks
ms

x(k � m)s;
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kjer je (k � m)s = k1m1 + � � � + ksms in �s = k1 + � � � + ks, ki 2 Z+, �s =
( s

k1 k2 ::: ks

)
= s!

k1 !k2 !���ks ! ;
lahko izra�cunamo koe�ciente cs� 1 pri s�ti potenci spremenljivke x

cs� 1 =
∑

1� m1<���<m` ; ki 2 Z+

k1m1+���+k` m` =ℓ; 1<ℓ� s

�k1 ;:::;ks A�s � Ak1
m1

� � � Aks
ms

:

Za vsak n 2 N je torej koe�cient cn� 1 pri xn v f2(x) (po zgornji formuli za An = �an� 1) enak

cn� 1 =
∑

0� m1<���<mn
k1m1+���+kn mn =n� �n

(�1)�n � 1 �k1 ;:::;kn a�n � 1 � ak1
m1

� � � akn
mn

; (3.88)

kjer gre zgornja vsota po vseh koe�cientih ki, mj , za katere je 1 � k1 + � � � + kn � n in
0 � k1m1 + � � � + knmn � n � 1 ter 0 � m1 < � � � < mn. Enakost k1m1 + � � � + knmn = 0 je lahko
izponjena samo za trivialni nabor koe�cientov k1 = n in m1 = 0. Kako v vsoti (3.88) te�cejo
koe�cienti ki, mj in posledi�cno �k1 ;:::;ks ; vidimo na naslednjih primerih.

Za a0 = 1 �n n = 1 iz formule (3.88) sledi c0 = (�1)0 � 1 � a0a1
0 = 1: Pripadajo�ca tabela

koe�cientov ki, mj je
k1 k2 m1 m2 �k1 ;:::;ks

1 � 0 � 1
.

Za n = 2 je c1 = (�1)0 � 1 � a0a1
1 + (�1)1 � 1 � a1a2

0 = a1 � a1 = 0: Pripadajo�ca tabela koe�cientov
ki, mj je

k1 k2 m1 m2 �k1 ;:::;ks

1 � 1 � 1
2 � 0 � �1

:

Za n = 3 je c2 = (�1)0 �1a0 �a1
2+(�1)1 �2a1 �a1

0a1
1+(�1)2 �1a2 �a3

0 = a2a3
0�2a0a2

1+a2a0 = 2a2�2a2
1.

Pripadajo�ca tabela koe�cientov ki, mj je

k1 k2 k3 m1 m2 m3 �k1 ;:::;ks

1 � � 2 � � 1
1 1 � 0 1 � 2
3 � � 0 � � 1

:

Za n = 4 je c3 = (�1)0�1a0�a1
3+(�1)1�2a1�a1

0a1
2+(�1)1�1a1�a2

1+(�1)2�3a2�a2
0a1

1+(�1)3�1a3�a4
0 =

�a3 + 3a2a1 � 2a2a1 + a3 � a3
1 = a1a2 � a3

1. Pripadajo�ca tabela koe�cientov ki, mj je

k1 k2 k3 k4 m1 m2 m3 m4 �k1 ;:::;k4

1 � � � 3 � � � 1
1 1 � � 0 2 � � 2
2 � � � 1 � � � 1
2 1 � � 0 1 � � 3
4 � � � 0 � � � 1

O�citno koe�cient a2k (pomno�zen z 2) prvi�c nastopi pri koe�cientu c2k, zato lahko sode koe�ciente
izrazimo z a2k in aj za 1 � j � 2k � 1:

c2k = 2a2k +
2k� 1∑

j=1

w2k� j;2k � aj ; k = 1; 2; 3; : : : (3.89)
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Ker je vsak c2k polinom, so o�citno tudi w2k� j;2k polinomi, ki vsebujejo samo monome oblike
ak1

m1
� � � akn

mn
; kjer je k1m1 + � � � + knmn = 2k � j:

Prav tako direktno iz (3.88) sledi

c2k+1 =
2k � 1

2
a1c2k + � � � + h2k� 1;2k+1 � c2; k = 1; 2; 3; : : : ; (3.90)

kjer so h2j+1;2k+1 polinomi, ki vsebujejo samo monome ak1
m1

� � � akn
mn

, kjer je k1m1 + � � �+knmn =
2j + 1.

Opomba 3.3.3 Prvih nekaj koe�cientov cn ima glede na formuli (3.89) in (3.90) naslednjo
strukturo:

c2 = 2a2 � 2a1 � a1;

c3 =
1
2

a1c2;

c4 = 2a4 + a1a2 � a1 + 3a2 � a2 � 6a1 � a3;

c5 =
3
2

a1 � c4 +
(

1
2

a3 �
1
4

a1a2

)
� c2;

c6 = 2a6 + w5;6 � a1 + w4;6 � a2 + w3;6 � a3 + w2;6 � a4 + w1;6 � a5;

c7 =
5
2

a1c6 + h3;7 � c4 + h5;7 � c2;

...

kjer so

w5;6 = 3a1a2
2;

w4;6 = 3a2
2;

w3;6 = �4
(
a3 + a3

1 + 2a1a2
)

;

w2;6 = 8
(
a2 + a2

1
)

;
w1;6 = �8a1;

h3;7 = �5a3
1 + 2a2a1 +

1
2

a3;

h5;7 = �
1
4

(
10a3

1a2 � 42a3a2
1 + 21a1a2

2 + 3a3a2 + 6a5
)

...

To je o�citno struktura enakega tipa, kot v izreku 3.2.1.

Naj bo zdaj f : R ! R analiti�cna funkcija, ki je implicitno de�nirana z ena�cbo

G(x; ") = 0; (x; ") 2 R2:

�Ce je G(0; 0) = 0 in lahko G zapi�semo kot G = Gr + v: �c: (torej, �ce so xr; xr� 1"; :::; x"r� 1; "r

monomi najni�zje stopnje, ki nastopajo v G), je (0; 0) to�cka z multiplikativnostjo r (oz. r�kratna
to�cka) ena�cbe G (x; ") = 0.
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Na primer za G (x; ") = (2x + 3") (x � 5") + x3 + "4 + x10 in � (x; ") = (2x + 3") (x � 5") +
x3 + "4 je koordinatno izhodi�s�ce 2�kratna to�cka, kar pomeni, da za vsak (dovolj majhen) "0
obstajata glede na spremenljivko x dve re�sitvi ena�cbe G (x; "0) = 0 oz. � (x; "0) = 0 (ti dve
re�sitvi sta pribli�zno enaki x1 � �3"0

2 in x2 � �5"0). Pribli�zka x1 ter x2 re�sitev izhajata iz
linearnih faktorjev (2x + 3") (x � 5") oz. iz kvadratne ena�cbe (2x + 3") (x � 5") = 0. Podobno
je za vsako r�kratno funkcijo blizu x = 0 �stevilo re�sitev G (x; ") = 0 enako r, razen, �ce je kateri
od linearnih �clenov enak x ali ", kar geometrijsko pomeni, da je tangenta na krivuljo vzporedna
z "� ali x�osjo. Za �stevilo ni�cel pa obstoj �clena x v produktu linearnih faktorjev pomeni, da
za tako r�kratno funkcijo obstaja ena neni�celna ni�cla manj. Po drugi strani pa �clen " implicira
obstoj neizolirane ni�cle v okolici izhodi�s�ca x = 0 (oz. neskon�cno re�sitev). Oba posebna primera
sta prikazana na slikah 3.1 in 3.2. Pri funkciji G (x; ") = P (x;")

x =
∑k

i=0 tix2i"2(k� i) + v: �c:, kjer
je P (x; ") + x Poincar�ejeva povratna preslikava, se �zelimo izogniti obema, pravkar omenjenima
primeroma.

Splo�sno lahko funkcijo oblike Gk (x; ") =
∑k

i=0 tix2i"2(k� i) zapi�semo v produktni obliki kot
Gk (x; ") = �k

i=0 (x � vi")2, kar da za P (x;")
x = 0 aproksimacijo �k

i=0 (c � vi")2 + v: �c: = 0.
Posledi�cno je (razen v obeh posebnih primerih) za dovolj majhne " > 0 �stevilo pozitivnih ni�cel
ena�cbe G (x; ") = 0 blizu (0; 0) enako 2k.

Slika 3.1: 4-kratna to�cka: tangentni primer. Slika 3.2: 4-kratna to�cka.

Sedaj lahko doka�zemo analog izreka 3.2.1, ki velja za preslikave (2.130). Iz ena�cb (3.89) in
(3.90) je o�citno, da (polinomski) koe�cienti funkcije razlike za (2.130) tvorijo ideal, ki je generiran
izklju�cno s koe�cienti c2k, ki jih imenujemo Ljapunove koli�cine L (k). To po Hilbertovem izreku
o bazi pomeni, da se P (x) da zapisati v obliki P (x) =

∑N
k=0 c2kx2k+1 (1 + 	 (x; �1; :::; �n)),

kjer je 	
(

0; 0⃗
)

= 0.

Izrek 3.3.4 Naj bo � 2 A to�cka na centralni raznoterosti ena�cbe (2.139) in naj ima prvih k
funkcij c2k oz. glede na(3.86) g2k neodvisne linearne �clene. Potem to�cka � le�zi na komponenti
centralne raznoterosti s sorazse�znostjo vsajk in obstajajo bifurkacije, ki lokalno blizu vrednosti
� povzro�cijo k � 1 limitnih ciklov.

�Ce poleg tega vemo, da to�cka� le�zi na komponenti sorazse�znosti k, je � gladka to�cka razno-
terosti in cikli�cnost centra za vrednost parametra � je natanko k � 1: V tem primeru je k � 1
tudi cikli�cnost generi�cne to�cke na obravnavani komponenti.
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Dokaz. Brez izgube za splo�snost lahko obravnavano vrednost parametra � premaknemo v koor-
dinatno izhodi�s�ce. To poenostavi ra�cune in polinomski ideal I, generiran s prvimi k Ljapunovimi
koli�cinami, lahko obravnavamo v kolobarju poten�cnih vrst R[A ], prostora parametrov A , kjer
so poten�cne vrste obravnavane glede na izhodi�s�ce. Ker izrek govori o lokalnih lastnostih okoli
izhodi�s�ca v prostoru A , lahko izberemo koordinatni sistem tako, da prvih k Ljapunovih koli�cin
c2k izrazimo samo s parametri �0; �1; : : : ; �k� 1. Ker so parametri �i neodvisni, lahko izberemo
�k� 1 = 1 in �i = ti"2(k� i� 1) za i < k � 1, kjer so "; ti 2 R. Potem je funkcija razlike (2.142)
analiti�cna funkcija spremenljivk x; " in velja

P(x) = x

(k� 1∑

i=0

tix2i"2(k� i� 1) + F (x; ")

)

;

kjer F vsebuje samo �clene vi�sjega reda od 2k � 1 v spremenljivkah x in ". Koe�ciente ti zaradi

neodvisnosti parametrov lahko izberemo tako, da bodo linearni �cleni v vsoti
s∑

i=0
tix2i"2(k� i� 1),

s = 0; 1; : : : ; k � 1; imeli paroma razli�cne re�sitve.
Zato je P (x)

x analiti�cna funkcija spremenljivk x; ", ki je v okolici izhodi�s�ca 2k�kratna in vsak
od k (kvadriranih linearnih) faktorjev ima pribli�zno re�sitev x = vi" + v. �c. in glede na ena�cbo
P (x)

x = 0. Za majhne vrednosti " to pomeni natanko k majhnih pozitivnih ni�cel ena�cbe P (x)
x = 0.

Poleg tega opazimo, da Ljapunove koli�cine c2; c4; : : : ; c2k vedno zadostujejo za obravnavo
ena�cb, ki dolo�cajo centralno raznoterost (oz. de�nirajo pripadajo�ci ideal). Po Hilbertovem
izreku o bazi ideala so od nekega k�ja naprej vse Ljapunove koli�cine L (i) za i > k znotraj
ideala I = ⟨L (2) ; L (4) ; :::; L (2k)⟩ � R[A ] in potem lahko uporabimo Bautinova rezultata (glej
trditvi 3.1.2 in 3.1.4 oz. [114]).

Nazadnje povejmo, da vrednosti parametrov, za katere centralna raznoterost ni gladka, ali
kjer prvih k Ljapunovih koli�cin ni linearno neodvisnih, o�citno tvorijo zaprto podmno�zico na
centralni mnogoterosti.

Izrek 3.3.4 nam torej poda oceno za cikli�cnost preslikav (2.130) na vsaki komponenti centralne
raznoterosti. Pri analizi cikli�cnosti peslikav (2.130), ki izhajajo iz (2.139), pa si lahko poleg
izreka 3.3.4 pomagamo tudi s spodnjo trditvijo, ki temelji na konstrukciji minimalne baze ideala,
generiranega s fokusnimi koli�cinami sistema (2.130), in ki poda zgornjo mejo za cikli�cnost centra
v izhodi�s�cu preslikave. S pojmom minimalne baze smo se seznanili v razdelku 2.2 (glej str. 121),
kjer smo obravnavali zvezne sisteme. V spodnji trditvi pove�zemo pojem minimalnosti ideala
fokusnih koli�cin in cikli�cnost centra. Naj bo G = ⟨g2; g4; g6; : : :⟩ � C[�1; : : : ; �m] ideal, generiran
s fokusnimi koli�cinami g2k, ki so de�nirane v ena�cbi (2.140). Z BG ozna�cimo minimalno bazo
ideala G.

Trditev 3.3.5 ([111]) Naj bo BG = fgk1 ; : : : ; gks g in naj bosta G � C[�1; : : : ; �m] in ⟨gk1 ; : : : ; gks ⟩
korenska ideala. Potem je cikli�cnost centra v izhodi�s�cu preslikave (2.130) kve�cjemu s � 1.

Dokaz trditve 3.3.5 lahko najdete v [111, p.8]. Za dolo�cevanje cikli�cnosti preslikave (2.130)
jo uporabimo na naslednji na�cin. Naj bo Gks ideal generiran s fokusnimi koli�cinami gk1 ; : : : ; gks ,
torej Gks = ⟨gk1 ; : : : ; gks ⟩. Poi�s�cemo tak ks, da velja V (G) = V (Gks ); kar pomeni, da re�simo
problem centra pripadajo�ce preslikave (2.130). Nato preverimo, �ce je Gks korenski. Oba pogoja
implicirata, da je G = Gks : �Ce to dr�zi, je cikli�cnost preslikave (2.130) v izhodi�s�cu kve�cjemu
enaka Bautinovi globini ideala Gks manj ena. Vidimo, da je pristop zelo podoben kot pri
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zveznih sistemih, kjer smo podobna pogoja zapisali v izreku 3.2.6. Vedno obstaja �stevilo ks,
ki izpolni pogoj V (G) = V (Gks ); toda drugi pogoj, da je Gks korenski, ni vedno izpolnjen. V
takem primeru je primarna dekompozija, ki jo izra�cunamo v Singularju , sestavljena iz parov
idealov, kjer v vsaj enem paru primarni ideal in njegov pridru�zeni ideal nista enaka. Tako kot �ze
pri zveznih sistemih si v tem primeru lahko pomagamo s trditvijo 3.2.7, da dobimo vrednost za
cikli�cnost tistih preslikav, katerih parametri le�zijo na raznoterosti korenskega dela ideala Gks .

3.3.2 Potrebni in zadostni pogoji za nastop centra

Zaradi samozadostnosti monogra�je bomo obravnavali primere 2, 0:0:4, 2:3, 2:0:4, 0:0:0:0:6,
0:0:0:0:0:0:8 in 0:0:0:0:0:0:0:0:10 ter splo�sni sistem, kjer v ena�cbi 	(x; y) = 0 dodamo ho-
mogene monome sode stopnje n. Pogoj za nastop centra x = f(y) oz. f(f(x)) = f(y) = x je
ekvivalenten zrcalni simetriji glede na premico y = x; kar lahko opi�semo tudi v obliki x 7! y,
y 7! x. �Ce se, na primer, vsota (2.139) kon�ca s �cleni stopnje 4 (kot v primerih 2, 0:0:4,
2:3, 2:0:4), moramo obravnavati primere, kjer 	(x; y) vsebuje bodisi linearne, kvadratne ali pa
kubi�cne faktorje s simetrijo x 7! y, y 7! x (ali pa celo 	(x; y) premore to simetrijo v celoti).

Primer 2: Primer (3.82) je prvi obravnaval in razre�sil _Zo ladek v [127]. Centralna raznoterost
(3.82) vsebuje natanko dve ireducibilni komponenti

(i) A � B + C = 0;
(ii) A � C = 0:

Ozna�cimo

Z4 (A; B; C) = 13A2 � 32AB + 15B2 + 26AC � 16BC � 3C2;

Z6 (A; B; C) = 150A4 � 743A3B + 1235A2B2 � 809AB3 + 175B4 + 684A3C�

� 1985A2BC + 1618AB2C � 349B3C + 616A2C2�

� 605ABC2 � 25B2C2 � 156AC3 + 317BC3 � 110C4:

Izra�cun fokusnih koli�cin iz (2.140) nam da

g2 = �2(A � C)(A � B + C);

g4 = �
g2 � Z4 (A; B; C)

4
;

g6 =
g2 � Z6 (A; B; C)

8
;

...

kar pomeni, da sta zgornja pogoja potrebna in zadostna, saj velja I = ⟨g2; g4; g6; :::⟩ = ⟨g2⟩.

Primer 0:0:4: Obravnavamo problem centra in fokusa za sisteme (2.130), ki izhajajo iz ena�cbe
	(x; y) = 0 za polinome oblike

	(x; y) = x + y + Hx4 + Ix3y + Jx2y2 + Kxy3 + Ly4: (3.91)
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Izrek 3.3.6 Polinom (3.91) dolo�ca center v izhodi�s�cu natanko tedaj, ko je izpolnjen eden od
spodnjih pogojev:

(S) s1 = s2 = 0, kjer je s1 = H � L in s2 = I � K;

(T) t1 = 0, kjer je t1 = H � I + J � K + L.

Dokaz. Izra�cunamo prvih 12 fokusnih koli�cin g2, g4, : : :, g24. Izka�ze se, da je samo vsaka tretja
fokusna koli�cina neni�celna. Torej: g2 = g4 = g8 = g10 = g14 = g16 = g20 = g22 = 0 (t.j. g6k ̸= 0).
Potem reduciramo vsak neni�celni polinom g6k tako, da ga delimo z mno�zico polinomov, ki jo
dolo�ca Gr�obnerjeva baza ideala G6(k� 1) = ⟨g6; : : : ; g6(k� 1)⟩ in ostanek pri deljenju ozna�cimo
z eg6k (pravimo, da smo polinom g6k reducirali po modulu Gr�obnerjeve baze ideala G6(k� 1)).
V Singulaju za ta namen uporabimo ukaz (rutino) reduce (glej razdelek 1.6). Po redukciji
dobimo

g6 = �2(2H � I + K � 2L)(H � I + J � K + L); (3.92)

eg12 = �
1
4

(I � K)(I � 2J + 3K � 4L)2(H � I + J � K + L); (3.93)

eg18 � 0; eg24 � 0:

Z ukazom minAssGTZ v Singularju izra�cunamo dekompozicijo raznoterosti V (⟨g6; eg12⟩) in
dobimo pogoja (S) in (T), kar dokazuje, da sta ta pogoja potrebna pogoja, da ima (3.91) center
v izhodi�s�cu. V nadaljevanju bomo dokazali �se njuno zadostnost, pri �cemer bomo za polinome
(3.91) uporabili uvodoma opisan simetrijski pristop.

Pogoj (S) o�citno implicira simetrijo polinoma 	(x; y) = x+y +Hx4 +Ix3y +Jx2y2 +Ixy3 +
Hy4; zato ena�cba 	(x; y) = 0 predstavlja centre (za vse vrednosti ustreznih parametrov H; I;
J).

Nadalje preverimo simetrije polinoma 	(x; y). Simetrijo dobimo iz ena�cbe

(x + y)(1 + a10x + a01y + a20x2 + a11xy + a02y2 + a30x3 + a21x2y + a12xy2 + a03y3) = 	(x; y):

Ko ena�cimo koe�ciente istole�znih monomov na levi in desni strani zgornje ena�cbe in eliminiramo
spremenljivke a10; a01; a20; a11; a02; a30; a21; a12; a03; dobimo natanko pogoj (T). �Ce velja pogoj
(T), ima ena�cba 	(x; y) = 0 re�sitev x = �y, kar porodi center v izhodi�s�cu.

Primer 2:3: Primer (3.84) je bil obravnavan v [111]. Centralna raznoterost polinoma (3.84)
je sestavljena iz treh ireducibilnih komponent.

(S)
{

A � B + C = 0;
D � E + F � G = 0: (H)

8
<

:

A � C = 0;
D � G = 0;
E � F = 0:
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in

(T )

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 = D2 � DF + EG � G2;

0 = �C2D + C2E � BCF + C2F + F 2 + B2G � BCG�

� C2G + 4DG � 4EG � 2FG + 5G2;

0 = �2CDE + BDF + CDF + CEF � AF 2 � 3BDG + 3CDG+

+ 4AEG � 2BEG � CEG + BF G � 2CF G � 3AG2 + 3BG2;
0 = 2AD � BD � CD + CE � AF + AG + BG � 2CG;

0 = �BCD + C2D + C2E � ACF + 2DF + 2ABG � ACG�

� BCG � 2DG � 4EG + 2FG + 2G2;

0 = �2B2D + 5BCD � C2D � 4ACE + 2BCE � C2E + 8DE+

+ 2ABF � ACF � 2BCF + 2C2F � 6DF � 4EF + 2F 2+

+ 3ACG � 3BCG + 2C2G � 10DG + 8EG + 2FG � 8G2;

0 = A2 � AB + BC � C2 � D + E � F + G:

Da bi na�sli minimalno bazo ideala, generiranega s fokusnimi koli�cinami, izra�cunamo prvih
5 fokusnih koli�cin g2, g4, g6, g8, g10. Potem vsak polinom g2k reduciramo po Gr�obnerjevi bazi
ideala ⟨g2; : : : ; g2(k� 1)⟩. Po redukciji dobimo

g2 = � 2(A2 � AB + BC � C2 � D + E � F + G);

eg4 = � 2(ABD � B2D � ACD + 2BCD � C2D � 2D2 � ACE + BCE � C2E

+ 2DE + ACF � BCF + C2F � DF � EF + F 2 � ABG + B2G + ACG

� 2BCG + C2G + DG + EG � 2FG + G2);

eg6 =BCD2 � 3C2D2 + 2D3 � BCDE + 4C2DE � 2D2E � C2E2 + ACDF

� BCDF � C2DF � 2D2F � ACEF + 2BCEF � C2EF + 4DEF + ACF 2

� 2BCF 2 + 2C2F 2 � 2DF 2 � 2EF 2 + 2F 3 � ACDG + 2BCDG � C2DG

+ 4D2G + 2ABEG � 2B2EG � 3ACEG + 3BCEG � C2EG � 8DEG

+ 2E2G � 2ABF G + 2B2FG + 2ACF G � BCF G � 2C2FG + 6DFG + 2EF G

� 6F 2G + ACG2 � 3BCG2 + 4C2G2 � 2DG2 � 2EG2 + 8FG2 � 4G3

in eg8 � 0, eg10 � 0.

Primer 2:0:4: V tem primeru i�s�cemo centre polinoma (3.85).

Izrek 3.3.7 Polinom (3.85) dolo�ca center v izhodi�s�cu natanko tedaj, ko je izpolnjen eden od
spodnjih pogojev:

(M) m1 = m2 = m3 = 0, kjer je m1 = A � C, m2 = D � H, m3 = E � G;

(N) n1 = n2 = 0, kjer je n1 = D � E + F � G + H, n2 = A � B + C.

Dokaz. Izra�cunamo prvih sedem fokusnih koli�cin g2, g4, : : :, g14. Potem vsak polinom g2k
reduciramo po modulu Gr�obnerjeve baze ideala ⟨g2; : : : ; g2(k� 1)⟩ in z eg2k ozna�cimo ostanek pri
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deljenju polinoma g2k z Gr�obnerjevo bazo ideala ⟨g2; : : : ; g2(k� 1)⟩. Po redukciji dobimo

g2 = �2(A � C)(A � B + C);

eg4 =
1
2

(13A4 + 15B3C � 31B2C2 + A3(�45B + 26C) + A2(47B2 � 29BC � 16C2)

+ B(13C3 + 8D � 4E + 4G � 8H) � A(15B3 + 16B2C � 61BC2 + 26C3 + 12D

� 8E + 4F � 4H) + C(3C3 � 4D + 4F � 8G + 12H));

eg6 = �2(�4C3(2D � 2E + F ) + B3(D � E + G � H) + (2D � E + G � 2H)

(D � E + F � G + H) + 4AC2(F � 2G + 2H) + 4BC(C(3D � 3E + F + G � H)

� A(F � 2G + 2H)) + B2(�C(6D � 6E + F + 4G � 4H) + A(F � 2G + 2H)));
eg8 = �(B � 2C)(3B(E � G) + 2C(4D � 5E + 5G � 4H))(D � E + F � G + H);

eg10 = �
1
2

(B � 2C)(�3E3 + 20F 2G � 65F G2 + 45G3 � 28F 2H + 192F GH � 189G2H

� 148F H2 + 264GH2 � 120H3 + 4D2(7F � 18G + 30H) + E2(23F � 45G + 75H)

+ E(�20F 2 + 42FG + 3G2 � 64FH � 30GH + 48H2) + D(3E2 + 28F 2 � 80FG

+ 27G2 + 120F H � 48GH � 6E(8F � 19G + 32H)));

eg12 = �
1
4

(E � G)(E � 2F + 3G � 4H)2(D � E + F � G + H);

eg14 � 0:

Nato izra�cunamo dekompozicijo raznoterosti V (⟨g2; eg4; eg6; eg8; eg10⟩) in dobimo pogoja (M) in
(N), ki sta potrebna pogoja za nastop centra v izhodi�s�cu. Poka�zimo, da sta tudi zadostna.

Pogoj (M) o�citno implicira zrcalno simetrijo 	(x; y) = x + y + Ax2 + Bxy + Ay2 + Dx4 +
Ex3y + F x2y2 + Exy3 + Dw4; zato ena�cba 	(x; y) = 0 predstavlja centre.

Sedaj poglejmo faktorizacijo

	(x; y) = (x+y)(1+a10x+a01y+a20x2+a11xy+a02y2+a30x3+a21x2y+a12xy2+a03y3): (3.94)

Po ena�cenju istole�znih koe�cientov na levi in desni strani ena�cbe (3.94) dobimo naslednji sistem
ena�cb

a02 = 0; �a02 � a11 = 0; �a11 � a20 = 0;
a20 = 0; �a10 + A = 0; �a01 � a10 + B = 0;

�a01 + C = 0; �a30 + D = 0; �a21 � a30 + E = 0;
�a12 � a21 + F = 0; �a03 � a12 + G = 0; �a03 + H = 0

z neznankami a10; a01; a20; a11; a02; a30; a21; a12; a03; A; B; C; D; E; F; G; H. Eliminacija
spremenljivk a10; a01; a20; a11; a02; a30; a21; a12; a03 da pogoj (N). Kot vidimo, pogoj (N)
implicira re�sitev x + y = 0 z zahtevano zrcalno simetrijo v izhodi�s�cu, kar zaklju�ci dokaz.

Primer 0:0:0:0:6: V nadaljevanju obravnavamo homogene ena�cbe

x + y +
n∑

j=0

�n� j;jxn� jyj = 0 (3.95)
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za razli�cne sode vrednosti parametra n. Sedaj, na primer s 	6(x; y) ozna�cimo polinom neline-
arnih �clenov v (3.95) za n = 6. Torej

	6(x; y) = A6;0x6 + A5;1x5y + A4;2x4y2 + A3;3x3y3 + A2;4x2y4 + A1;5xy5 + A0;6y6

in (3.95) se poenostavi na obliko

x + y + 	6 (x; y) = 0: (3.96)

Naj bo A = (A6;0; : : : ; A0;6) in z A ozna�cimo prostor parametrov, ki pripada ena�cbi (3.96). Za
preslikavo (2.130) lahko formuliramo naslednji izrek.

Izrek 3.3.8 Polinom 	6 iz ena�cbe (3.96) dolo�ca center v izhodi�s�cu natanko tedaj, ko je izpolnjen
eden od spodnjih pogojev:

(S6) A6;0 � A0;6 = A5;1 � A1;5 = A4;2 � A2;4 = 0;

(T6) A6;0 � A5;1 + A4;2 � A3;3 + A2;4 � A1;5 + A0;6 = 0.

Dokaz. Izra�cunamo prvih sedem neni�celnih fokusnih koli�cin. Izka�ze se, da je komaj vsaka peta
fokusna koli�cina neni�celna; torej g10k ̸= 0. Potem reduciramo vsak neni�celni polinom g10k po
modulu Gr�obner-jeve baze ideala ⟨g10; : : : ; g10(k� 1)⟩ in z ~g10k ozna�cimo pripadajo�ci ostanek pri
deljenju (temu ostanku pravimo tudi reducirana fokusna koli�cina). Po redukciji dobimo

g10 = � 2(A0;6 � A1;5 + A2;4 � A3;3 + A4;2 � A5;1 + A6;0)(�3A0;6 + 2A1;5 � A2;4

+ A4;2 � 2A5;1 + 3A6;0);
~g20 =(A0;6 � A1;5 + A2;4 � A3;3 + A4;2 � A5;1 + A6;0)(5A1;5 � 4A2;4 + 4A4;2 � 5A5;1)

(�6A0;6 + 5A1;5 � 4A2;4 + 3A3;3 � 2A4;2 + A5;1)2;
~g30 = � (A0;6 � A1;5 + A2;4 � A3;3 + A4;2 � A5;1 + A6;0)(A2;4 � A4;2)

(10A0;6 � 10A1;5 + 8A2;4 � 5A3;3 + 2A4;2)3(4330A0;6 � 5030A1;5 + 4304A2;4

� 2795A3;3 + 1146A4;2)(�6A0;6 + 5A1;5 � 4A2;4 + 3A3;3 � 2A4;2 + A5;1)2;
~g40 �0;
~g50 �0:

Izra�cunamo dekompozicijo raznoterosti V (⟨g10; ~g20; ~g30⟩) in dobimo pogoje (S6) in (T6) izreka
3.3.8. Zato so pogoji (S6) in (T6) potrebni za nastop centra pri sistemih, ki izhajajo iz polinoma
	6.

Pogoj centra f2(x) = x je ekvivalenten zrcalni simetriji glede na premico y = x (oz. y ! x,
x ! y). Zato je za dokaz zadostnosti treba dokazati, da ena�cba (3.96) (in s tem 	6) premore to
simetrijo (v vsaj enem faktorju).

Pogoj (S6) o�citno porodi trivialno (glede na celotni izraz) zrcalno simetrijo polinoma x+y +
	6(x; y), posledi�cno ena�cba (3.96) porodi center.

Sedaj obravnavamo ena�cbo

x + y + 	6(x; y) = (x + y)(1 +
5∑

i+j=1

cijxiyj):

Po ena�cenju istole�znih koe�cientov na levi in na desni strani ena�cbe in po eliminaciji spremenljivk
cij dobimo pogoj (T6); kar dokazuje, da (T6) vsebuje �clen x+y = 0, ki porodi center v izhodi�s�cu.
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Primer 0:0:0:0:0:0:8: Obravnavamo primer (3.95) za n = 8. V ta namen de�niramo

	8(x; y) =
8∑

j=0

A8� j;jx8� jyj

in ena�cba (3.95) dobi obliko
x + y + 	8 (x; y) = 0: (3.97)

Podobno, kot v prej�snjem primeru naj bo A = (A8;0; : : : ; A0;8) in naj A ozna�cuje prostor para-
metrov, ki pripada ena�cbi (3.97).

Izrek 3.3.9 Polinom 	8 v (3.97) dolo�ca center v izhodi�s�cu natako tedaj, ko je izpolnjen eden
od pogojev:

(S8) A8;0 � A0;8 = A7;1 � A1;7 = A6;2 � A2;6 = A5;3 � A3;5 = 0;

(T8) A8;0 � A7;1 + A6;2 � A5;3 + A4;4 � A3;5 + A2;6 � A1;7 + A0;8 = 0.

Dokaz. Dokaz je podoben dokazu izreka 3.3.8. Izra�cunamo prvih nekaj fokusnih koli�cin. Izka�ze
se, da je vsaka sedma fokusna koli�cina neni�celna; t. j. g14k ̸= 0. Potem reduciramo neni�celne po-
linome g14k po modulu Gr�obnerjeve baze ideala ⟨g14; : : : ; g14(k� 1)⟩ iz z ~g14k ozna�cimo pripadajo�ci
ostanek. Po redukciji dobimo

g14 = � 2(A0;8 � A1;7 + A2;6 � A3;5 + A4;4 � A5;3 + A6;2 � A7;1 + A8;0)
(�4A0;8 + 3A1;7 � 2A2;6 + A3;5 � A5;3 + 2A6;2 � 3A7;1 + 4A8;0);

~g28 =(A0;8 � A1;7 + A2;6 � A3;5 + A4;4 � A5;3 + A6;2 � A7;1 + A8;0)
(�7A1;7 + 8A2;6 � 5A3;5 + 5A5;3 � 8A6;2 + 7A7;1)

(�8A0;8 + 7A1;7 � 6A2;6 + 5A3;5 � 4A4;4 + 3A5;3 � 2A6;2 + A7;1)2;
~g42 =(A0;8 � A1;7 + A2;6 � A3;5 + A4;4 � A5;3 + A6;2 � A7;1 + A8;0)

(�A2;6 + A3;5 � A5;3 + A6;2)(28A0;8 � 28A1;7 + 25A2;6 � 20A3;5+

+ 14A4;4 � 8A5;3 + 3A6;2)2(�8A0;8 + 7A1;7 � 6A2;6 + 5A3;5 � 4A4;4+

+ 3A5;3 � 2A6;2 + A7;1)2;
~g56 =(A0;8 � A1;7 + A2;6 � A3;5 + A4;4 � A5;3 + A6;2 � A7;1 + A8;0)

(�8A0;8 + 7A1;7 � 6A2;6 + 5A3;5 � 4A4;4 + 3A5;3 � 2A6;2 + A7;1)2

(�28A0;8 + 28A1;7 � 28A2;6 + 23A3;5 � 14A4;4 + 5A5;3)2(A5;3 � A3;5)

(28A0;8 � 28A1;7 + 25A2;6 � 20A3;5 + 14A4;4 � 8A5;3 + 3A6;2)2;
~g70 �0;
~g84 �0:

Izra�cunamo dekompozicijo raznoterosti V (⟨g14; ~g28; ~g42; ~g56⟩) in dobimo pogoje (S8) in (T8). Nato
uporabimo simetrijski pristop. Pogoji (S8) o�citno implicirajo trivialno (celotno) zrcalno simetrijo
polinoma x + y + 	8(x; y), zato (3.97) porodi center.

Da so tudi pogoji (T8) zadostni, je razvidno iz simetrije oblike

x + y + 	8(x; y) = (x + y)(1 +
7∑

i+j=1

cijxiyj):
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Po ena�cenju istole�znih koe�cientov na obeh straneh zgornje ena�cbe in po eliminaciji spremenljivk
cij sledi pogoj (T8), kar pomeni, da ima (T8) simetrijo x + y = 0, kar dokazuje, da pod tem
pogojem (3.97) porodi center.

Primer 0:0:0:0:0:0:0:0:10: Obravnavamo ena�cbo (3.95) za n = 10: V ta namen de�niramo

	10(x; y) =
10∑

j=0

A10� j;jx10� jyj

in preoblikujemo (3.95) na obliko

x + y + 	10 (x; y) = 0: (3.98)

Z A = (A10;0; : : : ; A0;10) ozna�cimo elemente prostora A parametrov ena�cbe (3.98).

Izrek 3.3.10 Polinom 	10 v (3.98) dolo�ca center v izhodi�s�cu natanko tedaj, ko je izpolnjen eden
od spodnjih pogojev:

(S10) A10;0 � A0;10 = A9;1 � A1;9 = A8;2 � A2;8 = A7;3 � A3;7 = A6;4 � A4;6 = 0;
(T10) A10;0 � A9;1 + A8;2 � A7;3 + A6;4 � A5;5 + A4;6 � A3;7 + A2;8 � A1;9 + A0;10 = 0.

Dokaz. Izra�cuni fokusnih koli�cin ka�zejo, da je vsaka deveta koli�cina neni�celna; t. j. g18k ̸= 0. Po
redukciji neni�celnih fokusnih koli�cin g18k po modulu Gr�obnerjeve baze ideala ⟨g18; : : : ; g18(k� 1)⟩
dobimo g18 ̸= 0, g36 ̸= 0; g54 ̸= 0; g72 ̸= 0; g90 ̸= 0 in ~g108 � 0, kjer z ~g18k ozna�cimo ostanek pri
deljenju (po redukciji). Polinomi g36; g54; g72, g90, g108 so zelo dolgi, zato jih ne bomo izpisali.
Enostavno lahko preverimo, da je

g18 = (F g18;1) (F g18;2) ;

~g36 = (F ~g36;1) (F ~g36;2)2 ;

~g54 = (F ~g54;1) (F ~g54;2)2 (F ~g54;3)2 ;

~g72 = (F ~g72;1) (F ~g72;2)2 (F ~g72;3)2 (F ~g72;4)2 ;

~g90 = (A6;4 � A4;6) (F ~g90;2)2 (F ~g90;3)2 (F ~g90;4)2 (F ~g90;5)2 ;

kjer je
F g18;1 = �2(�A10;0 + A9;1 � A8;2 + A7;3 � A6;4 + A5;5 � A4;6 + A3;7 � A2;8 + A1;9 � A0;10);

Fg18;2 = �5A10;0 + 4A9;1 � 3A8;2 + 2A7;3 � A6;4 + A5;5 � 2A4;6 + 3A3;7 � 4A2;8 + 5A0;10;
F ~g36;1 = 6A9;1 � 8A8;2 + 7A7;3 � 4A6;4 + 4A6;4 � 7A3;7 + 8A8;2 � 6A1;9;
F ~g36;2 = A9;1 � 2A8;2 + 3A7;3 � 4A6;4 + 5A5;5 � 6A4;6 + 7A3;7 � 8A2;8 + 9A1;9 � 10A0;10;
F ~g54;1 = 14A8;2 � 21A7;3 + 15A6;4 � 15A4;6 + 21A3;7 � 14A2;8;
F ~g54;2 = A9;1 � 2A8;2 + 3A7;3 � 4A6;4 + 5A5;5 � 6A4;6 + 7A3;7 � 8A2;8 + 9A1;9 � 10A0;10;
F ~g54;3 = 4A8;2 � 11A7;3 + 20A6;4 � 30A5;5 + 40A4;6 � 49A3;7 + 56A2;8 � 60A1;9 + 60A0;10;
F ~g72;1 = 7A7;3 � 8A6;4 + 8A4;6 � 7A3;7;
F ~g72;2 = 7A7;3 � 22A6;4 + 42A5;5 � 62A4;6 + 77A3;7 � 84A2;8 + 84A1;9 � 84A0;10;
F ~g72;3 = A9;1 � 2A8;2 + 3A7;3 � 4A6;4 + 5A5;5 � 6A4;6 + 7A3;7 � 8A2;8 + 9A1;9 � 10A0;10,
F ~g72;4 = 4A8;2 � 11A7;3 + 20A6;4 � 30A5;5 + 40A4;6 � 49A3;7 + 56A2;8 � 60A1;9 + 60A0;10;
F ~g90;2 = 7A7;3 � 22A6;4 + 42A5;5 � 62A4;6 + 77A3;7 � 84A2;8 + 84A1;9 � 84A0;10;
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F ~g90;3 = A9;1 � 2A8;2 + 3A7;3 � 4A6;4 + 5A5;5 � 6A4;6 + 7A3;7 � 8A2;8 + 9A1;9 � 10A0;10,
F ~g90;4 = A6;4 � 3A5;5 + 5A4;6 � 6A3;7 + 6A2;8 � 6A1;9 + 6A0;10;
F ~g90;5 = 4A8;2 � 11A7;3 + 20A6;4 � 30A5;5 + 40A4;6 � 49A3;7 + 56A2;8 � 60A1;9 + 60A0;10
in

~g108 � 0:

Ko izra�cunamo ireduciblno dekompozicijo raznoterosti V (⟨g18; ~g36; ~g54; ~g73; ~g90⟩); dobimo po-
goje v (S10) in (T10). Pogoji (S10) vodijo do zrcalne simetrijo polinoma x+y+	10(x; y) v celoti,
pogoj (T10) pa vodi do simetrije tipa

x + y + 	10(x; y) = (x + y)(1 +
9∑

i+j=1

cijxiyj);

kar zaklju�ci dokaz.

Primer n = 2ℓ V [92] je za ta primer postavljena domneva, v kateri predvidimo pogoje centra.
Domnevo dobimo po analogiji glede na primere n = 2; 4; 6; 8 in 10. Torej, obravnavajmo primer
(3.95) za n = 2ℓ in zapi�simo

	2ℓ(x; y) =
2ℓ∑

j=0

A2ℓ� j;jx2ℓ� jyj ;

da (3.95) dobi splo�sno obliko

x + y + 	2ℓ (x; y) = 0: (3.99)

Naj bo spet A = (A2ℓ;0; : : : ; A0;2ℓ) in naj bo A prostor parametrov, ki pripadajo ena�cbi (3.99). �Ce
privzamemo, da imajo pripadajo�ce fokusne koli�cine gk(4ℓ� 2) ter ostanki ~gk(4ℓ� 2), ki jih dobimo
z redukcijo polinomov gk(4ℓ� 2) po modulu Gr�obner-jevih baz idealov ⟨g4ℓ� 2; : : : ; g(k� 1)(4ℓ� 2)⟩;
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obliko

g4ℓ� 2 = � 2(
2ℓ∑

j=0

(�1)jA2ℓ� j;j)(
ℓ� 1∑

j=0

(�1)j�(1)
j (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j))

~g2(4ℓ� 2) =(
2ℓ∑

j=0

(�1)jA2ℓ� j;j)(
ℓ� 1∑

j=1

(�1)j�(2)
j (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j))(

2ℓ∑

j=1

(�1)j� 1jA2ℓ� j;j)2

~g3(4ℓ� 2) =(
2ℓ∑

j=0

(�1)jA2ℓ� j;j)(
ℓ� 1∑

j=2

(�1)j�(3)
j (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j))(

2ℓ∑

j=1

(�1)j� 1jA2ℓ� j;j)2

P1(A2ℓ� 2;2; : : : ; A0;2ℓ)

~g4(4ℓ� 2) =(
2ℓ∑

j=0

(�1)jA2ℓ� j;j)(
ℓ� 1∑

j=3

(�1)j�(4)
j (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j))(

2ℓ∑

j=1

(�1)j� 1jA2ℓ� j;j)2

P1(A2ℓ� 2;2; : : : ; A0;2ℓ)P2(A2ℓ� 3;3; : : : ; A0;2ℓ)

~g5(4ℓ� 2) =(
2ℓ∑

j=0

(�1)jA2ℓ� j;j)(
ℓ� 1∑

j=4

(�1)j�(5)
j (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j))(

2ℓ∑

j=1

(�1)j� 1jA2ℓ� j;j)2

P1(A2ℓ� 2;2; : : : ; A0;2ℓ)P2(A2ℓ� 3;3; : : : ; A0;2ℓ)P3(A2ℓ� 4;4; : : : ; A0;2ℓ)
...

~gℓ(4ℓ� 2) =(
2ℓ∑

j=0

(�1)jA2ℓ� j;j)(
∑

j=ℓ� 1

(�1)j�(ℓ)
j (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j))(

2ℓ∑

j=1

(�1)j� 1jA2ℓ� j;j)2

P1(A2ℓ� 2;2; : : : ; A0;2ℓ)P2(A2ℓ� 3;3; : : : ; A0;2ℓ) � � � Pℓ� 2(Aℓ+1;ℓ� 1; : : : ; A0;2ℓ);

kjer so Pi za i = 1; : : : ; ℓ�1 polinomi in �i
j 2 R+, dobimo domnevi, ki sta podani v nadaljevanju.

Pri teh privzetkih ima k�ta reducirana fokusna koli�cina obliko:

~gk(4ℓ� 2) =(
2ℓ∑

j=0

(�1)jA2ℓ� j;j)(
ℓ� 1∑

j=k� 1

(�1)j�(ℓ)
k (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j))(

2ℓ∑

j=1

(�1)j� 1jA2ℓ� j;j)2

P1(A2ℓ� 2;2; : : : ; A0;2ℓ)P2(A2ℓ� 3;3; : : : ; A0;2ℓ) � � � Pk� 2(A2ℓ� k+1;k� 1; : : : ; A0;2ℓ);

za k 2 f2; : : : ; ℓg in
~gk(4ℓ� 2) � 0;

za k > ℓ.
Potrebni pogoji, pri katerih ima (3.99) center v izhodi�s�cu sledijo iz raznoterosti, ki pri-

pada idealu I2ℓ = ⟨g4ℓ� 2; : : : ; gℓ(4ℓ� 2)⟩ (i�s�cemo skupne ni�cle vseh (reduciranih) fokusnih koli�cin
v R2ℓ+1).

Pri zgornjih privzetkih vsaka (reducirana) fokusna koli�cina vsebuje polinom
∑2ℓ

j=0(�1)jA2ℓ� j;j ,
zato je prvi potrebni pogoj, da ima (3.99) center v izhodi�s�cu

2ℓ∑

j=0

(�1)jA2ℓ� j;j = 0: (3.100)
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Dodatni pogoji sledijo iz drugega faktorja
∑ℓ� 1

j=k� 1(�1)j�(ℓ)
k (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j) (privzete) oblike

fokusnih koli�cin gk(4ℓ� 2). Ker ℓ�ta fokusna koli�cina (kot faktor) vsebuje polinom
∑

j=ℓ� 1

(�1)j�(ℓ)
j (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j) = (�1)ℓ� 1�(ℓ)

ℓ� 1(Aℓ+1;ℓ� 1 � Aℓ� 1;ℓ+1);

dobimo pogoje
Aℓ+1;ℓ� 1 = Aℓ� 1;ℓ+1: (3.101)

Namre�c, induktivno, (ℓ � 1)�ta fokusna koli�cina vsebuje polinom

ℓ� 2∑

j=ℓ� 2

(�1)j�(ℓ)
j (A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j)

= (�1)ℓ� 2�(ℓ� 1)
ℓ� 2 (Aℓ+2;ℓ� 2 � Aℓ� 2;ℓ+2) + (�1)ℓ� 1�(ℓ� 1)

ℓ� 1 (Aℓ+1;ℓ� 1 � Aℓ� 1;ℓ+1);

ki po upo�stevanju pogoja (3.101) in ena�cenju z ni�c vodi do ena�cbe

Aℓ+2;ℓ� 2 = Aℓ� 2;ℓ+2: (3.102)

�Ce s takim induktivnim sklepanjem nadaljujemo, iz (ℓ � 2)�te fokusne koli�cine, upo�stevajo�c
(3.101) in (3.102) ter vse pogoje, dobljene na prej�snjih korakih tega postopka, dobimo iz druge
fokusne koli�cine pogoj

A2ℓ� 1;1 = A1;2ℓ� 1

in kon�cno iz prve fokusne koli�cine sledi pogoj

A2ℓ;0 = A0;2ℓ:

Torej drugi sklop pogojev za nastop centra preslikave (3.99) je

A2ℓ� j;j = Aj;2ℓ� j ; j = 0; 1; : : : ; ℓ � 1: (3.103)

Pri dokazu, da sta oba pogoja (3.100) in (3.103) tudi potrebna, spet uporabimo simetrijski
pristop. O�citno pogoj (3.103) implicira (trivialno) zrcalno simetrijo polinoma x+y +	2ℓ(x; y) v
celoti, kar pomeni, da (3.99) porodi center. Pogoje (3.103) pa dobimo iz naslednje faktorizacije

x + y + 	2ℓ(x; y) = (x + y)(1 +
2ℓ� 1∑

j=0

c2ℓ� 1� j;jx2ℓ� 1� jyj):

�Ce v zgornji ena�cbi ena�cimo istole�zne koe�ciente na obeh straneh ena�cbe, dobimo naslednji
sistem:

x2ℓ : c2ℓ� 1;0 = A2ℓ;0

x2ℓ� 1y : c2ℓ� 1;0 + c2ℓ� 2;1 = A2ℓ� 1;1

x2ℓ� 2y2 : c2ℓ� 2;1 + c2ℓ� 3;2 = A2ℓ� 2;2

...

x2y2ℓ� 2 : c1;2ℓ� 3 + c2;2ℓ� 2 = A2;2ℓ� 2

xy2ℓ� 1 : c1;2ℓ� 2 + c0;2ℓ� 1 = A1;2ℓ� 1

y2ℓ : c0;2ℓ� 1 = A0;2ℓ:

(3.104)
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�Ce vsako drugo ena�cbo v sistemu (3.104) pomno�zimo z �1 in vse ena�cbe se�stejemo, dobimo

A2ℓ;0 � A2ℓ� 1;1 + A2ℓ� 2;2 � � � � + A0;2ℓ = 0;

kar je natanko pogoj (3.100).
Na podlagi zgoraj na�stetih ugotovitev (in privzetkov) lahko zapi�semo naslednjo domnevo.

Domneva 3.3.11 Polinom 	2ℓ v ena�cbi (3.99) dolo�ca center v izhodi�s�cu natanko tedaj, ko je
izpolnjen eden od pogojev:

(S2ℓ) A2ℓ� j;j = Aj;2ℓ� j ; j = 0; 1; : : : ; ℓ � 1;

(T2ℓ)
∑2ℓ

j=0(�1)jA2ℓ� j;j = 0.

3.3.3 Cikli�cnost centra

V tem razdelku obravnavamo cikli�cnost (posameznih komponent) centralne raznoterosti v prime-
rih, za katere je centralna raznoterost in njena ireducibilna dekompozicija obdelana v prej�snjem
razdelku. Obravnavamo bifurkacije majhnih limitnih ciklov iz izhodi�s�ca, vklju�cno s primeri, ko
je x = 0 center.

Primer 2: Videli smo, da je g2k 2 ⟨g2⟩ za vse k 2 N in je zato minimalna baza sestavljena samo
iz polinoma g2: Ker je ideal ⟨g2⟩ korenski, iz trditve 3.3.5 sledi, da je zgornja meja za cikli�cnost
enaka 0 in cikli�cnost je (glej [127] ali [111]) dejansko enaka 0 za vse preslikave f (x) = �x�� � � ; ki
izhajajo iz ena�cbe (3.82). Tudi po izreku 3.3.4 dobimo enak rezultat, saj imata obe komponenti
(i) in (ii) sorazse�znosti 1.

Primer 0:0:4: Za preslikavo (3.91) najprej podajmo zgornjo mejo cikli�cnosti.

Trditev 3.3.12 Denimo, da je I � 2J + 3K � 4L ̸= 0 in H � J + 2K � 3L ̸= 0. Tedaj je
cikli�cnost centra preslikave (3.91) v izhodi�s�cu kve�cjemu 1.

Dokaz. Naj bo G2 = ⟨g6; g12⟩. Centralna raznoterost je enaka V (G2) = V (⟨g6; g12; g18; : : :⟩).
Primarna dekompozicija ideala G2 sestoji iz treh delov:

G2 = P1 \ P2 \ Q; (3.105)

kjer sta P1 in P2 praideala toda Q ni praideal; kar pomeni, da G2 ni korenski. Torej izreka 3.3.5
ne moremo direktno uporabiti. Izka�ze se, da je

P1 = ⟨H � L; I � K⟩;
P2 = ⟨H � I + J � K + L⟩;

medtem ko za Q iz (3.105) velja
√

Q = ⟨I � 2J + 3K � 4L; H � J + 2K � 3L⟩:

Naj bo a� = (H � ; I � ; J � ; K � ; L� ) poljubna to�cka iz raznoterosti V (G2)nV (Q). Po trditvi 3.2.7
lahko v okolici to�cke a� za vse k � 3 polinom g6k zapi�semo v obliki g6k = f1g6 + f2g12. Ker je
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fg6; g12g minimalna baza ideala ⟨g6; g12; g18; : : :⟩; je za preslikavo (3.91) po izreku 3.3.5 cikli�cnost
centra v izhodi�s�cu pri pogoju I � 2J + 3K � 4L ̸= 0 in H � J + 2K � 3L ̸= 0 kve�cjemu 1.

Sedaj preglejmo, koliko limitnih ciklov lahko nastane (bifurcira) iz vsake komponente na
centralni raznoterosti preslikave (3.91). Uporabimo izrek 3.3.4, ki na to vpra�sanje odgovori
glede na sorazse�znost posamezne komponente oz. glede na �stevilo linearno neodvisnih linearnih
faktorjev v prvih nekaj za�cetnih Ljapunovih koli�cinah (oz. fokusnih koli�cinah, ki, kot smo videli
v (3.86), porodijo isto raznoterost kot fokusne koli�cine).

Najprej vpeljimo oznake, ki jih bomo v nadaljevanju potrebovali. Z Jk
p ozna�cimo Jacobijevo

matriko prvih k fokusnih koli�cin, izra�cunanih v to�cki p. V tem primeru je eksplicitno izpisana
samo prva vrstica matrike J2

p za p = (H; I; J; K; L) ; glede na g6 in g12 iz (3.92) in (3.93)

J2
p =

2

666664

�2 (4H � 3I + 2J � K) @g12
@H

2 (3H � 2I + J � L) @g12
@I

�2 (2H � I + K � 2L) @g12
@J

2 (H � J + 2K � 3L) @g12
@K

2 (�I + 2J � 3K + 4L) @g12
@L

3

777775

T

V drugi vrstici
(

@g12
@H ; : : : ; @g12

@L

)
oz. transliranem stolpcu so parcialni odvodi predolgi, da bi jih

lahko v celoti zapisali v matriko J2
p .

Za to�cko p� = (I � J + K � L; I; J; K; L) iz druge komponente (T) centralne raznoterosti (s
pomo�cjo programa Mathematica) dobimo naslednje minorje ranga 1:

2

66664

�2 (I � 2J + 3K � 4L) �2(I � 2J + 3K � 4L)3

2(I � 2J + 3K � 4L) 2(I � 2J + 3K � 4L)3

�2 (I � 2J + 3K � 4L) �2(I � 2J + 3K � 4L)3

2(I � 2J + 3K � 4L) 2(I � 2J + 3K � 4L)3

�2 (I � 2J + 3K � 4L) �2(I � 2J + 3K � 4L)3

3

77775

T

Trditev 3.3.13 Ireducibilni komponenti (S) in (T) centralne raznoterosti polinoma (3.91)
imata (po vrsti) razse�znosti 3 ter 4.

Dokaz. Ireducibilni komponenti izra�cunamo s Singularjem. Razse�znosti sta o�citni.

Trditev 3.3.14 Cikli�cnost generi�cne to�cke p iz raznoterosti V (⟨s1; s2⟩); pri pogoju M(S) (p) ̸= 0;
je 1. Cikli�cnost generi�cne to�cke p� iz raznoterosti V (⟨t1⟩); pri pogoju M(T) (p� ) ̸= 0; je enaka 0.

Dokaz. Minorje matrike J2
p izra�cunamo v programu Mathematica. Na komponenti (S) je

rang(J2
p ) = 2 za vse to�cke p, �ce je le M(S) (p) ̸= 0. Ker je sorazse�znost komponente (S) enaka 2,

je cikli�cnost to�cke p enaka 1. Podobno je na komponenti (T) rang(J1
p� ) =rang(J2

p� ) = 1; �ce je
le M(T) (p� ) ̸= 0 zato za preslikavo, ki pripada to�cki p� , v oklici izhodi�s�ca ne nastane (bifurcira)
noben limitni cikel in cikli�cnost je enaka ni�c.

Primer 2:3: Ker pripadajo�ci ideal ni korenski, za ocenjevanje zgornje meje cikli�cnosti ne
moremo uporabiti trditve 3.3.5. Glede na [111, p. 18] je cikli�cnost kve�cjemu 2.

Sorazse�znosti komponent (S); (H); (T ) so (glej [111, Th. 2]) po vrsti 2, 3, 3. Rangi pripa-
dajo�cih matrik J3

p� v (generi�cnih) to�ckah p� so:
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� Za komponento (S) je generi�cna to�cka p� = (B � C; B; C; E � F + B; E; F; G) in rang
matrike J3

p� je enak 2. Zato je na tej komponenti cikli�cnost po izreku 3.3.4 najve�c 1. To
velja za vse to�cke, razen za to�cke, kjer je (B � 2C)(E � 2F + 3G) = 0.

� Podobno za komponento (H) z generi�cno to�cko p� = (C; B; C; G; F; F; G) izra�cunamo, da
je rang matrike J3

p� enak 3, razen �ce je B�2C = 0. Torej je za vse to�cke, kjer je B�2C ̸= 0
po izreku 3.3.4 cikli�cnost najve�c 2.

� Na komponenti (T ) za ananlizo ranga izberemo to�cko na krivulji

C �
{

(A; B; C; D; E; F; G) 2 R7}
;

ki je dolo�cena z ena�cbo A = 5; C = 1
4

(
15 +

p
17

)
; D = 2; E = �45 + 1

8
(
15 +

p
17

)2 +
10B � 1

2B
(
15 +

p
17

)
; F = �21 + 1

16
(
15 +

p
17

)2 + 5B � 1
4B

(
15 +

p
17

)
in G = 1; in je

podraznoterost raznoterosti (T ): Za poljubno to�cko p� 2 C (razen, �ce je B = 1
4

(
35 +

p
17

)
)

izra�cunamo rang matrike J3
p� ki je 3 (z drugimi besedami: vsi minorji ranga 3 imajo skupni

faktor: 4B �
(
35 +

p
17

)
). To pomeni, da je (po izreku 3.3.4) cikli�cnost vseh to�ck p� 2 C,

kjer B ̸= 1
4

(
35 +

p
17

)
; najve�c 2 . �Ce raznoterost (T ) predstavimo v parametri�cni obliki

E =
�D2 + DF + G2

G

B =
A2 � C2 � D + E � F + G

A � C

=
FD � GD � D2 + A2G � C2G � FG + 2G2

G (A � C)
;

kjer D dolo�cimo iz ena�cbe �ACD+C2D+D2+A2G�ACG�2DG+G2 = 0 in predstavlja
skupni faktor vseh ostalih ena�cb, dobimo

D =
1
2

(A � C)
(

C �
√

C2 � 4G
)

+ G:

Za vsako to�cko p� iz raznoterosti (T ); kjer je A � C ̸= 0, je rang matrike J3
p� enak 3

(ali druga�ce vsi minorji ranga 3 vsebujejo faktor A � C). Po izreku 3.3.4 je cikli�cnost na
raznoreosti (T ) enaka 2.

Primer 2:0:4: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na centralni raznoterosti
v tem primeru nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.15 Ireducibilni komponenti (M) in (N) centralne raznoterosti polinoma (3.85) imata
(po vrsti) sorazse�znosti 3 ter 2.

Dokaz. Ireducibilni komponenti izra�cunamo s Singularjem. Razse�znosti sta o�citno 5 in 6. Ker
je razse�znost celotnega prostora enaka 8, sta sorazse�znosti enaki 3 in 2.

Z J6
p ozna�cimo Jacobijevo matriko prvih 6 fokusnih koli�cin, izra�cunanih v to�cki p. De�niramo

polinoma:

Q(M ) = (B � 2C)(F � 2G + 2H);

Q(N ) = (B � 2C)(E � 2F + 3G � 4H):
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Izrek 3.3.16 Cikli�cnost generi�cne to�cke p0 iz raznoterosti V (⟨n1; n2⟩), kjer je Q(N )(p0) ̸= 0, je
1. Cikli�cnost generi�cne to�cke p� iz raznoterosti V (⟨m1; m2; m3⟩), kjer je Q(M )(p� ) ̸= 0, je 2.

Dokaz. Za poljubno to�cko p� na komponenti (M), kjer je Q(M )(p� ) ̸= 0, v programu Mathematica
izra�cunamo minorje in dobimo, da je rang(J6

p� ) = 3. Po izreku 3.3.4 je cikli�cnost na komponenti
(M) enaka 2. Podobno za vsako to�cko p0 iz komponente (N), kjer je Q(N )(p0) ̸= 0, izra�cunamo,
da je rang(J6

p0)= 2 in zato je po izreku 3.3.4 cikli�cnost enaka 1.

Primer 0:0:0:0:6: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na centralni razno-
terosti preslikave (2.130), ki izhaja iz ena�cbe (3.96), nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.17 Denimo, da je

6∑

j=1

(�1)j+1jA6� j;j ̸= 0 in A6;0 ̸=
6∑

j=2

(�1)j(j � 1)A6� j;j : (3.106)

Tedaj je cikli�cnost centra preslikave (2.130), ki izhaja iz ena�cbe (3.96), najve�c 2.

Dokaz. Pri dokazu uporabimo trditev 3.3.5. Preveriti moramo, �ce je ideal I6 = ⟨g10; g20; g30⟩
korenski. V ta namen izra�cunamo primarno dekompozicijo ideala. V na�sem primeru je primarna
dekompozicija ideala I6 enaka

I6 = P1 \ P2 \ Q1 \ Q2; (3.107)

kjer sta P1 in P2 praideala, toda Q1 in Q2 sta \samo" primarna. Zato ideal I6 ni korenski v
R[A] in trditve 3.3.5 ne moremo direktno uporabiti. Ideala P1 in P2 iz (3.107) sta generirana s
polinomi iz komponent (S6) oz. (T6). Ideala Q1 in Q2 iz (3.107) sta primarna ideala, za katera
velja:

p
Q1 = ⟨A51�2A4;2+3A3;3�4A2;4+5A1;5+6A0;6; A6;0�A4;2+2A3;3�3A2;4+4A1;5�5A0;6⟩

in
p

Q2 = ⟨2A4;2�5A3;3+8A2;4�10A1;5+10A0;6; A5;1�2A3;3+4A2;4�5A1;5+4A0;6; 2A6;0�A3;3+
2A2;4�2A1;5⟩. Struktura ideala I6 se sklada z oznakami v trditvi 3.2.7. Presek idealov

p
Q1\

p
Q2

je
p

Q1; saj je
p

Q1 �
p

Q2. V prostoru parametrov A je raznoterost V(Q1 \ Q2) = V(Q1)
dolo�cena z ena�cbami A51 � 2A4;2 + 3A3;3 � 4A2;4 + 5A1;5 + 6A0;6 = A6;0 � A4;2 + 2A3;3 � 3A2;4 +
4A1;5 �5A0;6 = 0. Opazimo, da se pogoja, ki dolo�cata raznoterost V(Q1 \Q2) in pogoja (3.106)
izklju�cujeta. Naj bo A� 2 A, tedaj po trditvi 3.2.7 obstajajo racionalne funkcije f1, f2 in f3;
za katere je za vsak A� , ki zado�s�ca ena�cbi (3.106), in za vsak k > 3, v neki okolici to�cke A�

izpolnjena enakost
g10k = f1g10 + f2g20 + f3g30:

Torej je po trditvi 3.3.5 cikli�cnost iz centra v izhodi�s�cu za preslikave (2.130), ki izhajajo iz ena�cbe
(3.96), s parametri, ki zado�s�cajo pogojema (3.106), najve�c 2.

V izreku 3.3.17 je podana zgornja meja cikli�cnosti. Sedaj poglejmo, kaj lahko glede cikli�cnosti
povemo po komponentah na centralni raznoterosti v tem primeru. Pri analizi po komponentah
uporabimo izrek 3.3.4.

Najprej vpeljimo naslednje oznake: z Jp(Bk) ozna�cimo Jacobijevo matriko polinomov g10; g20;
: : : ; g10k; izra�cunano v to�cki p; z rang(Jk

p ) ozna�cimo rang matrike Jp(Bk). Z G6;1 = ⟨A6;0 �
A0;6; A5;1 � A1;5; A4;2 � A2;4⟩ ozna�cimo ideal, generiran s polinomi iz komponente (S6), z G6;2 =
⟨A6;0 � A5;1 + A4;2 � A3;3 + A2;4 � A1;5 + A0;6⟩ pa ozna�cimo ideal, generiran s polinomi iz
komponente (T6). Iz izreka 3.3.8 vidimo, da pripadajo�ca centralna raznoterost iz R7 sestoji iz
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dveh ireducibilnih komponent V(G6:1) in V(G6;2). O�citno je, da sta razse�znosti komponent
V(G6;1) in V(G6;2) po vrsti enaki 4 in 6.

V naslednjem izreku potrebujemo polinoma

F6;1 =A3;3 � A2;4 + 2A1;5 � 2A0;6;
F6;2 =A51 � 2A4;2 + 3A3;3 � 4A2;4 + 5A1;5 + 6A0;6:

Izrek 3.3.18 Cikli�cnost generi�cne to�cke p 2 V(G6;1) je enaka 2, �ce je F6;1(p) ̸= 0. Cikli�cnost
generi�cne to�cke p0 2 V(G6;2) je enaka 0, �ce je F6;2(p0) ̸= 0.

Dokaz. Na raznoterosti V(G6;1) je v poljubni to�cki p, za katero je F6;1(p) ̸= 0, rang matrike
J3

p enak 3. Na raznoterosti V(G6;2) pa je rang poljubne to�cke p0; za katero je F6;2(p0) ̸= 0, rang
matrike J1

p0 enak 1. Po izreku 3.3.4 lahko iz to�cke p nastaneta (bifurcirata) dva limitna cikla, iz
to�cke p0 pa noben.

Primer 0:0:0:0:0:0:8: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na centralni
raznoterosti preslikave (2.130), ki izhaja iz ena�cbe (3.97), nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.19 Denimo, da je

8∑

j=1

(�1)j+1jA8� j;j ̸= 0 in A8;0 ̸=
8∑

j=2

(�1)j(j � 1)A8� j;j : (3.108)

Tedaj je cikli�cnost centra preslikave (2.130), ki izhaja iz ena�cbe (3.97), najve�c 3.

Dokaz. Preverimo, �ce je ideal I8 = ⟨g14; g28; g42; g56⟩ korenski. Izra�cunamo primarno dekompo-
zicijo ideala I8 in dobimo

I8 = P1 \ P2 \ Q1 \ Q2 \ Q3; (3.109)

kjer sta P1 in P2 praideala, toda Q1, Q2 in Q3 so ’samo’ primarni. Zato I8 ni korenski v R[A]
in trditve 3.3.5 ne moremo direktno uporabiti. Ideala P1 in P2 iz (3.109) sta po vrsti generirana
s polinomi iz komponent (S8) in (T8). Primarni ideali Q1, Q2, in Q3 pa so tak�sni, da veljap

Q1 \
p

Q2 \
p

Q3 =
p

Q1 = ⟨A71 � 2A6;2 + 3A5;3 � 4A4;4 + 5A3;5 + 6A2;6 � 7A1;7 + 8A0;8; A8;0 �
A6;2+2A5;3�3A4;4+4A3;5�5A2;6+6A1;7�7A0;8⟩. Torej v prostoru parametrov A je raznoterost
V(Q1) dolo�cena z ena�cbami A71 � 2A6;2 + 3A5;3 � 4A4;4 + 5A3;5 + 6A2;6 � 7A1;7 + 8A0;8 =
A8;0 � A6;2 + 2A5;3 � 3A4;4 + 4A3;5 � 5A2;6 + 6A1;7 � 7A0;8 = 0.

Spet uporabimo trditev 3.2.7. Naj bo A� 2 A, tedaj obstajajo racionalne funkcije f1, f2, f3
in f4; za katere je za vsak A� , ki zado�s�ca ena�cbi (3.108), in za vsak k > 4 v neki okolici to�cke
A� izpolnjena enakost

g14k = f1g14 + f2g28 + f3g42 + f4g56:

Torej je po trditvi 3.3.5 cikli�cnost iz centra v izhodi�s�cu za preslikave (2.130), ki izhajajo iz ena�cbe
(3.97), s parametri, ki zado�s�cajo pogojema (3.108), najve�c 3.
Sedaj s pomo�cjo izreka 3.3.4 preglejmo cikli�cnost komponent centralne raznoterosti, ki pripada
ena�cbi (3.97).
Z Jp(Bk) ozna�cimo Jacobijevo matriko polinomov g14; g28; : : : ; g14k; ki jo izra�cunamo v to�cki p. Z
rang(Jk

p ) ozna�cimo rang matrike Jp(Bk). Z G8;1 = ⟨A8;0�A0;8; A7;1�A1;7; A6;2�A2;6; A5;3�A3;5⟩
ozna�cimo ideal, generiran s polinomi iz komponente (S8) (glej izrek 3.3.9). Z G8;2 = ⟨A8;0 �
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A7;1 + A6;2 � A5;3 + A4;4 � A3;5 + A2;6 � A1;7 + A0;8⟩ izna�cimo ideal, generiran s polinomi iz
komponente (T8). Ireducibilni komponenti V(G8;1) in V(G8;2) centralne raznoterosti sta v R9,
njuni razse�znosti sta po vrsti 5 in 7.
V naslednjem izreku potrebujemo polinoma

F8;1 =A4;4 � 2A3;5 + 2A2;6 � 2A1;7 + 2A0;8;
F8;2 =A71 � 2A6;2 + 3A5;3 � 4A4;4 + 5A3;5 + 6A2;6 � 7A1;7 + 8A0;8:

Izrek 3.3.20 Cikli�cnost generi�cne to�cke p 2 V(G8;1) je enaka 3, �ce je F8;1(p) ̸= 0. Cikli�cnost
generi�cne to�cke p0 2 V(G8;2) je enaka 0, �ce je F8;2(p0) ̸= 0.

Dokaz. Izra�cunamo, da je za poljubno to�cko p 2 V(G8;1) rang matrike J4
p enak 4, �ce je

F8;1(p) ̸= 0. Podobno je za vsako to�cko p0 2 V(G8;2), za katero je F8;2(p0) ̸= 0, rang matrike J1
p0

enak 1. Ostalo sledi iz izreka 3.3.4.

Primer 0:0:0:0:0:0:0:0:10: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na cen-
tralni raznoterosti preslikave (2.130), ki izhaja iz ena�cbe (3.98), nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.21 Denimo, da je

10∑

j=1

(�1)j+1jA10� j;j ̸= 0 in A10;0 ̸=
10∑

j=2

(�1)j(j � 1)A10� j;j : (3.110)

Tedaj je cikli�cnost centra preslikave (2.130), ki izhaja iz ena�cbe (3.98), najve�c 4.

Dokaz. Dokaz je podoben kot pri izrekih 3.3.17 in 3.3.19. Ideal I10 = ⟨g14; ~g28; ~g42; ~g56⟩ ponovno
ni korenski. Primarna dekompozicija je oblike

I10 = P1 \ P2 \ Q1 \ Q2 \ Q3 \ Q4; (3.111)

kjer sta P1 in P2 praideala, toda Qi, za i = 1; 2; 3; 4, niso praideali. Zato lahko trditev 3.3.5 za
ena�cbo (3.98) uporabimo samo za vrednosti parameterov iz V(I10)nV(Q1 \Q2 \Q3 \Q4). Izka�ze
se, da je

p
Q1 \

p
Q2 \

p
Q3 \

p
Q4 =

p
Q1 in raznoterost V(Q1) je de�nirana z A91 � 2A8;2 +

3A7;3 � 4A6;4 +5A5;5 + 6A4;6 � 7A3;7 + 8A2;8 � 9A1;9 + 10A0;10 = A10;0 � A8;2 + 2A7;3 � 3A6;4+
4A5;5 � 5A4;6 + 6A3;7� 7A2;8 + 8A1;9 �9A0;10 = 0. Podobno, kot v dokazih izrekov 3.3.17 in
3.3.19 lahko sklepamo, da je cikli�cnost v izhodi�s�cu na centralni raznoterosti ena�cbe (3.98) pri
parametrih, ki zado�s�cajo pogojema (3.110), najve�c 4.

Podobno, kot v prej�snjih primerih, ozna�cimo z G10;1 oz. G10;2 ideala, generirana s polinomi
iz (S10) oz. (T10): V naslednjem izreku potrebujemo �se polinoma

F10;1 =A5;5 � 2A4;6 + 2A3;7 � 2A2;8 + 2A1;9 � 2A0;10;
F10;2 =A91 � 2A8;2 + 3A7;3 � 4A6;4 + 5A5;5 + 6A4;6 � 7A3;7 + 8A2;8 � 9A1;9 + 10A0;10:

Izrek 3.3.22 Cikli�cnost generi�cne to�cke p 2 V(G10;1) je enaka 4, �ce je F10;1(p) ̸= 0. Cikli�cnost
generi�cne to�cke p0 2 V(G10;2) je enaka 0, �ce je F10;2(p0) ̸= 0.
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Primer n = 2ℓ �Ce so fokusne koli�cine tak�sne, kot smo predvideli v podrazdelku 3.3.2, potem
Bautinov ideal za primer n = 2ℓ sestoji iz ℓ fokusnih koli�cin

I2ℓ = ⟨g4ℓ� 2; g2(4ℓ� 2); : : : ; gℓ(4ℓ� 2)⟩:

Iz primerov za n = 2; 4; 6; 8 in 10 lahko sklepamo, da je za n = 2ℓ primarna dekompozicija ideala
I2ℓ oblike

I2ℓ = P1 \ P2 \ Q1 \ : : : \ Qℓ� 1;

kjer sta P1 in P2 praideala, generirana s polinomi iz komponent (S2ℓ) in (T2ℓ). Po analogiji velja
P1 = ⟨A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j : j = 0; 1; : : : ; ℓ � 1⟩ in P2 = ⟨

∑2ℓ
j=0(�1)jA2ℓ� j;j⟩; ter Q1; : : : ; Qℓ� 1 so

primarni ideali, za katere velja
√

Q =
√

Q1 \ : : : \
√

Qℓ� 1 = ⟨p1; p2⟩;

kjer je

p1 =
2ℓ∑

j=1

(�1)j� 1jA2ℓ� j;j ;

p2 =A2ℓ;0 �
2ℓ∑

j=2

(�1)j(j � 1)A2ℓ� j;j :

(3.112)

V prostoru parametrov A, je raznoterost V(Q) dolo�cena z ena�cbama p1 = p2 = 0. Naj bo
A� 2 A, tedaj po trditvi 3.2.7 obstajajo racionalne funkcije f1; : : : ; fℓ, za katere je za vsak
A� 2 V(I2ℓ)nV(Q), ki zado�s�ca ena�cbi (3.99), in za vsak k > ℓ v neki okolici to�cke A� izpolnjena
enakost

gk(4ℓ� 2) = f1g4ℓ� 2 + f2g2(4ℓ� 2) + � � � + fℓgℓ(4ℓ� 2);

kar pomeni, da lahko glede cikli�cnosti podamo naslednjo domnevo.

Domneva 3.3.23 Denimo, da je

p1 ̸= 0 in p2 ̸= 0;

kjer sta p1 in p2 polinoma, dolo�cena v (3.112). Tedaj je cikli�cnost centra preslikave (2.130), ki
izhaja iz ena�cbe (3.99), najve�c ℓ � 1.

Sedaj s pomo�cjo izreka 3.3.4 preglejmo cikli�cnost komponent centralne raznoterosti iz do-
mneve 3.3.11. Z Jp(Bk) ozna�cimo Jacobijevo matriko polinomov g4ℓ� 2; g2(4ℓ� 2); : : : ; gk(4ℓ� 2);
izra�cunanih v to�cki p; z rang(Jk

p ) ozna�cimo rang matrike Jp(Bk). Ideal, generiran s polinomi iz
komponente (S2ℓ) iz domneve 3.3.11, ozna�cimo z G2ℓ;1 = ⟨A2ℓ� j;j � Aj;2ℓ� j : j = 0; 1; : : : ; ℓ � 1⟩
in ideal, generiran s polinomi iz komponente (T2ℓ), ozna�cimo z G2ℓ;2 = ⟨

∑2ℓ
j=0(�1)jA2ℓ� j;j⟩.

Komponenta V(G2ℓ;1) sestoji iz ℓ linearnih pogojev. Ker je prostor parametrov A razse�znosti
2ℓ + 1; je razse�znost te komponente ℓ + 1, sorazse�znost pa ℓ. Ozna�cimo

F2ℓ;1 = Aℓ;ℓ � 2
ℓ∑

j=1

(�1)j� 1Aℓ� j;ℓ+j : (3.113)
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Za vse to�cke p, z lastnostjo F2ℓ;1(p) ̸= 0, je rang(J ℓ
p) = ℓ: Torej je po izreku 3.3.4 cikli�cnost take

generi�cne to�cke ℓ � 1.
Komponenta V(G2ℓ;2) ima razse�znost 2ℓ; zato je njena sorazse�znost enaka 1. Ozna�cimo

F2ℓ;2 =
2ℓ∑

j=1

(�1)j� 1jA2ℓ� j;j : (3.114)

Ker je v vsaki to�cki p0; kjer je F2ℓ;2(p0) ̸= 0, rang(J1
p0) = 1, je na tej komponenti cikli�cnost enaka

0.



Dodatki

Dodatek A

Notranja dvo�clena (binarna) operacija � na mno�zici G je preslikava iz G�G v G. Pravimo tudi,
da je mno�zica G zaprta za tak�sno operacijo.

De�nicija 3.3.24 Neprazno mno�zico G z notranjo dvo�cleno operacijo � imenujemo grupa, �ce
za vse elementea; b; c 2 G velja:

(i) asociativnost: a � (b � c) = (a � b) � c;

(ii) obstaja elemente 2 G (enota ali nevtralni element), za katerega jee � a = a � e = a,

(iii) za vsak elementa 2 G obstaja inverzni elementa� 1, za katerega veljaa�a� 1 = a� 1 �a = e:

Grupo z operacijo � zapi�semo v obliki urejenega para (G; �). Grupa (G; �) je Abelova, �ce za
operacijo � poleg zgoraj na�stetih lastnosti velja �se komutativnost: a � b = b � a za vse a; b 2 G.

De�nicija 3.3.25 Naj bo (G; �) grupa. Podmno�zica H � G je podgrupa grupe (G; �), �ce je
grupa za isto operacijo� : H � H ! H.

De�nicija 3.3.26 Mno�zica K z dvema notranjima dvo�clenima operacijama+ (se�stevanje) in �
(mno�zenje) je kolobar, �ce velja:

(i) (K; +) je Abelova grupa,

(ii) operacija mno�zenja � je asociativna,

(iii) operaciji + in � sta povezani z distributivnostnima zakonoma

a � (b + c) = a � b + a � c 8a; b; c 2 K;

(a + b) � c = a � c + b � c 8a; b; c 2 K:

Kolobar z operacijama se�stevanja + in mno�zenja � zapi�semo v obliki urejene trojice (K; +; �).
V kolobarju K nevtralni element za se�stevanje ozna�cimo z 0, inverzni element za pri�stevanje k
elementu a 2 K pa ozna�cimo z �a.

V kolobarju (K; +; �) lahko obstajata neni�celna elementa a; b 2 K, katerih produkt je nev-
tralni element za se�stevanje

a � b = 0:

V tem primeru re�cemo, da je a levi delitelj ni�ca in b desni delitelj ni�ca.

191
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�Ce je mno�zenje v kolobarju (K; +; �) komutativno, ga imenujemo komutativni kolobar. �Ce v
komutativnem kolobarju obstaja enota za mno�zenje 1 2 K, tako da je a � 1 = 1 � a = a za vsak
a 2 K, kolobar (K; +; �) imenujemo kolobar z enoto. V kolobarju z enoto nam do posplo�sitve
pojma �stevila manjka samo �se deljenje (torej obstoj inverznega elementa a� 1 za vse neni�celne
elemente a 2 K). V komutativnem kolobarju so levi in desni delitelji ni�ca enaki in jim pravimo
kar delitelji ni�ca .

De�nicija 3.3.27 �Ce komutativen kolobar(K; +; �) nima deliteljev ni�ca, ga imenujemo cel ko-
lobar.

V celem kolobarju velja za vsak neni�celn element 0 ̸= a 2 K tako imenovano pravilo
kraj�sanja:

kraj�sanje z desne: x � a = y � a & a ̸= 0 =) x = y;
kraj�sanje z leve: a � x = a � y & a ̸= 0 =) x = y:

De�nicija 3.3.28 Kolobar z enoto, v katerem vsakemu neni�celnemu elementua 2 K pripada
inverz (glede na mno�zenje)a� 1, imenujemo obseg.

De�nicija 3.3.29 Obseg, v katerem je mno�zenje komutativno, imenujemo komutativni obseg
ali polje.

Opomba. V tej monogra�ji uporabljamo samo komutativne obsege.

Obseg z operacijama se�stevanja + in mno�zenja � zapi�semo v obliki urejene trojice (O; +; �).
Vsak obseg je cel kolobar. Primeri komutativnih kolobarjev z enoto, ki so hkrati tudi polja in
jih najpogosteje uporabljamo, so (Q; +; �), (R; +; �) in (C; +; �). Primer kolobarja z enoto, ki ni
obseg, je (Z; +; �).

Najpogostej�si in najpomembnej�si primeri kolobarjev v tej monogra�ji so kolobarji polinomov.
Ker je mno�zenje v kolobarju (K; +; �) asociativno, lahko za vsak a 2 K in n 2 N de�niramo

potenco an 2 K takole:

a1 = a in an = an� 1 � a za vse n � 2:

�Ce ima kolobar K enoto, de�niramo �se a0 = 1.
Polinom (ene spremenljivke x)

f (x) = a0 + a1 � x + a2 � x2 + � � � + an � xn; an ̸= 0

dolo�cajo koe�cienti a0; a1; : : : ; an 2 F polja (F; +; �) (lahko tudi kolobarja (K; +; �)). Za kon-
stantne polinome f (x) = a0 (ko je v zgornji de�niciji n = 0) je lahko tudi a0 = 0 (ni�celni
polinom). Mno�zico vseh polinomov spremenljivke x nad poljem (F; +; �) ozna�cimo z F [x]. Naj
bosta f; g 2 F [x] in naj velja

f (x) =
n1∑

k=0

akxk in g (x) =
n2∑

k=0

bkxk:

Naj bo n = max (n1; n2). Potem je vsota polinomov f in g algebrai�cno de�nirana kot:

(f + g) (x) = f(x) + g(x) =
n∑

k=0

(ak + bk) xk;
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produkt polinomov f in g pa je algebrai�cno de�niran kot:

(f � g) (x) = f(x) � g(x) =
2n∑

k=0

0

BB@
∑

i+j=k
0� i;j� n

aibj

1

CCA xk:

Pri obeh de�nicijah manjkajo�ce koe�ciente polinoma ni�zje stopnje postavimo na ni�c. S tako de�-
niranima operacijama + in � postane mno�zica F [x] kolobar, ki ga imenujemo kolobar polinomov
nad poljem (F; +; �).

Ni�celni element za se�stevanje v kolobarju F [x] je polinom n (x) = 0. Enota za mno�zenje v
kolobarju F [x] je polinom e (x) = 1.

Analogno ozna�cimo kolobar polinomov dveh spremenljivk x in y nad poljem (R; +; �) z
R [x; y]. Podobno ozna�cimo kolobar polinomov z n spremenljivkami x1, x2, . . . , xn nad po-
ljem (C; +; �) s C [x1; x2; : : : ; xn].

Polinomu f (x) =
∑n

k=0 akxk lahko priredimo preslikavo, ki vsakemu � 2 K priredi vrednost
f (�) =

∑n
k=0 ak�k 2 K.

De�nicija 3.3.30 Naj bo f 2 F [x]. Vse vrednosti x 2 F , za katere je f (x) = 0, imenujemo
ni�cle polinoma f .

De�nicija 3.3.31 Polje F je algebrai�cno zaprto, �ce ima vsak polinom stopnje 1 ali ve�c iz
kolobarja F [x] vsaj eno ni�clo v F .

Opomba. Iz zgornje de�nicije s Hornerjevim algoritmom takoj dobimo, da vsak polinom stopnje
d nad algebrai�cno zaprtim poljem F razpade na d linearnih faktorjev, kar pomeni, da ima d ni�cel,
�ce jih �stejemo z ustreznimi ve�ckratnostmi.

Polje realnih �stevil (R; +; �) ni algebrai�cno zaprto, saj polinom x2 + 1 2 R [x], ki ima realne
koe�ciente a0 = a2 = 1 2 R in a1 = 0 2 R, nima ni�cel v R. Polje kompleksnih �stevil (C; +; �) je
primer algebrai�cno zaprtega polja.

De�nicija 3.3.32 Karakteristika polja z multiplikativno enoto 1 je najmanj�se �stevilo p, za ka-
tero velja

1 + 1 + � � � + 1| {z }
p� krat

= 0:

�Ce ne obstajap 2 N, ki re�si zgornjo ena�cbo, je karakteristika polja enaka 0:

�Ce obstaja p 2 N, ki re�si zgornjo ena�cbo, je p o�citno pra�stevilo. Med polji z neni�celno karakte-
ristiko p omenimo polja

(Zp; +; �) ;

ki jih kraj�se ozna�cimo z Zp.
Polje je kon�cno, �ce premore kon�cno �stevilo elementov. Zp so edini primeri kon�cnih polj , ki

nastopajo v tej monogra�ji. Polja Zp = f0; 1; 2; : : : ; p � 1g najpreprosteje opi�semo kot mno�zico
ostankov pri deljenju pra�stevila p z operacijama se�stevanja in mno�zenja po modulu p. Znano
je, da je kolobarje Zp mogo�ce opisati kot kvocientne kolobarje kolobarja (Z; +; �) po idealu pZ,
ki predstavlja ve�ckratnike �stevila p. Med ostalimi kon�cnimi polji omenimo le Galoisjeva polja.
Galoisjeva polja s karakteristiko p imajo pk elementov, kjer je k � 1 poljubno naravno �stevilo.
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De�nicija 3.3.33 Podmno�zica W � K kolobarja (K; +; �) je podkolobar, �ce je zaprta za
mno�zenje � in je (W; +) podgrupa grupe(K; +) :

De�nicija 3.3.34 V komutativnem kolobarju (K; +; �) je podmno�zica I � K ideal, �ce je (I; +; �)
podkolobar kolobarja(K; +; �) in velja

K � I � I;

kjer je K � I = fa � b 2 K; a 2 K & b 2 Ig.

Vsak kolobar K ima vsaj dva ideala, ki ju imenujemo trivialna ideala I1 = K in I2 = f0g.
Ostale ideale imenujemo netrivialni ideali . �Ce v kolobarju (K; +; �) obstaja kak netrivialni ideal
I, lahko de�niramo kvocientni kolobar. Na mno�zici K lahko namre�c de�niramo ekvivalen�cno
relacijo � nad elementi kolobarja K. Za a; b 2 K velja

a � b , a � b 2 I:

Dejansko je relacija � kongruen�cna relacija, saj o�citno (zaradi de�nicije ideala) iz a � b ^ c � d
sledi a + c � b + d in a � c � b � d za vse a; b; c; d 2 K. Zato a � b ozna�cimo tudi kot a � b (mod I)
(beremo: a je kongruentno b po modulu I). Ekvivalen�cni razred elementa a 2 K ozna�cimo z [a]

[a] = fb 2 K; a � bg :

De�nicija 3.3.35 Naj bo (K; +; �) komutativni kolobar in I njegov ideal ter � idealu pri-
padajo�ca kongruen�cna relacija. Mno�zico vseh ekvivalen�cnih razredov kongruen�cne relacije �
ozna�cimo s K=I in jo imenujemo kvocientna mno�zica (kolobarja K glede na idealI). Na kvo-
cientni mno�zici lahko med elementomaa + I 2K=I in b + I 2K=I naravno de�niramo operaciji
se�stevanja in mno�zenja na naslednji na�cin

(a + I) + (b + I) = (a + b) + I;
(a + I) � (b + I) = (a � b) + I:

S tema dvema operacijama postane kvocientna mno�zicaK=I kolobar, ki ga imenujemokvocientni
kolobar.

Mno�zico V , katere elemente lahko med sabo se�stevamo in mno�zimo s skalarji iz nekega obsega
imenujemo vektorski prostor. Elemente vektorskega prostora imenujemo vektorji . Operacija
se�stevanja vektorjev je notranja dvo�clena operacija nad mno�zico V

+ : V � V ! V:

Operacija mno�zenja vektorjev z elementi � iz obsega F je tipa

� : F � V ! V:

Natan�cneje je vektorski prostor de�niran spodaj.

De�nicija 3.3.36 Vektorski prostor nad obsegomF je mno�zica V skupaj z operacijama se�stevanja
vektorjev + in mno�zenja vektorjev s skalarji �; za kateri velja:

(i) asociativnost se�stevanja vektorjev: v⃗1 + (v⃗2 + v⃗3) = (v⃗1 + v⃗2) + v⃗3, za vsev⃗1; v⃗2; v⃗3 2 V ,
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(ii) komutativnost se�stevanja vektorjev: v⃗1 + v⃗2 = v⃗2 + v⃗1, za vsev⃗1; v⃗2 2 V ,

(iii) obstaja ni�celni element za se�stevanje: 0⃗ + v⃗ = v⃗ + 0⃗ = v⃗, za vsev⃗ 2 V ,

(iv) za vsakv⃗ 2 V obstaja nasprotni element(�v⃗) 2 V , tako da je v⃗ + (�v⃗) = (�v⃗) + v⃗ = 0⃗,

(v) za vsak�; � 2 F in v⃗ 2 V velja � (�v⃗) = (��) v⃗;

(vi) za vsak �; � 2 F in v⃗ 2 V velja (� + �) v⃗ = �v⃗ + �v⃗;

(vii) za vsak� 2 F in vsak par v⃗1; v⃗2 2 V velja � (v⃗1 + v⃗2) = �v⃗1 + �v⃗2;

(viii) za vsakv⃗ 2 V velja 1v⃗ = v⃗, kjer je 1 enota obsegaF : 1 � � = � � 1 = � za vsak� 2 F .

Vektorski prostor ozna�cimo z urejeno trojico (V; +; �). Podmno�zica vektorskega prostora, ki
je tudi sama vektorski prostor, je vektorski podprostor.

De�nicija 3.3.37 Naj bo F polje in V vektorski prostor nad poljemF . Naj bo W podmno�zica
mno�zice V (W � V ). Tedaj je W vektorski podprostor, �ce velja:

(i) 0⃗ 2 W;
(ii) za vsew⃗1; w⃗2 2 W velja w⃗1 + w⃗2 2 W;
(iii) za vse� 2 F in w⃗ 2 W je � � w⃗ 2 W .

Naj bo V vektorski prostor nad poljem F . Podani naj bodo vektorji v⃗1, v⃗2, ..., v⃗n 2 V in
skalarji �1, �2, ..., �n 2 F: Potem je

�1 � v⃗1 + �2 � v⃗2 + � � � + �n � v⃗n

linearna kombinacija vektorjev v⃗1, v⃗2, ..., v⃗n 2 V .

De�nicija 3.3.38 Naj bo V vektorski prostor nad poljem F . Za izbrane vektorje v⃗1, v⃗2, ...,
v⃗n 2 V mno�zico vseh mogo�cih linearnih kombinacij

L (v⃗1; v⃗2; :::; v⃗n) = fx⃗ 2 V ; 9�1; �2; :::; �n 2 F : x⃗ = �1 � v⃗1 + �2 � v⃗2 + � � � + �n � v⃗ng :

imenujemo linearna lupina vektorjev v⃗1, v⃗2, ..., v⃗n:

Naj bo (V; +; �) vektorski prostor nad poljem F . Preslikava � : V � V ! V , ki vsakemu ure-
jenemu paru (x⃗; y⃗) 2 V � V priredi element x⃗ � y⃗, je notranja dvo�clena operacija nad vektorskim
prostorom (V; +; �), ki jo imenujemo mno�zenje vektorjev.

De�nicija 3.3.39 Naj bo F polje in V vektorski prostor nad F , ki je opremljen z dodatno
operacijo � mno�zenja vektorjev, za katero za vsak skalar� iz polja F in za poljubne vektorje
x⃗; y⃗; z⃗ 2 V velja:

(�x⃗) � y⃗ = x⃗ � (�y⃗) = �(x⃗ � y⃗);
(x⃗ + y⃗) � z⃗ = x⃗ � z⃗ + y⃗ � z⃗;
x⃗ � (y⃗ + z⃗) = x⃗ � y⃗ + x⃗ � z⃗:

Tedaj pravimo, da je A = (V; +; �) algebra nad poljemF .
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Opomba. Zgornje lastnosti mno�zenja vektorjev imenujemo bilinearnost. Algebra je poseben
primer vektorskega prostora, kjer mno�zica vektorjev ni le Abelova grupa za se�stevanje, ampak
je kolobar (za se�stevanje in mno�zenje).

De�nicija 3.3.40 Podmno�zica W � V algebreA = (V; +; �) je podalgebra (algebre A), �ce je
vektorski podprostor prostora(V; +) in �ce je tudi sama algebra za isti operaciji (zo�zeni na W ).

Ali je mno�zica W � V podalgebra algebre V , najla�zje ugotovimo, �ce preverimo, ali sta
razlika a � b in produkt a � b poljubnih elementov a; b 2 W tudi v mno�zici W (glej [121]).

Ob koncu dodatka A omenimo �se preslikave, ki jih obravnavamo v zvezi z vektorskimi pro-
stori, t.i. linearne prelikave.

De�nicija 3.3.41 Naj bosta V in W vektorska prostora. PreslikavaA : V ! W je linearna,
�ce zanjo velja:

(i) aditivnost: A(v⃗1 + v⃗2) = A(v⃗1) + A(v⃗2) za vsev⃗1; v⃗2 2 V ,

(ii) homogenost:A(�v⃗) = �A(v⃗) za vse� 2 F in v⃗ 2 V .

�Ce je A linearna, potem iz aditivnosti in homogenosti sledi

A(�1v⃗1 + �2v⃗2) = A(�1v⃗1) + A(�2v⃗2) = �1A(v⃗1) + �2A(v⃗2)

za vse�1; �2 2 F in vse v⃗1; v⃗2 2 V .

Velja tudi obratno: �ce je A(�1v⃗1 + �2v⃗2) = �1A(v⃗1) + �2A(v⃗2) za vse �1; �2 2 F in v⃗1; v⃗2 2 V ,
potem, �ce izberemo �1 = �2 = 1, dobimo A(v⃗1 + v⃗2) = A(v⃗1) + A(v⃗2), kar pomeni, da je A
aditivna preslikava; in �ce izberemo �2 = 0, dobimo A(�1v⃗1) = �1A(v⃗1), kar pomeni, da je A
homogena. Zato lahko zgornjo de�nicijo zapi�semo kraj�se.

Trditev 3.3.42 Preslikava A : V ! W je linearna natanko tedaj, ko velja

A(�1v⃗1 + �2v⃗2) = �1A(v⃗1) + �2A(v⃗2)

za vse za vse�1; �2 2 F in vse v⃗1; v⃗2 2 V .

Dodatek B

1. Koda v programu Mathematica za izra�cun fokusnih koli�cin sistema (3.9).

� Operator (3.71) v [114] za sistem (3.9)

l1[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
1nu_1+2nu_2+1nu_3+0nu_4+2nu_5+1nu_6+0nu_7+0nu_8
l2[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
0nu_1+0nu_2+1nu_3+2nu_4+0nu_5+1nu_6+2nu_7+1nu_8

� De�nicija funkcije (4.52) v [114].
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v[k_1,k_2,k_3,k_4,k_5,k_6,k_7,k_8]:=v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=
Module[{us,coef},coef=l1[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]-l2[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]; us=0;
v[0,0,0,0,0,0,0,0]=1;
If[k1>0, us=us+(l1[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]]
If[k2>0,us=us+(l1[k1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k3>0,us=us+(l1[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k4>0,us=us+(l1[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]];
If[k5>0,us=us-(l2[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]];
If[k6>0,us=us-(l2[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]];
If[k7>0,us=us-(l2[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]];
If[k8>0,us=us-(l2[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]];
If [coef!=0, us=us/coef]; If [coef==0, gg[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=us; us=0]; us]

� gmax je �stevilo fokusnih koli�cin, ki jih izra�cunamo

gmax=7;

� Izra�cun koli�cin q[1],q[2],: : :,q[n] do n="gmax"

Do[k= sc; num=k; q[num]=0;
For[i1=0,i1<=2 k,i1++ ,
For[i2=0,i2<=(2 k-i1),i2++ ,
For[i3=0,i3<=(2 k-i1-i2),i3++ ,
For[i4=0,i4<=(2 k-i1-i2-i3),i4++,
For[i5=0,i5<=(2 k-i1-i2-i3-i4),i5++,
For[i6=0,i6<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5),i6++,
For[i7=0,i7<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5-i6),i7++,
For[i8=0,i8<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5-i6-i7),i8++,
If[(l1[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8]==k) &&(l2[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8]==k),
v[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8];
q[num]=q[num]+gg[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8]TT[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8]]]]]]]]]],
{sc,1,gmax}]

� De�niranje monomov sistema (3.9)

TT[l1_,l2_,l3_,l4_,l5_,l6_,l7_,l8_]:=
a10^l1 a20^l2 a11^l3 a02^l4 b20^l5 b11^l6 b02^l7 b01^l8

� Rezultat (fokusne koli�cine)

Do[Print[gg[i]=q[i]], {i,1,gmax}];

2. Koda v programu Mathematica za izra�cun fokusnih koli�cin sistema (3.34).

l1[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
3nu_1+2nu_2+1nu_3+0nu_4+3nu_5+2nu_6+1nu_7+0nu_8
l2[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
0nu_1+1nu_2+2nu_3+3nu_4+0nu_5+1nu_6+2nu_7+3nu_8
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v[k_1,k_2,k_3,k_4,k_5,k_6,k_7,k_8]:=v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=
Module[{us,coef},coef=l1[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]-l2[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]; us=0;
v[0,0,0,0,0,0,0,0]=1;
If[k1>0, us=us+(l1[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]]
If[k2>0,us=us+(l1[k1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k3>0,us=us+(l1[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k4>0,us=us+(l1[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]];
If[k5>0,us=us-(l2[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]];
If[k6>0,us=us-(l2[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]];
If[k7>0,us=us-(l2[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]];
If[k8>0,us=us-(l2[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]];
If [coef!=0, us=us/coef]; If [coef==0, gg[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=us; us=0]; us]

gmax=8;

Do[k= sc; num=k; q[num]=0;
For[i1=0,i1<=2 k,i1++ ,
For[i2=0,i2<=(2 k-i1),i2++ ,
For[i3=0,i3<=(2 k-i1-i2),i3++ ,
For[i4=0,i4<=(2 k-i1-i2-i3),i4++,
For[i5=0,i5<=(2 k-i1-i2-i3-i4),i5++,
For[i6=0,i6<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5),i6++,
For[i7=0,i7<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5-i6),i7++,
For[i8=0,i8<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5-i6-i7),i8++,
If[(l1[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8]==k) &&(l2[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8]==k),
v[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8];
q[num]=q[num]+gg[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8]TT[i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8]]]]]]]]]],
{sc,1,gmax}]

TT[l1_,l2_,l3_,l4_,l5_,l6_,l7_,l8_]:=
a30^l1 a21^l2 a12^l3 a03^l4 b30^l5 b21^l6 b12^l7 b03^l8

Do[Print[gg[i]=q[i]], {i,1,gmax}];

3. Rezultat izra�cuna primarne dekompozicije v Singularju ideala B4 za sistem (3.27) z
� = 0 (ali sistem (3.9)).

[1]:
[1]:

_[1]=a10^2*a02-b20*b01^2
_[2]=a20*b01^2-a10^2*b02
_[3]=a20*a02-b20*b02
_[4]=a11-b11

[2]:
_[1]=a10^2*a02-b20*b01^2
_[2]=a20*b01^2-a10^2*b02
_[3]=a20*a02-b20*b02
_[4]=a11-b11
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[2]:
[1]:

_[1]=a02+b02
_[2]=a20+b20
_[3]=a11-b11

[2]:
_[1]=a02+b02
_[2]=a20+b20
_[3]=a11-b11

[3]:
[1]:

_[1]=b02
_[2]=b11
_[3]=a02
_[4]=a11

[2]:
_[1]=b02
_[2]=b11
_[3]=a02
_[4]=a11

[4]:
[1]:

_[1]=b11
_[2]=a02^2+2*a02*b02+b02^2
_[3]=a20*b02+a02*b20+2*b20*b02
_[4]=a20*a02-b20*b02
_[5]=a20^2+2*a20*b20+b20^2
_[6]=a11

[2]:
_[1]=b11
_[2]=a02+b02
_[3]=a20+b20
_[4]=a11

[5]:
[1]:

_[1]=b11
_[2]=b20
_[3]=a02
_[4]=a11

[2]:
_[1]=b11
_[2]=b20
_[3]=a02
_[4]=a11

[6]:
[1]:
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_[1]=b11
_[2]=b20
_[3]=a20
_[4]=a11

[2]:
_[1]=b11
_[2]=b20
_[3]=a20
_[4]=a11



Literatura

[1] W. W. Adams, P. Loustaunau, An Introduction to Gr•obner Bases . Graduate Studies in
Mathematics. Vol. 3. Providence, RI: American Mathematical Society, 1994.

[2] E.A. Arnold, Modular algorithms for computing Gr•obner bases. J. Symbolic Comput. 35
(2003) 403{419.

[3] D.K. Arrowsmith, C.M. Place, Dynamical Systems: Di�erential equations, maps and cha-
otic behaviour. London - New York: Chapman & Hall, 1992.

[4] B. Aulbach, B. Kieninger, On Three De�nitions of Chaos, Nonlinear Dynamics and Sy-
stems Theory, 1 (2001) 23{37.

[5] J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G. Davis, P. Stacey, On Devaney's De�nition of Chaos,
Am. Math. Monthly, 99 (1992), 332{334.

[6] N.N. Bautin, On the number of limit cycles which appear with the variation of coe�cients
from an equilibrium position of focus or center type. Math. Sb. 30 (1952) 181{196; Amer.
Math. Soc. Transl. 100 (1954) 181{196.

[7] A. F. Beardon, Iteration of Rational Functions , New York: Springer-Verlag, 1991.

[8] Y.N. Bibikov, Local Theory of Nonlinear Analytic Ordinary Di�erential Equations, Lecture
Notes in Mathematics, Vol. 702, New York: Springer-Verlag, 1979.

[9] G.D. Birkhoff, Dynamical Systems.Amer. Math. Soc. Colloq.Publ. 9. New York: American
Mathematical Society, (1927) 295 pp.

[10] T. Bountis, Fundamental Concepts of Classical Chaos I, Open System and Information
Dynamics, (1995) 23{95.

[11] R. Brown, L. O. Chua, Clarifying Chaos: Examples and Counterexamples, Int. j. bifurc.
chaos appl. sci. eng. 6 (1996) 219{249.

[12] B. Buchberger. Ein Algorithmus zum Au�nden der Basiselemente des Restlassenringes
nach einem nulldimensionalen Polynomideal.PhD Thesis, Mathematical Institute, Uni-
versity of Innsbruck, Austria, 1965; An Algorithm for �nding the basis elements of the
residue class ring of a zero dimensional polynomial ideal. J. Symbolic Comput. 41 (2006)
475{511.

[13] R. L. Burden, J. D. Faires, Numerical Analysis. Paci�c Grove, CA: Brooks/Cole, 1997.

201



202 Literatura

[14] J. Carr, Applications of Center manifold Theory. New York: Springer-Verlag, 1981.

[15] J. Chavarriga, J. Gin�e, Integrability of a linear center perturbed by a �fth degree homoge-
neous polynomial.Publ. Mat. 41 (1997) 335{356.

[16] J. Chavarriga, J. Gin�e, I.A. Garc��a, Isochronous centers of a linear center perturbed by
fourth degree homogeneous polynomial.Bull. Sci. Math. 123 (1999) 77{96.

[17] J. Chavarriga, M. Sabatini, A survey of isochronous centers.Qual. Theory Dyn. Syst. 1
(1999) 1-70.

[18] X. Chen, V.G. Romanovski, W. Zhang, Linearizability conditions of time-reversible quartic
systems having homogeneous nonlinearities.Nonlinear Anal. 69 (2008) 1525{1539.

[19] X. Chen, V.G. Romanovski, W. Zhang, Persistent centers of complex systems.Bull. Sci
math. 138 (2014) 110{123.

[20] C. Christopher, Estimating limit cycle bifurcations from centers, Differential Equations
with Symbolic Computations, Trends in Mathematics (2006) 23{35.

[21] C. Christopher, J. Llibre, Algebraic aspects of integrability for polynomial di�erential equa-
tions, Qual. Theory Dyn. Syst. 1 (1999) 71{95.

[22] C. Christopher, J. Llibre, Integrability via invariant algebraic curves for planer polynomial
di�erential systems , Ann. Differ. Equ. 16 (2000) 5{19.

[23] C. Christopher, P. Marde�si�c, C. Rousseau, Normalizable, integrable, and linearizable saddle
points for complex quadratic systems inC2. J. Dyn. Control Sys. 9 (2003) 311{363.

[24] C. Christopher, C. Rousseau, Nondegenerate linearizable centres of complex planar qua-
dratic and symmetric cubic systems inC2. Publ. Mat. 45 (2001) 95-123.

[25] C. Christopher, C. Rousseau , Normalizable, integrable and linearizable saddle points
in the Lotka-Volterra system. Qual. Theory Dynam. Syst. 5 (2004) 11{61.

[26] A. Cima, A. Gasull, J.C. Medrado, On persistent centers, Bull. Sci. Math. 133 (2009)
644{657.

[27] D. Cox, J. Little, D. O’Shea, Ideals, Varieties, and Algorithms: An Introduction to Com-
putational Algebraic Geometry and Commutative Algebra. New York: Springer, 3rd ed.,
2007.

[28] P. Cvitanovi�c, R. Artuso, R. Mainieri, G. Tanner, G. Vattay, Chaos: Classical and Quan-
tum, ChaosBook.org (Niels Bohr Institute, Copenhagen 2016) (online) (citirano 24. 3.
2018). Dostopno na naslovu: http://chaosbook.org/

[29] V. I. Danilyuk, A. S. Shub�e, Distinguishing the cases of the center and focus for cubic
systems with six parameters.(Russian) Izv. Akad. Nauk Moldav. SSR Mat.(1990) 18{21.

[30] G. Darboux, M�emoire sur les �equations di��erentielles alg�ebriques du premier ordre et du
premier degr�e (M�elanges) , Bull. Sci. Math. 2�eme s�erie 2, 60{90; 123{144; 151{200, 1878.



Literatura 203

[31] W. Decker, S.Laplagne, G. P�ster, H.A. Schonemann, SINGULAR 3-1 library for com-
puting the prime decomposition and radical of ideals, primdec.lib, 2010.

[32] R. L. Devaney, An Introduction to Chaotic Dynamical Systems, Cambridge MA: Westview
Press, 2003.

[33] D. Doli�canin, G. V. Milovanovi�c, V. G. Romanovski, Linearizability conditions for a cubic
system, Applied Math. and Comp., (2007) 937{945.

[34] H. Dulac, D�etermination et int�egration d'une certaine classe d'�equations di��erentielles
ayant pour point singulier un centre, Bull. Sci. Math. S�er. (2) 32 (1908) 230{252.

[35] F. Dumortier, J. Llibre, J.C. Art�es, Qualitative Theory of Planar Di�erential Systems .
Berlin: Springer-Verlag, 2006.

[36] V. F. Edneral, A. Mahdi, V. G. Romanovski, D. S. Shafer, The center problem on a center
manifold in R3, Nonlinear Anal. 75 (2012) 2614{2622.

[37] S. N. Elaydi, An introduction to di�erence equations. Third edition. Undergraduate Texts
in Mathematics. Springer, New York, 2005. xxii+539 pp.

[38] S. N. Elaydi, Discrete chaos.Boca Raton, FL: Chapman & Hall/CRC, 2000.

[39] B. Fer�cec, On integrability conditions and limit cycle bifurcations for polynomial systems.
Applied mathematics and computation, 263 (2015) 94{106.

[40] B. Fer�cec, X.Chen, V. Romanovski, Integrability conditions for complex systems with ho-
mogeneous quintic nonlinearities.Journal of applied analysis and computation, 1 (2011)
9{20.

[41] B. Fer�cec, W. Fernandez, M. Mencinger, R. Oliveira, Linearizability of cubic weakly persi-
stent centers, Electronic journal of qualitative theory of differential equations, 2018 (2018)
1{27.

[42] B. Fer�cec, J. Gin�e, Blow-up mehod to prove formal integrability for planar di�erential
systems, Journal of Applied Analysis and Computation, 8 (2018) 1811{1820.

[43] B. Fer�cec, J. Gin�e, Y. Liu, V. Romanovski, Integrability conditions for Lotka-Volterra
planar complex quartic systems having homogeneous nonlinearities, Acta applicandae ma-
thematicae. 124 (2013) 107{122.

[44] B. Fer�cec, J. Gin�e, V. Romanovski, V. F. Edneral, Integrability of complex planar systems
with homogeneous nonlinearitiesn. Journal of mathematical analysis and applications 434
(2016) 894{914.

[45] B. Fer�cec, A. Mahdi, Center conditions and cyclicity for a family of cubic systems: Com-
puter algebra approach, Mathematics and Computers in Simulation, 87 (2013), 55{67.

[46] B. Fer�cec, M. Mencinger, Isochronicity of centers at a center manifold, AIP conference
proceedings, 1468. Melville, N.Y.: American Institute of Physics, 2012, 148{157.



204 Literatura

[47] J.P. Fran�coise, Y. Yomdin, Bernstein inequalities and applications to analytic geometry
and and di�erential equations. J. Funct. Anal. 146 (1997) 185{205.

[48] P. Gaspard, R•ossler systems, Encyclopedia of Nonlinear Science (2005), 808-811.

[49] P. Gianni, B. Trager, G. Zacharias, Gr•obner bases and primary decompositions of polyno-
mials. J. Symbolic Comput. 6 (1988) 146{167.

[50] J. Gin�e, C. Christopher, M. Pre�sern, V.G. Romanovski, N.L. Shcheglova, The resonant
center problem for a 2 : �3 resonant cubic Lotka-Volterra system, CASC 2012, Maribor,
Slovenia (2012), 3{6. Lecture Notes in Computer Science 7442 (2012) 129{142.

[51] J. Gin�e, Z. Kadyrsizova, Y. Liu, and V.G. Romanovski, Linearizability conditions for
Lotka{Volterra planar complex quartic systems having homogeneous nonlinearities Com-
put. Appl. Math. 61 (2011) 1190{1201.

[52] J. Gin�e, V. G. Romanovski, Integrability conditions for Lotka-Volterra planar complex
quintic systems.Nonlinear Analysis: Real World Applications 11 (2010) 2100{2105.

[53] P. Glendinning, Stability, Instability and Chaos, Cambridge: Cambridge University Press,
1994.

[54] T. Gravel, P. Thibault, Integrability and linearizability of the LotkaVolterra system with a
saddle point with rational hyperbolicity ratio. J. Differential Equations 184 (2002) 20-47.

[55] R. Gregori�c, Abel{Ru�nijev izrek preko zank in permutacij . Obzornik za matematiko in
�ziko 63 (2016) 161{174.

[56] G. M. Greuel, G. P�ster, H. A. Sch�onemann. SINGULAR 3.0 A Computer Algebra System
for Polynomial Computations. Centre for Computer Algebra, University of Kaiserslautern
(2005). http://www.singular.uni-kl.de.

[57] M. Han, H. Zang, T. Zhang. A new proof to Bautin's theorem. Chaos Solitons Fractals, 31
(2007) 218{223.

[58] P. Hartman, Ordinary Di�erential Equations , New York: Wiley, 1964.

[59] J. Heidel, F. Zhang, Nonchaotic and chaotic behavior in three-dimensional quadratic sy-
stems: �ve-one conservative cases.Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. 17 (2007)
2049-2072.

[60] R. Hide, A. C. Skeldon, D. J. Acheson A study of two novel self-exciting single-disk ho-
mopolar dynamos: theory, Proc. R. Soc. Lond. A 452 (1996) 1369{1395.

[61] M. W. Hirsch, S. Smale, R. L. Devaney, Di�erential equations, dynamical systems, and
an introduction to chaos. Second edition. Pure and Applied Mathematics, Amsterdam:
Elsevier/Academic Press, 2004.

[62] R. A. Holmgren, A First Course in Discrete Dynamical Systems, New York: Springer,
1996.



Literatura 205

[63] Yu. Ilyashenko, Centennial history of Hilbert's 16th problem. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.)
39 (2002) 301{354.

[64] Yu. Il’yashenko, S. Yakovenko, Lectures on analytic di�erential equations. Graduate Stu-
dies in Mathematics. 86, Providence: American Mathematical Society, 2008.

[65] M. C. Irwin, Smooth Dynamical Systems,New York: Academic Press, 1980.

[66] K. Janglajew, On the reduction principle of di�erence equations, Dyn. Contin. Discrete
Impulsive Syst. 6 (1999) 381{388.

[67] A. S. Jarrah, R. Laubenbacher, V. Romanovski, The Sibirsky component of the center
variety of polynomial di�erential systems, J. Symbolic Comput. 35 (2003) 577{589.

[68] A. Jebrane, H. _Zo ladek, A note on higher order Melnikov functions, Qual. Theory Dyn.
Syst. 6 (2005) 273-287.

[69] M. K. Kinyon, A. A. Sagle, Di�erential Systems and Algebras, Differential Equations,
Dynamical systems and Control Science, 152 (1994) 115{141.

[70] M. Kutnjak, On chaotic dynamics of nonanalytic quadratic planar maps, Nonlinear Phe-
nom. Complex Syst. 10 (2007) 176{179.

[71] M. Kutnjak, On ideal structure in quadratic DDS in R2. 7th International Summer
School/Conference at the University of Maribor, 29 June - 13 July 2008, Maribor, Slovenia.
"Let’s face chaos through nonlinear dynamics", (AIP conference proceedings), Melville:
American Institute of Physics, 1076 (2008) 137{141.

[72] M. Kutnjak, Kaos v diskretnih homogenih kvadrati�cnih sistemih v ravnini: doktorska di-
sertacija. Maribor: Fakulteta za naravoslovje in matematiko, 2014.

[73] J. Ladyman, J. Lambert, K. Wiesner, What is a Complex System?, Europ. J. for Philoso-
phy of Sci. 3 (2013) 33{67.

[74] V. Levandovskyy, A. Logar, V. G. Romanovski, The cyclicity of a cubic system,Open
Syst. Inf. Dyn. 16 (4) (2009) 429{439.

[75] V. Levandovskyy, G. P�ster, V. G. Romanovski, Evaluating cyclicity of cubic systems with
algorithms of computational algebra. Commun. Pure Appl. Anal. 11 (2012), 2023{2035.

[76] V. Levandovskyy, V.G. Romanovki, D.S. Shafer, The cyclicity of a cubic system with
nonradical Bautin ideal. J. Differential Equations, 246 (2009) 1274{1287.

[77] J. Li, Hilbert's 16th problem and bifurcations of planar polynomial vector �elds, Internat.
J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. 13 (2003) 47{106.

[78] N. Li, M. Han, V.G. Romanovski, Cyclicity of some Li�enard systems, Comm. pure and
applied analysis, 14 (2015) 2127{2150.

[79] T.Y. Li, J. A. Yorke, Period Three Implies Chaos, Amer. Math. Monthly, 10 (1975) 985{
992.



206 Literatura

[80] A. Liapounoff, Probl�eme g�en�eral de la stabilit�e du mouvement. Annales de la Facult�e des
Sciences de Toulouse S�er. 2 9 (1907) 204{474. Reproduction in Annals of Mathematics
Studies 17, Princeton: Princeton University Press, 1947, reprinted New York: Kraus
Reprint Corporation, 1965.

[81] J. Llibre, X. Zhang, On the Darboux Integrability of Polynomial Di�erential Systems ,
Qualitative Theory of Dynamical Systems, 11 (2012) 129{144.

[82] N.G. Lloyd, J.M. Pearson, E. S�aez, I. Sz�ant�o, A cubic Kolmogorov system with six limit
cycles,Comput. Math. Appl. 44 (2002) 445{455.

[83] E. N. Lorenz, Deterministic nonperiodic 
ow, J. Atmospheric Sci. 20 (1963) 130{141.

[84] W. S. Loud, Behaviour of the period of solutions of certain plane autonomous systems
near centers. Contributions to Differential Equations, 3 (1964) 21-36.

[85] O. B. Lykova, The reduction principle in Banach space, Ukrainian Math. J., 23 (1971)
391{397.

[86] K. E. Malkin, Conditions for the center for a class of di�erential equations. (Russian),
Izv. Vys�s. U�cben. Zaved. , 50 (1966) 104{114.

[87] H. Maoan, Bifurcation Theory of Limit Cycles, Beijing: Science Press, 2013.

[88] L. Markus, Quadratic Di�erential Equations and Nonassociative Algebras, Ann. Math.
Studies, Princeton Univ. Press, 45 (1960) 185{213.

[89] M. Mencinger, Stabilnost kvadrati�cnih sistemov: doktorska disertacija, Pedago�ska fakul-
teta v Mariboru, Maribor, 2003.

[90] M. Mencinger, On quadratizations of homogeneous polynomial systems of ODEs,Glas.
Mat. Ser. III 50 (70) (2015) 163-182.

[91] M. Mencinger, On nonchaotic behavior in quadratic systems.Nonlinear Phenom. Complex
Syst. 9 (2006) 283-287.

[92] M. Mencinger, B. Fer�cec, The center and cyclicity problems for some analytic maps,
Applied mathematics and computation 306 (2017) 73{85.

[93] M. Mencinger, B. Fer�cec, R. Oliveira, D. Pagon, Cyclicity of some analytic maps, Applied
mathematics and computation 295 (2017) 114{125.

[94] J. Milnor, Dynamics in one complex variable: introductory lectures, Braunschweig: Vie-
weg, 2000.

[95] F. C. Moon, R. H. Rand, Parametric sti�ness control of 
exible structures , Jet Propulsion
Laboratory Publication, 85-29 (1985) 329{342.

[96] C. Oestreicher, A history of chaos theory,Dialogues Clin Neurosci. 9 (2007) 279 { 289.

[97] H. O. Peitgen, H. J�urgens, D. Saupe, Chaos and Fractals, New Frontiers of Science, New
York: Springer-Verlag, 1992.



Literatura 207

[98] L. Perko, Di�erential Equations and Dynamical Systems: Texts in Applied Mathematics
7. New York: Springer-Verlag, 3rd edition, 2001.

[99] V.A. Pliss, A reduction principle in the theory of stability of motion. Izv. Akad. Nauk
SSSR Ser. Mat. 28 (1964) 1297{1324.

[100] H. Poincar�e, M�emoire sur les courbes d�e�nies par une �equation di��erentielle. J. Math.
Pures et. Appl. (S�er. 3) 7 (1881) 375{422; (S�er. 3) 8 (1882) 251{296; (S�er. 4) 1 (1885)
167{244; (S�er. 4) 2 (1886) 151{217.

[101] D. Poland, Cooperative catalysis and chemical chaos: a chemical model for the Lorenz
equations,Physica D, 65 (1993) 86{99.

[102] T. Puu, Nonlinear Economic Dynamics, New York: Springer, 1997.

[103] A. Reinfelds, K. Janglajew, Reduction principle in the theory of stability of di�erence
equations, Discrete Contin. Dyn. Syst, 12 (2007) 864 { 874.

[104] T. Rikitake, Oscillations of a system of disc dynamos. Proc. Cambridge Philos. Soc. 54
(1958) 89{105.

[105] V. Romanovski, Bifurcations of periodic points of some algebraic maps, Math.Comput.Sci.
1 (2007) 253{265.

[106] V.G. Romanovski, Computational Algebra and Limit Cycle Bifurcations in Polynomial
Systems,Nonlinear Phenom. Complex Syst. 10 (2007) 79{85.

[107] V. Romanovski, M. Han, Critical period bifurcations of a cubic system, Journal of Physics.
A, Mathematical and general 36 (2003) 5011{5022.

[108] V. G. Romanovski, M. Mencinger, B. Fer�cec, Investigation of center manifolds of 3-dim
systems using computer algebra, Program. comput. softw., 39 (2013) 67{73.

[109] V. G. Romanovski, M. Pre�sern, An approach to solving systems of polynomials via modular
arithmetics with applications, J. comput. appl. math. 2 (2011) 196{208.

[110] V.G. Romanovski, Time-Reversibility in 2-Dimensional Systems. Open Systems & Infor-
mation Dynamics 15 (2008) 359{370.

[111] V. Romanovski, A. Rauh, Local dynamics of some algebraic maps, Dynam. Systems Appl.
7 (1998) 529{552.

[112] V. G. Romanovski, M. Robnik, The centre and isochronicity problems for some cubic
systems, J.Phys. A 34 (2001) 10267{10292.

[113] V. Romanovski, D. Shafer, On the center problem forp : �q resonant polynomial vector
�elds , Bulletin of the Belgian Mathematical Society, 115 (2008) 871{887.

[114] V.G. Romanovski, D.S. Shafer, The Center and cyclicity Problems: A computational Al-
gebra Approach. Boston: Birkh�auser, 2009.



208 Literatura

[115] V.G. Romanovski, D.S. Shafer, Time-reversibility in two-dimensional polynomial systems,
In: Trends in Mathematics, Differential Equations with Symbolic Computations (D. Wang
and Z. Theng, Eds.), 67{84. Basel: Birkh�auser Verlag, 2005.

[116] O. E. R�ossler, An equation for continuous chaos, Phys. Lett. A 57 (1976) 397{398.

[117] R. Roussarie, Bifurcation of planar vector �elds and Hilbert's sixteenth problem. Progress
in Mathematics, 164 Basel: Birkh�auser, 1998.

[118] A. P. Sadovskii, Solution of the center and focus problem for a cubic system of nonlinear
oscillations, Differ. Equ. 33 (1997) 236{244.

[119] T. Shimoyama, K. Yokoyama, Localization and primary decomposition of polynomial ide-
als. J. Symbolic Comput. 22 (1996) 247{277.

[120] K. S. Sibirskii, On the conditions for existence of a center and focus. (Russian), U�c. Zap.
Ki�sinevsk. Univ. 11 (1954) 115{117.

[121] I. Vidav, F. Lebedinec Algebra. Ljubljana: DMFA, 2010.

[122] S. Walcher, Algebras and Di�erential Equations, Palm Harbor: Hadronic Press, Inc., 1991.

[123] D. Wang, Elimination Methods. New York: Springer-Verlag, 2001.

[124] P.S. Wang, M.J.T. Guy, J.H. Davenport, P-adic reconstruction of rational numbers. ACM
SIGSAM Bull. 16 (1982) 2{3.

[125] S. Yakovenko, A geometric proof of the Bautin theorem. Concerning the Hilbert Sixteenth
Problem. Advances in Mathematical Sciences.Amer. Math. Soc. Transl. 165 (1995) 203{
219.

[126] H. _Zo l�adek, On a certain generalization of Bautin's theorem. Nonlinearity 7 (1994) 273{
279.

[127] H. _Zo ladek, The problem of center for resonant singular points of polynomial vector �elds.
J. Differential Equations 137 (1997) 94{118.


