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ALGEBR{XICNE METODE V DINAMICNIH SISTEMIH Univerzitetna zalozba
B. Fercec in M. Meﬂczcﬂger Univerze v Mariboru

Algebraic¢ne metode v dinamicnih sistemih

BRIGITA FERCEC IN MATE] MENCINGER

Povzetek V monografiji se teorija dinamicnih sistemov prepleta s poglaviji
abstraktne algebre. Dinamika zveznih in diskretnih sistemov je osredotocena na
problem centra in cikli¢nosti. Sisteme obravnavamo z uporabo teorije kolobarjev
tako, da obravnavamo pripadajoc¢e polinomske kolobatje in njihove ideale.
Najprej obravnavamo Groébnerjeve baze in zvezo med ideali in pripadajocimi
raznoterostmi ter minimalno dekompozicijo raznoterosti. Podana je tudi
informacija o programu Singular. V drugem poglavju obravnavamo
najpomembnejse pojme iz teorije dinamicnih sistemov: singularne tocke, limitne
cikle, centralno raznoterost, problem centra in ciklicnosti. Povezavo s prvim
poglavijem predstavlja doloc¢anje fokusnih koli¢in ter analiza ustreznih idealov. Gre
za Bautinovo metodo, s katero dobimo potrebne pogoje za nastop centra.
Zadostne pogoje dolo¢imo z Darbouxjevo metodo ali z nastavki za vrsto, ki
predstavlja formalni prvi integral. V tretjem poglavju so prikazani in analizirani
nekateri novejsi rezultati v zveznih in diskretnih sistemih. V zveznih in diskretnih
primerih je obravnavan problem centra in ciklicnosti. Obravnavani so nekateri
sistemi NDE v ravnini in v trirazseznem prostoru. Obravnavane so perturbacije
stopnje dve, tri ali $tirl. Diskretni dinamicni sistemi so omejeni na dinamiko realne
funkcije, katere kvadrat (v smislu kompozituma funkcij) je identiteti podobna
preslikava, ki izhaja iz Zoladkove enacbe. Obravnava cikli¢nosti poteka tudi s
pomocjo posplositve Christopherjevega izreka.
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Algebraic Methods in Dynamical Systems

BRIGITA FERCEC & MATE] MENCINGER

Abstract In this monograph the theory of dynamical systems meets abstract
algebra. From the dynamical point of view we are focused to center and cyclicity
problems. From the ring theory point of view we consider polynomial rings and
their ideals. We first consider Grobner bases, the connection idealvariety and
minimal decompositions of varieties. The basic information on Singular is
included. In the second chapter the most important concepts like singularities,
limit cycles, central variety, the center problem and the cyclicity from dynamical
theory are considered. The computation and analysis of focus quantities and
corresponding (polynomial) ideals represents the connection to chapter one. We
use Bautin’s (Darboux and similar) method(s) to determine necessary (sufficient)
conditions for the center problem. In third chapter we present and analyze some
recent results in continuous (planar and 3D systems of ODEs) and discrete
systems, mostly with quadratic, cubic and quartic perturbations added. In both
cases the problem of center and cyclicity is considered. Examples concerning
discrete systems are limited to dynamics of a real function whose square (in sense
of function composition) is a near identity function arising from Zoladek

equation. The cyclicity is analyzed by a generalization of Christopher’s theorem.

Keyword: ¢ dynamical system ¢ singularity ¢ center-focus problem ¢ cyclicity *

polynomial rings * ideals * Bautin’s method* Darboux method *
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Predgovor

V monogra ji zeliva sistematicno in izcrpno predstaviti nekaj novejsih rezultatov na podrocju,
ki zvezne in diskretne polinomske dinamicne sisteme obravnava predvsem s stalisca teorije kolo-
barjev in ustreznih idealov. Glavna tema monogra je je zveza med algebro (ideali v polinomskih
kolobarjih) in geometrijo (raznoterostmi), ki naravno nastopa pri problemih v dinamicnih siste-
mih. Pri obravnavi stevilnih problemov, ki so prisotni v teoriji (sistemov) navadnih diferencialnih
enacb in diskretnih sistemov, ki izhajajo iz preslikav f, katerih "kvadrati" f £ so identiteti
podobne preslikave, se v monogra ji omejimo zgolj na problem centra in fokusa ter na problem
bifurkacije limitnih ciklov, vendar probleme obravhavamo celostno in kriticno.

Obcutek "laicne javnosti®, da je za sisteme navadnih diferencilanih enacb (NDE) v ravnini
ze vse raziskano, je dalec od dejanskega stanja. Kljub zmogljivostim, ki jih nudijo sodobni
racunalniki, in programskim orodjem, kot je na primer Mathematica ali Matlab, z numericnimi
priblizki ne moremo odgovoriti na vprasanja, ki so povezana s Hilbertovim 16. problemom.
Glavna ideja povezave med teorijo kolobarjev (polinomskih idealov) in geometrijo (a nimi ra-
znoterostmi) temelji na Hilbertovih rezultatih: na tako imenovanem Hilbertovem izreku o bazi,
Hilbertovi teoriji eliminacije in tako imenovanem Hilbertovem izreku o niclah ("Nullistellensa-
tzu™).

Preprosta uporaba algebre pri resevanju NDE je dobro znana ze iz dodiplomske analize, na
primer karakteristicna enacba za linearne NDE s konstantnimi koe cienti in integralske transfor-
macije pri linearnih diferencialnih enacbah (DE). Vecji izziv je uporaba algebre pri nelinearnih
DE in na splosno pri nelinearnih dinamicnih sistemih, kjer se lahko v faznih diagramih pojavijo
limitni cikli ali pa "cudni" atraktorji in celo kaoticna dinamika. Ce nelinearna DE (oziroma
sistem DE) vsebuje vsaj en parameter, lahko govorimo tudi o problemu bifurkacij. lzzivu upo-
rabe algebrskih metod v nelinearnih dinamicnih sistemih sledi pricujoca znanstvena monogra ja.
Seveda pri tem izzivu znatno pomaga tudi matematicna analiza (predvsem teorija analiticnih
funkcij).

Monogra ja ima krajse dodatke, v osnovi pa je razdeljena na tri poglavja. V prvem poglavju
je na kratko predstavljena teorija polinomskih idealov. Pri iskanju singularnih tock (nelinearnega
polinomskega) sistema NDE ali pa pri dolocanju centralne raznoterosti resujemo (nelinearne
polinomske) sisteme enacb. Zato so v monogra ji obravnavane Grobnerjeve baze in osnove
eliminacijskih idealov ter radikalnost idealov in dekompozicija raznoterosti. Dodan je tudi kratek
razdelek o uporabi programskega paketa Singular, Ki je v zahtevnejsih raziskavah nepogresljivo
orodje racunske algebre.

Drugo poglavje je namenjeno kratkemu pregledu teorije dinamicnih sistemov. Obravnavani
S0 osnovni pojmi tako iz teorije NDE kot tudi iz diskretnih sistemov. Vecinoma se omejimo na
pojme, ki jih potem sistematicno obravnavamo v tretjem poglavju, kjer so obravnavani nekateri
konkretni primeri. Omenimo, na primer, problem dolocevanja centralne raznoterosti, racunanje
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fokusnih kolicin, Bautinovega ideala, bifurkacije limitnih ciklov ter Darbouxjeva metoda iskanja
prvih integralov.

V tretjem poglavju so prikazani in Kriticno analizirani nekateri novejsi rezultati v zveznih in
diskretnih sistemih. V vseh primerih uporabljamo Bautinovo metodo za resevanje bifurkacijskih
problemov. Pri zveznih sistemih (sistemi NDE) je obravnavan problem centra in ciklicnost za
kubicni sistem ter problem centra za sistem cetrte stopnje. Diskretni dinamicni sistemi so ome-
jeni na dinamiko preslikave f : R ¥ R, za katero je f f idqgtiteti podobna preslikava, njeni
parametri pa izhajajo iz Zoladek-ove enacbe  (x;y) = x+w+ ., ijx'wl =0. Obravnavan
je problem centra in ciklicnost centra. Obravnava poteka tudi s pomocjo posplositve Christo-
pherjevega izreka na diskretne sisteme. Nazadnje je analizirana tudi moznost uporabe funkcije

(x;y) oz. razlike (x;y) (y; X) iz Zoladek-ove enacbe pri iskanju centralne raznoterosti.

Upava, da pricujoca monogra ja predstavlja kamenek v razvoju slovenske terminologije na
podrocju, ki dinamicne sisteme povezuje z algebro.

Za vse nasvete pri nastajanju te monogra je se iskreno zahvaljujeva profesorju Valeriju Ro-
manovskemu iz CAMTP, FERI in FNM, Univerza v Mariboru. Najlepse se zahvaljujeva tudi
recenzentoma: prof. dr. Matjazu Percu iz FNM Univerze v Mariboru in prof. dr. Marku Pet-
kovsku z IMFM in FMF Univerze v Ljubljani, ki sta s svojimi pripombami znatno pripomogla
k izboljsanju kakovosti pricujoce monogra je.

Maribor, Krsko Matej Mencinger
December 2018 Brigita Fercec
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1.2 Gmbnerjeve baze 5

pripadnosti idealu je resen: ko sta dana ideal I in polinom f; najprej najdemo generator g ideala
I; potem delimo f z g in preverimo, ali je ostanek enak nic ali ne.

V kolobarjih polinomov vec spremenljivk zelimo izpeljati podoben postopek, t.j. izvesti de-
ljenje in dolociti ostanek. Vendar so stvari zapletenejse, ker idealov ne generirajo le posamezni
polinomi. Zato moramo oblikovati postopek za deljenje polinoma f z mnozico polinomov F.

Algoritem deljenja je sicer mozno posplositi na elemente iz k[X1;:::;Xn], vendar nastopi nova
ovira, saj ostanek pri deljenju ni nujno enolicen.
Za opis algoritma deljenja v K[Xx1;:::;Xn] najprej dolocimo urejenost clenov polinoma. V pri-

meru ene spremenljivke je urejenost naravna glede na stopnjo. Ce je spremenljivk vec, lahko
uporabimo razlicne urejenosti. Zato bomo de nirali splosni pojem urejenosti clenov in predsta-
vili nekaj pogosteje uporabljenih urejenost clenov. Zaradi naravnega izomor zma med monomi
X =X'X,% X" in n-tericami = ( 1;:::; n) 2 N je dovolj, da uredimo elemente mnozice
NG, saj, kot v primeru ene spremenljivke, koe cienti clenov v urejenosti ne igrajo nobene vloge.
Spomnimo se, da je delnha urejenost na mnozici S dvoclena relacija, Ki je re eksivna (a a;
zavse a 2 S), antisimetricna (a binb a;samocea=nb)in tranzitivna (iza binb ¢
sledia ¢ ). Popolna urejenost> na S je delna urejenost, v kateri sta poljubna dva elementa
primerljiva: za vsaka a, b2 S veljaa>balib> a.

De nicija 1.2.1 Urejenostclenov v K[X1;:::;Xn] je popolna urejenost> v Nj z naslednjima
lastnostima:
1. zavse ; in 2Njvelaiceje > ;je + > + ;in

2. N{ je z urejenostjo > dobro urejena: za vsako neprazno podmnaic& Nj obstaja naj-
mangi element 2S (zavse 2Snf gje > ).

Monomi fx : 2 Ng so potem urejeni po svojih eksponentih, tako da je x > x natanko
tedaj, ko je > : Zavedati se moramo, da urejenost clenov > v K[X1;:::;Xn] ne ureja vseh
elementov K[Xy;:::;Xn]; ampak samo podmnozico monomov.

Zaporedje j v N{ je strogo padajae ce zavsak j velja j > j+1in j & j+1:

Trditev 1.2.2 Popolna urejenost> mnaice Nj je dobra urejenost mnaice Ng natanko tedaj,
ko se vsako strogo padajae zaporedje M korca.

Dokaz. Ce obstaja strogo padajoce zaporedje 1 > , > 3 > :::; ki se ne konca, potem
je ¥ 1; 2;:::9 neprazna podmnozica mnozice N{j brez minimalnega elementa in > ni dobra
urejenost na N: Obratno, ce > ni dobra urejenost na Nj; obstaja neprazna podmnozica A 2 Ng;
ki nima minimalnega elementa. Naj bo 1 poljubni element mnozice A. Ker ni minimalen,
obstaja 22 A; ,6& ;;takodaje 1> »:Z nadaljevanjem procesa dobimo strogo padajoce
zaporedje, ki se ne konca. =

Zdaj de niramo tri najpogosteje uporabljene urejenosti clenov v polinomskih kolobarjih.

De nicija 1.2.3 Naj bosta = ( 1;:::; n)in =( 1;::1; n) elementa izNg:

1. Leksikografska urejenost: >«  natanko tedaj, ko je prva komponenta (gledano z leve
proti desni) n-terice 2 Z" pozitivna.



144 3 Primeri uporabe polinomskih idealov

in ustrezne kofaktorje
ki=1 apX apXx’

ko = 1+ bory + bopy?

ks = y( bor 2bo2y);
Ka =x( aio 2axX):

Lahko konstruiramo inverzni integrirajoci mnozitelj oblike V. = xylzls: Zato ima po lemi 2.2.41(i)
sistem (3.26) prvi integral oblike (2.45). =

Sedaj obravnavamo problem ciklicnosti za druzino realnih kubicnih sistemov, ki so izrazeni
v kompleksni obliki kot

X= X+ix(1l apx 8.20X2 a1 XX aozxz); (3.27)

kjer je x =u+iv.
K enacbi (3.27) dodamo njeno kompleksno konjugirano enacbo in obravnavamo X kot novo
spremenljivko y, ter a;j kot nove parametre bj;. Tako dobimo kompleksni sistem

x= x+ix(l apx axpx® auxy apy?);

. (3.28)
Y=Y Iy(l bo]_y b02y2 bllxy b20X2)Z

Za pridobitev meje za ciklicnost izhodisca realnega sistema (3.27) obravnavamo strukturo Bau-
tinovega ideala sistema (3.28) z = 0 in njegovo raznoterost. Videli bomo, da bo izrek 3.2.6 po-
dal oceno za ciklicnost elementarnega centra za skoraj vse tocke centralne raznoterosti. Resitev
problema centra za sistem (3.28) z = 0 je zapisana v izreku 3.2.8, kjer smo dokazali, da je
V(B) = V(B4). Z uporabo tega rezultata dokazimo naslednji izrek, ki poskrbi za mejo ciklicnosti
izhodisca sistema (3.27).

Izrek 3.2.9 Ce jea;; & 0 ali a9 ag2 & 0, je ciklcnost centra v izhodgu sistema  (3.27)
kvecjemu stiri.

Dokaz. Za dokaz ciklicnosti uporabimo izrek 3.2.6. Enakost V(B) = V(B,4) je bila dokazana v
izreku 3.2.8 in zatcboogoj (a) izreka 3.2.6 drzi. Sedaj preverimo, ce je B4 korenski. lzracunamo
generatorje ideala " By z upor@gukaza radical v Singularju . Nato izracunamodiducirani
Grobnerjevi bazi idealov B4 in © B4. Ideal B4 je korenski natanko tedaj, ko sta B; in = B4 enaka.

kaze se (to preverimo s pomocjo ukaza reduce v Singularju ), da ig nekateri elementi korena

B4 ne reducirajo v nic po modulu Grobnerjeve baze ideala B;. Zato = B4 & B4 in B4 ni korenski
ideal. Torej ne moremo direktno uporabiti izreka 3.2.6. Da bi natancneje videli, kateri del
ideala B4 ni korenski, izracunamo primarno dekompozicijo ideala B4. Primarno dekompozicijo
izracunamo v Singularju s pomocjo rutine primdecGTZ in dobimo

Bs=P1\ \Ps\ Q; (329)

korenski. Rezultat izracunov v SiBguIarju je podan v dodatku B. Opazimo, da je Q v (3.29)
primarni ideal, za katerega velja = Q = hay1;b11; ag2 + bop; ago + bygi. Tako ima B4 strukturo iz
trditve 3.2.7. V prostoru parametrov E(a;b) (kjer je (a;b) = (aio0; azo; a11; @o2; b20; b11; boz; bo1))
je raznoterost V(Q) de nirana z enacbami ay; = by = agz + bpz = ayg + by = 0: Presek V(Q)
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S prostorom parametrov E (a) je mnaica ayg ag2 = a;1 = 0: Naj bo (a ;a) taecka iz E(a;b),
ki ustreza sistemu (3.28).Ce jea;; 60 ali ayp ag2 60, velja (a ;a) 2V (Q). Zato po trditvi
3.2.7 obstajajo taksne funkcije fj , da v okolici (a ;a ) z a;;1 6 0 ali a9 ag2 6 0 velja

Okk = O11f 1.k + Ooof 2k + O33f 3k + Quaf 4 (3.30)

za vsakk > 4.

Tako je po izreku 3.2.5 ciklchost centra v izhodg&u sistema (3.27) pri a;1 6 0 ali ayp ag2 6 0
kvejemustiri. =

Sedaj obravnavamostevilo limitnih ciklov, ki lahko bifurcirajo iz vsake komponente centralne
raznoterosti sistema (3.27). Na pristop temelji na rezultatu iz [20], ki poveze ta stevila z
razseznostjo vsake komponente.

Najprej vpeljimo nekaj oznak. Naj gf oznauje realne fokusne koltine kot v (3.6). Potem
je centralna raznoterost realnega sistema (3.27) raznoterost R v prostoru parametrov E (A; B)
ideala BR = hgf; b1 1ii. Z Jp(BR) oznaimo Jacobijevo matriko polinomov gi; g% :::; 08 v
taki pinz rang(J[')‘) rang matrike Jp(BE):

Naslednji izrek je majhna reformulacija izreka 3.2.1.
Izrek 3.2.10 Predpostavimo, da za sistem(3.4) z =0 in tawko p2 VR, velja rang(Jg) = k:
Tedaj je sorazseznost raznoterostiV R najmanj k in obstajajo bifurkacije sistema (3.4), ki lokalno
proizvedejo k limitnih ciklov iz centra, ki ustreza vrednosti parametrov p. Se ve, ce p lei

na komponenti C raznoterosti VR sorazsenostik, je p gladka taka centralne raznoterosti in
ciklcnost tacke p in genercne take komponente C je natanko k.

Da bi uporabili ta izrek, najprej pogemo vse ireducibilne komponente raznoterosti VR. Te
lahko pridobimo iz ireducibilnihn komponent kompleksne centralne raznoterosti sistema (3.28)
(opisane v izreku 3.2.8) z vpeljavo

ajo= A+ iBio  axp= A+ iByp
a1 = Ann+iBi1 an= Apt iBoz
2= Az Bz bo1= A1 iBio
bi1= A1 B bpo= Apz iBoz:
Velike crke oznacujejo koe ciente realnega sistema, zapisanega v kompleksni obliki kot (3.4).

Opazimo, da koe cienti, ki se pojavijo v (3.31), ne sovpadajo s koe cienti iz (2.128). Koe cienti
sistema (2.128) so dodelani izrazi koe cientov v (3.31).

Naslednji izrek podrobno opse raznoterostV R.

(3.31)

Izrek 3.2.11 Centralna raznoterost v R® realnega sistema(3.27) z = 0 sestoji iz naslednjih
treh ireducibilnin komponent
VR=V(G)[ V(G [ V(Ga);

kjer so

G1= MB11;A20Bo2 + AzB20; AZoBo2 + 2A02A10B10  Bo2BZp; AgB2o

2A10A20B10  BZ;B i

G2 = MB11;A02+ A20;Bo2  Bool

G3 = PA11;B11;Ao2; Bogi:
Komponenti G in G» sta razseznosti 5, komponentaGs je razseznosti 4.
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inzJ; =hbip 1li, Jp =hbp  2iin J3 = hbyp  1=2i. Vidimo, da H ni de niran za tocke
raznoterosti (1), kjer je bjo enak 1, 2 ali 1=2, t. j. de niran je za tocke iz VnW, Kjer je
W =V@U) LV ILV@U3) =V@A)inJd =J1\J>\Js3. Najprej izracunamo ideal J in dobimo
J =h2b3, 7b2,+7h;, 2i. Nato izracunamo kvocient idealov I in J; dobimo ideal

I :J =hap Dbip;2a03b12 +b1obos  @g3  2bo3; @zobiz + 2bzobi2  2a@3z0  bao; @spdps  baohosl:
Vidimo, da je I : J =1, kar pomeni, da je
VnW =V;

zato ima po lemi 3.2.13 sistem (3.34) v vsaki tocki raznoterosti V center v izhodiscu 3.

Sistemi, ki zadoscajo pogojem primera 2), so casovno reverzibilni, saj njihovi parametri lezijo v
raznoterosti V(lsymj, , =, =1). Kier je

- _ : o b3 3 .o 2 2 . :
Isymia,=p,,=1 = Naosdzo bosbso;@21 Dbi2;a@3ebi,  @3ibos;asobi,  @31bos; @sobiz  @21bos;
a2 H2 U T .
aozdz1 biobgo;acszas;  biobso;bzo  Aos;apsaz;  binbso;ase  bosi:
Sistem, ki zadosca pogojem 3), ima obliko

x= x(1 2x% xy? amy®);

3.37
y= y(@ x% 2xy* bosy®): (3.37)

Za dokaz integrabilnosti oz. obstoja centra v tem sistemu uporabimo metodo \blow-down" v
vozel. Vpeljemo analiticno spremembo koordinat

u=xy? v=y3 (3.38)

in sistem (3.37) postane

u+3u®+ (2bps  agz)uv;
3v + 3u? + (6 + 3bp3)uv:

u
- (3.39)

v

Za sistem (3.39) lahko s transformacijo oblike (2.53) dobimo njegovo normalno formo in vidimo,
da je koe cient a v resonantnem clenu a 2 nicelni, t. j. normalna forma je linearna:

= : = 3: (3.40)

Sistem (3.40) ima prvi integral 3= . Ce se vrnemo na:ig,j k originalnim koordinatam X in y,
dobimo, da je prvi integral sistema (3.37) enak x3y2 + i+j=7 cijx'y) in sledi, da ima sistem
(3.37) prav tako prvi integral oblike (2.45) (glej razdelek 2.2.4).

Primer 4) dobimo iz primera 3) z involucijo axj 95 bj.

Sistem (3.34), ki zadosca pogojem 5), ima obliko

x= x 1 20x3 2x%y xy? 2bogy® ;
y= y(@ bpx® x? 2xy? bosy®):

3S podobnim racunom dokazemo integrabilnost sistemov, ki jihstudiramo spodaj,ce Darbouxjev integral ali
integrirajaci mnaitelj ni de niran povsod.
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in premore invariantno krivuljo ¥ = 0, Kjer je

f = (4 24x%y 24xy? + 36x*y? + 18bgox?y? + 108x3y3  54byshzox’y®
54b3ox®y + 27ho3h3,x%y 3 + 36x2y* + 36hoax?y?  108x°y* + 54bg3bzexCy?
108x%y® + 54bgzhsox?y®  108ho3x3y® + 54b33b30x3y®);

z ustreznim kofaktorjem k = 6x(x Yy)y. Inverzni integrirajoci mnozitelj je podan z
V = (xy) 2f:

Obstoj analiticnega prvega integrala v okolici izhodisca sledi iz leme 2.2.41(i).
V primeru 6) je sistem (3.34) oblike

x=x(1 x} @4 bp)x%y xy* (b2 2y3);

(3.41)
y= yl @ b)x® X% bpxy? y3):

V ta sistem vpeljemo nov parameter in novi neznanki X in Y tako, da je bip = 2 +1i ,
x=X+iY,y=X iY. Na ta nacin skupaj s spremembo casa t = iT dobimo sistem

axX _ (1 2X)(1+2X +4x3)Y;

S\T( (3.42)
4T = Xa 4X3 4 XPY +4XY? 4 Y9

S pomocjo transformacije
(1+4u3)s
3v
Y = 1 2 3 ;
(1+4ud)3[3(1 16u) 1 +4 u2v]
3 6y2
4 = 3(1 A;u )1 16u®)s _ar
3(1 16ub)® +4 u?2(1 16ub)sv

dobimo iz (3.42) sistem
du

q = V=P
, (3.43)
dv _ 6y —o22 4 - 6 2,631 — COY-
q =u(l 16u’) 9 [1 77 (1 16u®) & (45 432u° + 32 “Uu’)v’] = Q(u;Vv):
Vektorsko polje, de nirano s (3.43), je simetricno glede na os v za poljubno kompleksno konstanto
. Cevzamemoz=v+iu,w=v iuin 1= 1, lahko sistem (3.43) zapisemo kot
X i
2z, KWk = F(z; w);
1 k=
”";2( (3.44)
dw _ jok — .
d—l— w KWzt = G(z;w),

j+k=2
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kjer je _ _
Fzw) = P |(W2 z);w-zl-z +i0 |(W2 z);w-2l-z
iw z) w+z iw z) w+z (3.45)
Gizw)= P 5 ; > i 5 ; >

Ker je P(u;v) = P( u;v) in Q(u;v) = Q( u;v), iz (3.45) sledi, da je F(z;w) = G(w;z) in
zato je jk = jk za vse (J;k). Tako ima po izreku 2.2.45 sistem (3.44) prvi integral oblike
=zw + in od tod sledi, da ima sistem (3.41) prvi integral oblike (2.45).

V primeru 7) ima sistem (3.34) obliko

(1+4a1)(7  8ap)x® 272 an)y®

x=P(xy)=x 1 anxly xy?+

27 (7 8ap)?
_ . _ (2 8.21)(7 8&21)X3 2 (4 + 7321)Xy2 27(1 + 4a21)y3
y= Q(X,Y) -y 1+ 27 Xy 7 8&21 + (7 86121)2 ’

(3.46)
kjer je 7 8ap; & 0. Sistem (3.46) premore algebraicno invariantno krivuljo f(Xx;y) = 0, Kjer je

(L+4dan)(7 8ax)x® (1+4dan)x%y . 3(1 + dap;)xy? 4 27(1 + dan)y®

fxy)=1 27 3 7 8ap (7 8ax)?

Za dokaz obstoja centra v izhodiscu uporabimo trditev 2.2.50. Obravnavamo spremembo koor-
dinat

u=u(xy) = % T ; v=v(x;y) = 4 18321)X; (3.47)
(7 Bax)fs(xy) 9f3(x;y)
katere inverzna sprememba je podana z
v 7 8a
X = T ; :7( I Zl)u; Xy = ZUV .
(7 8ax)fi(u;v) 9f3(u;v) f3(u;v)
Sistem (3.46) v spremenljivkah (u;v) postane
du _ P(uv). dv _ Q(u;v). (3.48)

dt — f(uv)'  dt  fuv)’
kjer sta P(u;Vv) in Q(u;Vv) enaka polinoma kot v (3.46) v spremenljivkah (u;v). Tako (3.47)
zadosca pogojem (2.105){(2.107) trditve 2.2.50 in zato ima sistem (3.46) center v izhodiscu.
Sistem (3.34), ki zadosca pogojem 8), je

X = XxX(L+x3=4+2x% xy? 8y%);

y = y(@ 5x°=4 x%y+9xy? 4y%);
in ima dva algebraicna parcialna integrala

fi = 1+x3+3x5=8+ x%=16 + x12=256 + 8x°%y + 3x°y  x!!y=16 + 28xy? + 3x*y?
15x7y%=4 + 7x%?=16  60x3y> + 20x8y®  7x%y3=4 + 78x°y*  45x°y*
+35x8y4=8 + 48x4y°>  7x'y® 20x3y® + 7xBy®  4xOy’ + x4yB:
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f, = 1+3x3=4+3x5=16 + x®=64 + 6x°y + 3x°y=4 3xBy=16 + 21xy? 9x%y?
+15x7y?=16 + 21x%y3  5x8y3=2  15x%y* + 15x%y4=4  3x*y® + x3y°:
z ustreznima kofaktorjema k3 = x(x  2y)(3x + 14y) in ko = 3x(x 2y)(3x + 14y)=4. Enacba

(2.60), ki je v tem primeru enaka
1ki + 2k2 =0;

ima resitev 1 = 3in 2 =4 in odtod konstruiramo Darbouxjev prvi integral

H(xy) = f, °f:

Primer 9) dobimo iz primera 8) z involucijo ayj b bj.
V primeru 10) ima sistem (3.34) obliko

3 2 3
16 2 9 (3.49)
ox® ,  5xy? 1ey3
y= yQ+—_—— +——+ )

6 Y73 9

Za dokaz integrabilnosti tega sistema uporabimo metodo napihovanja. Uvedemo transformacijo
(3.12) in sistem (3.49) postane

3 352 353 354
Z_=22+8yz+2yZ 2”3z =Fi(xy);
3 3 2 8 (3.50)
— 16y4 5y4Z + 422 9y423 =F (X' )

Podobno kot v dokazu izreka 3.2.8 (komponenta V(J2)) iscemo prvi integral oblike (3.14).
Izracunamo H = (@H=0@z)F; + (@H=0@y)F> in enacimo z nic koe cient vsake stopnje spremen-
ljivke y, dobimo naslednjo rekurzivno diferencialno enacbo za fy:

ps(2)fic 3+ 2—142(64 +16z 1222+ 9230 ; Kk +22F0=0;

fi3 = Cz5 in izberemo C = 0; 4 = Cz? in brez izgube za splosnost izberimo C = 0 (lahko
izberemo tudi C & 0, saj bo f4 v vsakem primeru polinom); fs = zP3(z), kjer je P3 polinom
stopnje 3, fg¢ = Cz2 in ponovno izberemo C = 0; f; = Cz7 in vstavimo C = 0; fg = zSg(2),
kjer je Sg(z) polinom stopnje 6, ki ne vsebuje clena z monomom z3. Zato predpostavimo, da je
za vsak lihi k polinom fy oblike

fi(z) =2(Co+ C1z + Coz? +  +Cy 22" ?);

in za vsak sodi k je polinom fy, oblike fx = zQk », Kjer je Qx 2 neki polinom stopnje najvec
k 2 brez clena z monomom zg L tj.

(@) =2(Co+ C1z + Cpz?+ +C k 2y

+ + Cy 2z
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Z uporabo indukcije dokazemo, da za vsak k dobimo polinom f,. Dokaz poteka na enak nacin

kot je potekal dokaz integrabilnosti komponente V(J;) izreka 3.2.8. Dobimo, da je f,(z) =

zQn 2(2), Kjer je Qn 2(z2) polinom stopnje kvecjemu n 2 in v posebnem primeru, ce je n sod,

polinom Qn 2(z) ne vsebuje clena s potenco zz 1, za kar smo potrebovali podrobnejso analizo.
Torej je prvi integral sistema (3.50) enak

XK . , X .
Hzy) =  zQk 2@2)y" =zy*+  zQg 2(2)y

in odtod je prvi integral sistema (3.49) oblike (2.45).
V primeru 11) je sistem (3.34) oblike

X = x(1+8x® xy?);

y y(1+4x3 x% xy? y3=4);

; (3.51)

in premore algebraicna parcialna integrala
fi=1 3xy?=2 y3=4; in f,=1+8x% 3xy’=2 y3=4;

z ustreznima kofaktorjema ki = 3y?(2x+Yy)=4 in ko, = 3(4x+y)(8x? 2xy+y?)=4. Konstruiramo
integrirajoci mnozitelj

= (xy) *f 7R
Za dokaz obstoja analiticnega prvega integrala v okolici izhodisca uporabimo tocko (ii) leme
2.2.41. Obe enacbi sistema (3.51) mnozimo z £, °f, *® in dobimo sistem

X=P(X;y); y=Q(xYy), (3.52)

ki ima integrirajoci mnozitelj = (xy) 2 oz. inverzni integrirajoci mnozitelj V. = (xy)? in
koe cienta pred monomom x2y v P in xy? v Q sta nicelna. Zato po lemi 2.2.41 sistem premore
prvi integral oblike (2.45).

Primer 12) dobimo iz primera 10) z involucijo ayj b bjk.
Primer 13) dobimo iz primera 11) z involucijo ayj; <5 bjx. =

Za potrebne pogoje primera ( ), ki so predstavljeni v izreku 3.2.15, poiscemo ireducibilno
dekompozicijo raznoterosti ideala Bg 0y in podobno za potrebne pogoje primera ( ), ki so

predstavljeni v izreku 3.2.17, poiscemo ireducibilno dekompozicijo raznoterosti ideala Bg . V

obeh primerih so izracuni lazji kot v primeru () in so zato lahko izvedeni v polju racionalnih
stevil.

Izrek 3.2.15 Sistem (3.34) za;» =1, by = 0 ima center v izhodgu natanko tedaj, ko zadaca
enemu izmed pogojev:

1) a1 = 2agabio +b1obos  a@ps  2bp3 = azpbiz + 2bzgb1o 2230 bsp = azpaps  b3pboz = 0;
2) bog =b12 2=agz3 =ay =0;

3) bzp =ap1 =az =0;
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4) b1z 2=ag3 2boz =az =2asz bz =0;

5) 8h1p 7 =4dags +bos =azy 4bsg = 2bzobgs @y = 16a1bgs + 27 = 88.%1 + 27h3p = 0;
6) bip =hso = 2ap3 bos = asobos + 2821 = apihos 8 = a3, + 4az = O;

7) bip =hzo = 2ap3 + boz = agobos 281 = @p1hos + 8 = a3, + 4az = 0.

Dokaz. Dokazimo, da ima sistem (3.34) z a;» = 1, b1 = 0, ki zadosca poljubnemu pogoju
izreka 3.2.15, center v izhodiscu oz. prvi integral oblike (2.45).

V primeru 1) je sistem (3.34) enak

boz(b12 2),,3

Xx= x 1 agpx® xy?+2gmeys (3.53)
y=y 1+%02 0% bioxy?  boay’

Sistem (3.53) ima algebraicno invariantno krivuljo f; =1 azex®+ (1 2bio)xy? boay? =0, z
ustreznim kofaktorjem ky = 3azox®  xy? + 2b1oxy? + 3bp3y® in odtod konstruiramo analiticni

prvi integral
1 byo

H = ny12b12 1;

ki je oblike (2.45).
V primeru 2) je sistem enak

(;—)t(zx(l azx®  xy?); %z y(1  bgx®  2xy?): (3.54)

Z uvedbo novih koordinat u = x3, v = xy? postane ta sistem

Mosu amu v W=v( 1+ @ am)u+v) (3.55)

Izhodisce sistema (3.55) je sedlo in sistem (3.55) je linearizabilen v izhodiscu (glej [54]), t. j.
obstajata potencni vrsti x = uf(u;v), Y =vg(u;v) z £(0;0) = g(0;0) = 1, da je sistem (3.55) v

koordinatah (X;Y) enak

dX dy
o g T v

Tako je sistem (3.54) s transformacijo

1 1
=X3 =xfs3;
1.1 - (3.56)
=X 6Y2 :yf 6Q2;
kjer je F = F(x3;xy?), g = g(x3; xy?), transformiran v linearni sistem
a _ . d_
d ' dt
ki ima prvi integral (; )= . Od tod dobimo z uporabo (3.56) prvi integral sistema (3.54),

ki je oblike (2.45).
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V primeru 3) je sistem oblike

X=X X% agxy’; y= y+hiaxy? +bosy”: (3.57)
S substitucijo (3.38) dobimo sistem
U= u+(2b, 1)u?+ (2bos agz)uv; Vv = 3v+ 3bpouv + 3hp3v?: (3.58)

Ce izracunamo normalno formo sistema (3.58), vidimo, da je koe cient v resonantnem clenu a 3
enak nic in zato je normalna forma oblike (3.40). S podobnim razmislekom kot v primeru 3)
izreka 3.2.14 ugotovimo, da ima sistem (3.57) prvi integral oblike (2.45).

Sistem (3.34), ki zadosca pogojem primera 4), je oblike

b30X3 2

x=x1 —— xy 2bosy®); Yy = y(L bsox® 2xy® bosy?) (3.59)

in ima algebraicno invariantno krivuljo f =0, kjer je
f=4 24xy2 + .'].8[)30X4y2 54b()3b30X3y3 + 27b03b§0x6y3 + 36x2y4 + 54b03b30x4y5 + 54b53b30x3y6;

z ustreznim kofaktorjem k = 6xy2. Inverzni integrirajoci mnozitelj sistema (3.59) je podan z
V = (xy) 2f. Obstoj analiticnega prvega integrala v okolici izhodisca je zagotovljen s tocko (i)
leme 2.2.41.

V primeru 5) je ustrezni sistem

27x4 21x%y L, 3
X aosXy”;
1283%3 646103 y 03Xy
273y N 7xy®
512a3, 8

X=X+
(3.60)
dagzy*:

Y:

Za sistem (3.60) najdemo samo eno algebraicno invariantno krivuljo

27x3 9x%y  3xy?
128a(2)3 16&03 2

fi=1+ + dagzy® = 0;
s kofaktorjem
_ 3(3x  8apay)(9x? + 16agsxy + 64aZ;y?)

k
! 128a3,

Krivulja f; = 0 in obe invariantni premici x = 0 in y = 0 ne zadoscajo za konstrukcijo Darbo-
uxjevega prvega ali Darbouxjevega integrirajocega mnozitelja. Za dokaz zadostnosti teh pogojev
uporabimo trditev 2.2.51. Vpeljemo novi koordinati z in w tako, da je

o 512a3,y° :
3(1024aZ; + 135x3  216agsx?y  960a3;xy? + 1536a3;y3) ’ (3.61)
. 9x3 .
W

 1024a3, + 135x3  216ag3x?y  960aZ;xy2 + 1536a3,y3)



158 3 Primeri uporabe polinomskih idealov

Potem je
3 1024a3,w?3
x> = ;
9(1 9z3 1572w + 9zw? + 15w3)
3 (3.62)
3 _ 6z .
y aos(l 9z% 15z2w + 9zw2 + 15w3)’
S spremembo casa
dt=(1 9z° 15z°w + 9zw? + 15w3)dT
dobimo sistem q q
z w
uz _ +h) W _ : _
T z(1+h); T w(l h); (3.63)
kjer je
h=3z w)@z>+2w? 45z° 117z%w 94z3w? 94z°w® 117zw*  45w®):
Ocitno je sistem (3.63) invarianten glede na transformacijo
z¥%w, whlz, T8 T,
in zato ima po trditvi 2.2.51 sistem (3.60) center v izhodiscu.
Sistem (3.34), ki zadosca pogojem 6), je oblike
_ a1 3 2 2 4 3. _ 8 3.
X=X(1+-2x7 anxty xy© —y%); y=y( 1+ _—y°): (3.64)
4 az1 az1

Sistem ima algebraicna parcialna integrala

8 a3 3
f1=1 —vy3 fH=1+223 Zgux?
1 a21y 2 4 5821 y
z ustreznima kofaktorjema
24 3
ki=—Vv% ko =-aux?(aax  2y);
a1 4

5 2
s pomocjo katerih konstruiramo inverzni integrirajoci mnozitelj V = (xy)?f¢ f5. Ce mnozimo
5 2
obe enacbi sistema (3.64) z T T, dobimo sistem
X=P(xy); y=Q(xy);

ki ima inverzni integrirajoci mnozitelj V. = (xy)? in koe cienta pred x?y v P(x;y) in xy? v
Q(x;y) sta nicelna. Tako ima sistem (3.64) po lemi 2.2.41 prvi integral oblike (2.45).
V primeru 7) je sistem oblike (3.34)

as 4 8
x=x(1+ 20wy xy? Y0 y=y( L~y (3.65)
21 azi

in ima algebraicna parcialna integrala

8 as 3 8
f=1+—y3 f=1+253 Zanxdy+ —y°
1 a21y 2 A 5821 y a21y
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z ustreznima kofaktorjema

24 3
ky = 7y3; ko = 7(a21X2 + 2a21xy + 8y2)(a21X 4y)
a; 4ap

12
Sistem (3.65) ima inverzni integrirajoci mnozitelj V. = (xy)2f1 ®f;. S podobnim argumentom
kot v primeru 6) in z uporabo leme 2.2.41 vidimo, da ima sistem (3.65) prvi integral oblike
(245). =

Opomba 3.2.16 Nekatere funkcije, ki nastopajo v dokazih izrekov 3.2.14 in 3.2.15, niso de -
nirane za specicne vrednosti parametrov. Obstoj analittnega prvega integrala za te specicne
vrednosti sledi iz dejstva, da je mnaica vseh sistemov (3.34) s centrom zaprta mnaica v topo-
logiji Zariskega in iz podobnega izrecuna, kot smo ga izvedli v dokazu primerd) izreka 3.2.14.

Izrek 3.2.17 Sistem (3.34) z a;» = by1 = 0 ima center v izhodicu natanko tedaj, ko zadaa
enemu izmed pogojev:

1) bos = ap3 = a1 =0;
2) asodos baobos = azob, a3;bos = ad;a03  bsob3, = 0;
3) bi» =bzo =az =0;
4) 2ag3 + boz = ago + 2bzo = 0;
5) aps 2boz =2asp bzo = 2azbiz  9bgohoz = 0.
Dokaz. V primeru 1) dobimo sistem
x=x apx’; Y= y+bgx’y +bixy®; (3.66)
ki s transformacijo (3.12) postane
z2=2z bpy®z® awy’z' bay’zh  y= y+biy'z+baytz®: (3.67)

Izracunamo H = (0H=02)F; + (@H=0y)F, in koe cient vsake stopnje spremenljivke y enacimo
z nic. S tem dobimo naslednjo rekurzivno diferencialno enacbo za fy:

(k  3)z(b1p +b3oz?)Fk 3 z(b12 + (g0 + b3o)2?)FY 5 kfk +2zF2 = 0:

primeru 10) izreka 3.2.14, zato poteka dokaz na podoben nacin kot tam in ga lahko bralec sam
enostavno izpelje. Torej je vsak polinom Ty oblike fx = zQy », kjer je Qx 2 neki polinom stopnje
najvec k 2, ki je v primeru, da je k sodi, brez clena z monomom 25 1,

Zatorej je prvi integral sistema (3.67) enak

XK . , X .
Hziy) =  zQk 22)y" =zy"+  zQx 2(2)y

in prvi integral sistema (3.66) je oblike (2.45).
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Sistem, ki zadosca pogojem 2), je casovno reverzibilen, saj pogoji 2) dolocajo raznoterost
ideala

: _ b3 A3 b aand b3 hani-
Isymia,,=p,,=0 = N@czd@zo bosbao;@zobi, @31bos;@osaz;  bizbsol:

Primer 3) dobimo iz primera 1) z involucijo axj S bj.
V primeru 4) ima sistem (3.34) obliko

X =X(1+2b3x®  axx’y agsy’); y= y( bgpx® bioxy? + 2aosy’):
in ima invariantno krivuljo ¥ = 0, Kjer je
f=1+2b30x® 2a,x?y 2bipxy? + 2agsy’;

s kofaktorjem k = 2(3b30x®  anx?y + bioxy?  3agsy®). Lahko konstruiramo Darbouxjev prvi
integral H = xyf 172, ki je analiticni prvi integral oblike (2.45).
Sistem (3.34), ki zadosca pogojem primera 5), ima obliko

x=x 1 anx® anx?y 2gyd ; y= y 1 2a0 bxy? 2ZHEY% : (3.68)

Sistem (3.68) ima invariantni krivulji f; =0 in f, = 0, kjer sta

2
as.b
3y3, 21012 2 4

fi =1 2a;x?y 2bioxy? + 3agobiox?y? + 2a1biox 2o XY
30

f, =  18apiad, + 54a3,a3,x%y + bdaxasphioxy?  27a3,a3,x*y?  8layadohiaxty?
9a3,a30x°y°  54a3,a3,b1x3y3  81ad,b?,x3y? + 27a3,a3,b12x%y? + 81agyh?,x°y3
9a3;as0b12x%y*  27ap1855b2,x%y* + 27a3;a%,h12x°y?* + 81asia3yh,x°y*

+9a‘211a30b12x4y5 + 27a§1a§0b§2x4y5 + aglb12x3y6 + 3a§1a30b§2x3y6

in ustrezna kofaktorjasta ks = 2xy(azix bioy)inky = 3xy(azix bioy). Kerje3ky 2k =0,
je Darbouxjev prvi integral enak

Hxy) = 7, %
[ ]

Kot smo ze zgoraj navedli, so pogoji v izrekih 3.2.14{3.2.17 reducirani, saj sta parametra
aio in by1  ksna (imata vrednost ena). Ceprav s temi pogoji naceloma popolnoma resimo pro-
blem centra, je lahko vcasih pomembno poiskati pogoje za cel sistem brez omejitve parametrov.
V [39] avtorica predlaga pristop za iskanje pogojev za center splosnega kompleksnega sistema
(2.44) ob predpostavki, da je problem ze resen za nekatere ksne parametre (kot npr. zgoraj).
Geometrijsko ksiranje enega parametra pomeni, da sekamo centralno raznoterost s hiperrav-
nino. Z uporabo metode, predlagane v [39], lahko konstruiramo celotno centralno raznoterost iz
presekov s hiperravninami.

Ko imamo resitev problema kompleksnega centra za sistem (3.34), lahko enostavno prido-
bimo pogoje za ustrezen realni sistem cetrte stopnje iz pogojev za kompleksni center in sicer s
substitucijo:

aso = Agp + 1Bgo; a1 = Az +iByg;

: _ (3.69)
a2 = A + 1By apz = Agz + iBo3:
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Obravnavamo enacbho
_ 3 2 2 3y.
X =ixX(1 azpX® axX°X apxXx® apsx’): (3.70)

Izvedemo substitucije (3.69) in X = u + iv v (3.70) ter locimo realni in imaginarni del enacbe
(3.70). Tako dobimo realni sistem oblike (2.41), t. j.

u= v+ gut+ gulv+ nuiv?+ puvd+ gvé
VEUu+ gut+ iUt pufvi+ guvd + o oavh 371
kjer je
40 = B3o + B2y + Bz + Bogs; 40 = (Aszo + Az + A + Ags);
31 = 4Az0 +2A21  2Ags; 31 =4Bgo +2B21  2Bgg3;
22 = 6Bgp +2Byy; 22 =6A3z 2A12;
13 = 4Az0 +2An  2Ags; 13= 4B3 +2B21  2Bog;
04 =Bsp Ba1+Biz Bos; 0= (Ao Ax+Apn Ag):

Realna centralna raznoterost sistema (3.71) (t. j. mnozica parametrov sistema (3.71), za katere
ima sistem (3.71) center v izhodiscu) je, kot smo videli ze v prejsnjem podrazdelku, lahko
izracunana s pomocjo komponent centralne raznoterosti ustreznega kompleksnega sistema (3.34)
in to je lahko izhodisce za obravnavo bifurkacij limitnih ciklov v tej druzini polinomskih sistemov.
Videli smo ze, da se zanimive bifurkacije pojavijo v okolici centralne raznoterosti. Zato, ko
imamo resitev problema centra celega sistema brez restrikcij na parametrih, lahko dobimo realno
centralno raznoterost in obravnavamo limitne cikle, Ki bifurcirajo iz vsake komponente centralne
raznoterosti realnega sistema (3.71), podobno kot smo to naredili v prejsnjem podrazdelku za
kubicni sistem.

3.2.4 Problem centra v druzini trirazseznih sistemov NDE

Obravnavamo druzino trirazseznih sistemov navadnih diferencialnih enacb

u= v+ au?+av?+cuw + dvw;
V = U+ bu? + bv? + euw + Fvw; (3.72)
w W+ Su? + Sv2 + Tuw + Uvw;

za katero z uporabo pristopa, opisanega na strani 89, poiscemo pogoje za nastop centra na
centralni mnogoterosti. lzrek 2.2.21 nam zagotovi, da je izhodisce sistema (3.72) center za
XjWE, Kjer je X ustrezno vektorsko polje, de nirano z (2.29), natanko tedaj, ko X premore
realni analiticni prvi integral oblike (2.30). V nasem primeru iscemo pogoje s pomocjo funkcije

jki UJVkWI

= (yv;w)=u?+vi+
j+k+l 3

z neznanimi koe cienti ”j, ki mora ustrezati enacbi (2.31). Izracune izvedemo v Mathematici.
Ko vstavimo v izraz, ki je na levi strani enacbe (2.31), pogledamo koe ciente pred razlicnimi
monomi. Koe cienti pred monomomi u, v, w in u?, v2, w2, uv, uw ter vw so nicelni. Nadalje
pogledamo koe ciente v kubicnih clenih in jih zaradi pogoja (2.31) enacimo z nic. Tako dobimo
naslednji sistem enachb:
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2a+7210=2C+ 7111 200 = o012 27102= 37003 =2b+27120 37300 =2d+2e+2702
11 27200 = 27012 T102=2a+37030 27210 =2F o1 T1u1=2b 7120=0,0d
koder lahko hitro izracunamo vse koe ciente ”ji, Kjer je j +k +1=3.

Pri naslednjem koraku pogledamo koe ciente v clenih cetrte stopnje in podobno kot zgoraj
dobimo sistem enacb:
dab +2=5(3c+d+e+2f)S+ 7330 =6bc 2ae 2=5b(2c d e 2f)+4=HhaBc+d+e+
2F)+2=5@3c+d+e+2F)T + 7211 7301 = (2=5)e(2c d e 2f)+4=5c(3c+d+e+2f)+
112 27202= 7013 37103= 4700sa= 4aZ+4b> 2=5(2c d e 2F)S+27p0 47400=

4ac+6bd+4be 2=5a(2c d e 2f) 2af+4=b5h(2c d e+3f) 2=5(2c d e 2f)T+
2=5Q@c+d+e+2F)U +27107 7211 37300 = (@=H)c(2c d e 2f) 2=52c d e
Zf)f + 4=5d(3C +d+e+ 2f) +4=5e(2c d e+ 3f) +2%022 27112 272020= 37013 103 =
2=5QB3c+d+e+2f)S+2=5(2c d e+3fF)S+3713p 373;0=2bc 4dad 6ae 2=5b(2c
d e 2f)+4bf +4=5aBc+d+e+2f)+2=5(2c d e+3f)T 2=5(2c d e 2fF)U+
37031 T121 27211 = (2=5)d(2c d e 2f)+4=5f(2c d e+3f) 270 T2 =
432 + 4p? 225(20 d e 2f)S + 47040 27290 = 2bd 2=5a(2c d e Zf) 6af +

4=5h(2c d e+3f)+2=5(2c d e+3f)U g3 7121 = 4ab+2=5(2c d e+3f)S 7130 =0:

Opazimo, da je ena neznanka (koe cient 7jy ) v zgornjem sistemu neodvisna in jo lahko
izberemo poljubno. Brez izgube za splosnost izberemo ” 499 in ji dodelimo vrednost 0. Prav tako
izracun pokaze, da je sistem resljiv ob pogoju, da je S(c + f) = 0. Oznacimo s p; = S(c + T).

Pri naslednjem koraku izracunamo vse ~jx, Kjer je j +k + 1 =5. Nato pri sestem koraku
ponovno dobimo sistem, kjer je en koe cient ”jix neodvisen in podobno kot prej izberemo
”s00 = 0. Podobno kot pri cetrtem koraku je p2 = 0 pogoj za resljivost ustreznega sistema, kjer
je

p, =S(16abc 4a’c 676b’c 28a’d +32abd 12b%d + 12a’e + 32abe + 28b%e  36a’f
16abf  644b%f + 52¢S +32cdS  4d?S +32ceS  8deS  4e?S + 88cfS + 32dFS
+32efS + 20Ff2S  36acT  48bcT + 8adT +4bdT  12aeT  16beT  24afT  52bfT
+9cT? +3dT? +3eT2 + 11fT2 + 52acU  24bcU  16adU + 12bdU + 4aeU  8beU
+48afU 36bfU 6cTU 2dTU 2eTU +6FTU + 11cU? 3dU? 3eU? +9fU?):

Ce nadaljujemo na tak nacin, dobimo pri osmem koraku zopet polinom, ki ga oznacimo s p3 in
ki predstavlja pogoj ps = 0, pod katerim je sistem resljiv; pri desetem koraku dobimo polinom

nismo izpisali, ker so predolgi. 1z pogoja p1 = 0 vidimo, da je bodisi S =0alic= F. Ce je
S =0, imajo tudi vsi ostali polinomi p; vrednost nic. Torej je S = 0 pogoj za nastop centra v
izhodiscu sistema (3.72) na centralni mnogoterosti in lahko zapisemo naslednji izrek.

Izrek 3.2.18 Ce je v sistemu(3.72) S = 0, ima ta sistem center v izhodfcu na lokalni centralni
mnogoterosti.

Dokaz. Ce je S =0, ima sistem (3.72) obliko
Vv + au? + av? + cuw + dvw;

L_J:
v = u+bu? + bv? + euw + Fvw; (3.73)
w= w+Tuw + Uvw:
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Centralna mnogoterost za ta sistem je w = 0 in ustrezni dvorazsezni sistem na tej centralni
mnogoterosti je
u= v+au?+av?

V = U+ bu? + by2 (3.74)

in ima center v izhodiscu za vse a;b 2 R (glej [36, izrek 2]).

[ ]

Nadaljujemo s pogojem c+T = 0 in predpostavko, da je S & 0. Ce koordinato w pomnozimo
z 1=S, lahko prav tako predpostavimo, da je S = 1. Ko vstavimoc= f in S =1 v polinome

raznoterosti VV(p»;:::;p7) in vidimo, da so izracuni pretezki. Zato podamo dodatne omejitve. To
naredimo na dva nacina: prvic predpostavimo, da jea=b =0 indrugic,dajec f=d+e=0.
Izvedemo dva locena izracuna v Singularju in dobimo naslednji rezultat.

Izrek 3.2.19 Sistem (3.72) ima center v izhod&u za XjWC,ce velja eden od naslednjih po-
gojev:

(@ a=b=c+Ff=8+T? U%2=4(e d) T2U?=2(+d+TU=0inS=1;
(b)) a=b=c=f=d+e=0in S =1,

(c)d+e=c=f=T 2a=U 2b=0in S =1,
(c)c=d=e=f=0inS=1

; ; ; : : — T U ; — T+U :
I:_)okaz. Ce vstavimo pogoj (a) v sistem (3.72) in oznacimo = ———= in = % dobimo
sistem

U= v s ouw I 2w

- - 2 2 y

vou+l 2uwet VW; (3.75)

- 2 2

w= w+u+vZ+( + Huw+( WW;

Iskanje algebraicnih invariantnih ploskev nas pripelje do eksplicitne enacbe centralne mnogote-

rosti W€, ki je podana zw = %: Vstavimo izraz za w v sistem (3.75) in dobimo sistem

(u+ V(U +v?),

u= v 2(1 u v)
_ (u+ V)U?+v?),
y=us 20 u  v)

kar prinese, da je v lokalnih koordinatah blizu izhodisca ( u+ v 1) XjW€¢ enak

=v (u+ Vv)v % (u+ v) u?+v? ;

1

. (3.76)
= ur(u+ vurs (u+ V) u?+v2

<

Oblika sistema narekuje simetrijo glede na radialno premico, ki je pravokotna premici u+ v =
0. Z rotacijo

+ + + +
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sistem (3.76) postane

. 2 2
U=v P Zx a2y v= U+ Zx 2ge T

UU?2+Vv?)

in je neobcutljiv na spremembo (U;V;t) ¥ (U; V; t), kar pomeni, da je casovno reverzibilen
in ima zato center v izhodiscu.
Za primer (b) dobimo sistem

u= v-+dvw;
vV=u duw, (3.77)
w= w+u?+Vv2+ (Tu+Uv)w;

ki ima prvi integral  (u;Vv) = u? + v2.
Sistem (3.72) s pogojem iz (c) postane

u= v+au?+av?+dvw;
v=u+bu’>+bv? duw; (3.78)
w=w+u?+v?+2auw + 2bvw:

Ta sistem ima centralno mnogoterost w = u? + v2. Ce vstavimo izraz za w v sistem (3.78),

dobimo sistem
u= v+ (a+dv)u?+v>);

v=u+(b du)(u+v?);
ki ga z rotacijo

u=p-2 U PV, v=pl U+ptv
YN, a2+p2 T aZ+p? a2 + b2

prevedemo v sistem
P
U= V+( a2+bh2+dvV)(U?+V?; VY =U duU?+V?):

Ta sistem je neobcutljiv na transformacijo (U;V;t) ¥ ( U;V; t), zato je casovno reverzibilen
in ima posledicno center v izhodiscu.
V primeru (c) ima sistem (3.72) obliko

v + au? + av?;
bu? + bv?; (3.79)

L_j:
v=u+
w= w+u?+Vv2+Tuw+Uvw

in ima centralno mnogoterost

1 U
w==u3( 2a+2b+T U)+u>v a b+_—+—
2 2 2
2 a+b+% U b

T U 2 2
+ —+ — +Uu-+ve
> a b > > u V%;

+ uv



3.3 Diskretni sistemi 165

na kateri je ta sistem enak sistemu (3.74), ki ima center v izhodiscu. m

V dokazih izrekov 3.2.18 in 3.2.19 smo videli, da nam centralna mnogoterost zagotovi zmanjsanje
razseznosti sistema, o cemer smo govorili v razdelku 2.2.2 (glej str. 86).

V [36] so avtorji obravnavali problem centra na centralni mnogoterosti za sistem (3.72) in
pridobili enake pogoje, kot so v izrekih 3.2.18 in 3.2.19. Dokaza zgoraj sta deloma povzeta po
dokazih v [36]. Pogoje, ki so jih pridobili, so izracunali na nekoliko drugacen nacin, s kom-
pleksi kacijo, podobno, kot smo zgoraj pridobili pogoje za dvorazsezni sistem. Namrec, ce v
sistem (2.26) vpeljemo kompleksno spremenljivko x = u + iv, sta prvi dve enachi sistema (2.26)
enakovredni enachi x = ix + X (x; x; w), kjer je X vsota homogenih polinomov stopenj med 2 in
N. Podobno kot na str. 93 dodamo tej enachi njeno konjugirano enacbo, povsod zamenjamo X
z 'y, ki ga obravnavamo kot neodvisno kompleksno spremenljivko in zamenjamo w z z. Dobimo
kompleksi kacijo sistema (2.26),

) X
X=ix+ apgrxPyiz";
p+q+r
) N

y= iy+ bpgrxPyiz"; (3.80)

p+q+r

N )

Z= zZ+ CpgrxPyiz";

p+q+r

kjer je bpgr = apqgr, za koe ciente cyqr pa zahtevamo, da je vsota P'F}Lq” CpgrXPxIwW" za vsak
x 2 Cinvsak w 2 R realna. Naj Y oznacuje sistemu (3.80) pripadajoce vektorsko polje v
C3. Obstoj prvega integrala (2.30) za sistem v druzini (2.26) je zagotovljen z obstojem prvega
integrala >

(Gy;z) = xy + Vi ykz' (3.81)

jk+e=3

za ustrezen sistem v druzini (3.80). Podobno kot pri dvorazseznih sistemih lahko obravnavamo
obstoj prvega integrala  za sistem v druzini (3.80) z izracunom koe cientov funkcije Y in
nato z iskanjem njihove raznoterosti. Za sistem (3.80) lahko vedno najdemo funkcijo  oblike
(3.81), ki zadosca enacbi

Y (XY;2) = gr10XY + g220(Xy)? + gazo(xy)® +

Koe cienti gkko so fokusne kolicine in njihova raznoterost predstavlja potrebne pogoje za obstoj
prvega integrala oblike (3.81) sistema (3.80) (glej [36] za vec podrobnosti).

3.3 Diskretni sistemi

V tem razdelku obravnavamo centralne raznoterosti in bifurkacije limitnih ciklov sistemov (2.130).
V veliki meri je to poglavje povzeto po originalnih clankih avtorjev [92] in [93]. Podobna pro-
blematika je obravnavana ze v [105] in [111]. V nekaterih primerih je dosezena zgornja vrednost
zmogljivosti sodobnih racunalnikov in algebrskih racunskih sistemov. S podobnim pristopom
(glej razdelek 2.3) je mogoce obravnavati tudi preslikave (2.131). Za razresitev zahtevnejsih
primerov bi bilo treba uporabiti drugacen pristop.
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Obdelani so sistemi oblike (2.130), ki izhajajo iz enacbe (2.139). Obravnavamo centralne
raznoterosti preslikav y = f(X); ki izhajajo iz enacb (2.139), in njim pripadajoce ideale ter
ciklicnost na centru. Obravnavamo tudi posplositev izreka 2.1 iz [20] za ocenjevanje ciklicnosti v
smislu prenosa ideje iz teorije NDE na preslikave (2.130). Posploseni izrek potrdimo na nekaterih
znanih in novih primerih. Kljuc dokaza posplosenega izreka 3.3.4 je (v primerjavi z zveznim
primerom) podobna zveza med Ljapunovimi koe cienti in podobna oblika le-teh. Pri dokazu
lahko zato uporabimo enako linearno algebro, kot v [20], kjer so obravnavani zvezni sistemi.

Glede na to, kateri nelinearni cleni so prisotni v enacbi (X;y) = 0, bomo uporabljali oznake
iz [92] in [93]. Ce y = f(X) izvira iz enacbe (X;y) =0in je

(X;y) = X +y + Ax? + Bxy + Cy?; (3.82)
uporabimo oznako 2. Zay = f(x) in
(X;y) = x +y + Dx* + Ex®y + Fx%y? + Gxy® + Hy*; (3.83)
uporabimo oznako 0:0:4. Zay = f(X) in
(X;y) = X +y + AX? + Bxy + Cy? + Dx® + Ex®y + Fxy? + Gy® (3.84)
uporabimo oznako 2:3. Zay = f(x) in
(X;y) = X +y + Ax? + Bxy + Cy? + Dx* + Ex®y + Fx?y? + Gxy® + Hw* (3.85)

uporabimo oznako 2:0:4.
Ciklicnost preslikav (2.130) tipa 2, 0:0:4 in 2:3 s fokusom v izhodiscu je bila obravnavana
ze v [105, 111]. Samo v primeru 2, Ki je najenostavnejsi in je bil tudi kronolosko prvi obrav-

navan v [127], je pripadajoci ideal hgy; ga;:::; gok;:::1 korenski. Posledicno je to edini primer,
za katerega lahko uporabimo izrek 3.3.4 v celoti oziroma trditev 3.3.5 in/ali trditev 3.2.7. V
vseh drugih primerih ima pripadajoci ideal hgy;ga;:::;0;:::i v primarni dekompoziciji nekaj

korenskih in nekaj nekorenskih komponent. V teh primerih lahko za oceno ciklicnosti uporabimo
samo prvi del izreka 3.3.4 0z. ocenimo ciklicnost s pomocjo trditve 3.2.7. Kljub zmogljivosti
sodobnih racunalnikov in programa Singular izracuni primarne dekompozicije ideala centralne
raznoterosti v primeru 2:3 v literaturi se niso obdelani.

Ce je pripadajoci ideal korenski, so rezultati, ki sledijo iz izreka 3.3.4 natancni, drugace pa
lahko uporabimo samo prvi del izreka, ki nam da oceno ciklicnosti, ki je veljavna lokalno (v
smislu razvoja v Taylorjevo vrsto). Torej, prvi del izreka 3.3.4 velja lokalno tudi na nekorenskih
komponentah, kar je njegova glavna prednost. Rezultati iz primarne dekompozicije v primerih
0:0:4 in 2:0:4 so za analizo ciklicnosti uporabljeni na enak nacin kot npr. v [45] in [75].

V smislu zgornjih oznak so v [92] na podoben nacin obravnavani se primeri 0:0:0:0:6,
0:0:0:0:0:0:8 in 0:0:0:0:0:0:0:0:10. Sode homogene primere visjih stopenj iz ocitnih razlo-
gov raje imenujemo kar glede na stopnjo homogenosti n = 6; 8; 10 itd. Nazadnje so obravnavani
tudi splosni primeri n = 2, * 2 N. Na osnovi rezultatov za n = 2;4,;6;8 in 10 sta za pogoje
centralne mnogoterosti in ciklicnosti iz centra induktivno postavljeni domnevi.

Za ugotavljanje ciklicnosti v okolici fokusa je odgovor, kot vidimo v naslednji trditvi, dokaj
preprost.

Trditev 3.3.1 Ce ima preslikavaf v izhodgu fokus reda k, je ciklcnostv x =0 vsajk 1.
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Prav tako z ugotavljanjem ciklicnosti in s pogoji centralne mnogoterosti v lihih homogenoh
primerih 0:3, 0:0:0:5, 0:0:0:0:0:7, ... torejzan =2°+1, * 2 N, kot vidimo v naslednjem
izreku, ni tezav.

Izrek 3.3.2 Polinom dolaen z (3.95) za lihe n porodi preslikavo (2.130) s centrom v izhodgu
natanko tedaj, ko je _
(D =0
I+j=n

Ciklcnost iz centra je zavsen =2 +1, “ 2 N, enaka nt.

Izrek 3.3.2, ki je dokazan v ([105, izrek 2.4]), skupaj s pogoji centra in ciklicnosti za primere
n = 2 in n = 4 nakazujejo, da za visje homogene sode primere koe ciente A; B, C, D, E, F, G,
H iz enacb (3.82), (3.83) oznacimo z indeksi, kot je nakazano v (2.139). V primerih n = 6; 8; 10
bomo namesto j; uporabili Ajj za elemente iz prostora parametrov A. Nas koncni cilj v tem
razdelku bo torej obravnava ciklicnosti iz centra v sodih primerih.

3.3.1 Posplositev izreka o ciklicnosti komponent centralne raznoterosti in
splosni rezultati o ciklicnosti

Izrek 2.1 v [20] poda zgornjo mejo limitnih ciklov pri bifurkacijah iz komponent centralne ra-
znoterosti sistema NDE (2.41). Avtor obravnava povratno preslikavo h(c) = ¢ + i ict; ki
i=1

pripada sistemu (2.41). Koe cienti ; so polinomi v prostoru parametrov in izhajajo iz sistema
NDE; torej iz koe cientov polinomov D (u;v) ter ¢] (u;v). Vemo, da limitni cikli sistema (2.41)
pripadajo izoliranim niclam preslikave h(c) c; ki smo jo imenovali funkcija razlike. Obravnava
funkcije razlike torej odgovori na vprasanje ciklicnosti: treba je obravnavati koe ciente a; in nji-
hove skupne nicle ali natancneje ideal, ki ga vsi koe cienti ; generirajo ter njemu pripadajoco
raznoterost. Avtor v [20] de nira Ljapunove kolcine L (i), ki so odvisne od koe cientov ;. Z
namenom ocenjevanja ciklicnosti iz (posameznih ireducibilnih komponent) centralne raznotero-
sti, predlaga izbiro (genericne) tocke na vsaki komponenti in linearizacijo Ljapunovih kolicin
okrog te genericne tocke. Seveda je ravno izbira te genericne tocke lahko “problematicna™, se
posebej, ce obravnavani ideal ni korenski [27, str. 173, posledica 3].

Sedaj zelimo koncept Ljapunovih kolicin in izrek 2.1 iz [20] posplositi na preslikave (2.130),
ki izvirajo iz enacbe (2.139). Glede na [111, dokaz trditve 3] lahko funkcijo razlike (2.142),
P (x) = f2(x) X, za preslikave (2.130) izrazimo s fokusnimi kolicinami, gk, ki so de nirane
v razdelku 2.3.3. To pomeni, da za obravnavo problema centra in fokusa preslikav (2.130)
obstajata dva pristopa. Funkcijo razlike lahko obravnavamo direktno iz Ljapunovih kolicin
P(X) = f2(x) x = cox®+c3x* + o in obravnavamo ideal hcy;cs;:::i, ali pa obravnavamo
Ljapunovo funkcijo  (x) = x? 1+ i:1 bix¥ : za katero je dokazano [111] (glej tudi dokaz
trditve 2.3.18), da preko zveze (2.140) razlikuje med centri in fokusi preslikave (2.130). Ideal,
generiran s koe cienti cx iz funkcije razlike (2.142), in ideal, generiran s fokusnimi kolicinami
g2k Sovpadata in pogoji g2 = g4 = = gok 2 = 0 ter gox & 0 so ekvivalentni pogojem
Cr =C3 = = ok 1 = 0 ter ¢y & 0. Zato je obravnava preslikav (2.130) preko Ljapunovih
kolicin in preko fokusnih kolicin enaka kot pri ravninskih sistemih NDE (2.41); glej tudi [114,
posledica 6.2.7]. V [111, dokaz trditve 1] je dokazano tudi, da je

V (heo;cs i) =V (hgo; 9450 000) 8 (3.86)
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Poleg tega je dokazano tudi, da lahko funkcijo razlike P (x) vedno zapisemo v obliki
PO) =g X 1+ 1( )+ +gx*@+ s(;x): (3.87)

Iz clanka [78, trditev 2.1 in izrek 2.2] lahko sklepamo, da sta enacbi (3.86) ter (3.87) nespre-
menjeni, tudi ce delamo na lokalnih kolobarjih v prostoru parametrov (ki izhajajo iz potencnih
vrst pri razvoju okoli koordiantnega izhodisca).

Skratka, v jeziku preslikav (2.130) Christopherjev izrek (izrek 3.2.1) temelji na analizi ideala
hcy; c3; 00, Kiizhaja direktno iz (2.142), medtem ko posplositev izreka [20, izrek 2.1] na preslikave
(2.130) v [93] temelji na zvezi (2.22) ter na Bautinovi metodi.

Ce zelimo posplositi Christopherjev izrek na sisteme (2.130), je treba videti, da koe ci-
enti cn iz Poicarejeve povratne preslikave za (2.130) zadoscajo enakim pogojem kot koe cienti
Poicarejeve povratne preslikave sistemov NDE (2.41). Najprej dokazimo, da koe cienti ¢y iz
Poicarejeve povratne preslikave R (x) = 2 (X) = X + X3 + c3x* + zadoscajo enacbi (2.145);
tako kot kolobar monomov M de niran v (2.144). V ta namen poglejmo izraz za 2 (x) in zvezo

med koe cienti c, in ap. Ce je f(X) = anX"*1 in je ag = 1, sledi
n=0
2
f2(x) = aoX apx? a;  apX aix?

=apx+ a; ajay x>+ aa; 2apar+ap X°+
+ a3 ajas a; a:+2apay +3afaja, x*+

3

=x+ 2a, 2a? x>+ ajay a3 x*+ afa, 6aza;+3a5+2a; xX°+

Torej prvih nekaj koe cientov ¢y, je taksnih:

co=( 1)° 1 aaj=1
ca=( 1)° 1 apat+( 1) 1 a1a3
=a; a =0
c2=( 1)° 1ay a’+( 1! 2a; afal+( 1)? 1a; a3
=2a, 2a’
ca=( 1)° 1lay ai+( 1! 2a; ajal+( 1)' la; al+
+( 1)® 3a; adal+( 1)° laz aj=
=aay a
¢ =1 apay 2ajapaz 2ajajap + 3ayapas + 3apaja; 4agasa; +1 azaq
=aZa, 6asza; + 3a3+ 2ay:

Iz formule
1
XK X N "X >< ) @ o
An AmX = kaiiks AsAm, ArﬁSXk m)s;
n=1 m=1 s=1 s s ki2z*t

mi< <ms;mi2N
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kierje (k m)s =kimi+  +ksmsin s=ki+ +ks, ki2Z*, 5= | ° =Wfks!;

lahko izracunamo koe ciente ¢s 1 pri s ti potenci spremenljivke x
<

— k ks -
Cs 1= kl;:::;kSA s An%l Anﬁs-
1 mi< <m-; k2z*
kimi+ +k.m-=* 1< s

Za vsak n 2 N je torej koe cient ¢, 1 pri x" v F2(x) (po zgornji formuli za A, = an 1) enak
>

Ch 1= (D" ! ea, 1 akl  ak (3.88)

0 m< <mp
kimi+ +kypmp=n n

kjer gre zgornja vsota po vseh koe cientih ki, m;j, za katere je 1 ky + + kn n in
0 kimi+ +kmp, n 1ter0 m; < < mp. Enakost kkm; +  +kymp = 0 je lahko
izponjena samo za trivialni nabor koe cientov k; = n in m; = 0. Kako v vsoti (3.88) tecejo
koe cienti ki, m; in posledicno ,:...k,; vidimo na naslednjih primerih.

Zaag =1 nn=1iz formule (3.88) sledi cg = ( 1)0 1 apaj = 1: Pripadajoca tabela
koe cientov ki, mj je

(L[ Jo [ [t 7

Zan=2jec; =( 1)0 1 apal + ( 1)1 1 aja§ =a; a; = 0: Pripadajoca tabela koe cientov
Ki, mj je

1 1 1
2 0 1
Zan=3jec; = ( 1)° 1ag al+( 1) 2a; alal+( 1)% la; a = apal 2apa+ayap = 2a, 2aj.
Pripadajoca tabela koe cientov ki, mj je

(ki [ ko [ ks [ my|ma | mg | i
1 2 1
1 |1 0 1 2
3 0 1

Zan=4jecs=( 1)° lag aj+( 1) 2a; ajai+( 1)' lay af+( 1)* 3a; ajaj+( 1)° las af =
az +3aa; 2aza; +as af = ajay af. Pripadajoca tabela koe cientov ki, m; je

.....

1 3 1
11 0 2 2
2 1 1
2 |1 0 1 3
4 0 1

Ocitno koe cient ayx (pomnozen z 2) prvic nastopi pri koe cientu cyk, zato lahko sode koe ciente
izrazimo z ax inajzal j 2k 1L
A<l
Cox = 2apK + Wok jiok  aj; k=1;2;3;::: (3.89)
j=1
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Ker je vsak cyx polinom, so ocitno tudi wyk j.ok polinomi, ki vsebujejo samo monome oblike
at  ak ;s kjer je kemp + +kamp =2k
Prav tako direktno iz (3.88) sledi
2k 1
2

Cok+1 = a1k +  +hok 10k+1 Co; k=1;2,3;:::; (3.90)

Kjer so hpj+1;0k+1 polinomi, ki vsebujejo samo monome aml a'r‘,qn , kjer je kymy+  +kymp =
2j + 1.

Opomba 3.3.3 Prvih nekaj koe cientov ¢, ima glede na formuli (3.89) in (3.90) naslednjo
strukturo:

Co =2a, 2a; aj;

C_laC'
3 212’

C4 =2a4 +ajap a; +3a; a, 6a; as;

3 1 1
052531 Cq + §a3 ZalaZ C2;

Ce =286 + W56 a1 +Wae a2 +Wze a3+ Wpe a4+ Wy as,

5
C7 = 50 +h37 cs+hs7 C

kjer so

Ws.6 = 3a1a5;
W6 = 383;
W36 = 4 az + a? =+ 28.18.2 ;

Wye =8 ap+a?l ;

Wye = 8ay;
3 1
hs;7 = 5aj + 2apa; + 583,
1
hs7= 7 10ada, 42aza? + 21ajaj + 3aza, + 6as

To je @itno struktura enakega tipa, kot v izreku 3.2.1.
Naj bo zdaj f : R ¥ R analiticna funkcija, ki je implicitno de nirana z enacbo
G(x;")=0; (x;")2RZ

Ce je G(0;0) = 0 in lahko G zapisemo kot G = G, + v: c¢: (torej, ce so x";x" 1" ;xr L »r
monomi najnizje stopnje, ki nastopajo v G), je (0;0) tocka z multiplikativnostjo r (0z. r kratna
tocka) enacbe G (x;") = 0.
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Na primer zaG(x;") = (2x+3")(x 5)+x3+"+x%in (") =@x+3")(x 5+
x3 + "4 je koordinatno izhodisce 2 kratna tocka, kar pomeni, da za vsak (dovolj majhen) "o
obstajata glede na spremenljivko x dve resitvi enacbe G (X;"g) = 0 0z. (X;"p) = 0 (ti dve
resitvi sta priblizno enaki X1 3;" in X 5"0). Priblizka x;1 ter X» resitev izhajata iz
linearnih faktorjev (2x +3") (X 5") oz. iz kvadratne enacbe (2x +3")(x 5"™) = 0. Podobno
je za vsako r kratno funkcijo blizu x = 0 stevilo resitev G (x; ") = 0 enako r, razen, ce je kateri
od linearnih clenov enak x ali ", kar geometrijsko pomeni, da je tangenta na krivuljo vzporedna
z" ali x osjo. Za stevilo nicel pa obstoj clena x v produktu linearnih faktorjev pomeni, da
za tako r kratno funkcijo obstaja ena nenicelna nicla manj. Po drugi strani pa clen " implicira
obstoj neizolirane nicle v okolici izhodisca x = 0 (0z. neskoncno rels_j;cev). Oba posebna primera
sta prikazana na slikah 3.1 in 3.2. Pri funkciji G (x;") = P()’f") = K tixd@2k D 4y g Ker
je P (x;") + x Poincarejeva povratna preslikava, se zelimo izogniti obema, pravkar omenjenima
primeroma. P

Splosno lahko funkcijo oblike G (x;™) = = ¥, tix"2( D zapisemo v produktni obliki kot
Gk(x;") = ,(x vi")? kar da za P(;‘;") = 0 aproksimacijo X.,(c Vvi")>+v:c = 0.
Posledicno je (razen v obeh posebnih primerih) za dovolj majhne ** > 0 stevilo pozitivnih nicel

enacbe G (x;™) = 0 blizu (0; 0) enako 2k.

-1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Slika 3.1: 4-kratna tocka: tangentni primer. Slika 3.2: 4-kratna tocka.

Sedaj lahko dokazemo analog izreka 3.2.1, ki velja za preslikave (2.130). Iz enacb (3.89) in
(3.90) je ocitno, da (polinomski) koe cienti funkcije razlike za (2.130) tvorijo ideal, ki je generiran
izkljucno s koe cienti ¢y, ki jih imenujemo Ljapunove kolitijpe L (k). To po Hilbertovem izreku
o bazi pomeni, da se P (x) da zapisati v obliki P (x) = X1 (1 + (X 1,35 n))
kjer je 0;0 =0.

Izrek 3.3.4 Naj bo 2 A taka na centralni raznoterosti enacbe (2.139) in naj ima prvih k
funkcij cox 0z. glede na(3.86) gok neodvisne linearneclene. Potem taka lezi na komponenti
centralne raznoterosti s sorazseznostjo vsak in obstajajo bifurkacije, ki lokalno blizu vrednosti
povzraijo k 1 limitnih ciklov.
Ce poleg tega vemo, da tacka lezi na komponenti sorazseznostik, je  gladka tacka razno-
terosti in ciklcnost centra za vrednost parametra  je natanko k  1: V tem primeru je k 1
tudi ciklcnost genercne tacke na obravnavani komponenti.
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Dokaz. Brez izgube za splosnost lahko obravnavano vrednost parametra premaknemo v koor-
dinatno izhodisce. To poenostavi racune in polinomski ideal I, generiran s prvimi k Ljapunovimi
kolicinami, lahko obravnavamo v kolobarju potencnih vrst R[A], prostora parametrov A, Kjer
so potencne vrste obravnavane glede na izhodisce. Ker izrek govori o lokalnih lastnostih okoli
izhodisca v prostoru A, lahko izberemo koordinatni sistem tako, da prvih k Ljapunovih kolicin
Cok izrazimo samo s parametri o; 1;:::; k 1. Ker so parametri ; neodvisni, lahko izberemo

k1=1in j=t"2kK i Dzaj<k 1, kjerso";tj 2 R. Potem je funkcija razlike (2.142)
analiticna funkcija spremenljivk x;" in velja

1

> :
PO)=x @2 T D+EGm)
i=0

kjer F vsebuje samo clene visjega reda od 2k 1 v spremenljivkah x in . Koe ciente t; zaradi

P . .
neodvisnosti parametrov lahko izberemo tako, da bodo linearni cleni v vsoti =~ tjx2i"2(k i 1)
i=0
s=0;1;:::;k 1; imeli paroma razlicne resitve.
Zato je @ analiticna funkcija spremenljivk x; ", ki je v okolici izhodisca 2k kratna in vsak

od k (kvadriranih linearnih) faktorjev ima priblizno resitev x = v;" + v. c. in glede na enacbo
@ = 0. Za majhne vrednosti " to pomeni natanko k majhnih pozitivnih nicel enacbe @ =0.

enacb, ki dolocajo centralno raznoterost (oz. de nirajo pripadajoci ideal). Po Hilbertovem
izreku o bazi ideala so od nekega k ja naprej vse Ljapunove kolicine L (i) za i > Kk znotraj
ideala I =hL (2);L (4);:::;L(2k)i R[A] in potem lahko uporabimo Bautinova rezultata (glej
trditvi 3.1.2 in 3.1.4 oz. [114]).

Nazadnje povejmo, da vrednosti parametrov, za katere centralna raznoterost ni gladka, ali
kjer prvih k Ljapunovih kolicin ni linearno neodvisnih, ocitno tvorijo zaprto podmnozico na
centralni mnogoterosti. m

Izrek 3.3.4 nam torej poda oceno za ciklicnost preslikav (2.130) na vsaki komponenti centralne
raznoterosti. Pri analizi ciklicnosti peslikav (2.130), ki izhajajo iz (2.139), pa si lahko poleg
izreka 3.3.4 pomagamo tudi s spodnjo trditvijo, ki temelji na konstrukciji minimalne baze ideala,
generiranega s fokusnimi kolicinami sistema (2.130), in ki poda zgornjo mejo za ciklicnost centra
v izhodiscu preslikave. S pojmom minimalne baze smo se seznanili v razdelku 2.2 (glej str. 121),
kjer smo obravnavali zvezne sisteme. V spodnji trditvi povezemo pojem minimalnosti ideala
fokusnih kolicin in ciklicnost centra. Naj bo G = hg2;04;06;:::1  C[ 1;:::; m]ideal, generiran
s fokusnimi kolicinami gok, ki so de nirane v enacbi (2.140). Z Bg oznacimo minimalno bazo
ideala G.

korenska ideala. Potem je ciklcnost centra v izhodiu preslikave (2.130) kveejemus 1.
Dokaz trditve 3.3.5 lahko najdete v [111, p.8]. Za dolocevanje ciklicnosti preslikave (2.130)
problem centra pripadajoce preslikave (2.130). Nato preverimo, ce je Gy, korenski. Oba pogoja

implicirata, da je G = Gy,: Ce to drzi, je ciklicnost preslikave (2.130) v izhodiscu kvecjemu
enaka Bautinovi globini ideala Gy, manj ena. Vidimo, da je pristop zelo podoben kot pri
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zveznih sistemih, Kjer smo podobna pogoja zapisali v izreku 3.2.6. Vedno obstaja stevilo ks,
ki izpolni pogoj V (G) = V (Gy,); toda drugi pogoj, da je Gk, korenski, ni vedno izpolnjen. V
takem primeru je primarna dekompozija, ki jo izracunamo v Singularju , sestavljena iz parov
idealov, kjer v vsaj enem paru primarni ideal in njegov pridruzeni ideal nista enaka. Tako kot ze
pri zveznih sistemih si v tem primeru lahko pomagamo s trditvijo 3.2.7, da dobimo vrednost za
ciklicnost tistih preslikav, katerih parametri lezijo na raznoterosti korenskega dela ideala Gy .

3.3.2 Potrebni in zadostni pogoji za nastop centra

Zaradi samozadostnosti monogra je bomo obravnavali primere 2, 0:0:4, 2:3, 2:0:4, 0:0:0:0:6,
0:0:0:0:0:0:8 in 0:0:0:0:0:0:0:0:10 ter splosni sistem, kjer v enacbi (Xx;y) = 0 dodamo ho-
mogene monome sode stopnje n. Pogoj za nastop centra x = f(y) oz. f(f(x)) = f(y) = x je
ekvivalenten zrcalni simetriji glede na premico y = X; kar lahko opisemo tudi v obliki x A vy,
y @ X. Ce se, na primer, vsota (2.139) konca s cleni stopnje 4 (kot v primerih 2, 0:0:4,
2:3, 2:0:4), moramo obravnavati primere, kjer (X;y) vsebuje bodisi linearne, kvadratne ali pa
kubicne faktorje s simetrijo x ® y, y ® x (ali pa celo (X;y) premore to simetrijo v celoti).

Primer 2: Primer (3.82) je prvi obravnaval in razresil Zoladek v [127]. Centralna raznoterost
(3.82) vsebuje natanko dve ireducibilni komponenti

()A B+C=0;
(i)A C=0

Oznacimo

Z4(A;B;C) = 13A%? 32AB +15B?+26AC 16BC 3C?;

Zs (A;B;C) = 150A* 743A%B + 1235A%B? 809ABS + 175B* + 684A°3C
1985A2BC + 1618AB2C  349B3C + 616A%C?
605ABC? 25B2C2 156ACS3+317BC® 110C*:

Izracun fokusnih kolicin iz (2.140) nam da

2= 2(A C)(A B+C);

_ 02 Z4(A;B;C).
g4 - 4 ’
_ 02 Zs(A;B;C).
g6 - 8 ’
kar pomeni, da sta zgornja pogoja potrebna in zadostna, saj velja | = hgz; g4; gs; :::1 = hgal.

Primer 0:0:4: Obravnavamo problem centra in fokusa za sisteme (2.130), ki izhajajo iz enacbe
(x;y) = 0 za polinome oblike

(x;y) = x+y+ Hx* + X3y + Ix%y? + Kxy® + Ly*: (3.91)
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Izrek 3.3.6 Polinom (3.91) dolaca center v izhodfcu natanko tedaj, ko je izpolnjen eden od
spodnjih pogojev:

(S) si=s,=0,kjerjes;=H Lins;=1 K;

(M t1=0,Kerjety=H 1+J K+L.

Dokaz. Izracunamo prvih 12 fokusnih kolicin gz, g4, :::, U24. lzkaze se, da je samo vsaka tretja
fokusna kolicina nenicelna. Torej: g2 = g4 = gs = g10 = 014 = J16 = G20 = g22 = 0 (t.]. gek & 0).
Potem reduciramo vsak nenicelni polinom ggx tako, da ga delimo z mnozico polinomov, ki jo

Z gek (pravimo, da smo polinom gek reducirali po modulu Grobnerjeve baze ideala Gg 1))
V Singulaju za ta namen uporabimo ukaz (rutino) reduce (glej razdelek 1.6). Po redukciji
dobimo

6= 22H 1+K 2L)(H 1+J K+L); (3.92)
812 = %a K)(I 2 +3K 4L)*’(H 1+J K+L); (3.93)
8is 0; 64 O

Z ukazom minAssGTZ v Singularju izracunamo dekompozicijo raznoterosti V (hgs; @12i) in
dobimo pogoja (S) in (T), kar dokazuje, da sta ta pogoja potrebna pogoja, da ima (3.91) center
v izhodiscu. V nadaljevanju bomo dokazali se njuno zadostnost, pri cemer bomo za polinome
(3.91) uporabili uvodoma opisan simetrijski pristop.

Pogoj (S) ocitno implicira simetrijo polinoma (X;y) = x+y+Hx*+ Ix3y +Ix?y?2 + I xy3 +
Hy#*; zato enacba (x;y) = 0 predstavlja centre (za vse vrednosti ustreznih parametrov H; I;
J).

Nadalje preverimo simetrije polinoma (X;y). Simetrijo dobimo iz enacbe

2 2 3 2 2 3\ — . .
(X +y)(A + apx + agry + axpx” + ayrXy + agy” + azX” + ax Xy + appxy” +agy’) = (X;y):

Ko enacimo koe ciente istoleznih monomov na levi in desni strani zgornje enacbe in eliminiramo
spremenljivke aig; ao1; @20; ai11; ao2; a30; az1; a12; agz; dobimo natanko pogoj (T). Ce velja pogoj
(T), ima enacba (x;y) = 0 resitev x = 'y, kar porodi center v izhodiscu.

[

Primer 2:3: Primer (3.84) je bil obravnavan v [111]. Centralna raznoterost polinoma (3.84)
je sestavljena iz treh ireducibilnih komponent.

8

<A C=0

A B+C=0; ’

) S (H)_ D G=¢
D E+F G=0 E F=o
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C’G+4DG 4EG 2FG+5G?

0= 2CDE +BDF +CDF +CEF AF? 3BDG+3CDG+
+4AEG 2BEG CEG+BFG 2CFG 3AG?+3BG?;
0=2AD BD CD+CE AF+AG+BG 2CG;

0= BCD+C?D+C?E ACF +2DF +2ABG ACG
BCG 2DG 4EG + 2FG + 2G?;

0= 2B?D+5BCD C?D 4ACE +2BCE CZ?E +8DE+
+2ABF ACF 2BCF +2C%F 6DF 4EF +2F2+
+3ACG 3BCG+2C?G 10DG+8EG+2FG 8G?;

"0=A> AB+BC C? D+E F+G:

8
0=D®* DF+EG G%
%0 C’D+C%E BCF+C?%F +F2+B2G BCG
(M)

Da bi nasli minimalno bazo ideala, generiranega s fokusnimi kolicinami, izracunamo prvih
5 fokusnih kolicin g2, g4, 0, 0s, g10. Potem vsak polinom gyx reduciramo po Grobnerjevi bazi

= 2(A> AB+BC C? D+E F+0G);

e2«= 2(ABD B?°D ACD+2BCD C?D 2D? ACE+BCE CZ’E
+2DE+ACF BCF+C?F DF EF+F? ABG+B2G+ACG
2BCG +C°G+DG+EG 2FG+ G?);

gs =BCD? 3C?D?+2D°® BCDE +4C?DE 2D’E C2E2+ ACDF
BCDF C2DF 2D?F ACEF +2BCEF C2EF + 4DEF + ACF?
2BCF2+2C?F? 2DF2 2EF2+2F%® ACDG+2BCDG C?DG
+4D?G + 2ABEG 2B?EG 3ACEG+3BCEG C?EG 8DEG
+2E?G 2ABFG +2B?FG +2ACFG BCFG 2C?FG +6DFG+2EFG
6F2G + ACG? 3BCG2+4C?G? 2DG? 2EG?+8FG? 4G°

ingg 0,80 O

Primer 2:0:4: V tem primeru iscemo centre polinoma (3.85).

Izrek 3.3.7 Polinom (3.85) dolaa center v izhodgu natanko tedaj, ko je izpolnjen eden od
spodnjih pogojev:

M) m=my=m3z=0,kieremy=A C,my=D H, m3=E G;
(N) np=n,=0,kieren=D E+F G+H,nn=A B+C.

Dokaz. Izracunamo prvih sedem fokusnih kolicin g2, g4, :::, g14. Potem vsak polinom gk
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g2= 2(A C)A B+CQC);
g4 = %(13A4 +15B3C  31B2C2%+ A3( 45B +26C) + A?(47B2 29BC 16C?)
+B(13C3+8D 4E +4G 8H) A(15B°+16B°C 61BC?+26C3+ 12D
8E +4F 4H)+C(3C® 4D +4F 8G + 12H));
gs= 2( 4C°(2D 2E+F)+B3D E+G H)+(@2D E+G 2H)
(D E+F G+H)+4AC%(F 2G+2H)+4BC(C(3D 3E+F+G H)

A(F 2G+2H))+B2( C(6D BE+F +4G 4H)+A(F 2G+ 2H))):
gg= (B 2C)(3B(E G)+2C(4D 5E+5G 4H))(D E+F G+H);

g0 = %(B 2C)( 3E®+20F?G 65FG?+45G® 28F?H +192FGH  189G’H

148F H? + 264GH? 120H3® +4D?(7F  18G + 30H) + E2(23F  45G + 75H)
+E( 20F?2+42FG+3G? 64FH 30GH +48H?)+ D(3E?+28F? B80FG
+27G?*+120FH 48GH 6E(8F 19G + 32H)));

812 = %(E G)E 2F+3G 4H)> (D E+F G+H);
814 O:

Nato izracunamo dekompozicijo raznoterosti V (hg; 4; €s; 8s; 8101) in dobimo pogoja (M) in
(N), ki sta potrebna pogoja za nastop centra v izhodiscu. Pokazimo, da sta tudi zadostna.

Pogoj (M) ocitno implicira zrcalno simetrijo  (X;y) = X +y + Ax? + Bxy + Ay? + Dx* +
Ex3y + Fx?y? + Exy® + Dw*; zato enacba (X;y) = 0 predstavlja centre.

Sedaj poglejmo faktorizacijo

(X;y) = (X+Y)(L+agox+ag1y +agXx® +a11 Xy +ag2y? +agox> +ax X2y +apxy? +agsy): (3.94)

Po enacenju istoleznih koe cientov na levi in desni strani enacbe (3.94) dobimo naslednji sistem
enacb

a2 =0; apy a1 =0; a;x axp=0;
ap =0; ajo+A=0; apg ayp+B=0;
2 +C =0, agp+D=0; ayn axp+E=0
a;z axn+F=0; as an+G=0; ag+H=0

z neznankami aig; ap1; azo; ai1; ao2; aso; a1; aiz; aps; A; B; C; D; E; F; G; H. Eliminacija
spremenljivk ajo; ao1; ao; ai1; aoz; aso; azi1; arz; apz da pogoj (N). Kot vidimo, pogoj (N)
implicira resitev x +y = 0 z zahtevano zrcalno simetrijo v izhodiscu, kar zakljuci dokaz. m

Primer 0:0:0:0:6: V nadaljevanju obravhavamo homogene enacbe

X S
X+y+ n j;an JyJ =0 (395)
j=0
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za razlicne sode vrednosti parametra n. Sedaj, na primer s (X;y) oznacimo polinom neline-
arnih clenov v (3.95) za n = 6. Torej
606 Y) = As0X® + As1XY + Agax?y? + Agax®y® + Agax®y? + Apsxy® + Agey®
in (3.95) se poenostavi na obliko
X+y+ 5(xy)=0: (3.96)

preslikavo (2.130) lahko formuliramo naslednji izrek.

Izrek 3.3.8 Polinom ¢ iz enabe (3.96) dolaa center v izhodgu natanko tedaj, ko je izpolnjen
eden od spodnjih pogojev:

(Se) Aso Aos=As1 Ais=Agz Ay =0;
(Te) Aso Asai+Asz Azz+Azs Ags+Ags =0.

Dokaz. Izracunamo prvih sedem nenicelnih fokusnih kolicin. Izkaze se, da je komaj vsaka peta
fokusna kolicina nenicelna; torej giox & 0. Potem reduciramo vsak nenicelni polinom giox po

deljenju (temu ostanku pravimo tudi reducirana fokusna kolicina). Po redukciji dobimo

010 = 2(Aoe A5 +Axs Asz+Asr Asi+Aeso)( 3Acet+2A15  Axa
+As2  2As1 + 3As0);

820 =(Aoe A5 +A2zs Az + Az Asi+ Aso)(BALs  4Axa +4As2  5As;)
( 6A0e+5A1s  4Aza+3Ag3  2A42 + Asi)’;

30 = (Aos Aus+Azs Asz+Asx Asi+Aso)(Aza  Asgp)
(10Ags 10A1s+8Azs 5Ags + 2A42)3(4330A0s  5030A1.5 + 4304A0

2795A3.3 + 1146A4:2)( 6A06 +5A15 4A24+3A33 2A40 + A5;1)2;
820 O;
gso O:

Izracunamo dekompozicijo raznoterosti V (hg1o; 820; g301) in dobimo pogoje (Sg) in (Tg) izreka
3.3.8. Zato so pogoji (Sg) in (Ts) potrebni za nastop centra pri sistemih, ki izhajajo iz polinoma
6-
Pogoj centra f2(x) = x je ekvivalenten zrcalni simetriji glede na premicoy = x (oz. y ¥ X,
x ¥ y). Zato je za dokaz zadostnosti treba dokazati, da enacba (3.96) (in s tem ) premore to
simetrijo (v vsaj enem faktorju).
Pogoj (Sg) ocitno porodi trivialno (glede na celotni izraz) zrcalno simetrijo polinoma x+y +
6(X;y), posledicno enacba (3.96) porodi center.
Sedaj obravnhavamo enacbo

X o
X+y+ s(xy)=x+y)(1+ cijx'yl):
i+j=1
Po enacenju istoleznih koe cientov na levi in na desni strani enacbe in po eliminaciji spremenljivk
cij dobimo pogoj (Te); kar dokazuje, da (Te) vsebuje clen x+y = 0, ki porodi center v izhodiscu.
u
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Primer 0:0:0:0:0:0:8: Obravnavamo primer (3.95) za n = 8. V ta namen de niramo

X g i
s(Gy) = Ag jjix 1y
j=0
in enacba (3.95) dobi obliko
X+y+ g(xiy)=0: (3.97)
Podobno, kot v prejsnjem primeru naj bo A = (As.0;:::;Ao:) in naj A oznacuje prostor para-

metrov, ki pripada enacbi (3.97).

Izrek 3.3.9 Polinom g v (3.97) dolaa center v izhod&u natako tedaj, ko je izpolnjen eden
od pogojev:

(Ss) Aso Aos=A71 Arr=Aes2 Aze=A~As3 Azs5=0;

(Ts) Aso A7za+As2 Assz+Ags Ags+Azs A7+ Ags=0.

Dokaz. Dokaz je podoben dokazu izreka 3.3.8. Izracunamo prvih nekaj fokusnih kolicin. Izkaze
se, da je vsaka sedma fokusna kolicina nenicelna; t. j. g14k & 0. Potem reduciramo nenicelne po-

ostanek. Po redukciji dobimo

014 = 2(Aos A17+Azs Aszs+Ags Asz+Asz A7+ Ago)
( 4A0s +3A17 2Az6 +Aszs Asz+2As2 3A71 +4Ag0);

828 =(Aos A7 +Aze Ass+Azs Asz+Agz Az + Asgo)
( 7A1.7 +8A26 5A3z5+5A53 8Ag2 +T7A71)
( 8AO;B + 7A1;7 6A2;6 + 5A3;5 4A4;4 + 3AS;E} 2A6;2 + A?;l)z;

g2 =(Aos A7 +Aze Ass+Ass Asz+Agz Az + Ago)
( Az;e + A3;5 A5;3 + Ae;z)(ZSAo;g 28A1;7 + 25A2;6 20A3;5+
+14Ass  8Ass +3Ae2)2( 8Ans +TAr7 6Ans+5Azs  AAga+
+3As3  2Ag2 + A7)’

g6 =(Aos A7 +Aze Ass+Azs Asz+Agz Az + Asgo)
( 8Agg+T7A17 6Az6+5A35 4Ass+3Ass 2Aso + Ary)?
( 28Ags + 28A17  28Agg +23Azs  14As4 +5As3)%(Ass  Ass)
(28Aps 28A17+25Az26 20Azs+ 14A44  8As3 + 3Ag2)?;

go O;

gga O:

Izracunamo dekompozicijo raznoterosti V (hg14; §28; 842; &s6i) in dobimo pogoje (Sg) in (Tg). Nato
uporabimo simetrijski pristop. Pogoji (Sg) ocitno implicirajo trivialno (celotno) zrcalno simetrijo
polinoma x +y + g(X;y), zato (3.97) porodi center.

Da so tudi pogoji (Tg) zadostni, je razvidno iz simetrije oblike

X o
X+y+ g(xy)=x+y)(1+ Cijx'y)):

i+j=1
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Po enacenju istoleznih koe cientov na obeh straneh zgornje enacbe in po eliminaciji spremenljivk
cij sledi pogoj (Tg), kar pomeni, da ima (Tg) simetrijo x +y = 0, kar dokazuje, da pod tem
pogojem (3.97) porodi center. =

Primer 0:0:0:0:0:0:0:0:10: Obravnavamo enacbo (3.95) za n = 10: V ta hamen de niramo

X 10 i
10(Xy) = Agp jix ly
j=0
in preoblikujemo (3.95) na obliko
X+y+ 10(x;y)=0: (3.98)
Z A = (A100;:::;Ao:10) 0znacimo elemente prostora A parametrov enacbe (3.98).

Izrek 3.3.10 Polinom 15 v (3.98) dolaa center v izhodfcu natanko tedaj, ko je izpolnjen eden
od spodnijih pogojev:

(S10) A100 Aoi0 =Ag1 Arg =As2 Axs=A73 Az7r=Ass Ay =0;

(T10) Ao0 Ag1+As2 Arz+Ass Ass+Age Asz+Azs Ao+ Ao =0.

Dokaz. lzracuni fokusnih kolicin kazejo, da je vsaka deveta kolicina nenicelna; t. j. gigk & 0. Po

dobimo g1 & 0, g3 & 0; gs4 & 0; 972 & 0; goo & 0 in g108 0, Kjer z g1gx 0znacimo ostanek pri
deljenju (po redukciji). Polinomi gss; 0sa; 972, Joo, 108 SO zelo dolgi, zato jih ne bomo izpisali.
Enostavno lahko preverimo, da je

018 = (F018:1) (F018;2) ;

836 = (F836;1) (F36:2)° ;

854 = (F54:1) (F854:2)° (Fg54:3)°

o2 = (F872:1) (F872.2)° (F87233)° (F872:4)° ;

800 = (Asa  Ag) (F802)” (F800:3)° (F800:4)” (FGo0;5)° ;

kjer je

Foiga = 2( Awo+Agr Ag2+Arz Asa+Ass Ass+Azzr Azg+Arg  Aoio)
Fgis2 = 5A100+4Ag1 3Ag2 +2A73 Ags+Ass 2A46 +3A37  4A2g5 + 5A0:10;
Fgse;1 = 6Ag1  8Ag2 +7A73  4Ass +4Ass TAz7 +8Ag2 6A1;
Fase2 = Ag1  2Ag2 +3A73 4Ag4 +5Ass  6A46 +T7A37 8Ag+9A19 10Ag:10;
Fg54;1 = 14A8;2 21A7;3 + 15A6;4 15A4;6 + 21A3;7 14A2;8;
Fosa2 = Agr  2Ag2+3A73 4Aea +5Ass  6A4e +7A37  8Azg +9A19  10A0;10;
Fg54;3 = 4A8;2 11A7;3 + 20A6;4 30A5;5 + 40A4;6 49A3;7 + 56A2;8 60A1;9 + 60A0;1o;
F&r,1 =7A73 8Aes +8Ase  TAz7;
Fg72;2 = 7A7;3 22A5;4 + 42A5;5 62A4;5 + 77A3;7 84A2;8 + 84A1;9 84A0;10;
Fg72;3 = Ag1  2Ag2 +3A73  4Ass +5As5  6A46 + 7TA37  8A2s+9A19  10A0;10,
F&r2a = 4Ag2 11A73+ 20A6;4 30A5;5 + 40A4;6 49A3;7 + 56A2;8 60A1;9 + 60A0;10;
Fggo;z = 7A7;3 22A5;4 + 42A5;5 62A4;6 + 77A3;7 84A2;3 + 84A1;9 84Ao;10;
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Fgoo3 = Ag1  2Ag2 +3A73 4Ag4 +5Ass  6A46 +T7A37 8Azg+9A19 10Ag:10,
F&o0:4a = Asia  3Ass +5A46 6A37 +6Azg 6A1:9 + 6A0:10;

Fooos = 4As2 11A73+20As4 30Ass5 + 40As6  49A3.7 +56A28 60A71.9 + 60A0:10
in

08 O:

Ko izracunamo ireduciblno dekompozicijo raznoterosti V (hgig; &36; &54; 673; 890i); dobimo po-
goje v (S1o) in (T1p). Pogoji (S10) vodijo do zrcalne simetrijo polinoma x+y+ 19(X;Yy) v celoti,
pogoj (T10) pa vodi do simetrije tipa

X o
X+y+ 100y) =(X+y)(L+ cijx'y');
i+j=1

kar zakljuci dokaz. m

Primer n =2 V [92] je za ta primer postavljena domneva, v kateri predvidimo pogoje centra.

Domnevo dobimo po analogiji glede na primere n = 2;4;6; 8 in 10. Torej, obravnavajmo primer
(3.95) za n = 2* in zapisimo

X oo i
20Gy) = A jixt Iyh
j=0
da (3.95) dobi splosno obliko
X+y+ 2:(Xy)=0 (3.99)
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obliko
X j > i (@
gar 2= 2 C DPA2 jC Y 7R i Aje )
j=0 Jj=0
X j > i @ X i 1: 2
Goar 2 =C € DA i) C ) 7 (A2 i A iDC (D) TjA i)
j=0 j=1 j=1

X i > i ® X i 1; 2
g4 2 =C € D'Ax i) C ) 77(A2 5 Az iDC (D) TjA )
j=0 j=2 j=1

X X @ X 2
Gaar 2 =C € DA i) C ) 7(A2 5 Az iDC (1) TjA )
j=0 i=3 j=1

X j > i ® X i 1; 2
Osac 2) =C  C DA 1) C ) 7A 55 Ajze DO (D TJA )
j=0 j=4 j=1

(D P g Az DC D LA )2

b’ . >
g@ 2= ( DA jj)(
i=0 =1 i=1

1 polinomi in J' 2 R™, dobimo domnevi, ki sta podani v nadaljevanju.
Pri teh privzetkih ima k ta reducirana fokusna kolicina obliko:
x > X,
a2 =C DA jij)( C D A G Ajee DO C 1Y YA i)
j=0 j=k 1 i=1

Bka 2y 0
zak>"“.
Potrebni pogoji, pri katerih ima (3.99) center v izhodiscu sledijo iz raznoterosti, ki pri-
pada idealu 1< = hgze 2;:::59-4+ 2yi (iscemo skupne nicle vseh (reduciranih) fokusnih kolicin
v RZ'+1),

P.. .
Pri zgornjih privzetkih vsaka (reducirana) fokusna kolicina vsebuje polinom j2=O( VA i,
zato je prvi potrebni pogoj, da ima (3.99) center v izhodiscu

( A jj =0 (3.100)
=0
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P. .
Dodatni pogoji sledijo iz drugega faktorja j=t 11 ﬁ)(AZ‘ i Aj2e j) (privzete) oblike
fokusnih kolicin gy o). Ker © ta fokusna kolicina (kot faktor) vsebuje polinom

( JO(AZ‘ i Az D= D1 S‘)1(A‘+1;‘ 1 A 1e);
=" 1

dobimo pogoje
Acire 1= Ac poaq (3.101)

Namrec, induktivno, (* 1) ta fokusna kolicina vsebuje polinom
N A i Avoe s
() j7Ax i Ajz j)
i=* 2
=( D 25PA0 2 A )+ (D C DA 1 A )
ki po upostevanju pogoja (3.101) in enacenju z nic vodi do enacbe
Acioe 2 =Ac 240 (3.102)

Ce s takim induktivnim sklepanjem nadaljujemo, iz (* 2) te fokusne kolicine, upostevajoc
(3.101) in (3.102) ter vse pogoje, dobljene na prejsnjih korakih tega postopka, dobimo iz druge
fokusne kolicine pogoj

Az 11 = A1 1

in koncno iz prve fokusne kolicine sledi pogoj
Ao = Ag;p::
Torej drugi sklop pogojev za nastop centra preslikave (3.99) je
Ax i = Az iy J=01n0 L (3.103)

Pri dokazu, da sta oba pogoja (3.100) in (3.103) tudi potrebna, spet uporabimo simetrijski
pristop. Ocitno pogoj (3.103) implicira (trivialno) zrcalno simetrijo polinoma X+y+ ,<(X;y) v
celoti, kar pomeni, da (3.99) porodi center. Pogoje (3.103) pa dobimo iz naslednje faktorizacije

X+y+ 2(Gy)=X+Y)A+ g jjxE Ty
=0

Ce v zgornji enacbi enacimo istolezne koe ciente na obeh straneh enacbe, dobimo naslednji
sistem:

X“ C2c 1,0 = A2p
X2 Yy cp 10+ 20 =Ag 11
X2 2y2 1 Cpe g0 +Cor 32 = Ape 22
(3.104)
X2y?" 2 :Croe 3+ Cop 2 = Agpe 2
xy? bicppe o+ cCop 1 =Arp 1

Co2¢ 1 = Agyp-:
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Ce vsako drugo enacbo v sistemu (3.104) pomnozimo z 1 in vse enacbe sestejemo, dobimo
Azo Az 11+ A2 22 + Ag;2- = 0;

kar je natanko pogoj (3.100).
Na podlagi zgoraj nastetih ugotovitev (in privzetkov) lahko zapisemo naslednjo domnevo.

Domneva 3.3.11 Polinom »- v enabi (3.99) dolaa center v izhodgu natanko tedaj, ko je
izpolnjen eden od pogojev:

(S2) Ae i =Ajzr i =0 Lt L
Py
(T2) j:O( I¥A; jj=0.

3.3.3 Ciklicnost centra

V tem razdelku obravnavamo ciklicnost (posameznih komponent) centralne raznoterosti v prime-
rih, za katere je centralna raznoterost in njena ireducibilna dekompozicija obdelana v prejsnjem
razdelku. Obravnavamo bifurkacije majhnih limitnih ciklov iz izhodisca, vkljucno s primeri, ko
je x =0 center.

Primer 2: Videli smo, da je gy« 2 hgoi zavse k 2 N in je zato minimalna baza sestavljena samo
iz polinoma g: Ker je ideal hgzi korenski, iz trditve 3.3.5 sledi, da je zgornja meja za ciklicnost
enaka 0 in ciklicnost je (glej [127] ali [111]) dejansko enaka O za vse preslikave T (x) = X ; Ki
izhajajo iz enacbe (3.82). Tudi po izreku 3.3.4 dobimo enak rezultat, saj imata obe komponenti
(i) in (ii) sorazseznosti 1.

Primer 0:0:4: Za preslikavo (3.91) najprej podajmo zgornjo mejo ciklicnosti.

Trditev 3.3.12 Denimo, dajel 2J+3K 4L &0inH J+2K 3L & 0. Tedaj je
ciklcnost centra preslikave (3.91) v izhodgu kvecjemu 1.

Dokaz. Naj bo G, = hgg; g12i. Centralna raznoterost je enaka V (Gy) = V (hgs; 912; 018; & & :i).
Primarna dekompozicija ideala G, sestoji iz treh delov:

G2 =P1\P2\Q; (3.105)

kjer sta P1 in P, praideala toda Q ni praideal; kar pomeni, da G» ni korenski. Torej izreka 3.3.5
ne moremo direktno uporabiti. Izkaze se, da je

P,=hH L;1 Ki;
Po=hH 1+J K+Li;

medtem ko za Q iz (3.105) velja

p6=hl 2J+3K 4L;H J+2K 3Li:

Najboa = (H ;1 ;J ;K ;L) poljubna tocka iz raznoterosti V (G2)nV (Q). Po trditvi 3.2.7
lahko v okolici tocke a za vse k 3 polinom ggk zapisemo v obliki ggx = 196 + T2012. Ker je



184 3 Primeri uporabe polinomskih idealov

fgs; 9120 minimalna baza ideala hgg; g12; 01s; : : :1; je za preslikavo (3.91) po izreku 3.3.5 ciklicnost
centra v izhodiscu pri pogojul 2J+3K 4L&0inH J+2K 3L&O0kveciemul. =

Sedaj preglejmo, koliko limitnih ciklov lahko nastane (bifurcira) iz vsake komponente na
centralni raznoterosti preslikave (3.91). Uporabimo izrek 3.3.4, ki na to vprasanje odgovori
glede na sorazseznost posamezne komponente 0z. glede na stevilo linearno neodvisnih linearnih
faktorjev v prvih nekaj zacetnih Ljapunovih kolicinah (oz. fokusnih kolicinah, ki, kot smo videli
v (3.86), porodijo isto raznoterost kot fokusne kolicine).

Najprej vpeljimo oznake, ki jih bomo v nadaljevanju potrebovali. Z Jp'f oznacimo Jacobijevo
matriko prvih k fokusnih kolicin, izracunanih v tocki p. V tem primeru je eksplicitno izpisana
samo prva vrstica matrike Jg zap=(H;I1;J;K;L); glede na gs in g12 iz (3.92) in (3.93)

37
2(4H 31 +2) K) f@%
2B@H 21+J3 L) 5P
¥=8 204 1+K 2) %
2(H J+2K 3L) S@%
2( 1+2) 3K+4L) T
V drugi vrstici @@9—,}'2; il @@g—tz oz. transliranem stolpcu so parcialni odvodi predolgi, da bi jih

lahko v celoti zapisali v matriko Jg.

Zatockop =(I J+K L;lI;J;K;L) iz druge komponente (T) centralne raznoterosti (s
pomocjo programa Mathematica) dobimo naslednje minorje ranga 1:

2 2(1 2J+3K 4L) 2(1 2J+3K 4L)3 St
2(1 23+3K 4L) 2(1 23+3K 4L)3

g 2(1 2J+3K 4L) 2(1 2J+3K 4L)3 %
2(1 23+3K 4L) 2(1 23+3K 4L)®
2(1 23+3K 4L) 2(1 2J+3K 4L)3

Trditev 3.3.13 lIreducibilni komponenti (S) in (T) centralne raznoterosti polinoma (3.91)
imata (po vrsti) razseznosti 3 ter 4.

Dokaz. Ireducibilni komponenti izracunamo s Singularjem. Razseznosti sta ocitni. m

Trditev 3.3.14 Ciklcnost genercne take p iz raznoterosti V (hsy; szi); pri pogoju Mg (p) € O;
je 1. Ciklenost genercne tacke p iz raznoterosti V (htyi); pri pogoju M (p ) & 0; je enaka O.

Dokaz. Minorje matrike Jg izracunamo v programu Mathematica. Na komponenti (S) je
rang(Jg) = 2 za vse tocke p, ce je le M) (p) & 0. Ker je sorazseznost komponente (S) enaka 2,
je ciklicnost tocke p enaka 1. Podobno je na komponenti (T) rang(\]r-;L ) :rang(Jg ) =1, ceje
le M1y (p ) & 0 zato za preslikavo, ki pripada tocki p , v oklici izhodisca ne nastane (bifurcira)
noben limitni cikel in ciklicnost je enaka nic. =

Primer 2:3: Ker pripadajoci ideal ni korenski, za ocenjevanje zgornje meje ciklicnosti ne
moremo uporabiti trditve 3.3.5. Glede na [111, p. 18] je ciklicnost kvecjemu 2.

Sorazseznosti komponent (S); (H); (T) so (glej [111, Th. 2]) po vrsti 2, 3, 3. Rangi pripa-
dajocih matrik Jp3 v (genericnih) tockah p so:
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Za komponento (S) je genericnatockap = (B C;B;C;E F +B; E;F;G) in rang
matrike JS’ je enak 2. Zato je na tej komponenti ciklicnost po izreku 3.3.4 najvec 1. To
velja za vse tocke, razen za tocke, kjer je (B 2C)(E 2F +3G) =0.

Podobno za komponento (H) z genericno tocko p = (C; B;C;G;F; F; G) izracunamo, da
je rang matrike JS enak 3, razen ce je B 2C = 0. Torej je za vse tocke, kjerjeB 2C &0
po izreku 3.3.4 ciklicnost najvec 2.

Na komponenti (T) za ananlizo ranga izberemo tocko na krivulji
C (A;B;C;D;E:F;:G)2R’ :

p P

ki je dolocena z enacho A=5;C =7 15+ 17 ;D=2,E= 45+ % 15+ 17 2+
0B iB 15+ P17 F = 21+ & 15+ P17 2+ 58 iB 15+ P17 inG = in je
podraznoterost raznoterosti (T): Za poljubno tockop 2 C (razen, ce je B = % 3B+ 17)
izracunamo rang matrike Jg Ki je 3 (z drugimi besedami: vsi minorji ranga 3 imajo skupni
faktor: 4B 35+ 17 ). To pomeni, da je (po izreku 3.3.4) ciklicnost vseh tock p 2 C,

kjer B & % 35+ 17 ; najvec 2 . Ce raznoterost (T) predstavimo v parametricni obliki

_ D?+DF+@G?
E= G
B=A2 C? D+E F+G
A C
_FD GD D?+A?G C2G FG+2G?
a G(A ©) ’

kjer D dolocimo iz enacbe ACD+C?D+D?+A?G ACG 2DG+G? =0 in predstavlja
skupni faktor vseh ostalih enacb, dobimo

1 < S
D=Z(A C) C CZ 4G +G:

Za vsako tocko p iz raznoterosti (T); kjer je A C & 0, je rang matrike JS’ enak 3
(ali drugace vsi minorji ranga 3 vsebujejo faktor A C). Po izreku 3.3.4 je ciklicnost na
raznoreosti (T) enaka 2.

Primer 2:0:4: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na centralni raznoterosti
v tem primeru nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.15 Ireducibilni komponenti (M) in (N) centralne raznoterosti polinoma (3.85) imata
(po vrsti) sorazseznosti 3 ter 2.

Dokaz. Ireducibilni komponenti izracunamo s Singularjem. Razseznosti sta ocitno 5 in 6. Ker
je razseznost celotnega prostora enaka 8, sta sorazseznosti enaki 3 in 2. m

Z Jg’ oznacimo Jacobijevo matriko prvih 6 fokusnih kolicin, izracunanih v tocki p. De niramo

polinoma:

Qm)=(B 2C)(F 2G+2H);
Qn)=(B 2C)E 2F +3G 4H):
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Izrek 3.3.16 Cikicnost genercne take p°iz raznoterosti V (hny; noi), kjer je Q(N)(p‘) &0, je
1. Ciklcnost genercne tacke p iz raznoterosti V (hmy; mz; mgzi), Kjer je Quuy(p ) &0, je 2.

Dokaz. Za poljubno tocko p na komponenti (M), kjer je Qv y(p ) €& 0, v programu Mathematica
izracunamo minorje in dobimo, da je rang(\]rﬁ3 ) = 3. Po izreku 3.3.4 je ciklicnost na komponenti
(M) enaka 2. Podobno za vsako tocko p®iz komponente (N), Kkjer je Q(N)(pf) & 0, izracunamo,
da je rang(JpBo)z 2 in zato je po izreku 3.3.4 ciklicnost enaka 1. m

Primer 0:0:0:0:6: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na centralni razno-
terosti preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.96), nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.17 Denimo, da je

x _ X _
( YA ;60 in Asp& (DG DAs jj: (3.106)

Tedaj je ciklcnost centra preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.96), najvec 2.

Dokaz. Pri dokazu uporabimo trditev 3.3.5. Preveriti moramo, ce je ideal lg = hgio; 920; 9301
korenski. V ta namen izracunamo primarno dekompozicijo ideala. V nasem primeru je primarna
dekompozicija ideala 15 enaka

ls =P1\P2\Q1\Q2; (3.107)

kjer sta P1 in P, praideala, toda Q; in Q, sta \samo" primarna. Zato ideal lg ni korenski v
R[A] in trditve 3.3.5 ne moremo direktno uporabiti. Ideala P; in P iz (3.107) sta generirana s
polinoBi iz komponent (Sg) 0z. (Tg). Ideala Q1 in Q2 iz (3.107) sta primarna ideala, za katera
velja: © Qp =hAsy 2A42+3A33 4A24+5A15+6A06; Aso As2+2A33 3Az4+4A15 S5Agel
in" Q2 =h2As42 5A33+8Az4 10A1;5+10A06;As1 2A33+4A24 5A15+4A06; 2A60 .3+
2Aﬁ472A1;5i. Srsrikturéﬁ'dieala I se sklada z oznakami v trditvi 3.2.7. Presek idealov ™ Q:\" Q>
je  Q1;sajje Q1 Q2. V prostoru parametrov A je raznoterost V(Q1 \ Q2) = V(Q1)
dolocena z enacbami As; 2A4;2 + 3A3;3 4A2;4 + 5A1;5 + 6Ao;6 = A6;0 A4;2 + 2A3;3 3A2;4 +
4A15 5A¢:6 = 0. Opazimo, da se pogoja, ki dolocata raznoterost VV(Q1\ Q2) in pogoja (3.106)
izkljucujeta. Naj bo A 2 A, tedaj po trditvi 3.2.7 obstajajo racionalne funkcije 1, f; in f3;
za katere je za vsak A , ki zadosca enacbi (3.106), in za vsak k > 3, v neki okolici tocke A
izpolnjena enakost

010k = F1010 + F2020 + T3030:

Torej je po trditvi 3.3.5 ciklicnost iz centra v izhodiscu za preslikave (2.130), ki izhajajo iz enacbe
(3.96), s parametri, ki zadoscajo pogojema (3.106), najvec 2. =

V izreku 3.3.17 je podana zgornja meja ciklicnosti. Sedaj poglejmo, kaj lahko glede ciklicnosti
povemo po komponentah na centralni raznoterosti v tem primeru. Pri analizi po komponentah
uporabimo izrek 3.3.4.

Najprej vpeljimo naslednje oznake: z Jp(Byk) 0znacimo Jacobijevo matriko polinomov gio; 920;
:11;010k; izracunano v tocki p; z rang(J['j) oznacimo rang matrike Jp(Bk). Z Gg1 = hAsyp
Aos; As.1 Ars; Aszz Agal 0znacimo ideal, generiran s polinomi iz komponente (Sg), z Gg.2 =
hAso Asi1 + Ago  Asz+ Axa  Ars + Apel pa oznacimo ideal, generiran s polinomi iz
komponente (Tg). Iz izreka 3.3.8 vidimo, da pripadajoca centralna raznoterost iz R’ sestoji iz
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dveh ireducibilnih komponent V(Geg:1) in V(Ge:2). Ocitno je, da sta razseznosti komponent
V(Ge:1) in V(Gg:2) po vrsti enaki 4 in 6.
V naslednjem izreku potrebujemo polinoma

Fe:1 =Az3  Aos+2A15 2A0es;
Feo =As1  2A42 +3A33  4A24 +5A15 + 6A0s6:

Izrek 3.3.18 Ciklcnost genercne take p 2 V(Gs:1) je enaka 2,ce je Fg.1(p) & 0. Ciklcnost
genercne take p°2 V(Gg:2) je enaka 0,ce je Fg2(pY) & 0.

Dokaz. Na raznoterosti V(Ge:1) je v poljubni tocki p, za katero je Fe:1(p) & 0, rang matrike
J3 enak 3. Na raznoterosti V/(Ge;2) pa je rang poljubne tocke p za katero je Fg;2(p% & 0, rang
matrike J[}O enak 1. Po izreku 3.3.4 lahko iz tocke p nastaneta (bifurcirata) dva limitna cikla, iz
tocke p®pa noben. m

Primer 0:0:0:0:0:0:8: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na centralni
raznoterosti preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.97), nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.19 Denimo, da je

: x
( YA jj 60 in Ago& (DG DAs jj: (3.108)
ji=1 i=2

Tedaj je ciklenost centra preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.97), najvec 3.

Dokaz. Preverimo, ce je ideal I = hgi4; gos; 942; gsei korenski. Izracunamo primarno dekompo-
zicijo ideala lg in dobimo
|3 = Pl\Pz\Ql\Qg\Qg; (3.109)

kjer sta P1 in P, praideala, toda Q1, Q2 in Qs so ’samo’ primarni. Zato lIg ni korenski v R[A]
in trditve 3.3.5 ne moremo direktno uporabiti. Ideala P in P, iz (3.109) sta po vrsti generirana
%&Mingniiz bﬁporisrl(&;) in (Tg). Primarni ideali Q1, Q2, in Q3 pa so taksni, da velja
Q1N Q2\" Q3= Qi1=hA71 2Ag2+3As3 4A44+5A35+6A2s T7A17+8A0s; Asgo

Ag2+2As53 3A44+4A35 5A6+6A17 TAoggl. Torej v prostoru parametrov A je raznoterost
V(Q1) dolocena z enacbami A7;  2As2 + 3As3  4A4a4 + 5A35 + 6A26 TA17 + 8Aps =
Ago Ae2+2As3 3A44+4A3s5 5Azs+6A17  TAgg =0.

Spet uporabimo trditev 3.2.7. Naj bo A 2 A, tedaj obstajajo racionalne funkcije f1, T,, f3
in f4; za katere je za vsak A , ki zadosca enacbi (3.108), in za vsak k > 4 v neki okolici tocke
A izpolnjena enakost

014k = F1914 + T2028 + F3042 + F4056:

Torej je po trditvi 3.3.5 ciklicnost iz centra v izhodiscu za preslikave (2.130), ki izhajajo iz enacbe
(3.97), s parametri, ki zadoscajo pogojema (3.108), najvec 3. =

Sedaj s pomocjo izreka 3.3.4 preglejmo ciklicnost komponent centralne raznoterosti, ki pripada
enacbi (3.97).

rang(JI'j) oznhacimo rang matrike Jp(Bk). Z Gg;l = hAg;o Ao;g;A7;1 A1;7;A6;2 Az;G;A5;3 A3;5i
oznacimo ideal, generiran s polinomi iz komponente (Sg) (glej izrek 3.3.9). Z Gg.2 = hAg;
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A71+ A2 Asz+Aza Azs+ Aze  Air7 + Agsgl iznacimo ideal, generiran s polinomi iz
komponente (Tg). Ireducibilni komponenti V(Gg.1) in V(Gg.2) centralne raznoterosti sta v R?,
njuni razseznosti sta po vrsti 5in 7.

V naslednjem izreku potrebujemo polinoma

Fg.1 =Asa  2A35+2A26 2A17 + 2A0s;
Fgo =A71  2As2 +3As3  4A44 +5A35 +6A2s T7TA17 +8Ags:

Izrek 3.3.20 Ciklcnost genercne teke p 2 V(Gs:1) je enaka 3,ce je Fg.1(p) & 0. Ciklcnost
genercne take p°2 V(Gg:2) je enaka 0,ce je Fg2(pY & 0.

Dokaz. Izracunamo, da je za poljubno tocko p 2 V(Gg:1) rang matrike Jg enak 4, ce je
Fg.1(p) & 0. Podobno je za vsako tocko p°2 V/(Gg:2), za katero je Fg.2(p% & 0, rang matrike J,}o
enak 1. Ostalo sledi iz izreka 3.3.4. m

Primer 0:0:0:0:0:0:0:0:10: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na cen-
tralni raznoterosti preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.98), nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.21 Denimo, da je

) 3
( DA &0 in A& (G DA jj: (3.110)

Tedaj je ciklenost centra preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.98), najvec 4.

Dokaz. Dokaz je podoben kot pri izrekih 3.3.17 in 3.3.19. Ideal 119 = hg14; &28; 842; 561 pONOVNO
ni korenski. Primarna dekompozicija je oblike

lio =P1\P2\Q1\Q2\Q3\ Qy; (3.111)

kjer sta P1 in P, praideala, toda Qj, za i = 1;2;3; 4, niso praideali. Zato lahko trditev 3.3.5 za
enacbo (%?i)upﬁribim%simo @lredrigﬂparameterov iz V(110)nV(Q1\Q2\Q3\Q4). Izkaze
se,daje” Q1N Q2\" Q3\ Qi =" Qi inraznoterost V(Q1) je de niranaz A9y 2Ag2 +
3A7.3  4Ag4 +5Ass5 +6A4e  TAz7 +8Azg 9A19+ 10A010 = At00 As2 +2A73 3Agat
4A5;5 5A4;6 + 6A3;7 7A2;8 + 8A1;g 9A0;10 = 0. Podobno, kot v dokazih izrekov 3.3.17 in
3.3.19 lahko sklepamo, da je ciklicnost v izhodiscu na centralni raznoterosti enacbe (3.98) pri
parametrih, ki zadoscajo pogojema (3.110), najvec 4. m

Podobno, kot v prejsnjih primerih, oznacimo z Gip.1 0z. Gio:2 ideala, generirana s polinomi
iz (S10) 0z. (T10): V naslednjem izreku potrebujemo se polinoma

Fi01 =Asss  2As6 +2A37  2A2g +2A19  2A0:10;
Fi02 =Ag1  2Asg2 +3A73 4As4 +5As55 +6As6 TA3z7 +8A2s  9Ar9 + 10A0;10:

Izrek 3.3.22 Ciklcnost genercne tacke p 2 V(Gio:1) je enaka 4,ce je Fio.1(p) & 0. Ciklcnost
genercne take p°2 V(Gio:2) je enaka 0,ce je Fio.2(pY & 0.
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Primer n =2 Ce so fokusne kolicine taksne, kot smo predvideli v podrazdelku 3.3.2, potem
Bautinov ideal za primer n = 2 sestoji iz * fokusnih kolicin

Iz primerov za n = 2; 4, 6; 8 in 10 lahko sklepamo, da je za n = 2° primarna dekompozicija ideala
I,- oblike

|2‘ = Pl\Pz\Ql\ZZZ\Q‘ 1,
kjer sta P1 in P, praideala, generirana s polinomi iz korqp,or)ent (Sz¢) in (T2<). Po analogiji velja
Pr=hA2 jj Ajer j: J=01::5° liinP,=h ngo( IV A i ter Qg;:::;Q- 180
primarni ideali, za katere velja

P pP_ P _
Q= Qi\:::\" Q- 1 =hpg;pzl;
kjer je
> S
pr= (1Y “jA2 jj
= (3.112)

$‘< i, -
P2 =Az:0 ( G DA jj:
j=2

V prostoru parametrov A, je raznoterost V(Q) dolocena z enacbama p; = p, = 0. Naj bo

A 2 V(I2:)nV(Q), ki zadosca enacbi (3.99), in za vsak k > * v neki okolici tocke A izpolnjena
enakost

Ok 2) = F10ac 2 +Fagose 2+ +FQeue 2);

kar pomeni, da lahko glede ciklicnosti podamo naslednjo domnevo.
Domneva 3.3.23 Denimo, da je
p1 &0 in p &O;

kjer sta p; in p2 polinoma, dolacena v (3.112). Tedaj je ciklcnost centra preslikave (2.130), ki
izhaja iz enabe (3.99), najvee 1.

Sedaj s pomocjo izreka 3.3.4 preglejmo ciklicnost komponent centralne raznoterosti iz do-

mneve 3.3.11. Z Jp(Bk) oznacimo Jacobijevo matriko polinomov ga« 2;02a¢ 2)::: 15 0k@ 2)
izracunanih v tocki p; z rang(Jg)‘) oznacimo rang matrike J,(Bk). ldeal, generiran s polinomi iz
komponente (Sp-) iz domneve 3.3.11, oznacimo z Gp-:1 = hAz jij Ajorg: 1 =010 i

in ideal, generiran s polinomi iz komponente (Tz-), oznacimo z Gy« = h J?;o( 1) Ay- jijl
Komponenta V(G,-.1) sestoji iz “ linearnih pogojev. Ker je prostor parametrov A razseznosti

2° +1; je razseznost te komponente “ + 1, sorazseznost pa “. Oznacimo

> i
FZ‘;l :A‘;‘ 2 ( 1)J 1A‘ j;‘+j: (3113)
j=1
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Za vse tocke p, z lastnostjo F-.1(p) & 0, je rang(JF‘,) = *: Torej je po izreku 3.3.4 ciklicnost take

genericne tocke “ 1.
Komponenta V(G,--2) ima razseznost 2¢; zato je njena sorazseznost enaka 1. Oznacimo

x
Fao= (1) A2 (3.114)
j=1

Ker je v vsaki tocki p® kijer je Fa-2(p% & 0, rang(JF}o) =1, je na tej komponenti ciklicnost enaka
0.



Dodatki

Dodatek A

Notranja dvoclena (binarna) operacija na mnozici G je preslikavaizG G v G. Pravimo tudi,
da je mnozica G zaprta za taksno operacijo.

De nicija 3.3.24 Neprazno mnaico G z notranjo dvaleno operacijo imenujemo grupa, ce
za vse elementa; b;c 2 G velja:

(i) asociativnost:a (b ¢)=(a b) c;
(i) obstaja elemente 2 G (enota ali nevtralni element), za katerega jee a=a e =a,

(i) za vsak element 2 G obstaja inverzni elementa !, za katerega veljga a '=a ! a=e:

Grupo z operacijo zapisemo Vv obliki urejenega para (G; ). Grupa (G; ) je Abelova, ce za
operacijo poleg zgoraj nastetih lastnosti velja se komutativnhost: a b=b azavsea;b2G.

De nicija 3.3.25 Naj bo (G; ) grupa. Podmnaica H G je podgrupa grupe (G; ),ce je
grupa za isto operacijo :H H ¥ H.

De nicija 3.3.26 Mnaica K z dvema notranjima dvalenima operacijama+ (sestevanje) in
(mnaenje) je kolobar,ce velja:

() (K;+) je Abelova grupa,
(i) operacija mnaenja je asociativna,
(i) operaciji + in sta povezani z distributivhostnima zakonoma
a (h+c)=a b+a ¢ 8abc2K;
(a@a+b) c=a c+b ¢ 8ajb;c2K:
Kolobar z operacijama sestevanja + in mnozenja zapisemo v obliki urejene trojice (K; +; ).
V kolobarju K nevtralni element za sestevanje oznacimo z 0, inverzni element za pristevanje k
elementu a 2 K pa oznacimo z a.
V kolobarju (K; +; ) lahko obstajata nenicelna elementa a;b 2 K, katerih produkt je nev-

tralni element za sestevanje
ab=0:

V tem primeru recemo, da je a levi delitelj nica in b desni delitelj nica.

191
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Ce je mnozenje v kolobarju (K;+; ) komutativno, ga imenujemo komutativni kolobar. Ce v
komutativnem kolobarju obstaja enota za mnozenje 1 2 K, tako dajea 1 =1 a = a za vsak
a 2 K, kolobar (K;+; ) imenujemo kolobar z enoto V kolobarju z enoto nam do posplositve
pojma stevila manjka samo se deljenje (torej obstoj inverznega elementa a ! za vse nenicelne
elemente a 2 K). V komutativnem kolobarju so levi in desni delitelji nica enaki in jim pravimo
kar delitelji nca .

De nicija 3.3.27 Ce komutativen kolobar(K; +; ) nima deliteljev nca, ga imenujemo cel ko-
lobar.

V celem kolobarju velja za vsak neniceln element 0 & a 2 K tako imenovano pravilo
krajsanja:

krajsanje zdesne: X a=y a & a&0=) x=y;
krajsanjezleve: a x=a y & a&0=) x=y:

De nicija 3.3.28 Kolobar z enoto, v katerem vsakemu nencelnemu elementa 2 K pripada
inverz (glede na mnaenje)a !, imenujemo obseg.

De nicija 3.3.29 Obseg, v katerem je mnaenje komutativho, imenujemo komutativni obseg
ali polje.

Opomba. V tej monogra ji uporabljamo samo komutativne obsege.

Obseg z operacijama sestevanja + in mnozenja zapisemo v obliki urejene trojice (O; +; ).
Vsak obseg je cel kolobar. Primeri komutativnih kolobarjev z enoto, ki so hkrati tudi polja in
jih najpogosteje uporabljamo, so (Q;+; ), (R;+; ) in (C;+; ). Primer kolobarja z enoto, ki ni
obseg, je (Z;+; ).

Najpogostejsi in najpomembnejsi primeri kolobarjev v tej monogra ji so kolobarji polinomov.

Ker je mnozenje v kolobarju (K; +; ) asociativno, lahko za vsak a 2 K in n 2 N de niramo
potenco a" 2 K takole:

n 1

al=a in a"=a a zavse n 2

Ce ima kolobar K enoto, de niramo se a° = 1.
Polinom (ene spremenljivke x)

f(X)=ay+a; x+a x>+ +a, X", a, 60

stantne polinome f (X) = ag (ko je v zgornji de niciji n = 0) je lahko tudi ag = 0 (nicelni
polinom). Mnozico vseh polinomov spremenljivke x nad poljem (F; +; ) oznacimo z F [x]. Naj
bosta f;g 2 F [X] in naj velja
3 ¢
fO)=  ax® in gx)= b
Naj bo n = max (ny; ny). Potem je vsota polinomov f in g algebraicno de nirana kot:

X
F+D)=F)+g0) = (ax+b)x*;
k=0
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produkt polinomov f in g pa je algebraicno de niran kot:
(@) 1

B X
F 90=100 000= B abgxe
k=0 i+j=k
0 1;Jn
Pri obeh de nicijah manjkajoce koe ciente polinoma nizje stopnje postavimo na nic. S tako de -
niranima operacijama + in postane mnozica F [x] kolobar, ki ga imenujemo kolobar polinomov
nad poljem (F;+; ).
Nicelni element za sestevanje v kolobarju F [X] je polinom n (x) = 0. Enota za mnozenje v
kolobarju F [X] je polinom e (x) = 1.
Analogno oznacimo kolobar polinomov dveh spremenljivk x in y nad poljem (R;+; ) z

R[x;y]. Podobno oznacimo kolobar polinomov z n spremenljivkami X1, X2, ..., Xn had po-
ljem (C;+; ) s Cxa; ¥z 11 Xn].
Polir}g;nu fX)= - arxK lahko priredimo preslikavo, ki vsakemu 2 K priredi vrednost

f()= Lo k2 K.

De nicija 3.3.30 Naj bo f 2 F [x]. Vse vrednostix 2 F, za katere jef (x) = 0, imenujemo
nicle polinoma f.

De nicija 3.3.31 Polje F je algebraicno zaprto, ce ima vsak polinom stopnje 1 ali ve iz
kolobarja F [x] vsaj eno nclo v F.

Opomba. Iz zgornje de nicije s Hornerjevim algoritmom takoj dobimo, da vsak polinom stopnje
d nad algebraicno zaprtim poljem F razpade na d linearnih faktorjev, kar pomeni, da ima d nicel,
ce jih stejemo z ustreznimi veckratnostmi.

Polje realnih stevil (R;+; ) ni algebraicno zaprto, saj polinom x? + 1 2 R[x], ki ima realne
koe ciente ag =a; =12 R ina; =02 R, nima nicel v R. Polje kompleksnih stevil (C;+; ) je
primer algebraicno zaprtega polja.

De nicija 3.3.32 Karakteristika polja z multiplikativho enoto 1 je najmangestevilo p, za ka-
tero velja

jriy, +i=0

p krat

Ce ne obstajap 2 N, ki resi zgornjo enabo, je karakteristika polja enaka O:

Ce obstaja p 2 N, ki resi zgornjo enacbo, je p ocitno prastevilo. Med polji z nenicelno karakte-
ristiko p omenimo polja
(Zp;+:);

ki jih krajse oznacimo z Zp.

Polje je koncno, ce premore koncno stevilo elementov. Z, so edini primeri korcnih polj, ki
nastopajo v tej monogra ji. Polja Z, = 10;1;2;:::;p 1g najpreprosteje opisemo kot mnozico
ostankov pri deljenju prastevila p z operacijama sestevanja in mnozenja po modulu p. Znano
je, da je kolobarje Z, mogoce opisati kot kvocientne kolobarje kolobarja (Z; +; ) po idealu pZ,
ki predstavlja veckratnike stevila p. Med ostalimi koncnimi polji omenimo le Galoisjeva polja.
Galoisjeva polja s karakteristiko p imajo p* elementov, kjer je k 1 poljubno naravno stevilo.
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De nicija 3.3.33 Podmnaica W K kolobarja (K;+; ) je podkolobar, ce je zaprta za
mnaenje in je (W;+) podgrupa grupe(K;+):

De nicija 3.3.34 V komutativnem kolobarju (K; +; ) je podmnazical K ideal,ceje (I;+; )
podkolobar kolobarja(K; +; ) in velja
K1 1

kierje K I =fa b2K; a2K &b2lg.

Vsak kolobar K ima vsaj dva ideala, ki ju imenujemo trivialna ideala 1; = K in 1, = f0g.
Ostale ideale imenujemo netrivialni ideali . Ce v kolobarju (K; +; ) obstaja kak netrivialni ideal
1, lahko de niramo kvocientni kolobar. Na mnozici K lahko namrec de niramo ekvivalercno
relacijo  nad elementi kolobarja K. Za a;b 2 K velja

a b L, a b2l;:

Dejansko je relacija  kongruercna relacija, saj ocitno (zaradi de nicije ideala) iza b”~c d
sledia+c b+dina c b dzavsea;b;c;d2 K. Zatoa boznacimo tudi kota b(modl)
(beremo: a je kongruentno b po modulu 1). Ekvivalercni razred elementa a 2 K oznacimo z [a]

[a=fh2K; a bg:

De nicija 3.3.35 Naj bo (K;+; ) komutativni kolobar in I njegov ideal ter idealu pri-
padajeca kongruercna relacija. Mnaico vseh ekvivalercnih razredov kongruercne relacije
oznaimo s K=1 in jo imenujemo kvocientna mnozica (kolobarja K glede na ideall). Na kvo-
cientni mnaici lahko med elementomaa+ 1 2K=1 in b+ 1 2K=I naravno de niramo operaciji
sestevanja in mnaenja na naslednji nacin

@+D)+b+)=@+b)+1;
(@+1) b+1)=(a b)+1:

S tema dvema operacijama postane kvocientna mnaick=1 kolobar, ki ga imenujemokvocientni
kolobar.

Mnozico V, katere elemente lahko med sabo sestevamo in mnozimo s skalarji iz nekega obsega
imenujemo vektorski prostor. Elemente vektorskega prostora imenujemo vektorji. Operacija
sestevanja vektorjev je notranja dvoclena operacija nad mnozico V

+:V VvV LV
Operacija mnozenja vektorjev z elementi iz obsega F je tipa
F VvV bV
Natancneje je vektorski prostor de niran spodaj.

De nicija 3.3.36 Vektorski prostor nad obsegont je mnaica V skupaj z operacijama sestevanja
vektorjev + in mnaenja vektorjev s skalarji ; za kateri velja:

() asociativnost sestevanja vektorjev:vy + (v +v3) = (V1 +¥2) +v3, Za vsevy;vo;v3 2V,
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(i) komutativnost sestevanja vektorjev: vy +v, = vy +¥q, zZa vsevy;vo 2V,

(iii) obstaja ntelni element za sestevanje:0+v =v+0=v, zavsev2V,

(iv) za vsakv 2V obstaja nasprotni element( v) 2V, takodajev+( v)=( v)+v =0,
(v) zavsak ; 2Finv2V vela (v)=( )v;

(vi)y zavsak ; 2Finv2V vela( + )¥vy= v+ v,

(vii) zavsak 2 F invsak parvy;v, 2V vella (¥ +v2) = v+ ¥,

(viii) za vsakv 2V veljalv =v, kjer je 1 enota obsega-: 1 = 1= =zavsak 2F.

Vektorski prostor oznacimo z urejeno trojico (V; +; ). Podmnozica vektorskega prostora, Ki
je tudi sama vektorski prostor, je vektorski podprostor

De nicija 3.3.37 Naj bo F polje in V vektorski prostor nad poliemF. Naj bo W podmnaica
mnaice V (W V). Tedaj je W vektorski podprostor,ce velja:

@o2w,

(ii) za vsewq; Wy 2 W velja wy +w, 2 W,

(i) zavse 2Finw2Wje w2W.

Naj bo V vektorski prostor nad poljem F. Podani naj bodo vektorji vi, %2, ..., ¥q 2 V in
skalarji 1, 2,.., n2F:Potem je

1 Y1+ 2 ¥t + n V¥n
linearna kombinacija vektorjev 1, ¥2, ..., ¥qn 2 V.

De nicija 3.3.38 Naj bo V vektorski prostor nad poljemF. Za izbrane vektorjevs, va, ...,
vn 2V mnaico vseh mogaih linearnih kombinacij

L(vyvoiivn) =2V, 9 1, 2105 n2F: X= 1 ¥+ 2 ¥+  + 4 vy0:
imenujemo linearna lupina vektorjevvy, v, ..., ¥n:

Naj bo (V; +; ) vektorski prostor nad poljem F. Preslikava :V V ¥ V, ki vsakemu ure-
jenemu paru (X;¥) 2V V priredi element x ¥, je notranja dvoclena operacija nad vektorskim
prostorom (V; +; ), ki jo imenujemo mnaenje vektorjev.

De nicija 3.3.39 Naj bo F polje in V vektorski prostor nad F, ki je opremljen z dodatno
operacijo mnaenja vektorjev, za katero za vsak skalar iz polja F in za poljubne vektorje
x;¥;22V velja:

(x) y=x ()= (x y);

(X+y) z=x z+y 2

X (y+2)=x y+x 2z

Tedaj pravimo, da je A = (V;+; ) algebra nad poljemF.
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Opomba. Zgornje lastnosti mnozenja vektorjev imenujemo bilinearnost. Algebra je poseben
primer vektorskega prostora, kjer mnozica vektorjev ni le Abelova grupa za sestevanje, ampak
je kolobar (za sestevanje in mnozenje).

De nicija 3.3.40 Podmnaica W V algebre A = (V;+; ) je podalgebra (algebre A),ce je
vektorski podprostor prostora(V; +) ince je tudi sama algebra za isti operaciji (zazeni na W).

Ali je mnozica W V podalgebra algebre V, najlazje ugotovimo, ce preverimo, ali sta
razlika a b in produkt a b poljubnih elementov a;b 2 W tudi v mnozici W (glej [121]).

Ob koncu dodatka A omenimo se preslikave, ki jih obravnavamo v zvezi z vektorskimi pro-
stori, t.i. linearne prelikave.

De nicija 3.3.41 Naj bostaV in W vektorska prostora. PreslikavaA : vV ¥ W je linearna,
ce zanjo velja:

() aditivnost: A(v1 +v2) = A(v1) + A(v2) za vsevy ;v 2V,
(i) homogenost:A( ¥) = A(v¥)zavse 2F inv2V.
Ce je A linearna, potem iz aditivnosti in homogenosti sledi
A( vi+ 2v2) = A( V1) +A( 2v2) = 1AN) + 2A(Y2)
zavse 1; 22F invsevy;v, 2 V.

Velja tudi obratno: ce je A( 1v1 + 2v2) = 1AWNW1) + 2A(W2) zavse 1; 22F inwyjvp, 2V,
potem, ce izberemo ; = , = 1, dobimo A(vy + v,) = A(v1) + A(¥2), kar pomeni, da je A
aditivna preslikava; in ce izberemo , = 0, dobimo A( 1¥1) = 1A(v1), kar pomeni, da je A
homogena. Zato lahko zgornjo de nicijo zapisemo krajse.

Trditev 3.3.42 Preslikava A :V ¥ W je linearna natanko tedaj, ko velja
A( V1 + 2¥2) = 1AMWL) + 2A(Y2)

zavse zavseq, 22F invsevy;v, 2V.

Dodatek B

1. Koda v programu Mathematica  za izracun fokusnih kolicin sistema (3.9).
Operator (3.71) v [114] za sistem (3.9)

I1[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
1nu_1+2nu_2+1nu_3+0nu_4+2nu_5+1nu_6+0nu_7+0nu_8
12[nu_1,nu _2,nu _3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu 8]:=
Onu_1+0nu_2+1nu_3+2nu_4+0nu_5+1nu_6+2nu_7+1nu_8

De nicija funkcije (4.52) v [114].
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v[k 1,k 2,k 3,k 4,k 5,k 6,k _7,k 8]:=v[kl,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=
Module[{us,coef},coef=11[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]-12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]; us=0;
v[0,0,0,0,0,0,0,0]=1;

I1f[k1>0, us=us+(11[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[kl-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]]
1f[k2>0,us=us+(11[k1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[kl,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k3>0,us=us+(11[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[kl,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k4>0,us=us+(11[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]+1)*v[Kkl,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]];
If[k5>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]+1)*v[Kkl,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]];
1f[k6>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]+1)*v[kl,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]];
If[k7>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]];
If[k8>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]+1)*v[Kk1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]];

If [coef!=0, wus=us/coef]; If [coef==0, gg[kl,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=us; us=0]; us]

gmax je stevilo fokusnih kolicin, ki jih izracunamo

gmax=7;

Izracun kolicin q[1],q[2],: ::,q[n] do n=""gmax"

Do[k= sc; num=k; qg[num]=0;

For[11=0,i1<=2 k,il++ ,

For[12=0,i2<=(2 k-il),12++ ,

For[i3=0,i3<=(2 k-il1-i2),i3++ ,

For[i14=0,i4<=(2 k-il-i2-i3), i4++,

For[15=0,i5<=(2 k-il-i2-i3-i4),i5++,

For[16=0,i6<=(2 k-il-i2-i3-i4-i5),16++,

For[17=0,i7<=(2 k-il-i2-i3-i4-i5-i6),17++,

For[18=0,i8<=(2 k-il-i2-i3-i4-i5-i6-i7),i8++,
IFL(IL[i1,12,i3,i4,15,i6,17,18]==k) &&(12[il1,i2,13,i4,i5,16,i7,i18]==Kk),
v[il,i2,13,i4,i5,16,i7,i8];
g[numl=q[num]+gg[il,i2,i3,i4,i5,i16,17,i8]TT[i1,12,13,1i4,15,16,17,181111111111,
{sc,1,gmax}]

De niranje monomov sistema (3.9)

TTOIL ,12_,13_,14_,15_,16_,17_,18 ]:=
alo~1 a20M2 all™3 a02714 b20~15 b1176 b02~A17 b1~

Rezultat (fokusne kolicine)
Do[Print[gg[il=q[il], {i,1,gmax}];
2. Koda v programu Mathematica  za izracun fokusnih kolicin sistema (3.34).

I11[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
3nu_1+2nu_2+1nu_3+0nu_4+3nu_5+2nu_6+1nu_7+0nu_8
12[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
Onu_1+1nu_2+2nu_3+3nu_4+0nu_5+1nu_6+2nu_7+3nu_8
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v[k 1,k 2,k 3,k 4,k 5,k 6,k _7,k 8]:=v[kl,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=
Module[{us,coef},coef=11[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]-12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]; us=0;
v[0,0,0,0,0,0,0,0]=1;

If[k1>0, us=us+(11[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[kl-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]]
1f[k2>0,us=us+(11[k1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[kl,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k3>0,us=us+(11[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[kl,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k4>0,us=us+(11[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]+1)*v[kl,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]];
If[k5>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]+1)*v[kl,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]];
1f[k6>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]+1)*v[kl,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]];
If[k7>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]];
If[k8>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]+1)*v[Kk1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]];

If [coef!=0, wus=us/coef]; If [coef==0, gg[kl,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=us; us=0]; us]

gmax=8;

Do[k= sc; num=k; qg[num]=0;

For[i1=0,il<=2 k,il++ ,

For[i2=0,i2<=(2 k-il),i2++ ,

For[13=0,i3<=(2 k-i1-12),i3++ ,

For[14=0,i4<=(2 k-i11-12-13), i4++,

For[15=0,i5<=(2 k-il1-12-i3-i4), i5++,

For[i6=0,i6<=(2 k-il-i2-i3-i4-i5),i6++,

For[i7=0,i7<=(2 k-il-i12-13-i4-i5-16),i7++,

For[18=0,i8<=(2 k-il1-i12-13-i4-i5-i6-17),i8++,
IF[(IL[i1,12,13,i4,15,16,17,18]==k) &&(12[i1,i12,13,i4,15,16,i7,i18]==k),
v[il,i2,13,i4,i5,16,17,i8];
glnum]=g[num]+gg[il,12,i3,i4,15,i6,i7,18]TT[i1,12,i3,i4,15,i6,17,i18]1111111111.
{sc,1,gmax}]

7T, 012_,13_,14_,15_,16_,17_,18 ]:=
a30™1 a21M2 al2~13 a03”4 b30M5 b21716 bl27~M17 b03M8

Do[Print[gg[i]=qli]], {i,1,gmax}];

Rezultat izracuna primarne dekompozicije v Singularju  ideala B4 za sistem (3.27) z
= 0 (ali sistem (3.9)).

[1]:

[1]:
_[1]=a10"2*a02-b20*b0172
_[2]=a20*b01"2-a1072*b02
_[3]=a20*a02-b20*b02
_[4]=al1-b11

[2]:
_[1]=a10"2*a02-b20*b01"2
_[2]=a20*b01"2-a1072*b02
_[3]=a20*a02-b20*b02
_[4]=al1-bl11
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[2]:

[1]:
_[1]=a02+b02
_[2]=a20+b20
_[3]=all-b11

[2]:
_[1]=a02+b02
_[2]=a20+b20
_[3]=all-b11

[3]:
[1]:
_[1]=b02
_[2]=b11
_[3]=a02
_[4]=al1

[2]:

_[1]=b02

_[2]=pb11

_[3]=a02

_[4]=al1
[4]:

[1]:

_[1]=b11
_[2]=a02"2+2*a02*b02+b022
_[3]=a20*b02+a02*b20+2*h20*b02
_[4]=a20*a02-b20*b02
_[5]=a20"2+2*a20*b20+b20"2
_[6]=al1

[2]:

_[1]=b11

_[2]=a02+b02

_[3]=a20+b20

_[4]=al1
[5]:

[1]:

_[1]=pb11
_[2]=b20
_[3]=a02
_[4]=al1
[2]:
_[1]=b11
_[2]=b20
_[3]=a02
_[4]=al1
[6]:
[1]:
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_[1]=b11
_[2]=b20
_[3]=a20
_[4]=a11
[2]:
_[1]=b11
_[2]=b20
_[3]=a20
_[4]=al1
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