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Predgovor

Pricujoce delo z naslovom Metoda koncnib elementov v analizi statitnega odziva ravninskih linijskib
konstrukcij, Fbirka resenih primerov predstavlja nadgradnjo gradiva s podobnim naslovom, ki
je bilo pripravljeno Ze leta 2018, a je bilo izdano v fizi¢ni obliki Sele leta 2020. Vsi izvodi
so bili nepricakovano razprodani ze leta 2022, zadnjih 15 izvodov pa je nabavil
Gradevinsko-arhitektonski fakultet iz Nisa, Republika Srbija. TakSen odziv bralcev je
jasno nakazoval potrebo po ponatisu. Ker pa zgolj navadni ponatis ne pomeni napredka,
je bilo smiselno razmisliti o novi, dopolnjeni izdaji. V tej znatno razsirjeni izdaji z bolj
natanc¢no definiranim naslovom so odpravljene odkrite napake iz prve izdaje (in verjetno
tudi napravljene kaksne nove), obstojeci primeri so dopolnjeni oz. razsirjeni (tudi z
izra¢unom celotne potencialne energije [, ki sluZi za oceno kakovosti resitve), dodani so
novi, dodano pa je tudi poglavie, namenjeno zmanjsanju ra¢unskega modela, posveceno

prikazu alternativnih moznosti pridobitve primarnih spremenljivk.

Delo je $e vedno namenjeno predvsem studentom magistrskih programov Gradbenistva
in Gospodarskega inzenirstva smer Gradbenistvo Fakultete za gradbenistvo, prometno
inzenirstvo in arhitekturo Univerze v Mariboru kot Studijsko gradivo za pisni izpit pri
predmetu Metoda koncnib elementov in Osnove metode koninib elementov, nekateri novi primeri pa
sluzijo tudi kot delno Studijsko gradivo za izpit pri predmetu Igbrana poglavja iz metode
konénih elementov. Primeri so narejeni tako, da sluzijo predvsem kot komplement oz.

dopolnitev predavanjem in ne kot popolnoma samostojno uporabno delo.

Delo je razdeljeno na pet sklopov oz. poglavij.
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Poglavije 1, ki bo iz vidika povrsnega ali nepoucenega bralca precej odstopalo od vsebin
preostalih poglavij, zajema matematicne (pred)osnove metode konénih elementov —
resevanje navadne diferencialne enacbe z variacijskim racunom. Za to poglavje velja nacelo
»pot je cilj«, kar pomeni, da glavni poudarek niso dobljeni rezultati, temvec nacin njihove
pridobitve. Tak pristop vsebinsko precej opazno odstopa od rigoroznih matematicnih
pravil za reSevanje diferencialnih enacb, ki jih Studentje spoznajo pri matematicnih
predmetih.

Poglavie 2 je namenjeno resevanju tipicnih diferencialnih enacb (DE) 2. reda gradbenih
konstrukcij, s katerimi resujemo osne pomike ravninskih linijskih elementov ter precne

pomike kablov.

Najobseznejse je poglavje 3, ki pokriva resevanje diferencialne enacbe 4. reda precnega
premika oz. upogiba nosilcev, s posebnim poudarkom na modeliranju clenkov

konstrukcije.

Poglavie 4 predstavlja evolucijo prejsnjih dveh poglavij, saj prikazuje resevanje vezanih
diferencialnih enacb 2. & 4. reda, ki nastopijo, ko se hkrati pojavijo osni in precni premiki

zdruzenih ravninskih linijskih elementov.

Poglavje 5 prikazuje alternativne pristope k analizi, ki temeljijo na manjsih racunskih

modelih, ne da bi bila izgubljena kakovost rezultatov.

Naloge, ki jih delo obravnava, so vecinoma izracunane s (pre)veliko natan¢nostjo, torej z
velikim $tevilom decimalnih mest. Stevilo uporabljenih decimalk v vseh analizah je enako
dvojni natancnosti (FP64), a je Stevilo dejansko izpisanih decimalnih mest ponekod
manjse, saj so izpisane vrednosti prilagojene dejanskemu prostoru na posamezni strani.
Taksna natancnost za inzenirsko prakso obicajno ni potrebna in zahtevana, vendar tako
veliko Stevilo decimalnih mest omogoca bralcu, da lahko razlikuje med napako zaradi
metode in napako zaradi zaokrozitve, saj razlike med rezultati, pridobljenimi z razli¢nimi

pristopi, ne smejo izvirati iz uporabljene metode.

Rezultate primerov poglavij 2, 3, 4 in 5 sem preveril bodisi z resitvami diferencialnih enacb,
bodisi z lastno programsko opremo. Nekatere primere pa je s programskim paketom SAP

2000 preveril Se doc. dr. Denis Imamovi¢, za kar se mu iskreno zahvaljujem.



Predgovor 3

Upam, da bo to delo naslo pot do Studentov in da ga bodo uporabljali predvsem za
samostojni $tudij predmeta Se pred pisnim delom izpita in ne zgolj za listanje med
opravljanjem izpita. Pri reSevanju nalog si lahko bralci pomagajo s programskim paketom
Mathematica ali sorodnimi paketi, kot tudi z naprednimi sodobnimi kalkulatorji, ki imajo
verajen CAS (Computer Algebra System). Ti nudijo matematicno podporo resevanju, kar
omogoci Studentom, da vec casa posvetijo inzenirskemu razmisleku o najustreznejsi
diskretizaciji in njenem vplivu na kakovost resitve problema, matemati¢ni del analize pa

»prevalijo« na ustrezno orodje.

Delo pokriva osnovni spekter vsebin staticnih analiz omenjenih predmetov. Obravnava
vsa potrebna in zadostna orodja za resitev nalog na izpitih. Z * so oznaceni primeri, ki

presegajo osnovne vsebine, potrebne za pisni del izpita.

Za vse konstruktivne predloge, ki bodo vodili k izboljsanju kakovosti (in obsega) dela,

bom hvalezen.

Delo je sicer prvenstveno namenjeno Studentom magistrskih programov Gradbenistvo in
Gospodarsko ingenirstvo smer Gradbenistvo, vendar zaradi vsebine nalog menim, da ga bodo
lahko uporabili tudi vedozeljnejsi studentje visokosolskega programa Gradbenistvo FGPA
UM.

Pricujoce delo so izredno skrbno pregledali izr. prof. dr. Marina Trajkovi¢-Milenkovié, izr.
prof. dr. Iztok Perus in doc. dr. Mojmir Uranjek, za kar se jim iskreno zahvaljujem.
Zahvaljujem se tudi gospe Zvezdani Sabol Golob za kvalitetno in temeljito opravljeno

lektoriranje.
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Poglavje 1

Matemati¢ne osnove —

navadne diferencialne enacbe
in variacijski racun

Primer 1 — ReSevanje upogibnice (diferencialne enacbe 4. reda)

Doloc¢i upogibnico enostransko vpetega nosilca na sliki 1, ¢e se njegova visina linearno
spreminja od 0.75 m na levem robu do 0.25 m na desnem robu, Sirina pa je konstanta in
znasa b=0.25 m. Modul elasticnosti znasa 25 GPa.

py = 15 kN/m'

L=6.0m

Slika 1: Obravnavani nosilec in uporabljeni koordinatni sistem
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Resitev

Iscemo resitev diferencialne enacbe 4. reda:

d? d*v(x
E'@[IZ(X)'$J—py(X):O 0SXS61’1’1
oziroma
d? d*v
s gm0 oxxzom

Visina nosilca /(x) se spreminja po linearni funkciji v splosni obliki:
h(x)=C,+C, x 0<x<6m

za katero vrednosti konstant dolo¢imo na osnovi robnih vrednosti visine:
h(0)=C,+C,-0=0.75m
h(6)=C,+C,-6=0.25m

kar vodi do funkcije:

h(x)=0.75m-05m-X =2 m-X _0.75m-0.0833333333333333- 0<x<6m

6 4 12

Tudi vztrajnostni moment je funkcija koordinate x:

3
L(x)= -111gx) =0.020833333333333 m-(0.75 m —0.0833333333333333-x)  0<x<6m

Upogibna togost El(x) pa znasa:

ot N
m

EI (x)=5.208333333333333-10° —-(0.75 m —0.0833333333333333 -x )’ 0<x<6m



N
Poglavye 1
Matematitne osnove — navadne diferencialne enacbe in variacijski racun

Priblizno reSitev za celoten interval (0 < x < 6 m) iS¢emo v obliki:

v(x)= VN(X)=¢O(X)+ZCj~¢j(X) 0<x<6m

Izbira osnovne funfkcije resitve

Osnovna funkcija resitve mora zadoscati trem kinematicnim in enemu statichemu
robnemu pogoju. Vsi pogoji so homogeni, kar pomeni, da lahko izbira osnovne funkcije,
ki je ne vaiiriamo, bistveno vpliva na kakovost numeri¢ne resitve. Zato kot osnovno
tunkcijo resitve izberemo upogibnico nosilca, ki ima enako obremenitev in robne pogoje,
a izbrano konstantno visino, npr. 4/=0.375 m, za katero lahko menimo, da bo dokaj

podobna iskani upogibnici:

% , 16 5 16

¢0(X):—'X — X7+ X
78125 46875 703125

=1.2288-10° -x? —3.413333333333335-10* - x* + 2.2755555555555557-10° - x* 0<x<6m

Opomba: ¢e bi osnovno funkcijo resitve poskusili poiskati iz popolnega polima tretjega

reda, ki zadosca predpisanim homogenim robnim pogojem, bi sledila resitev @, (x) = 0.

Ker mora izbrana funkcija @o(x) zadosc¢ati (morebitnim nenicelnim) robnim pogojem, je

ne variiramo, kar pomeni, da je ne mnozimo z neznano konstanto.
Izbira testnib funkci

Ce izberemo N=4 (izhajajo¢ iz predpostavke, da ve¢je $tevilo funkcij vodi do kvalitetnejse
resitve), labko izberemo naslednje $tiri testne funkcije (ker jih vaiiramo, njihova izbira ne
vpliva tako drasticno na kakovost resitve kot izbira osnovne funkcije resitve). Izberemo
jth lahko npr. tako, da poleg homogene oblike robnih pogojev vpeljemo Se nek
kinemati¢cno mozen pomik (npr. enotski pomik na sredini razpona), da se izognemo

nicelni resitvi.
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¢2(X):£'X4 _i.xs +L.X6
243 81 2187 (zelena)

32 , 160 , 1 7
=— X —— X + X
129 3483 282123 (modra)

Cetrto funkcijo pa npr. dobimo tako, da vsoto prvih treh funkcij delimo z 2:

1130 , 2041 5, 5 , 16 5 1 1 7
¢4(x): ‘X" — X+ X = X+ X+ X
4257 38313 243 2673 2187 564246 (vijoli¢na)

()
1.75 |

Slika 2: Primerjava izbranih testnih funkcij

S pomocjo slike se lahko prepricamo, da za vsako vrednost neodvisnega parametra x

znotraj opazovanega intervala (0 < x < 6 m) velja

0#9,(x)
0= ¢,(x)

razen na mestih predpisanih pomikov (to je v robnih toc¢kah x = 0 m in x = 6 m).
Linearno neodvisnost izbranih funkcij preverimo z determinanto Wronskega, ki jo

izracunamo kot (ker so vsi robni pogoji homogeni, moramo v izracun vkljuciti tudi

osnovno funkcijo):
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Matematitne osnove — navadne diferencialne enacbe in variacijski racun

0,(t) 0(t)  0,(t) o) 6.(t)
0,'(t) ') ¢,'(t) ¢(t)  ¢,(t)
W(t) = W0, (6}, (th o (£) 0 (Ehda(£)) = |0, (6) ~ ¢,"(1)  &,"(6)  ¢5"(t) ¢, (t)]=0
6,"'(t) ¢,"(t) ¢,(t) ¢sm(1) (e
0.7 o) 6,0 ¢, 6,7

ki bi morala biti od ni¢ razlicna. Kadar funkcijo @, (x) in njene odvode vstavimo z
racionalno zapisanimi cleni (torej v obliki ulomkov) polinoma, je vrednost determinante
enaka 0. Ce pa funkcijo @(x) in njene odvode vstavimo z izvrednotenimi ¢leni, pa je
determinanta od ni¢ razlicna v obliki polinoma z zelo majhnimi koeficienti, kar pa je
posledica zgolj zaokrozevanj. V tem primeru je vrednost determinante smiselno preveriti

grafi¢no.

Ker je determinanta Wronskega pokazala, da izbrane testne funkcije niso medsebojno
neodvisne, to pomeni, da je med njimi vsaj ena linearno odvisna. Ker pa determinanta
Wronskega ne pokaze, katera je oz. so te funkcije, je potrebno to oz. te funkcije poiskati s
poskusanjem. Ce ponovimo izra¢un determinante Wronskega samo s prvimi tremi
testnimi funkcijami, je le-ta od ni¢ razli¢na, kar pomeni, da je bila Cetrta testna funkcija
linearna kombinacija prvih treh, in zato analizo nadaljujemo samo s prvi tremi testnimi

funkcijami.

o(x)

Slika 3: Primerjava izbranih testnih funkcij
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Prepricamo se lahko, da za vsako vrednost neodvisnega parametra x (0 = x < 6 m) velja:

0 9,(x)
O;td)j(x)

razen na mestih predpisanih pomikov (to je v robnih toc¢kah x = 0 m in x = 6 m).
Tako sledi predpostavljena numericna resitev v obliki:

vi(x)=1.2288-107 -x* —3.4133333-10™ - x* + 2.27555556-10” - x*

(28 , 2 5 1 Sj (:10 ., 5 52 6]
+¢ | — X —— X +— X [+C | — X — X +— X
99 3 2673 243 81 2187

+c3.(32 2160 s, 1 j 0<x<6m

. X —_— . X . X
129 3483 282123

kjer so konstante C7, C2in Cs utezi, ki jth moramo doloc¢iti tako, da se bo dobljena priblizna

resitev ¢im bolj ujemala z (neznano) tocno resitvijo oz. da bo ostanek ¢im manjsi.

Prvi odvod aproksimativne resitve je:

dvg—t(x) = 2457610'3 -X _102410»3 'X2 +910222222210_5 'X3 N

56 2, 5 A 40 5 5 4, 4
— XX+t —X |G+ — X —— X +—— X" |'C,
99 11 2673 243 81 729

64 160 , 7 ]
+| — X —— X"+ X |-Cy
129 © 1161 282123

Drugi odvod aproksimativne resitve je:

d’v(x)

dt?

56 4 , 20 4 40 4, 20 , 20 64 320 , 14 p
— Xt —X || =X —— X +— X | Cy | — X+ —— X |'C
99 11 2673 81 81 729 129 1161 94041

=2.4576-107 —2.048-107 - x +2.7306666666666667 -10™ - x* +

Produkt drugega odvoda aproksimativne resitve z upogibno togostjo je:
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EIl - dZVN (X)

z dt2
- (630000 +1.2133049242424244-10° - ¢, +9.689922480620155-107 - 03)- X
+ (230000 +3.1236847643098-10" - ¢, +1.0850694444445-10° - ¢, +2.422480620155-10’ -03)- x’
- (37407.40740741 +1.48572920564-10° - ¢, +9.0422453704-10" - ¢, +2.392573452-10° - c, ) x’
+ (2839.5061728395 —438411.8967452-¢, +2.8131430041152-10" - ¢, +83075.4670835 - 03)- x*
+ (— 82.30452674897 + 60890.54121462 - ¢, —4.1676192653559-10° - ¢, +32710.96516413 - c, ) x’
(— 2255.2052301709364 - c, + 297687.0903825636 - ¢, —10903.65505471018 - 03)- x°
+ (— 8269.0858439601-c, +1211.517228301131- 03)- x" —44.87100845559745 ¢, - x*

= 540000 +1.2428977272727273-10° - ¢, +1.0901162790697674 -10° - c,

Njegov drugi odvod vstavimo v diferencialno enacbo in ostanek oz. rezidual je tako:

R(x)= 445000 + 6.2473695286195-107 - ¢, +2.170138888889-10° - ¢, + 4.844961240310-10” -, +
(- 224444.4444445 - 8.91437523382-10° - ¢, — 5425347222222 10 - ¢, —1.435544071203-10” - ¢, )- x
+(34074.07407407 - 5.260942760943 - 10° - ¢, +3.3757716049383-10° -, +996905.605002 ¢, )- x>
+(-1646.0905349794 +1.2178108242923-10° - ¢, —8.33523853071-10 - ¢, + 654219.3032826 -, ). x*
+(-67656.1569051281-¢, +8.930612711476909-10° - ¢, —327109.6516413054 -, )- x*
+(~347301.6054463242 - ¢, + 50883.723588647495 - ¢, )- x° —2512.776473513457 - ¢, - x°

V primeru natancne oz. to¢ne resitve mora biti rezidual identicno enak ni¢ (tj. za vsako
tocko opazovanega intervala), kar vodi do sistema sedmih enacb s tremi neznankami, kar

pomeni, da je sistem predolocen:

445000 + 6.2473695286195-107 - ¢, +2.170138888889-10° - ¢, + 4.844961240310-107 -¢, = 0

— 224444 4444445 —8.91437523382-10° - ¢, — 5.425347222222-10° - ¢, —1.435544071203-10" - ¢, =0
34074.07407407 — 5.260942760943 -10° - ¢, +3.3757716049383 -10° - ¢, +996905.605002 - ¢ = 0
—1646.0905349794 +1.2178108242923-10° - ¢, —8.33523853071-10 - ¢, + 654219.3032826 - ¢, =0

—67656.1569051281- ¢, +8.930612711476909-10° - ¢, —327109.6516413054 -c, =0
—347301.6054463242 -c, +50883.723588647495-¢c, =0
—2512.776473513457 -c, =0

in nima enoli¢ne resitve.

Ce zelimo dobiti uporabne priblizne resitve, moramo za dolocitev optimalnih vrednosti ¢,

¢2in ¢; uporabiti drugacne metode, ki jih prikazujemo v nadaljevanju.
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Iskange resitve s kolokacijsko metodo

Izberemo ekvidistancne tocke na razdaljah 1.5 m, 3 m in 4.5 m od levega konca, pri ¢emer
je Stevilo izbranih tock enako Stevilu iskanih konstant. Za izbrane tocke sledijo trije

reziduali:

R(l .5) =179444.44444444455 + 4.103261346099888-10" - ¢, — 7.597997845936213-10" - ¢, +
3.006926266493803-10 - c,

R(3.0) =33888.888888888956 +1.5782828282828283-107 - ¢, +1.6075102880658437-10" - ¢, +
1.6056410900564648-10 - c,

ter

R(4.5) =-25000 —945325.6523569021 - ¢, +3.7299262152777776-10" -c, +
2.5470743499677004-10° - c,

za katere zahtevamo, da so enaki ni¢, in tako dobimo sistem treh linearnih enach s tremi

neznankami c¢i, ¢z, in cs.

4.1032613461-10" -¢, —7.597997846-10 - ¢, +3.006926266-10" - c, = —179444.4444
1.57828282828-10" - ¢, +1.60751028807-10" - ¢, +1.6056410901-10” - ¢, = —33888.88889
—945325.652357 -¢, +3.72992621528-107 - ¢, +2.54707434997 -10° - ¢, = 25000

Njihove resitve so:

¢, =—2.4563160422955938-107
c, =—1.5638470377769748-10"
¢, =2.3599686039346486-107

Priblizna resitev diferencialne enacbe z izbranimi funkcijami @i(x) po kolokacijski metodi

z ekvidistancno izbranimi tockami je tako:

vy (x)=1.3582920091871013-10~* - x* + 6.323459590358029-10~° - x°
—4.1600289620451626-107° - x* +1.0117393125209215-107° - x°
—1.43012989280016-107° - x° + 8.365034413835982-10°% - x” 0<x<6m
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Iskanye resitve 3 metodo poddomen (podintervalov)

Pri tej metodi dobimo enacbe za dolocitev konstant tako, da celoten opazovani interval
razdelimo na N posameznih podintervalov (obicajno #gberemo enako dolge podintervale,
vendar se podintervali smejo tudi prekrivati, ali pa se medsebojno ne dotikajo), nato pa na
vsakem podintervalu izvedemo integriranje ostanka R(x). Ko posamezne integrale
izenac¢imo z nic, sledi N linearnih enacb, iz katerih izracunamo konstante ¢, ¢,... ,en.

Ce izberemo tri enako dolge intervale, dobimo:

2m
IR(X)- dx =525390.9465020581+9.752770330188024-10" - ¢, —3.0794075682907462-10" - ¢,
x=0

+7.186694557706049 107 - ¢,

4m
IR(X)- dx =80617.28395061765 +3.2902542226101905-10" - ¢, +1.7563538332571983-10" - ¢,

x=2m

+3.2088565815987 107 -c,
in

6m
[R(x)-dx =-56008.230452674674 - 5.482854955591619-10° -, +3.734319167132759-10’ -,

x=4m

—1.4486925587094426-10° - c,
Sledi sistem treh linearnih enacb s tremi neznankami - konstantami ¢, ¢ in ¢;.

9.7527703302-107 - ¢, —3.079407568291-107 - ¢, + 7.18669455771-10" - ¢, = —525390.9465
3.29025422261-107 -¢, +1.756353833257-107 - ¢, +3.208856582-10" - ¢, = -80617.283951
—5.4828549556-10° -¢, +3.7343191671-107 - ¢, —1.44869255871-10° - ¢, = 56008.23045267

Resitve tega sistema so:

¢, =—1.5074798850326167-107
¢, =—2.0693202233604523-10
¢, =1.3058121160092707-107
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Priblizna resitev diferencialne enacbe z izbranimi funkcijami ¢@i(x) po metodi poddomen

pri ekvidistancnih intervalih je tako enaka:

vy (x) = 2.0444438084688682-10™* - x* —2.756542978377607 107 - X
+1.4239834471767687-107° - x* —3.084939062191049-10° - x°
—1.892382463063971-107 - x° +4.628520595659591-10°° - x 0<x<6m

Iskange resitve 3 metodo nagmanysib kvadratov

Pri uporabi metode najmanjsih kvadratov utezne funkcije w;(x) izracunamo iz ostanka oz.
reziduala R(x) kot:

Za obravnavani primer sledijo utezne funkcije:

wi ()= RO _ 6 2473605286195286-107 - §.914375233819678 10° - x
C

—5.260942760942761-10° - x* +1.2178108242923056 -10° - x> — 67656.1569051281- x*

w,(x)= 61;(") =2.170138888888889-10° — 5.425347222222222-10° - x +3.3757716049382716-10° - x°
CZ

—8.33523853071178-10" - x* + 8.930612711476909-10° - x* —347301.6054463242 - x°

W3(X) = 5R(X) =4.844961240310077-10" —1.435544071202986-10" - x + 996905.6050020735 - x>
C;

+654219.3032826107 - x> —327109.6516413054 - x* + 50883.723588647495 - x*
—2512.776473513457 - x°

ki vodijo do sistema treh linearnih enacb:

6
[ GI;(X) ‘R(x)-dx = 2.9437083299930625 - 10" + 5.629430664938992 10" -,
x=0 cl

—6.1570123147776-10" - ¢, +4.26352878970288-10" -c, =0

6
j 61;—()()-R(x)-dx =2.523153251336-10" —6.1570123147776-10" -,
x=0 02

+1.6437157287100416-10'"° - ¢, —1.03277722904576-10"* - ¢, = 0
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6
[ al;(x) ‘R(x)-dx = 2.1908454490594375 10" + 4.263528789702864 10" -,
x=0 C3

—1.03277722908672-10" -, +3.273482494211488 - 10" c;=0
Resitve zgornjega sistema enacb so:

¢, =—1.5989398746737413-10~
¢, = —6.637660015759061-10™
¢, =1.4111654861957562-10™

Priblizna resitev diferencialne enacbe z izbranimi funkcijami @i(x) po metodi najmanjsih

kvadratov je tako:

vy (x)=2.0711135615582472-10™ - x> —2.053174293636733-10°~
—4.559917760325352-10°° - x* +2.2128242818060176-10 - x* —6.070105181306868 10"’
+5.00195122764098-10° - X 0<x<6m

Iskanye resitve z Galerkinovo (Galjorkinovo) metodo

Pri Galerkinovi metodi kot utezne funkcije uporabimo funkcije wi(x) = @i(x), ki vodijo do

sistema treh linearnih enacb:

J.d) dx =133560.3655603677 + 4.8678524057310104-10" - c,

+2.691456816040039-10 - ¢, + 4.6459473383755684-10" -c, =0

J.d)2 dx 9312.169312238693 +2.69145681603508-10" - ¢,

+9.68681524230957-10" - ¢, +3.370596609183502-10" -c, =0
I¢3 dx =121039.58745818213 +4.6459473383755684-10" - ¢,

+3.3705966091796875-10" - ¢, +4.513399742051983-10" - ¢, =0
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Resitve sistema enachb so:

¢, = —1.6411582094939002-10~
¢, =—6.502800139912735-10™
¢, = 1.4697395047643901-10"

Priblizna resitev diferencialne enacbe z izbranimi funkcijami @i(x) po Galerkinovi metodi

je tako:

vy(x)=2.330058557682424-10* - x> — 2.185226057486783-10" - x* — 4.004938847377507-10°° - x*
+1.8883869684897203-10° - x* —5.946776533985125-107 - x°
+5.209569956240328-10° - X 0<x<6m

Iskanye resitve 3 metodo momentov

Pri uporabi metode momentov so utezne funkcije enake:

ki vodijo do sistema treh linearnih enacb:

6
jx-R(x)-dx =330000+1.4599116161616158-10° -c,

x=0

+1.4467592592593384-10° - ¢, +1.426571920757959-10% - ¢, =0

6
j x”-R(x)-dx = —488000 +1.920995670995674 - 10° - c,

x=0

+9.217923280424194-10° - ¢, +2.628840080390377-10% -c, =0

6
[ %7 -R(x)- dx = —5.74457142857140310° - 3.449675324674988-10" -,

x=0

+4.34027777777832-10° - ¢, +3.924418604650955-10° - ¢, =0
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Resitve zgornjega sistema enacb so:

¢, =2.1310595160688927 10"
¢, =1.9231903087421165-107
¢y =—6.444506438796704 107

Priblizna resitev diferencialne enacbe z metodo momentov je tako enaka:
vy (x)=2.3288664739902118-10~" - x> —1.7444451919791654-10™* - x’

+1.0189918966016941-107* - x* —2.2945836390729873-107 - x” +1.7587474245469744-10° - x°
—2.2842896321096487-10° - x’ 0<x<6m

Primerjava dobljenih priblignih resitev

Dobljene priblizne funkcije precnega pomika so prikazane na sliki 4.

v(x) [m] metoda momentov
0.002] S —— metoda poddomen
—— analiti¢na reSitev

0.00151 /_\ —— Galerkinova metoda
‘ kolokacijska metoda

— MNK
0.0017
0.0005
T x [m]
0 1 2 3 4 5 6

Slika 4: Primerjava dobljenih reSitev za precni pomik

Na osnovi grafov resitev lahko ocenimo (ker je tocna analiticna reSitev znana), da v
obravnavanem primeru Galerkinova metoda vodi do najboljse aproksimacije resitve. Ker
pa v splosnem tocna reSitev ni znana, je potrebno uporabiti drugacne pristope za

identifikacijo najboljse priblizne resitve.



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

18

Izralun in primerjava rezidualov 3a oceno najboljse resitve

Ker je znano, da je v primeru tocne resiteve rezidual enak nic, je za identifikacijo najboljse
priblizne resitve mogoce uporabiti integral kvadrata reziduala na opazovanem intervalu
iskane resitve.

V primeru metode najmanjsih kvadratov je ostanek enak:

R(x) =90975.39614046882 —165249.30778552796 - x +56543.91761821101- x°
+5786.808836735085 - x> —5099.564256522881-x* + 736.3136512727896 - x°
—32.81213963936921- x°

in integral kvadrata ostanka po opazovanem intervalu znasa:

6
j R(x) - dx = 3.461049409687744 -10°
x=0

V primeru Galerkinove metode je ostanek enak:

R(X) =-14259.057999185145 + 75628.13431321859 - x —91810.86855404581 - x*
+43440.44312639236 - x> —9462.114326669338 - x* +948.5805433622418 - X’
—35.45943433946876 - x°

in integral kvadrata ostanka po opazovanem intervalu znasa:

6
j R(x)*-dx =3.197720024309082 -10°
x=0

ki je manjsi od prejs$njega, s cimer nakazuje boljso resitev.
V primeru momentne metode je ostanek enak:

R(x) = 683260.331728197 —1.194325298449718-10° - x + 665663.2508639754 - x*
~163569.48333467724 - x> +19139.148777043163 - x* —995.8475661019395 - x°
+16.193604162814346-x°
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integral kvadrata ostanka po opazovanem intervalu pa znasa:

6
[R(x) - dx =1.1902230604252795-10"
x=0

Integral kvadrata ostanka pri uporabi Galerkinove metode je najmanjsi izmed vseh treh
integralov pri uporabi metod utezenih ostankov, kar nakazuje, da je aproksimativna
resitev, dobljena z Galerkinovo metodo, najkvalitetnejsa (to potrdi tudi graficna
primerjava resitev, ki pa je neuporabna brez poznavanja tocne resitve). Po drugi strani je
kvadrat ostanka pri metodi momentov najvedji, kar nakazuje, da je aproksimativna resitev,
pridobljena z metodo momentov, izmed teh treh najslabsa (tudi to je razvidno iz graficne
primerjave resitev). Integrala kvadrata ostanka pri uporabi kolokacijske metode in metode
poddomen pa sta 2.0741190691996582-10" oz. 3.461049409762085-10°.

R(x) metoda momentov
i — metoda poddomen
600000 —— analiti¢na resitev
7 —— QGalerkinova metoda
400000 kolokacijska metoda
— MNK
200000[
0 1 2 3 4 5 ¢ xml
-200000 |

Slika 5: Primerjava vseh rezidualov

Iz slike 5 je brez posebne matematic¢ne analize (in tudi brez poznavanja tocne resitve)
ocitno, da je najslabsa resitev dobljena z metodo momentov, nekoliko manj slabi pa sta
resitvi, dobljent z kolokacijsko metodo in metodo poddomen. Hkrati pa je razvidno, da
sta reziduala, dobljena z metodo najmanjsih kvadratov ter Galerkinovo metodo ne samo
najmanjsa, temvec tudi zelo podobna, in zato ju je smiselno prikazati in prouciti loceno,

kot kaze slika 6.
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R(x)

sooo/\ /\

‘ . /\ ‘ . X [m]
0 I W 4 6

25000 |

-10000 |

-15000 Galerkinova metoda
——— — MNK

-20000 |

-25000 ¢

Slika 6: Primerjava rezidualov metode najmanjsih kvadratov in Galerkinove metode
Izracun energij za oceno najboljse resitve

Uporaba reziduala za oceno najkvalitetnejSega priblizka je mogoca za vsako diferencialno
enacbo ne glede na analizirani problem. Kadar pa analiziramo pomike oz. deformacije
konstrukcij, pa lahko za oceno za iskanje najkvalitetnejSe resitve uporabimo tudi energije,

npr. izrek o minimumu celotne potencialne energije /1.

Notranjo deformacijsko energijo U v nosilcu zaradi precnega pomika izracunamo kot:

U=

N | —

dx?

. !E(x)-lz(x)-(dvz(x)f a

potencialno energijo zunanjih sil oz. obtezbe 7 pa izracunamo kot:

V= JL.q(x)-V'(x)-dx

x=0
Celotna potencialna energija je tako:

ImI=uU-v
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Preglednica 1: Primerjava energij izracunanih iz funkcij pomika iz razli¢nih pristopov
U 14 n=uv-v
Tocna reSitev 40.15904158663994 80.31808391519846 -40.15904232855852
Kolokacijska 30.30120795804295 69.21340314965339 -38.91219519161044
Metoda poddomen 54.80324219870152 91.43958721384755 -36.63634501514603
Metoda naj. kvadratov 29.803566135611383 69.02844259481279 -39.224876459201404
Galerkinova metoda 39.678994711144526 79.6174888801274 -39.93849416898287
Metoda momentov 60.97512223948532 87.48773422205291 -26.512611982567584

Tudi energije identificirajo resitev, dobljeno z metodo momentov kot najslabso (kar je
nezanimivo), metodo najmanjsih kvadratov in Galerkinovo metodo kot najboljsi, pa
ceprav obe posamezni energiji, ki skupaj tvorita konéno vrednost energije pri metodi

najman;jsih kvadratov, opazno odstopata od tocnih vrednosti.
Izracun funkcij upogibnega momenta

Funkcijo upogibnega momenta izracunamo s pomocjo drugega odvoda (priblizne)
tunkcije precnega pomika. Ker so vse dobljene funkcije precnega pomika priblizki, bodo
tudi iz odvodov izra¢unane funkcije upogibnega momenta priblizki, pri ¢emer imamo v
obravnavanem primeru znano eno diskretno vrednost momenta (v desni podpori), ki bi
lahko potencialno sluzila kot parameter identifikacije najboljse resitve, vendar so vse

dobljene funkcije momenta tam tocne.

Izmed vseh dobljenih funkcij upogibnega momenta lahko tako najkvalitetnejSo ponovno

identificiramo s pomocjo celotne potencialne energije /7, pri cemer sedaj celotno notranjo

deformacijsko energijo U izracunamo s pomocjo funkcije upogibnega momenta kot:

Potencialne energije obtezbe se ne spremenijo in tako sledijo vrednosti celotnih notranjih

deformacijskih energij, kot tudi celotnih potencialnih energij:

Preglednica 2: Primerjava energij izracunanih iz funkcij upogibnega momenta iz razli¢nih pristopov

Unnomenti | II=U-V
Toéna resitev 40.15904443533375 -40.15903947986471
Kolokacijska 30.30115282690832 -38.91225032274558
Metoda poddomen 54.803240705506845 736.63634650834077
Metoda naj. kvadratov 29.803559757436577 -39.224882837367005
Galerkinova metoda 39.67897438501006 -39.938514495156134
Metoda momentov 60.97510889602704 226.512625326027532
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Iz preglednice 2 vidimo, da v obravnavanem primeru Galerkinova metoda vodi do
najboljse aproksimacije resitve za upogibni moment.

M,(x) [m]
-100000

-80000¢
-60000(

analiti¢na reSitev
Galerkinova metoda

-40000(
-20000f

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — X [m]
20000

Slika 7: Primerjava funkcij upogibnega momenta

Diskusija variacije resevanja problema

Pri predhodnem resevanju smo kot osnovno funkcijo ¢(x) uporabili upogibnico
podobnega nosilca (s konstantno povprecno visino), vendar v splosnem osnovne funkcije
ne poznamo. Zato je bila izvedena dodatna analiza (ki ni prikazana), kjer je bila uporabljena
osnovna funkcija @,(x)=0, ki prav tako zadosca predpisanim homogenim robnim pogojem.

Resitve z osnovno funkcijo @ (x)=0 so prikazane na sliki 8.

v(x) [m]
0.002[ metoda momentov
—— metoda poddomen
——— analiti¢na

0.0015] —— Galerkinova metoda

kolokacijska metoda
——— MNK

0.001]

0.0005]

e

Slika 8: Primerjava dobljenih re§itev za pre¢ni pomik z drugacno osnovno funkcijo @,(x)
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Matematicne osnove — navadne diferencialne enacbe in variacijski racun

Iz grafov aproksimativnih resitev je razvidno, da je resitev z Galerkinovo metodo sedaj

nekoliko slabsa kot prej (kar potrdi tudi celotna potencialna energija /1), resitev s

kolokacijsko metodo pa se je dokaj priblizala pravi resitvi (¢eprav izracun celotne

potencialne energije //tega ne nakazuje).

Preglednica 3: Primerjava energij izraCunanih iz funkcij upogibnice iz razli¢nih pristopov

U |4 n=uv-v
Tocna resitev 40.15904158663994 80.31808391519846 -40.15904232855852
Kolokacijska 49.03009598838378 82.07848003322236 -33.048384044838585
Metoda poddomen 52.775839110663625 85.05711363692289 -32.28127452625927
Metoda naj. kvadratov 21.741416829427664 58.02343377079052 -36.282016941362855
Galerkinova metoda 39.558682985488886 79.11736597083487 -39.55868298534598
Metoda momentov 71.44911681053493 89.55092815584712 -18.101811345312186
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Poglavje 11

Osni pomiki nosilcev in

precni pomiki kablov

Primer 2.a — Analiza stebra, obremenjenega z lastno teZo

Poiskati je potrebno priblizno resitev diferencialne enacbe osnega pomika ter razporeditev
osne sile AB stebra dolZine 3 m, obremenjenega z lastno tezo. Prerez stebra je pravokotnik

z dimenzijama 4/ = 0.2 m/0.4 m, modul elasti¢nosti pa znasa 30 GPa.
Resitev

Izhodisce koordinatnega sistema npr. postavimo v prosti konec stebra in os x usmerimo

proti vpetemu delu stebra navzol.

Ceprav bi za izvedbo analize zadoscala diskretizacija z enim samim koncnim elementom,
iz demonstracijskih razlogov izberemo npr. diskretizacijo s tremi linearnimi koncnimi
elementi enakih dolzin (lahko so tudi razli¢nih, edini pogoj je, da je njihova vsota enaka 3

m), elemente in vozlis¢a pa npr. ostevil¢imo po vrsti od prostega konca proti vpetemu
delu.
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Slika 9: Izbrana diskretizacija

Ker so kon¢ni elementi enakih dolzin, so vse tri togostne matrike elementov medsebojno
enake:

A e N
N

24 24|
~ 10
—24 24

Medsebojno enaki pa so tudi obtezni vektotji elementov:

B)={r)= ()= 9 ke .{1}_ 2000; 1m.{1}:{1000 N}

1 1000 N

Vektorji pomikov elementov pa so razli¢ni in imajo oblike:

w-feh ) w-f)

Formalni matematicni pristop resevanja — resevanje enalh na nivojn koncnih elementov

Vektorji sekundarnih spremenljivk elementov so (kjer je ze upoStevana znana nicelna

vrednost osne sile na prostem koncu):
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~N,| [0 [N )
ST N = R A B B S R
Tako sledijo matri¢ne enacbe vseh koncnih elementov:

wl 24 -24] o [u] f1000] [0
[kl]'{uz}—{F1}+{Q1}_>|:_2.4 2_4]10 {uz} {1000} { X, }

u) 24 -247  [u,] (1000 N,
[kz]'{uj_{F2}+{Q2}_{‘2'4 24 ]10 '{u3}_{1ooo} { N, ; }

u) 24 247 fu] [1000] [-N,
[k3]'{u4}—{F3}+{ 3}_)[_2.4 2.4 :| 10 {u4}_{1000} { N, }

Enacbe lahko zapiSemo tudi v nematri¢ni obliki:

27

2.4:10° -u,—2.4-10" -u, =1000+0
~24-10"-u; +2.4-10” -u, =1000+ N,

2.4-10°-u,-2.4:10°-u, =1000— N, ,
~24-10"-u, +2.4-10” -u; =1000+ N _,

2.4-10"-u;—2.4-10°-u, =1000-N_,
~24-10"-u;+2.4-10"-u, =1000+N_,

ki jasno pokazejo, da gre za Sest enacb, v katerih nastopa tudi Sest neznank: trije vozli§¢ni
osni pomiki (pomik # je namre¢ znan in enak nic), ki so primarne spremenljivke, in tri

neznane vozlis¢ne vrednosti osne sile, ki predstavljajo sekundarne spremenljivke.
Ta sistem je resljiv in njegove resitve so:
u,=3.75-10°m N, , =—2000 N

u, =3.3333333333333333-10° m N,;=—-4000 N
u, =2.0833333333333334-10° m N, ,=-6000 N

in so enake pravilnim oz. toc¢nim resitvam (rezultate za vrednosti osne sile zlahka

preverimo z elementarno mehaniko, saj gre za stati¢cno doloceno konstrukcijo).



28 METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

Resevanje enach na nivoju konstrukcije

Slabost prej prikazanega pristopa je v tem, da smo za pridobitev primarnih spremenljivk
morali hkrati izracunati tudi vrednosti sekundarnih spremenljivk, ki pa vcasih niso
zanimive, in je tako bil racunski napor po nepotrebnem prevelik. Zato je smiselno enacbe
preurediti tako, da iz njih eliminiramo sekundarne spremenljivke, ki jih, kadar so zanimive,

po dolo¢itvi primarnih spremenljivk v fazi poprocesiranja doloc¢imo iz enacb elementov.

Vizualni pregled enacb pokaze, da ce seStejemo drugo in tretjo, ter Cetrto in peto enacbo,

sledi (brez upostevanja znane vrednosti #s) nov, ekvivalenten manjsi sistem enacb:

2.4-10°-u, —2.4-10° -u, =1000
~2.4-10°-u, +4.8-10° -u, —2.4-10° -u, = 2000
~2.4-10°-u, +4.8:10° -u, —2.4-10° -u, = 2000
~2.4-10°u, +2.4-10"-u, =1000+ N _,

Ta sistem obsega zgolj stiri enacbe, v katerih nastopajo samo Se Stiri neznanke: trije

vozliséni osni pomiki (pomik # je namre¢ znan) in (ena) neznana vozlis¢na vrednost osne

Slle Nx)4.

Ce zelimo pridobiti izklju¢no vrednosti primarnih spremenljivk, moramo resiti zgolj prve
tri enacbe:

2.4:10° -u, —2.4-10° -u, =1000
—-2.4-10° -u, +4.8:10° -u, —2.4-10° -u, = 2000
-2.4-10°-u, +4.8:10° -u, —2.4-10° -u, = 2000

oziroma

2.4-10°-u,—2.4-10° -u, =1000
~2.4:10° -u, +4.8:10° -u, —2.4-10” -u, = 2000
~2.4-10°-u, +4.8-10° -u, = 2000
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ki jih lahko zapisemo tudi v matri¢ni obliki:

24 =24 0 u, 1000 N
-24 48 -241(-10"-<u, =4{2000 N
0 -24 438 u;| |2000N

pri cemer je matrika simetricna. Resitve sistema so:

u, =3.75-10° m
u, =3.3333333333333333-10° m
u, = 2.0833333333333334:10° m

morebitne zanimive vrednosti sekundarnih spremenljivk lahko sedaj poiscemo iz

posameznih matricnih enacb elementov.

Zdrugevanje in resevanje matricnib enalh na nivoju konstrukcije — ingenirski pristop

Prej prikazani pristop zdruzevanja enacb s sestevanjem posameznih enacb je sicer
korekten, a lahko pri zapletenejsih konstrukcijah (ali pri drugacnem osteviléenju koncnih

elementov) hitro postane nepregleden oz. slabo razviden.

Zato enacbe raje zdruzimo v bistvene enacbe »konstrukcije« v matricni obliki, kar

naredimo v posameznih korakih.

Najprej pripravimo splosno matri¢no obliko enacb (/K] je togostna matrika konstrukcije,

{u} je vektor pomikov konstrukcije, {I} je obtezni vektor konstrukcije):

[K]-fuj={F}+ Q)
oz. v konkretni obliki za obravnavani primer, ko imamo $tiri primarne spremenljivke:

u, u, uyu,
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Sedaj iz matri¢nih enacb vsakega koncnega elementa v to formo na pripadajoca mesta

prepisemo ustrezne koeficiente oz. ¢lene matrik in vektorjev.

Po upostevanju clenov matri¢ne enacbe prvega koncnega elementa sledi zapis:

u, u, u; uy
3A10 T340 0 o] [u] [i600) [0
-24.10°_ 2410 [0 of Ju,|_|1o00] [N
0 0 0 0| |u, 0 0
0 0 0 0l |u, 0 0

Po upostevanju clenov matricne enacbe drugega konénega elementa sledi zapis:

ul u2 u3 u4
24-10° -=2.4-10° 0 0 u, 1000 0
~2.4-10° 5"41.'8'71'0'9'"'2'2'.2(71'0'9"; 0f |u,| 2000 ;"b'i
0 1-2410° 24:10°; o| |w,[ |1000] N,
0 0 0 0| |u, 0 0

Po upostevanju clenov matri¢ne enacbe tretjega koncnega elementa pa sledi zapis:

U, u, U; Uy
2410 -2410° 0 0 u)] [1000] [0
~24-10° 48-10° -24-10° 0 u,| 2000 | 0
0 —24.10° | 48.10° —24.10°) |u,[ }2000] | O
0 0 1-24.10° 24.10° | (u,] [1000{ N,

Ker gre za spodaj (oz. »desno«) vpeti steber, velja robni pogoj #~=0, kar pomeni, da v
zgoraj zapisanih enacbah nastopajo 4 neznanke: tri primarne spremenljivke (#1, #2 in u5)
ter sekundarna spremenljivka (INy4). Kljub temu, da je sistem ze resljiv, obicajno pois¢emo
tisto obliko sistema enacb, kjer nastopajo zgolj neznane primarne spremenljivke, torej s,

uo in Us.
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Ob upostevanju, da je # = 0, lahko enacbe zapiSemo v obliki dveh locenih »sistemov«

enach:

________________ , 24 -24 0 u] (1000
T4 o u,] 1000 0} ,

: ! 1 | -24 48 -24|-10"-qu, =<2000
—-24 48 -24, 0 5 U, 12000 0!

| ! -107 - =4 + r—>| 0 -24 48 u, 2000
L0 -24 48 ! -24 u, [ 000! "1 0

0 0 -24 24 0 1000 [N,

~2.4-10°-u, =1000+ N,
Iz prvih treh enacb tako sledijo vse tri vozlis¢ne vrednosti primarne spremenljivke:

u, 3.75-10°
u, r=143.3333333333333333:10° t m
u;| |2.0833333333333334:10°

Z dobljenimi diskretnimi vozlis¢nimi vrednosti pomika ze lahko izriSemo graf priblizne

resitve, saj gre za odsekovno linearne funkcije (slika 10).

u(x) [m]
6 —— analiticna resitev
3.5-10 "¢ — pribliZna reSitev
3.0t diskretna vrednost
2510}
2107}
15107} No=3
11070}
05107
0.0 0.5 I Ls > 25 3 ]

Slika 10: Primerjava dobljene pribliZne reSitve za osni pomik s to¢no resitvijo

Iz primerjave obeh grafov vidimo, da s priblizno resitvijo dobimo tocne vrednosti v
vozlisc¢ih in priblizne vrednosti med vozlisci. Iz slike je razvidno, da bo najvecja napaka

znotraj konc¢nega elementa nastopila na njegovi sredini. Za obravnavani primer znasa ta

razlika za vse tri elemente -1.041666666666668-107 m.
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Ocitno je, da se bo s povecevanjem Stevila koncnih elementov razlika med obema
resitvama zmanjSevala. Pri uporabi 4 koncnih elementov enakih dolzin je tako Ze opazno

boljse ujemanje tocne in priblizne resitve (slika 11).

u(x) [m]
3.510°F

— analiti¢na resitev
3.10°°F —— pribliZna resitev
25107}

2107
1.5:107}

1-10 ¢
0.5107

0.0 05 1 1.5 2 25 3 X[m]

Slika 11: Primerjava dobljene pribliZne reSitve za osni pomik s to¢no resitvijo

Tudi sedaj najvecja napaka znotraj koncnega elementa nastopi na njegovi sredini, a za

obravnavani primer ta razlika sedaj za vse $tiri elemente znasa -5.8593749999999307-10®

m oz. kar 43.75 % manj kot v prejsnji diskretizaciji.

Ker pa obicajno toc¢na resitev ni znana (v tem primeru bi bila analiza z metodo koncnih
elementov celo nepotrebna), lahko na osnovi informacije, da gre za kvalitetnejsi model,

zgolj sklepamo, da bodo tudi resitve kvalitetnejse.
Poprocesirange: iskange (lokalnih) linearnib priblignih funkcij osnega pomika po koncnih elementih

Funkcije osnega pomika (priblizne resitve) po posameznih elementih so dobljene z lokalno
linearno interpolacijo vozli§¢nih vrednosti pomika s pomocjo interpolacijskih funkcij HO

in so tako enake:

() =u, - X% 2R 395000 X2 33333333333333333. 10 . 220
’ X, — X, X, — X, 0-1 1-0

=3.75-10"° - 4.1666666666666677 10" - x 0<x<lm
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Uy, (X)=u, =22y, —3.3333333333333333.10°. 222
X, — X, Xy —X, 1-2

+2.0833333333333334-10°° ;—_i =4.583333333333333-10° -1.25-10° - x Im<x<2m

ua(x)=u, X X TX ) 0833333333333334-100 . 5K 4 0. X2
’ X, — X, X, — X, 3-2 3-2
=6.25-10° —2.0833333333333334-10° - x 2m<x<3m

Ce dobljene funkcije vstavimo v diferencialne enacbe elementov, izra¢unamo ostanke oz.

reziduale, ki veljajo za posamezni konéni element:

d*u, (x)
Re:EA~dI:(—’2+qx(x) X, SX<Xg
Ker pa so bili uporabljeni linearni koncni elementi, so drugi odvodi resitev enaki 0 in izraz

za rezidual se poenostavi v:

Kadar na konénem elementu torej ne deluje zvezna osna obtezba ¢g.(x), je vrednost ostanka
enaka ni¢, kar pomeni, da je znotraj elementa dobljena (formalno priblizna) numericna
resitev enaka analiticni resitvi (seveda pod pogojem, da so vozliscne vrednosti pomika

tocne).

Integrali kvadratov ostanka po posameznih konénih elementih so:

1 1
[R,?-dx = 2000 -dx =4-10°

x=0 x=0

2 2
R, dx = [2000°-dx =4-10°
x=1 x=1

3 3
RS- dx= [20007-dx =4-10°
x=2 x=2

Na osnovi izracunanih vrednosti sicer ne moremo soditi o kvaliteti priblizka, je pa ocitno,
da je kvaliteta priblizkov za vse elemente enaka. Ce pa bi za nek koncni element dobili
odstopajoco visjo vrednost, bi to bil, kljub nepoznavanju pravilne resitve, indikator, da je
smiselno takemu koncnemu elementu pripadajoce podrocje analizirati z veéjim Stevilom

krajsih konc¢nih elementov.
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Alternativho moznost ugotavljanja kvalitete resitve predstavlja izracun celotne potencialne
energije, pri cemer notranjo deformacijsko energijo U zaradi osnega pomika izra¢unamo

kot:

U2 (209 () Al o

2oL dx

(zunanjo) potencialno energijo I (ali 1) zunanjih sil oz. obtezbe pa izracunamo kot:

Z njima izracunamo celotno potencialno energijo /Z, ki ob toc¢ni resitvi doseze svoj

minimum.

Notranja deformacijska energija za izracunane funkcije osnega pomika znasa U =
0.007083333333333334 ], (zunanja) potencialna energija pa znaSa [/ =
0.014166666666666668 J. Celotna potencialna energija [/ tako znasa -
0.007083333333333334 ].

Ce pa analizo izvedemo s 4 konénimi elementi enakih dolZin, za funkcije pomika,
prikazane na sliki 11, sledi vrednost /7= -0.007294921875 J. Ker gre za manjSo vrednost,

to pottjuje, da gre kvalitetnejso resitev.
Poprocesirange: iskange globalne (enovite) pribligne funkcije osnega pomika po celem stebru

Ker pa je ocitno, da bo za celo konstrukcijo oz. steber veljala enovita funkcija osnega
pomika (saj znotraj konstrukcije oz. stebra ni sprememb togosti ali obtezb), lahko enovito
tunkcijo pomika (v splosnem priblizno resitev) po celi konstrukciji oz. stebru dobimo z
globalno interpolacijo, v kateri hkrati zajamemo vse znane vrednosti funkcije. Ce to
storimo z Lagrangeovo interpolacijo oz. Lagrangeovim interpolacijskim polinomom, ki za

nas primer dobi obliko:
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uL(X): . (xX—x,)-(X—x;)-(x—x,) +u, - (x—x)-(X—x3)-(X—x,)
(x; =X,) - (X = X3) - (X, = X,) (x; =X) - (X; =X3) - (X, = Xy)
+u,- (x—x))-(x—x,)-(x—-x,) +u,- (x—x)) (x—x,)-(xX—=X%;)

(X3 =X)) (X3 =X,) (X5 —Xy) (X4 =%) (X4 —%,) (X4 —X;3)

kjer produkti ulomkov predstavljajo Lagrangeove bazne polinome, tako sledi:

u, (x)=3.75-10°. EZD- X 72 (X73) | 3 3333333333333333.19¢. X 2D (X 22)-(x =3)
(0-1)-(0-2)-(0-3) (1-0)-(1-2)-(1-3)

12.0833333333333334.10¢ . 320 X =D x=3) 5 x=0)-(x=1)-(x=2)
2-0)-2-1)-(2-3) 3-0)-(3-1)-(3-2)

=3.75-10"° - 4.1666666666666677 -10~ - x* 0<x<3m

in vodi do resitve, ki je enaka pravilni resitvi.

Ker pa za tvorbo kvadratnega polinoma, ki v obravnavanem primeru predstavlja to¢no
resitev, zados¢ajo samo tri tocke, lahko izracun izvedemo s samo tremi poljubnimi

vrednostmi pomikov, npr. brez prve tocke, kar vodi do:

. (x—x;)-(x=x,) tu. - (x—%,)-(x—x,) tu. - (x-X,)-(x=-x;)

(x, =Xx3)(x, —x,) ’ (X3 —%,) (x5 —xy) ! (x4 —X,) (x4, —X3)

uL(X) =Uu,

er 2.0833333333333334-10° LzD(x=3)
(1-2)-(1-3) 2-1)-(2-3)

=3.3333333333333333-10° -

o =D (x=2)
3-1)-3-2)

=3.75-10"° = 4.1666666666666677 10" - x* 0<x<3m

ki ponovno predstavlja enako (to¢no) funkcijo osnega pomika.

Opomba: enako interpolirano funkcijo osnega pomika bi dobili, ¢e bi z resevanjen: sistema

enacb dolocili konstante funkcije:
u(x)=C, +C, -x+C,-x
oziroma

u(x)=C, +C, - x+C, x> +C, -x°



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

36

pri cemer bi iz sistema 4 enacb formalno moralo slediti Cy = 0, kar pa zaradi zaokrozevan;

ni nujno popolnoma izpolnjeno.

Za tocno funkcijo osnega pomika sledi vrednost /7 = -0.0075 J, ki je tudi najmanjsa

vrednost.

Za izracun funkcije osne sile lahko sedaj uporabimo diferencialno zvezo:

du_(x) = N"—(X) —> N, (x) = AE-du—(X) =24-10°N-2- (— 4.1666666666666677 - 10’7)- X
dx AE dx

=-1999.9999999999984 - x = -2000 - x 0<x<3m

ki je prav tako enaka pravi resitvi (izjemno majhna razlika nastopi zaradi zaokrozevanja).
Poprocesirange: resevange diferencialnib enalh osnega pomika po koninib elenentib

Z.a vsak koncni element lahko loceno analiticno resimo diferencialno enacbo:

pri cemer za dolocitev integracijskih konstant uporabimo prej izracunani vrednosti

primarnih spremenljivk (vozli§¢nih pomikov).
Za prvi konéni element tako sledi diferencialna enacba v obliki:

2
d EISX) - qﬁi‘) - 2240?%9 — —8.333333333333333:10 0<x<Ilm
X e

ki jo lahko resimo kar z dvakratnim zaporednim integriranjem:

2

u,(x)=-8.333333333333333-10"" -X?+ C,-x+C, 0<x<Im

Za dolocitev integracijskih konstant C; in (> sta na razpolago dva kinemati¢na robna

pogoja pomika:
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1,(0)=3.75-10° m
u,(1)=3.333333-10° m

ki vodita do funkcije osnega pomika:

u,(x)=-4.1666667-10" -x* +3.75-10° 0<x<lm

Za drugi koncni element sledi:

2
d uzz(x) — —8.333333333333333-10
dx
2
u,(x)=-8.333333333333333-10" ~X7+ C,-x+C, Im<x<2m

Za dolocitev integracijskih konstant Cs in Cysta na razpolago dva robna pogoja pomikov:

u,(1)=3.3333333-10° m
u,(2)=2.0833333-10° m

ki ponovno vodita do enake funkcije pomika kot za prvi konc¢ni element:
u,(x)=-4.166666666666667-10" -x* +3.75-10"° Im<x<2m

Enaka funkcija sledi tudi za tretji konc¢ni element, kar posredno potrdi, da so dobljene

funkcije tocne, saj za celotno obravnavano konstrukcijo oz. steber velja enovita resitev.
Poprocesirange: igracun funkcij osne sile i3 enach elementov 3 interpoliranjem med vozlisénimi vrednostmi

Funkcije osne sile bi formalno morali izracunati neposredno s pomocjo odvoda funkcij
osnega pomika. Ker pa le-te niso vselej to¢ne, uporabimo drug pristop, ki pa omogoca

kvalitetnejse rezultate.

Zato za vsak konéni element najprej dolo¢imo vozliscni vrednosti osne sile, ki ju
izracunamo iz lokalnih matri¢nih enacb elementov, kjer izhajamo iz enacbe elementa, kar

najprej vodi do vektorja sekundarnih spremenljivk:
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Ceprav je v enacbah za prvi element zanimiva zgolj vrednost osne sile N2 na koncu
prvega elementa (ki je v tem primeru tudi enaka osni sili na zacetku drugega elementa),

bomo zaradi prikaza postopka izracunali obe vozliséni vrednosti osne sile:

24 -247  (u)] ([1000] [-N,,
107 - = + T
—24 24 w,| |1000[ | N,
-N.,) [24 -24] ., (u)] [1000N 0 N, 0
Q=1 = 1074 - = =9 M=
N, | [-24 24 u,[ |1000N] |-2000N[ " |N_,[ |-2000N
kjer negativni predznak pomeni, da gre za tlacno osno silo.
Iz enacb za drugi element sledi osna sila N, ; (osna sila N, na koncu prvega elementa je

v nasem primeru enaka osni sili na zacetku drugega in je zato formalno ni potrebno

racunati ponovno):

24 —-24] , [u,] [1000] [-N_,
107 - = + T
24 24 u, [ 1000 | N,
~N.,| [24 -24] , [u,] (1000] [2000N N,,] [-2000N
{Qz}z ’ = -10 . — = —> ? =
N, [ |-24 24 u,[ |1000[ " |-4000N[ "IN, [ |-4000N

Iz enacb za tretji element sledi Se manjkajoca vozlis¢na vrednost osne sile N«

24 -247 , [u,] [1000) [-N,,
10" - = + s
-24 24 u, 1000 N,,
-N,; 24 =24 o |Uj 1000 4000 N N,, —4000 N
{Q3}: ’ = 10 . — = —> ’ =
N, [ |-24 24 u,[ 1000/ ~|-6000N| "IN, |-6000N

V vseh elementih torej nastopa tlacna osna sila.

Opomba: funkcija osne sile je v obravnavanem primeru zvezna linearna funkcija, in zato
bi lahko za dolocitev vozlis¢nih vrednosti osne sile uporabili samo prvi in tretji koncni
element, ali pa samo drugi in tretji koncni element ob upostevanju znane vrednosti osne

sile v zacetnem vozliScu prvega elementa.
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Izracuni pokazejo, da je v vektorju, ki sledi iz produkta [ke]-{ue} — {F.}, vedno potrebno
spremeniti predznak prvega clena, kar je posledica razlicnih usmeritev pozitivne osne sile
v zacetnem vozliscu med metodo koncnih elementov in standardnim dogovorom iz

mehanike.

Ker vozlis¢na vrednost osne sile pripada vozliscu 4, ki je podpora, lahko to informacijo

izkoristimo tudi za izracun reakcije.

Tako sledi iz ravnotezja sil v vertikalni smeri (kjer je usmeritev reakcije 1”4 predpostavljena

navzgor):
N, +V,=0->V, =—N_, =6000 N

Vrednost reakcije lahko izra¢unamo tudi iz »preostale« enacbe iz matricne enacbe

konstrukcije (Cetrte, ki je nismo uporabili za izracun neznanih vozlis¢nih pomikov):

~2.4-10° -u; =1000+ N, , = —2.4-10° -u, =1000-V,
V, =1000+2.4-10° -u, =1000+2.4-10° -2.0833333333333334-10"° = 6000 N

Ker pa posamezni vektor sekundarnih spremenljivk predstavlja vozliséne sile, ki delujejo
na posamezni koncni element, lahko vrednost in usmeritev reakcije odcitamo direktno iz
drugega clena vektorja {Qs}. Ker so te sile zapisane v globalnem koordinatnem sistemu,
negativna vrednost sile pomeni, da je usmerjena nasprotno kot globalna X os, in torej

deluje navzgor.

Ce za izratun funkdj spreminjanja osne sile (sekundarne spremenljivke) med vozlisci
uporabimo enake (linearne) interpolacijske funkcije kot za izracun funkcij pomika

(primarne spremenljivke), potem zapiSemo:

X—X X—X
_ B A
Noo(x)=N_, - — =B 4N - — A X, SX<Xy
XA —Xp Xg =Xy

kar za prvi koncni element vodi do funkcije:

N TR . X2 5000, 220
X, — X, TOX, X, 0-1 1-0

X—X,

=-2000-x 0<x<1m

NxN,l (X) = Nx,l ’
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Za drugi kon¢ni element sledi funkcija:

N L()=N, 225 N 27X 5000- X722 _ 4000 221 = 5000-x Im<x<2m
’ TX, X, T Xy X, 1-2 2-1
Za tretji koncni element sledi funkcija:
- - - )
N L(x)=N X% N 255 4000- 223 6000222 = 2000 2m<x<3m
' TOXy—X, X, T X, - -

Prepricamo se lahko, da je priblizna resitev za funkcije osne sile enaka pravi resitvi, ki sledi

iz diferencialne enacbe (ali elementarne mehanike).

Ker je ocitno, da bo za celo konstrukcijo oz. steber veljala enovita funkcija osne sile (saj
ni sprememb obtezbe znotraj konstrukcije oz. stebra), lahko enovito funkcijo osne sile
(formalno priblizno resitev) po celi konstrukciji oz. stebru dobimo tudi z interpolacijo. To
lahko storimo npr. ponovno z Lagrangeovo interpolacijo oz. ILagrangeovim
interpolacijskim polinomom, v katerem upostevamo vse $tiri diskretne vozliscne vrednosti

osne sile (in uporabimo Ze znane Lagrangeove bazne polinome):

N (x)=0- B (=2 6 =3) o500 (=00 (x=2)(x=3) 00 (x=0)-(x=D):(x=3)
. (0-1)-(0-2)-(0-3) (1-0)-(1-2)-(1-3) 2-0)-2-1)-(2-3)

6000 XD x=D-x=2) _ p500 « 0<x<3m
(3-0)-3-1)-(3-2)

ki je enaka pravi oz. to¢ni funkciji osne sile.
Poprocesirange: iskanje tocnih funkcij osnega pomika i3 tocnih funfkcij osne sile

Za (neobvezno) pridobitev tocnih funkcij osnega pomika znotraj vsakega koncnega
elementa lahko sedaj uporabimo Se drug pristop, ki predstavlja uporabo resitve

diferencialne zveze oz. enacbe, ki povezuje osni pomik in osno silo:

du, (x) = Nyi(x) X, <X <X,
dx AE
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ki pa je diferencialna enacba zgolj 1. reda, kar pomeni, da potrebujemo za njeno resitev
zgolj en robni pogoj. Ker so prej pridobljene numeri¢ne funkcije za osno silo toc¢ne, tudi

na tak nacin sledijo to¢ne resitve za funkcije osnega pomika.

Za prvi koncni element tako sledi:

u,(x)= N"’I(X)dx = jw.dx = —4.166666666666667 107 - x> +C, 0<x<Im
AE 2.4-10

Za dolocitev integracijske konstante C; sta na razpolago dve diskretni robni oz. vozliséni

vrednosti pomika:

1,(0)=3.75-10° m
u,(1)=3.3333333333333333-10° m

ki obe vodita do enake vrednosti integracijske konstante ¢; =3.75-107° kar vodi do

funkcije:
u,(x) = —4.166666666666667 107 - x> +3.75-10°° 0<x<lm

Za drugi koncni element sledi:

u,(x)= N“(X)-dx = jﬂm = —4.166666666666667 107 - x> +C, Im<x<2m
AE 24-10

Za dolocitev integracijske konstante Cz sta na razpolago dve diskretni robni vrednosti

pomika:

u,(1)=3.3333333333333333-10" m
u,(2)=2.0833333333333334-10° m

ki obe vodita do enake vrednosti integracijske konstante €, = 3.75-107¢ kar ponovno
(pricakovano, saj znotraj kontrukcije ne pride do spremembe obtezbe) vodi do enake

funkcije pomika:

u,(x)=—4.166666666666667 107 -x* +3.75-10°° Im<x<2m
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Enaka funkcija osnega pomika sledi tudi za tretji koncni element, kar posredno potrdi, da

gre za tocne resitve.
Poprocesirange: iskange funkcij osnega pomika po koninib elementih s kvalitetnejso interpolacijo

V enem izmed prejs$njih pristopov smo priblizek funkcije osnega pomika z interpolacijo
dobili tako, da smo za vsak element upostevali zgolj diskretni tocni vozlis¢ni vrednosti
osnega pomika, kar je omogocalo zgolj linearno interpolacijo. Funkcije osnega pomika pa
lahko izboljSamo tako, da v analizi upoStevamo se znani oz. izracunljivi diskretni toc¢ni
vozliséni vrednosti prvega odvoda osnega pomika. Zato najprej s pomocjo konstitutivne
enacbe izracunamo vozliscne vrednosti specificne deformacije, torej prvih odvodov

osnega pomika (in nato uporabimo Hermitsko interpolacijo H1):

N,,=0—>¢,,=0

N _ _
N, =-2000N e, ,=—2= N2000N - Z2000N _ ¢ 33333333333334-10”"
EA 30000 S 02m-04m 2410N
m
N —
N, =—4000N ¢ , =t = 000N _ ) (6 6666666666665-10
: *"EA  24-10°N
N —
N, ,=-6000N—>¢ ,=—= 6002N =-2.65-10"°
: *"EA  24-10°N

Priblizno resitev za prvi koncni element tako sedaj izracunamo kot:
UiN (x)=1y, "Ny, (x)+e,- NI,2(X)+ u,- N1,3(X)+ € N1,4(X)

kjer so interpolacijske funkcije, ki upostevajo odvode iskane funkcije, naslednji polinomi

3. stopnje (zapisani v lokalnem koordinatnem sistemu, ki je identicen globalnemu):
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PribliZzna reSitev za prvi konéni element tako dobi obliko:

U, (x)=3.75-10° m- N, (x)+0-N,,(x)+3.3333333333333333-10° m- N ,(x)
~8.333333333333334-107 - N, ,(x)
= —4.166666666666689-107 - x> +3.75-10°  O0m<x<lm

in je dejansko enaka pravi resitvi.
Priblizno resitev za drugi koncni element izracunamo kot:
WN (x)=u,- N2,1(X)+ &,° Ny, (x)+u, "Nys (x)+e, "Ny, (x)

kjer so interpolacijske funkcije sedaj naslednje (zapisane npr. v globalnem koordinatnem

sistemu):
Nz,](x)=—4+12-x—9'xz+2-x3 Nz,z(x)=—4+8-x—5-xz+x3
N2,3(X)=5—12-X+9-X2—2-X3 N2’4(X)=—2+5-X—4-X2+X3 Im<x<2m

Priblizna reSitev za drugi konéni element dobi obliko:

u, \(x)=3.3333333333333333-10° m- N, (x)-8.333333333333334-10 7 - N, (x)
+2.0833333333333334-10° m- N, ,(x) - 1.6666666666666665-10° - N, ,(x)
= —4.166666666666689-107 -x* +3.75-10° Im<x<2m

in je enaka pravi resitvi (in seveda s tem tudi funkciji, ki je bila dobljena za prvi koncni

element).
Ceprav je ze brez izracuna jasno, da moramo dobiti enako funkcijo osnega pomika tudi za

tretji koncni element, bomo racun izvedli za kontrolo, pri cemer priblizno reSitev za tretji

koncni element tako izracunamo kot:

u3,N(X)= u; 'N3,1(X)+ €3 'N3,2(X)+u4 'N3,3(X)+ €4 'N3,4(X)
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kjer so interpolacijske funkcije sedaj naslednje (zapisane npr. v globalnem koordinatnem

sistemu):
N, (x)=-27+36-x-15-x> +2-x’ N,,(x)=-18+21-x-8-x* +x’
N,,(x)=28-36-x+15-x* —2-x’ N,,(x)=-12+16-x-7-x* +x’ 2m<x<3m

Priblizna reSitev za tretji koncni element je ponovno:

u, y(x)=2.0833333333333334-10° m- N, ,(x) - 1.6666666666666665-10° - N, ,(x)
+0m-N,,(x)-2.65-10° N, ,(x) = —4.166666666666689-107 -x* +3.75-10°  2m<x<3m

Opomba: dobljene funkcije osnega pomika, kot tudi osne sile smo zapisali v skupnem oz.
globalnem koordinatnem sistemu, za katerega smo izhodisce izbrali v zgornji tocki
konstrukcije oz. stebra. Ceprav je tak zapis formalno vedno mogo¢ (in omogoca
neposredno primerjavo funkcij), je pri zahtevnejsih konstrukcijah pogosto neprakticen.
Zato obicajno vse funkcije raje zapisSemo v lokalnih koordinatnih sistemih, katerih
izhodisce se nahaja v zacetnem vozliscu posameznega koncnega elementa. Tako funkcije
dobijo drugacen zapis iste informacije, njihovi grafi pa so identicni grafom funkcij,
zapisanih v globalnem koordinatnem sistemu. Ker so v obravnavanem primeru vsi trije
elementi enakih dolzin, bi za vse tri elemente tako uporabili kar funkcije, prikazane pri

prvem elementu.

Primer 2.b — Analiza stebra, obremenjenega z lastno teZo in koncentrirano silo F;

na vrhu stebra

Poiskati je potrebno priblizno resitev diferencialne enacbe osnega pomika ter razporeditev
osne sile AB stebra dolzine 3 m, obremenjenega z lastno tezo in vertikalno silo F7 = 1000
N, ki deluje tlacno na vrhu stebra. Prerez stebra je pravokotnik z dimenzijama b/5 = 0.2

m/0.4 m, modul elasti¢nosti pa znasa 30 GPa.

F

3.0jm

Slika 12: Obravnavani steber
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Resitev

@ (\ 9] @ —
=
|
[

O
44—
475
S |
E\

Slika 13: Izbrana diskretizacija

Zaradi dodatne obtezbe (koncentrirane sile F) se matricna enacba, Ze znana iz prejSnjega
primera, ki velja za posamezni linearni koncni element za konstantno obtezbo ¢, ne

spremeni in tako ponovno velja:

EATL -1 fu]_qL, /1] [-N.
L. |-1 1] |u, 2 1] | N

Ce izberemo ze iz prej$njega primera znano diskretizacijo s tremi linearnimi konc¢nimi

elementi enakih dolzin (elemente osteviléimo npr. po vrsti od prostega konca proti
vpetemu delu), sledijo popolnoma enake matricne enacbe kot v prejsnjem primeru, razen

za prvi koncni element, kjer osna sila v zac¢etnem vozliS¢u ni vec enaka 0:

24 -24 o | 1000 -N,,
107 - = + ’
-24 24 u, 1000 N,

Iz mehanskega ravnotezja sil v prvem vozliscu sledi:

Nx,1 +F=0—> Nx’1 =-F
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Matricna enacba prvega konénega elementa tako dobi obliko:

24 -247 , (u)] ([1000] [-(=F)] (1000 F,
107 - = + = +
24 24 u,[  [1000f | N, 1000 |N,,
Tudi togostna matrika /K] celotne »konstrukcije« ter vektor pomikov {U} in obtezni

vektor {F} (v katerem so zbrani samo ¢leni, ki izvirajo iz lastne teze) se ne spremenijo.

Spremeni se zgolj vektor sekundarnih spremenljivk {(} na desni strani sistema

2.4-10° -2.4-10° 0 0 u, 1000
-2.4-10° 48:10° -2.4-10 0 | Juy(_J2000]
0 ~24-10° 4.8-10° -24-10°| |u,| |2000
0 0 -24-10° 24-10° | |u,) (1000

Matricni sistem bistvenih enacb konstrukcije, ki jith uporabimo za pridobitev iskanih

neznanih vozlis¢nih vrednosti pomikov, tako dobi obliko:

24 -24 0 Q u,] {2000
24 48 -24 @ o fu|_J2000] [24 -24 0 u ] [2000
0 -24 48 -14 u, [ ]2000f »|-2.4 48 —2.4/-10"-<u, »=12000
T o R w -~ 110004- 0 -24 438 u,| (2000

ki je enaka, kot da v ustreznem vozliScu, kjer nastopi koncentrirana sila F7, neposredno
upostevamo (torej pristejemo ali odstejemo, odvisno od njene usmeritve ter igbranega

koordinatnega sistema) vrednost sile F.

Iz tega sistema sledijo vozliS¢ne vrednosti primarne spremenljivke, torej osnega pomika:

u, 5-10°
u, r =14.166666666666667 -10~° t m
u, 25107

ki so (pricakovano) nekoliko vecje od vrednosti v prejSnjem primeru.
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Poprocesirange: iskange (lokalnih) priblignih funkcij osnega pomika po koninih elementib 3 interpolacijo
po elementih

Funkcije osnega pomika (priblizne resitve) po elementih so tako (interpolacijske funkcije

so enake kot v prejSnjem primeru):

g, () =1, XX 2R 5060105 X2 4 166666666666667-107 - X2
’ X=X, X, =X, 0-1 1-0
~5.10"° —8.333333333333335-10 - x 0<x<lm
u ()=, X5 27X 4 166666666666667-10° - 2
’ Xy 7 X5 X3 =X, 2—

+2.5-10°° i_—;( =5.833333333333334-10"° —1.6666666666666667-10° -x Im<x<2m

Xy —X X —X
uy,(t)=u,-——+u, - =25-10
N’S() ’ X; — X, ! Xy — X, 2- 3-2

=7510°-25-10°x 2m<x<3m

Notranja deformacijska energija za te funkcije pomika znasa U = 0.010833333333333334

J, (zunanja) potencialna energija obtezbe pa znasa I = 0.0225 J. Celotna potencialna
energija /7 tako znasa -0.011666666666666669 J.

u(x) [m]
5107
6L —— analiti¢na reSitev
410 priblizna resitev
3107
2107 ¢
1°10° ] N,=3
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ x [m]
0.0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Slika 14: Primerjava dobljene pribliZne reSitve za osni pomik s to¢no resitvijo

Iz primerjave obeh grafov na sliki 14 vidimo, da tudi sedaj s priblizno resitvijo dobimo
tocne vrednosti v vozliscih in priblizne vrednosti med vozlisci. Prav tako je mogoce
razumno predvideti, da bi s povecanjem Stevila vozlis¢ (npr. s povecanjem Stevila koncénih

elementov), ujemanje obeh resitev postalo boljse.
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Poprocesirange: iskange globalne (enovite) pribligne funkcije osnega pomika po celem stebru

Ker je ocitno, da bo tudi v tem primeru za celo konstrukcijo oz. steber veljala enovita
funkcija osnega pomika (saj ni sprememb togosti ali obtezb znotraj konstrukcije oz.
stebra), lahko enovito funkcijo osnega pomika (formalno priblizno resitev) po celi
konstrukeciji oz. stebru dobimo z interpolacijo. Pridobimo jo lahko npr. z Lagrangeovo
interpolacijo (pri cemer so interpolacijski polinomi znani Ze iz prejSnjega primera), ki za

nas primer dobi obliko:

u, (x)=5-10¢ BTV C=DX23) 6666666666710 - XD (X2 (x=3)
(0-1)-(0-2)-(0-3) (1-0)-(1-2)-(1-3)

oo Km0 x=D-(x=3) o (x=0):(x=1)-(x~2)
2-0-2-1)-(2-3) 3-0)-3-1)-(3-2)

=5-10"° —4.1666666666666714-107" - x —4.1666666666666677 - 10" - x* 0<x<3m

+2.5-1

in je enaka pravi resitvi. Zanjo sledi vrednost celotne potencialne energije /7= -0.0118750

J, ki je tudi manjsa vrednost od prej dobljene.

Za izracun funkcije osne sile zato lahko uporabimo diferencialno zvezo:

du_(X):Nx_(X)_>N (X):AE.du_(X)
dx AE h dx

=2.4-10° N- (— 4.1666666666666714 107" —2-4.1666666666666677 10~ 'X)
=-1000-2000-x 0<x<3m

ki je prav tako enaka pravi resitvi.

Poprocesirange: igralun funfkcij osne sile iz enach elementov 3 interpoliranjem med vozlisinimi vrednostmi

elementov

Vozlis¢ne vrednosti osnih sil izracunamo iz lokalnih matricnih enacb elementov. 1z enacb
za prvi konéni element tako sledi osna sila N.2na koncu prvega konénega elementa (ki je

enaka osni sili na zacetku drugega elementa):

24 -24 o |4 1000 -N_,
107 - = + ’
-24 24 u, 1000 N,

Q)= -Noi| | 24 -24 Lo W | _[1000N] _[1000N | N,,| [-1000N
VTING [ |24 24 u, [ 11000N[ " ]=3000N[ N, [ |-3000N
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Iz enacb za drugi konéni element sledi osna sila N.:

24 -24| o Ju|_[1000] [-N,
-24 24 u,| 1000 | N,

-N,,| [24 -24]  [u,] [1000] [ 3000N N.,] [-3000N
{Qz}: = 107 - = - =

N, | |-24 24 u,| 1000 |-5000N] [N, [ |-5000N

Iz enacb za tretji koncni element sledi se N«

24 -247 ., [u;] [1000] [-N,,
107 - = + ’
-24 24 u, 1000 NX,4
-N,; 24 =24 o |Us 1000 5000 N N, ; —5000 N
Q,}= o -10° - - = -1 =
NX’4 -24 24 u, 1000 —7000 N NX’4 —7000 N
V vseh elementih torej nastopa tlacna osna sila.

Iz ravnotezja sil v vertikalni smeri v vozlis¢u 4 (usmeritev reakcije 174 je predpostavljena

navzgor) pa sledi:

N,,+V,=0->V,=—N_,=7000 N
ki torej deluje navzgor.

Vrednost reakcije lahko izracunamo tudi iz »preostale« enacbe iz matricne enacbe
konstrukcije (Cetrte, ki je nismo uporabili za izracun neznanih vrednosti primarne

spremenljivke oz. vozlis¢nega pomika):

~2.4-10° -u, =1000+ N, - —2.4-10° -u, =1000 -V,
V, =1000+2.4-10° -u; =1000+2.4-10°-2.5-10"° = 7000 N

Se najenostavneje lahko vrednost in usmeritev reakcije odé¢itamo iz drugega ¢lena vektotja
sekundarnih spremenljivk {05}, ki pokaze, da je velikost reakcije 7000 N, usmetjena pa je

navzgor.
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Ce za spreminjanije osne sile (sekundarne spremenljivke) med vozlis¢i uporabimo enake
interpolacijske funkcije kot za funkcije osnega pomika (primarne spremenljivke), potem

zapisemo:

X=X X=X
NxNe(X):NxA'—B+NxB' A Xy SXSXg
' TOX, —Xg TOXg—X,
kar za prvi koncni element vodi do:
N (O)=N, 222 N 25 000- X7 23000. 220 - Z1000-2000-x  0<x<Im
’ TOX,—X, TOX, X 0-1 1-0

Prepricamo se lahko, da enaka funkcija osne sile sledi tudi iz enacb, ki pripadajo ostalima

konc¢nima elementoma.

Prav tako se lahko prepricamo, da je priblizna resitev za osno silo enaka pravi resitvi, ki

sledi iz diferencialne enacbe (in jo tudi zlahka preverimo z elementarno mehaniko).

0.0 os 1 s 2 25 5o
-1000
-2000
-3000 1
-4000 1

-5000

-6000 | priblizna reSitev = analitiCna resitev

7000 TN o [N]
Slika 15: Primerjava dobljene resitve za osno silo s to¢no resitvijo

Z enkratno integracijo posamezne funkcije osne sile kon¢nega elementa pa lahko dobimo
tudi posamezne funkcije osnega pomika znotraj konc¢nega elementa. Ker pa so vse funkcije

osne sile medsebojno enake, iz njih sledi enaka funkcija osnega pomika, slika 15.
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Primer 2.c — Steber, obremenjen z lastno teZo in koncentrirano silo F; v stebru
Poiskati je potrebno priblizno resitev diferencialne enacbe osnega pomika ter razporeditev
osne sile AB stebra dolzine 3 m, obremenjenega z lastno tezo in vertikalno silo F7 = 1000

N, ki deluje tlacno na razdalji 1 m od vrha. Prerez stebra je 4/h = 0.2 m/0.4 m, modul

elasti¢nosti pa znasa 30 GPa.

1.0lm

2.0lm

Slika 16: Obravnavani steber
Resitev

Pri iskanju analiti¢ne resitve bi sedaj morali resiti dve vezani diferencialni enacbi. Ceprav
je (ob uporabi ustreznega obteznega vektorja) steber (ki, ne glede na obtezbo, predstavlja
en sam konstrukcijski element) mogoce modelirati tudi s samo enim konc¢nim elementom,
je zaradi dejstva, da bo toc¢ni osni pomik opisan z dvema funkcijama, primerno uporabiti

vsaj dva koncna elementa, ki se seveda stikujeta na mestu delovanja sile F.

Zaradi dodatne obtezbe se matri¢na enacba, ki velja za posamezni linearni koncni element

za konstantno obtezbo ¢, ne spremeni in tako velja:

EA [ 1 1] fui] _aL, 1] [-Noa
L, -1 1] |u, 2 11 | N,

Ce pa ponovno izberemo ze iz prejSnjega primera znano diskretizacijo s tremi linearnimi
konénimi elementi enakih dolzin (kjer elemente osteviléimo po vrsti od prostega konca

proti vpetemu delu), se spremenita matricni enacbi prvih dveh koncnih elementov, saj
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osna sila v kon¢nem vozlis¢u prvega koncnega elementa zaradi koncentrirane sile F7 ni

vec enaka vrednosti osne sile v zacetnem vozliscu drugega koncnega elementa:

P R AT O TN e ITICHS A V8 ’
I S A N R

w) 24 24 fu] [1000] [N, 0
[kz]'{u3}_{F2}+{Q2}—){—2.4 2.4} 10 {u3}_{1000}+{ N; }

V stirih enacbah sicer nastopa 5 neznank, a iz mehanskega ravnotezja sil v drugem vozliscu

sledt:

NX,ZZgoraj - Fl - Nx,Zspodaj = 0 - Nx,ZZgoraj = Fl + N

x,2spodaj
Opomba: prav tako bi lahko enakovredno izrazili tudi:

N F-N 0—>N

X,2zgoraj - X,2spodaj = X,2spodaj = Nx,ZZgoraj - Fl

Matri¢ni enacbi prvega in drugega koncnega elementa tako dobita obliki:

u | 2.4 —2.4‘ o JUi{ _ 1000 0
[kl].{uz}_{E}+{Ql}{_24 2.4} 10 H{IOOOHFN}
[kz].{uz}: Ele 2}%[ 2.4 —2.4]109 _{uz}:{1000}+{—Nx,zm}

u, —24 24 uy] 1000 N,

Tudi togostna matrika /K] celotne »konstrukcije« in vektotja {U} ter {I'} se ne spremenijo.

Spremeni se zgolj vektor sekundarnih spremenljivk {(} na desni strani sistema

2.4-10° -2.4-10° 0 0 u, 1000 0
-2.4-10° 48:10° -2.4-10 0 | Ju,[_)2000( 1000
0 ~2.4-10° 4.8-10° -24-10°| |u,| |2000 0

0 0 ~-2.4-10° 2.4-10° | (u,] [1000] [N,

Matricni sistem bistvenih enacb konstrukcije, ki jith uporabimo za pridobitev iskanih

neznanih vozlis¢nih vrednosti pomikov (primarnih spremenljivk), tako dobi obliko:
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24 -24 0 u, ] (1000
-24 48 -241-10°-qu,  =43000
0 -24 438 u,| (2000

ki je enaka, kot da se k ustreznemu ¢lenu obteznega vektorja konstrukcije, kjer nastopi
koncentrirana sila F;, doda (torej pristeje ali odsteje, odvisno od njene usmeritve oz.

predznaka) vrednost koncentrirane sile .

Iz tega sistema sledijo vozlis¢ne vrednosti primarne spremenljivke:

u, ) [ 4.583333333333333:10°
u, + =1 4.166666666666667-10° * m
u, 2.5-107

Poprocesirange: iskanje (lokalnih) priblignib funkcij osnega pomika po koninib elementih

Funkcije pomika (priblizne resitve) po elementih so tako:

X—X X—X
uN,l(X): U - =+, :
X=X, Xy =Xy
=4.583333333333333:10° 10 -z—_i+4.166666666666667~106 : ’1‘_8
= 4.583333333333333-10° — 4.1666666666666635-107 -x  0<x<1m
u ()=, 2%y XTX2 4 166666666666667 10 - X2
’ X, — X, X; — X, 1-2
+2.5-107°. ’2‘ _i =5.833333333333334-10° —1.6666666666666667-10° -x 1m<x<2m
ter
s ()=uy 2T gy, 2T 500 X g X2
’ X; —X, X, — X, 2-3 3-2

=75-10°-2510°x 2m<x<3m



54

METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

u(x) [m]

—— analiti¢na resitev
4-107° t —— priblizna resitev
3-10° |
2-107° ¢

N.=3
1-10°
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ x [m]
0.0 0.5 1 1.5 2 25 3

Slika 17: Primerjava dobljene pribliZne reSitve za osni pomik s to¢no resitvijo

Iz primerjave obeh grafov vidimo, da tudi sedaj s priblizno resitvijo dobimo tocne

vrednosti v vozliscih in priblizne vrednosti med vozIisci.

Notranja deformacijska energija za te funkcije pomika znasa U = 0.010833333333333334

J, (zunanja) potencialna energija obtezbe pa znasa = 0.021666666666666667 J. Celotna

potencialna energija /7 tako znasa -0.010833333333333334 J.

Poprocesirange: iskange globalne (enovite) pribligne funkcije osnega pomika

Ker je ocitno, da za celo konstrukcijo sedaj ne bo vec veljala enovita funkcija osnega

pomika (nastopi namrec¢ sprememba obtezbe znotraj konstrukcije), lahko enovito funkcijo

pomika (priblizno resitev) z interpolacijo dobimo samo za del stebra pod koncentrirano

silo. Ce uporabimo Lagrangeovo interpolacijo oz. Lagrangeov interpolacijski polinom, ta

za na$ primer dobi obliko:

) (x—x;)-(x—x,) .- (x—x,)-(x—x,) ty. - (x—X,)-(x—X;)

(X, =X;) (X, —X,) ! (X3 =X,) (X3 —X,) ) (X, =Xy) (X, —X3)

uL(X) =4,

— 4.583333333333333.10°. X 22 (X73) 4 6666666666667 .10 - XD (X =3)
(1-2)-(1-3) 2-1)-(2-3)
Lo (=D (x=2)
B3-1)-3-2)
=5-10"° —4.1666666666666677 107 - x — 4.1666666666666677 107 - x* Im<x<3m

ki je enaka pravi resitvi za ta del konstrukcije.
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Za del stebra nad koncentrirano silo pa to¢ne funkcije pomika z interpolacijo zgolj dveh

vrednosti pomika za analizirani del ne moremo dobiti.
Poprocesirange: analiza osnib sil
Za izracun funkcije osne sile spodnjega dela stebra uporabimo zvezo:

du_(x)sz_(x)_)N (X):AE.du_(X)
dx AE ) dx

=2.4-10° N- (— 4.1666666666666677-107" —2-4.1666666666666677 -107’ -x)
=-1000-2000-x Im<x<3m

ki je prav tako enaka pravi resitvi za ta del konstrukcije oz. stebra.

Poprocesirange: igracun funkcij osne sile i3 enach elementov 3 interpoliranjem med voliscnimi vrednostmi
Vozlis¢ne vrednosti osne sile izracunamo iz lokalnih matri¢nih enacb elementov. Iz enacb
za prvi element tako sledi osna sila na koncu prvega elementa (ki pa v obravnavanem

primeru ni enaka osni sili na zacetku drugega elementa, in je zato analiza drugega kon¢nega

elementa pravzaprav potrebna):

24 -24 10° u; | 0000 i N,
-24 24 w,| 1000] [N 0
-N,, 24 =24 o |y 1000 N 0000 N N, -0ON
{Ql } = ’ = N 10 . — = - > —
Nx,ZZgoraj -24 2.4 u, 1000 N —2000 N Nx,22goraj —2000 N

Iz enacb za drugi element sledi:
24 =241 [u] _[1000] [-N o,
—24 24 u, [ 1000 N,,
{Q2}= = N 2podai _ 24 =24 10°. L 1000 _ 3000 N IR N sspodai _ -3000 N
N, ; -24 24 u, 1000 -5000 N N,; -5000 N

Iz enacb za tretji element sledi Se N«
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24 -24 o |Us 1000 -N,,
-107- = + ’
-24 24 u, 1000 N,,
-N,, 24 =24 o |Us 1000 5000 N N, -5000 N
{Qs}: (= 107 - - = (=
N, -24 24 u, 1000 —7000 N N,, —7000 N

V vseh elementih torej nastopa tlacna osna sila.
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Iz ravnotezja sil v vertikalni smeri v vozlis¢u 4 (usmeritev reakcije 174 je predpostavljena

navzgor) sledi:
N,,+V,=0->V, =—N_,=7000 N
ki torej deluje navzgor.

Vrednost reakcije lahko izracunamo tudi iz »preostale« enacbe iz matricne enacbe

konstrukcije (Cetrte, ki je nismo uporabili za izracun neznanih vozlis¢nih pomikov):

~2.4-10°-u,; =1000+ N, ——2.4-10"-u, =1000 - V,,
V, =1000+2.4-10° -u; =1000+2.4-10° -2.5-10° = 7000 N

Se najenostavneje lahko vrednost in usmeritev reakcije odé¢itamo iz drugega ¢lena vektorja
sekundarnih spremenljivk {05}, ki pokaze, da je velikost reakcije 7000 N, usmetjena pa je

navzgor.
Ce za spreminjanje osne sile (sckundarne spremenljivke) med vozliséi uporabimo enake
interpolacijske funkcije kot za funkcije pomika (primarne spremenljivke), potem

zapisemo:

X —Xp

NxN,e(X):Nx,A. +NXB‘ XASXSXB

XA Xp S XgTX,
kar za prvi koncni element vodi do:

X—X, X —X, x—1 x—0

N, o =0-=——-2000-

X, — X, X, =X, 0-0 1-0

N.u()=N =-2000-x 0<x<Im

x,1
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Za drugi kon¢ni element sledi:

N (6) = Ny 5 N, - 2752 — 3000 X72 _5000. 27!

’ ’ X, — X, TXy—X, 1-2 2-1
=-1000-2000-x Im<x<2m

Za tretji koncni element sledi:
X=X, X —X, x-3 x—2

N (x)=N_,- +N,,- =-5000- —7000-

’ TOX,—X, TOX, Xy 2-3 3-2
=—-1000-2000-x 2m<x<3m

Prepricamo se lahko, da sta priblizni resitvi za osno silo dejansko enaki pravima resitvama,

ki sledita 1z diferencialnih enacb ali elementarne mehanike.

0.0

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ x [m]
0.5 1 1.5 2 2.5

-1000 |
-2000 1

3000 | N.=3

-4000 | eksaktna resitev

-5000 |

priblizna resitev = eksaktna resitev
-6000 [

70007 N (x) [N]

Slika 18: Primerjava dobljene resitve za osno silo s to¢no resitvijo

Z enkratno integracijo posamezne funkcije osne sile pa lahko dobimo tudi posamezni
tunkciji osnega pomika, kar je dejansko aktualno samo za zgornji del stebra oz. prvi konéni
element, kjer pa lahko uporabimo tudi Hermitsko interpolacijo H1 z upostevanjem

vozlisénih vrednosti specificne deformacije, ki ju izra¢unamo kot:

N
N,,=0N—g  =—2== NON =0
EA~ 30100 S .02m-04m
m

—-2000 N —-2000 N

= 5 =-8.33333333333334-10"’
24-100 N

Nx 2
N, =-2000N g ,=—*2=

EA 30.10 N .02m-04m
m
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PribliZzno resitev za prvi koncni element tako sedaj izracunamo kot:
UiN (x)=1y, 'Nl,l(x)+ &Ny, (x)+u, ‘N5 (x)+e, ‘N, (x)

kjer so interpolacijske funkcije, ki upostevajo odvode iskane funkcije, naslednji polinomi
3. stopnje (ze znani iz primera 2.a):

2 3
X

Nu(x)=l—3o%+2'ﬁ=l—3.x2+2~x3 Om<x<L ,=1m

Resitev za prvi koncni element tako dobi obliko:

u, (x)=4.583333333333333-10° m- N, ,(x)+0- N, ,(x) +4.166666666666667 -10° m- N, ;(x)
~8.33333333333334-107-107 - N, ,(x)
=-4.166666666666655-107 - x* + 4.583333333333333-10° Om<x<Im

in je enaka pravi resitvi za ta odsek stebra.

Primer 3.a" — Konzolni nosilec pravokotnega prereza z linearno spreminjajoco

vi§ino

Izracunati je potrebno osne pomike, osne sile in specificne deformacije zaradi
koncentrirane osne sile na koncu konzolnega nosilca pravokotnega prereza z linearno

spreminjajoco visino.

Sirina nosilca 4 je konstantna vzdolz nosilca in znasa 0.40 m, visina prereza pa se spreminja

od h=1.20 m na vpetem delu, do 0.4 m na prostem koncu. Modul elasti¢nosti znasa 32
GPa.
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E=32 GPa

Fi=10 MN
1.20 m 0'4@41‘_

Slika 19: Konzola z linearno spreminjajoco vi§ino
Resitev

Analiticna oz. toc¢na funkcija horizontalnega oz. osnega pomika, ki ni del resitve z metodo
koncnih elementov (prikazana je zgolj za primetjavo z rezultati, dobljenimi z razli¢nimi
diskretizacijami z metodo koncnih elementov), je (izhodis¢e koordinate x je vlevem koncu

konzole):

u(x) = 0.00390625 - Ln(6 — x ) — 0.006999060426672088
in pomik prostega konca je tako:

u(4)=0.00390625- Ln(6 —4)—0.006999060426672088 = —42.91454252609804 - 10" m
Celotna potencialna energija znasa -21457.271263049035 J.

1. pristop - uporaba ve€ standardnih kon¢nih elementov odsekovno enakomernih

viSin

Ce ne poznamo togostne matrike konénega elementa z linearno spreminjajo¢o plo$c¢ino
prereza (pri analizi osnega pomika pravokotnih prerezov je vseeno, ali gre za linearno
spreminjanje Sirine ali vi§ine prereza), je potrebno linijski konstrukcijski element opisati z
ve¢ koncénimi elementi, ki bodo imeli odsekovno enakomerne prereze. Jasno je, da bodo
tako dobljene zgolj priblizne resitve oz. rezultati, ki pa bodo s povecevanjem Stevila

konénih elementov konvergirali k tocni resitvi.

Da si lahko ustvarimo sliko o konvergenci, bo prikazan izracun s tremi diskretizacijami -
z enim, z dvema in s $tirimi (oz. petimi) kon¢nimi elementi, kjer bomo za vsak konéni

element vedno izbrali povprecno vrednost dejanske visine prereza.



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA

60
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

—  Diskretizacija konzole 3 enin koncnim elementom

Rl ______________________ Fk:1 0 MN

_________

Slika 20: Diskretizacija z enim kon¢nim elementom

Element 1

Kot visino elementa vzamemo vrednost visine na sredini konzole (b = 0.8 m), kar dejansko

predstavlja tudi povprecno vrednost visine.

L.=4m
A=0.8m-04m=0.32m>

[ I —1}_32-109 Pa-0.32 m’ { 1 —1}

EA
k|===.
] -1 1 4.0m -1 1

L

€

-2.56-10° 2.56-10° |m

[ 2.56-10° —2.56-10°| N

Globalni obtezni vektor elementa ima obliko:

Sistem enacb tako dobi obliko:

[kl]'{Ul}:{Fl}
2.56-10°  -256:10"] [u| [ R,
~2.56-10° 2.56-10° | |u,| |-10-10°

Ker pa je konstrukcija v vozlis¢u 1 nepremicno podprta, velja #=0, in za pridobitev
primarne spremenljivke re§imo eno samo bistveno enacbo z eno neznanko (namesto da
bi resevali sistem dveh enacb z dvema neznankama — eno primarno in eno sekundarno

spremenljivko).
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- 2:56-10% -~ 2:56-10% |- fu - Ry
-2.56-10°  2.56-10° | |u,] [-10-10°

Sistem bistvenih enacb tako dobi obliko ene same enacbe:

2.56-10” -u, =-10-10°
Resitev sistema je:
u, =-39.0625-10*m

Primerjava dobljene vrednosti pomika s tocno vednostjo pokaze, da je napaka
(nesprejemljivih) -8.976077337316266 %o.

Poprocesirange: iskanje vektorja sekundarnih spremenljivk in notranjib staticnibh kolicin

Vektor sekundarnih spremenljivk je:

2.56-10°  -2.56-10° 0 0 10-10° N
=k |-{U = {F = . - =
Qj=le v -} [—2.56-109 2.56-10° } {—39.0625-10'4m} {0} {—10-106 N}

Prvi ¢len tega vektor pokaze, da je horizontalna reakcija v podpori usmerjena v desno,

vozliséni vrednosti osne sile pa sta:
N,i| |-10-10°N
N,,| |-10-10°N
kar (pricakovano) pokaze, da je ves koncni element tlacen z enakomerno osno silo.

Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 interpolacijskimi funkcijami HO

Linearno funkcijo osnega pomika vzdolZ konstrukcije (v tem primeru kar enega samega

elementa) dobimo s pomocjo interpolacijskih funkcij za osni pomik:

u(x)={N,. N, U, )= {1—5,3}-{ 0 }z%-(—39.0625-104m)= -9.765625-10“m-x 0<x<4m
u,
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Pomik na sredini konstrukcije je tako enak polovici pomika na koncu.

Ce za izbrano diskretizacijo izra¢unamo notranjo deformacijsko energijo U s pomocjo
specifi¢nih deformacij, izracunanih iz funkcije osnega pomika, sledi vrednost 19531.25 ],
kar predstavlja vrednost z napako -8.976077337316237 % (tocno vrednost lahko namrec
izra¢unamo s pomocjo osne sile), potencialna energija [ sile pa znasa 39062.5 J. Celotna
potencialna energija /7je tako - 19531.25 | (napaka prav tako znasa -8.976077337316237
%).

—  Diskretizacija konzole 3 dvema koninima elementoma enakib dolgin

R, — === —== F,=10 MN
—_—] 1.00 m 2 0.60 m 3 {———

Slika 21: Diskretizacija z dvema kon¢nima elementoma

Kot visino posameznega koncnega elementa ponovno vzamemo dejansko vrednost visine
na sredini koncnega elementa, kar predstavlja tudi povpre¢no vrednost visine v
posameznem elementu (1.00 m oz. 0.6 m). Za vsak element je torej potrebno ponovno
izracunati povprecno visino (Ce bi pri obeh elementih spet upostevali visino 0.8 m,

racunskega modela ne bi izboljsali).

Element 1

L.=2m
A=1.0m-0.4m=040m’

EA |1 —-1| 32.10°Pa-040m> | 1 -1 0.64-10" —0.64-10" 0
[k1]=L—‘{ }: { }=[ {F}=

-1 1 2.0m -1 1 —0.64-10"  0.64-10"

€
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Element 2

L.=2m
A=0.6m-04m=0.24m’

[k,] =22 I 1] 32-10°Pa-024m> [ 1 —1] | 0384-10° -0.384-10" {F}—o
S U S e O 2.0m -1 1| |-0384-10"° 0384-10" =

€

Globalna togostna matrika konstrukcije dobi obliko:

]=|i=0.64-10° {T024-107 0384107} =

0 1—0.384-10"  0.384-10"

globalni obtezni vektor konstrukcije, v katerem sta upostevana tako reakcija v podpori in

koncentrirana obtezna sila I, pa je:

Celoten sistem torej zapiSemo kot:

[k]-{U}={F}

- 0:64+1010=0.64-10" N o R~
—O.6f4~1010 :r1.024~1010 —0.384~101°i~ u, =i 0 i
0 -0.384-10"  0.384-10° { |u,] [=10:10°

Ker pa je konstrukcija v vozliscu 1 nepremicno podprta, velja #,=0, kar sistem reducira v

sistem dveh bistvenih enacb z dvema neznankama (primarnima spremenljivkama):

1.024-10  -0.384-10" | Ju,| | 0
~0.384-10"  0.384-10" | |u, ~10-10°

Resitvi sistema sta (najenostavneje ju v obravnavanem primeru dobimo kar s sestevanjem

prve in druge vrstice, kar vodi do #):
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_15.625
Y2l _ 10m
u, [~ |-41.6666666

Primerjava dobljene vrednosti pomika prostega s tocno vednostjo pokaze, da se je napaka
zmanjsala in znasa -2.907815826470687 %.
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Poprocesirange: iskanje vektorjev sekundarnih sprementjivk in notranjih staticnih kolicin

Za prvi konéni element sledi:

{Ql}=[k1]'{U1}—{Fl}{ 0.64-10" —0.64.1010]{ 0 }_{o}:{ 10-10° N }

~0.64-10"  0.64-10" | |-15.625-10*m| |0] |-10-10°N

Iz prvega clena vektorja sledi, da je horizontalna reakcija v podpori usmerjena v desno,

vozliséni vrednosti osne sile pa sta:

Nyi| J-10-10°N
N,, ~10-10° N
kar (pricakovano) pokaze, da je ves prvi konc¢ni element tlacen z enakomerno osno silo.

Za drugi koncni element sledi:

{Q2}=[k2].{U2}_{F2}=[0.384.1010 —0.384-101°H ~15.625-10*m }_{o}

—-0.384-10" 0.384-10" | |-41.6666666-10"*m| |0
10-10° N N,, ~10-10° N
= —> =
~10-10° N N,; ~10-10° N

kar (pricakovano) pokaze, da je tudi ves drugi koncni element tlacen z enakomerno osno

silo.

Ker je osna sila ocitno konstantna vzdolz posameznega koncnega elementa, iskanje
tunkcije razporeditve osne sile znotraj posameznega koncnega elementa s pomocjo

interpolacijskih funkcij ni smiselno.
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Poprocesirange: iskange funkcij osnega pomika 3 interpolacijskimi funkcijami HO

Priblizno funkcijo osnega pomika vzdolz prvega koncnega elementa dobimo s pomocjo

interpolacijskih funkcij za osni pomik:

ul,N(X)={ENJ%&F{I—%%H 0 }:—7.812540—4 X 0<x<2m
u,

medtem ko za drugi koncni element sledi globalna (xa = 2 m) funkcija pomika:

uz,N(X)={NI,NZ}.{UZ}:{2_§’§_1}_{u2}

=1.0416666666666664 10~ —1.3020833333333333-10° - x 2<x<4m

Ker sta funkciji pomika razli¢ni (zapisani pa sta v globalnem koordinatnem sistemu, kar
omogoca enostavno medsebojno primerjavo) je to (dodatni) indikator, da gre za priblizni

resitvi.

Ce za izbrano diskretizacijo izra¢unamo notranjo deformacijsko energijo U s pomocjo
specificnih  deformacij, izracunanih iz funkcij osnega pomika, sledi vrednost
20833.33333333334 ], kar predstavlja vrednost z napako -2.90781582647068 %,
potencialna energija sile pa znasa = 41666.66666666667 ]J. Celotna potencialna energija
17 je tako -20833.333333333332 ] (napaka znasa -2.90781582647068 %). Ker sta napaki
energij manjsi kot pri prej$nji diskretizaciji, to predstavlja jasen dokaz, da gre za boljso

eV

resitev. Kadar pa to¢ne vrednosti niso znane, pa boljSo reSitev prepoznamo po manjsi

vrednosti celotne potencialne energije /1.

—  Diskretizacija s Stirimi koncnimi elementi enakih dolin

Slika 22: Diskretizacija s Stirimi koncnima elementoma
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Element 1

L.=Im
A=1.1m-04m=0.44m?

[k]_32-109Pa~0.44m2 I —1] [ 1.408-10° —-1.408-10" {F}_o
! 1.0m -1 1 ~1.408-10"  1.408-10" :

Element 2

L.=1m
A=09m-04m=0.36m’

32-10° Pa-0.36m*> | 1 -1 1.152-10"  —1.152-10" 0
[k2]= : = 10 10 {FZ}:
1.0m -1 1 -1.152-10 1.152-10 0

Element 3

L.=Im
A=0.7m-0.4m=0.28 m*

32-10° Pa-0.28m?* | 1 -1 0.896-10" —0.896-10" 0
[k3]: ' = 10 10 {F3}:
1.0m -1 1 —0.896-10 0.896-10 0

Element 4

L.=Im
A=0.5m-04m=0.20m>

32-10° Pa-020m* | 1 -1 0.64-10° —0.64-10" 0
et | e

1.0m -1 1 —0.64-10"  0.64-10"

Globalna togostna matrika konstrukcije ima sedaj obliko:

[ 1.408-10°  —1.408-10" 0 0 0
~-1.408-10"  2.56-10"  —1.152-10" 0 0
[k]= 0 -1.152-10"°  2.048-10"° —0.896-10" 0
0 0 —-0.896-10"  1.536-10° —0.64-10"
0 0 0 -0.64-10"  0.64-10" |
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Globalni obtezni vektor pa je:
Rl
0
{Fl=1 0
0
-10-10°
Celoten sistem enacb torej formalno zapiSemo kot:
[k]-{u}={F}
14087107+~ 1408107 OO Ry
~1.408-10° | 256-10°  -1.152:10" 0 0 i |u|l b 0
0 1-1.152-10° 2.048-10° -0.896-10" 0 ilquip=¢ 0
0 i 0 ~0.896-10°  1.536-10° -0.64-10"| |u,[ | 0
.0 o 0 .0 -064:10"  064:10"}] [u] {£10:10"

Ker pa je konstrukcija v vozliscu 1 nepremicno podprta, velja #,=0, kar sistem reducira v

sistem $tirih bistvenih enacb s Stirimi neznankami.

256 -1.152 0 0 u, 0
-1.152  2.048 —0.896 0 o | Us 0
.10"°. =
0 -0.896 1.536 -0.64 u, 0
0 0 -0.64 0.64 U -10-10°

Prikaz resevanja sistema linearnih enach 3 Ganssovo eliminacijo

Za reevanje sistema linearnih enacb je mogoce uporabiti razlicne matematicne pristope,
eden izmed najucinkovitejsih pa je Gaussova eliminacija. Ideja te metode je pretvorba
sistema (globalne togostne matrike) v trikotno obliko, kjer bodo c¢leni togostne matrike
nastopali izklju¢no nad (ali pod) glavno diagonalo in seveda na njej. Iz matemati¢ne teorije
je znano, da mnozenje posameznih enacb z od ni¢ razlicnimi stevili, kot tudi medsebojno
sestevanje ali odsStevanje enacb ne vpliva na rezultate. To dejstvo uporablja Gaussova
eliminacija za pretvorbo sistema v (zgornjo ali spodnjo) trikotno obliko. V obravnavanem
primeru, ko imamo t. i. tridiagonalno obliko, je tak nacin reSevanja s stalisca racunskega

napora bistveno manj racunsko zahteven kot formalno invertiranje togostne matrike.
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Postopek poteka tako, da v vseh vrsticah, razen prvi, s pomocjo sistemati¢nega mnozenja
vrstic in nato sestevanjem oz. odstevanjem vrstic sistema (torej tudi ¢lenov obteznega

vektorja), najprej eliminiramo clene v prvem stolpcu.

V obravnavanem primeru bomo poiskali trikotno obliko nad glavno diagonalo. Za¢nemo
tako, da npr. vse clene druge vrstice (in tudi clen obteznega vektorja, ki pripada drugi

vrstici) pomnozimo s kvocientom prvih ¢lenov prve in druge vrstice, torej z 2.56/(-1.152)
= -2.222222222,

2.56 -1.152 0 0 u, 0
2.56 —4.551111111 1.991111111 0 10" us | _ 0

0 —-0.896 1.536 —-0.64 u, 0

0 0 —-0.64 0.64 u; -10-10°

ter nato (pomnozeno) drugo vrstico odstejemo od prve, rezultate pa zapisemo v drugo

VIstico:
256 —1.152 0 0 u, 0
0 3399111111 -1.991111111 0 N 0
0 -0.896 1.536 -0.64 u, 0
0 0 —0.64 0.64 u;| [-10-10°

Ker sta prva ¢lena v tretji in Cetrti vrstici ze (slucajno) enaka nic, postopek eliminacije
nadaljujemo oz. ponovimo na drugem stolpcu. Ker zelimo doseci trikotno obliko nad
diagonalo, z eliminacijo za¢nemo pri drugem ¢lenu tretje vrstice. Clene tretje vrstice (in
tudi clen obteznega vektorja v tretji vrstici) zato pomnozimo s kolicnikom drugih ¢lenov
druge in tretje vrstice, torej 3.399111111/(-0.896) = -3.793650794, ter tako po odstevanju

clenov tretje vrstice od druge dobimo (rezultate zapisujemo v tretjo vrstico) obliko:

256 —1.152 0 0 u, 0
0 33991111 —1.991111111 0 o |y 0
0 0 3.835936509 —2.427936508 | ~ |u,[ | 0
0 0 —~0.64 0.64 ug|  |-10-10°

Tudi sedaj je (slucajno) eliminiran ves drugi stolpec pod glavno diagonalo. Za eliminacijo
preostalega clena (tretjega clena cetrte vrstice), zadnjo enacbo pomnozimo s kolicnikom

tretjih ¢lenov tretje in Cetrte vrstice 3.835936509/(-0.64) = -5.993650795 in po odstevanju
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clenov Cetrte vrstice od tretje dobimo novo cetrto vrstico in pripadajoci ¢len obteznega

vektorja:
256  —1.152 0 0 u, 0
0 3.3991111 —1.991111111 0 o0 u | _ 0
0 0 3.835936509  —2.427936508 u, [ 0
0 0 0 1.408 u, ~59.93650795-10°

Resitve sistema trikotne oblike sedaj dobimo z izracunom od spodnje vrstice navzgor. Iz

spodnje vrstice oz. enacbe, ki vsebuje eno samo neznanko, torej #s, tako sledi:

_ —59.93650795-10°

1.408-10" -u, =-59.93650795-10° — u, = 20810 =—4.256854258-10""

Iz predzadnje enacbe, ki po upostevanju sedaj ze znane vrednosti #s vsebuje samo Se eno

neznanko (#4), nato sledi:

3.835936509 -u, —2.427936508 -u; =0 —

.- 2.427936508.11 _2.427936508
Y 3.835936509 °  3.835936509

(- 4.256854258-10 )= —2.694354257 10"

Pomik #; dobimo iz druge enacbe:

3.3991111-u, —1.991111111-u, =0 —>
CL99ILIIILL 1991111111

Uy =y, = (- 2.694354257-10 )= —1.578282828-10"
33991111 33991111

Podobno dobimo $e zadnji pomik, torej #z:

2.56-u,-1.152-u,=0—>
_ L1152 - 1.152

u, = uy =——=(~1.578282828-10" )= —0.7102272727-10°
2.56 2.56

Resitve sistema so tako:

u, -7.102272727
u, —15.78282828 »

= -107"m
u, —26.94354257

u, | |-42.56854257
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Primerjava dobljenih vrednosti pomika s to¢no izracunanimi resitvami obravnavanega
primera pokaze, da je prislo do prakticno neznatnega povecanja pomika na sredini (+1.01
%), in nekoliko vecjega na prostem koncu (+2.164 %), kjer napaka glede na tocno
vrednost znasa samo Se -0.8062533984722411 %.

Poprocesirange: iskanje funkcij osnega pomika 3 interpolacijskimi funkcijani HO

Pomik vzdolz prvega konc¢nega elementa dobimo s pomocjo interpolacijskih funkcij za

osni pomik:

U~ (X)= {ﬁ19N2}' {Ul }: {I—X,X}{Ui

} =-7.102272727272726-10"* - x 0<x<Im

medtem ko za drugi konéni element sledi globalna (xa = 1 m) funkcija pomika:

u, ()= N, N, U, b= 2 -x,x _1}.{“2}

U,

=1.5782828282828276-10* —8.680555555555554-107* - x 1<x<2m

Za tretji koncni element sledi:

usn(x)= {ﬁl,ﬁz}-{m}:{3—x,x_2}.{“3}

u,

=6.538600288600298-10~* —1.116071428571429-10" - x 2<x<3m

Z.a Cetrti konc¢ni element dobimo:

u4,N<x>={Wz}-{U4}={4—X’X‘3}'{u4}

Us

=1.993145743145741-107° —1.5625-107 - x 3<x<4m

Vse funkcije so zapisane v globalnem koordinatnem sistemu, kar omogoca njihovo
enostavno medsebojno primerjavo (v primeru zahtevnej$e konstrukcije je tak zapis funkcij
sicer vedno mogo¢, a pogosto nepotrebno zahteven). Ker so vse izracunane funkcije
pomika za en sam konstrukcijski element, za katerega velja ena sama diferencialna enacba,

medsebojno razlicne, je to jasen indikator, da gre za pribligne resitve.
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Ce za izbrano diskretizacijo izracunamo notranjo deformacijsko energijo U s pomodjo
specificnih  deformacij, izracunanih iz funkcij osnega pomika, sledi vrednost
21284.27128427128 ], kar predstavlja vrednost z napako -0.8062533984722633 %,
potencialna energija sile I pa znasa 42568.542568542565 J. Celotna potencialna energija

ITje tako -21284.271284271286 | (napaka znasa samo se -0.8062533984722295%). Ker je
celotna potencialna energije /7 manjsa kot pri prejsnji diskretizaciji, je ta resitev ocitno
boljsa.

Poprocesirange: iskanje vektorjev sekundarnih sprementjivk in notranjih staticnih kolicin

Za prvi konéni element sledi:

1.408-10°  —1.408-10" 0 0] [10-10°N
Qi=lk -] {—1.4084010 1.408-10"° } {—7.102272727.10-4} {0} {—10-106 N}

Tako je horizontalna reakcija v podpori usmerjena v desno, vozliséni osni sili elementa pa

N,i| |-10-10°N
N,,| [-10-10°N

kar pokaze, da je ves prvi konéni element tlacen z enakomerno osno silo. Enako sledi za

sta:

vse ostale konc¢ne elemente.

Neznano reakcijo lahko poisc¢emo tudi iz prve enacbe celotnih enacb konstrukceije, ki ni

bila uporabljena za izracun primarnih spremenljivk:

1.408-10" -u, —1.408-10" -u, =R,
R, =1.408-10" -0—1.408-10" - (- 7.102272727-10™* )= 10-10°

Reakcija v podpori je torej usmerjena v desno. Alternativno jo lahko neposredno od¢itamo
iz prvega clena vektorja sekundarnih spremenljivk, ali pa izracunamo s pomocjo notranjih

staticnih kolic¢in.
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Poprocesirange: iskange enovite funfkcije osnega pomika 3 (Lagrangeovo) interpolacijo

Ker je sedaj znanih pet diskretnih vrednosti osnega pomika, lahko izvedemo Lagrangeovo

(ali Newtonovo) interpolacijo vseh tock, in tako dobimo enovito funkcijo osnega pomika:

u,, (x)=—6.343193843193849-10™* - x — 8.342352092352025-10 - x* +
1.2025012025011718-107° - x* — 4.509379509379469-10° -x*  0<x<4m

Zanjo sledi notranja deformacijska energija U = 21114.205735933203 |, potencialna
energija sile 7 pa znasa 42568.542568542565 J. Celotna potencialna energija IT je tako -
21454.33683260937] (napaka znasa samo Se -0.01367569251318473 %).

—  Diskretizacija s petimi konlnini elementi enakih dolZin

Pri diskretizaciji s petimi konc¢nimi elementi enakih dolZin sledijo vrednosti pomika

vozIlisc:
u, —5.580357142857146
u, —12.090773809523816
u, r=9—-19.903273809523817 10*m
ug —29.66889880952382
u, —42.68973214285716

Napaka na prostem koncu glede na toc¢no vrednost se je ponovno zmanjsala in znasa -

0.5238559472098707 %o.

Ce za izbrano diskretizacijo izra¢unamo notranjo deformacijsko energijo U s pomocjo

specificnih  deformacij, izracunanih iz funkcij osnega pomika, sledi vrednost
21344.866071428605 ], kar predstavlja vrednost z napako -0.523855947209787 %,
potencialna energija [ sile pa znasa 42689.732142857174 J. Celotna potencialna energija

ITje tako -21284.271284271286 ] (napaka znasa samo Se -0.5238559472099567 %). Ker

je celotna potencialna energija //manjsa kot pri prejsnji diskretizaciji, je ta resitev Se boljsa.

Spodnja preglednica primerja vrednosti pomika na prostem koncu in pripadajoce napake

ter celotne potencialne energije za razlicne modele.
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Preglednica 4: Primerjava vrednosti pomika na prostem koncu, napake ter celotne potencialne energije

Stlzxglo Pomik prostega konca [mm] Napaka I1 ]

1 -3.90625 -8.976077337316266 % -19531.25

2 -4.1666666666666675 -2.907815826470687 % -20833.333333333332
3 -4.231770833333334 -1.390750448759297 % -21158.854166666657
4 -4.256854256854257 -0.8062533984722411 % -21284.271284271286
5 -4.268973214285717 -0.5238559472098707 % -21344.86607142857
6 -4.275707952178539 -0.36692224836579557 % -21378.53976089271
10 -4.285711304721153 -0.13382288498494782 % -21428.556523605752
20 -4.290010291656166 -0.03364735748402439 % -21450.051458280755

Iz preglednice je razvidno, da se reSitve za pomik prostega konca priblizujejo tocni
vrednosti, ki znaga -4.291454252609805 mm. Ceprav to¢na vrednost obi¢ajno ni znana,
zgornja preglednica vseeno pottjuje, da lahko z ustrezno diskretizacijo dobimo odli¢ne

inzenirsko tocne vrednosti.
Primerjava funfkcij osnega pomika a proe tri diskretizacije

Vse izracunane funkcije osnega pomika so prikazane na sliki 23.

0.0 ' : : — X [m]
1 2 3 4
-0.001 1
-0.002 | —— analiti¢na resitev

—— 1 kon¢ni element
——— 2 kon¢na elementa
-0.003 | —— 4 kon¢ni elementi

-0.004 |

u(x) [m]
Slika 23: Primerjava upogibnic razli¢nih modelov in pristopov

Iz slike je jasno razvidno, da se s povecevanjem Stevila koncnih elementov povecuje

ujemanje pribliznih resitev s tocno resitvijo.

Ker so funkcije pomika znotraj posameznega koncnega elementa linearne funkcije, vodijo
njthovi odvodi, ki predstavljajo specificne deformacije, do konstantnih vrednosti (kar pa

predstavlja nekvalitetne priblizke).
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2. pristop — uporaba stopnicCastega koncnega elementa
1. model - uporaba stopnicastega koninega elementa s Stirimi enako dolgimi odseki

Izracun bomo izvedli z diskretizacijo z enim koncénim elementom s $tirimi stopnicastimi
odseki enakih dolzin, za katere imamo ze znane vse parametre (dolzine odsekov,

povprecne vrednosti visine prereza ter osne togosti) iz predhodne analize.

0.6
04 ¢
02 f

0.2
0.4
0.6

Slika 24: Diskretizacija z enim stopnic¢astim kon¢nim elementom s §tirimi enako dolgimi odseki

Tako sledi koeficient:

B :N4 L :iii_il—lz_l io_i_xz_xl 7% X X3
' ZEA, & EA, EA, EA,  EA, EA,
1.0m 1.0m 1.0m 1.0m

= 9 >t 9 ;T 9 >t 9 2
32-10° Pa-0.44m~ 32-10° Pa-0.36 m~ 32-10° Pa-0.28 m~ 32-10" Pa-0.20m
=4.256854256854257-10"°

Togostna matrika edinega stopnicastega elementa, ki ima samo dve prostostni stopnji, ima
obliko:

kar vodi do:

9

1 1 -1
[k1]= = -
4.256854256854257-10 -1 1

2.3491525423728814  —2.3491525423728814
—2.3491525423728814  2.3491525423728814

Obtezni vektor pa je:

{F‘}:{—loo.loé}
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Za pridobitev neznanega pomika prostega konca tako resimo eno bistveno enacbo z eno

neznanko
2.3491525423728814-10° -u, =-10-10°
kar vodi do vredosti:
= —4.256854256854257-10"° m

kar je identicen rezultat, kot je bil dobljen s Stirimi dejanskimi konc¢nimi elementi, a z
bistveno ve¢ racunskega napora. Dobljena vrednost Se vedno predstavlja priblizno
vrednost (z -0.8062533984722212 % napake), saj smo dobili toc¢ni rezultat nadomestnega
pribliznega modela.

Poprocesirange: iskanje vektorja sekundarnib spremenljivk in notranjib staticnib kolicin

Z.a edini kon¢ni element sledi:

U-1R)
2.34915254237-10°  —2.34915254237-10° 0 B 0
—2.34915254237-10°  2.34915254237-10° —4.256854256854257 107 0

10-10° N
-10-10° N

Tako je horizontalna reakcija v podpori usmerjena v desno, vozlis¢ni osni sili pa sta:

N,, ~10-10° N
{N;;}z{—10106N}
kar pokaze, da je (edini) kon¢ni element tlacen z enakomerno osno silo.
Poprocesirange: iskange pribligne enovite funkcije osnega pomika
Enovito priblizno funkcijo pomika vzdolz konstrukcije (v tem primeru kar enega samega

elementa) dobimo s pomocjo standardnih linearnih interpolacijskih funkcij HO za osni

pomik:
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u(x)={N, N, }-{u,} = {1—%,2}-{ 0 } —_10.642135642135642-10 .x ~ 0<x<4m
u,

kar predstavlja dokaj slabo porazdelitev osnega pomika.

Poprocesirange: iskange funkcij osnega pomika 3 zaporednim resevanjem posameznib diferencialnib enach

odsekoy

Boljso (oz. to¢no za izbrani model) resitev za funkcije osnega pomika dobimo, ce

zaporedoma (po odsekih) resujemo samostojne diferencialne enacbe:

%(E.A(X).d‘é_ix)) - q.(x)  x,<x<x,

Ker pa je osna togost odsekovno konstantna, zvezne osne obtezbe ni, lahko namesto
diferencialne enacbe 2. reda resujemo diferencialno enacbo 1. reda (pri ¢emer je osna sila

N. ze znana):

du(x) _ N, X, <X<x,
dx A-E
in ima splosno resitev:
NX
u(x)zA_E-X+C] X, SX<Xp

Za prvi odsek tako velja:

~10-10° N
1(X): 9 2
32-10° Pa-0.44m

x+C, =-7.10227272727272-10* - x + C, 0<x<lm
Integracijsko konstanto dolo¢imo iz robnega pogoja pomika v levem, vpetem delu:
u,(0)=-7.10227272727272-10*-0+C,=0—>C, =0

in funkcija pomika za prvi odsek je:

u,(x)=-7.10227272727272-107* - x 0<x<Im
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Za drugi odsek moramo resiti pripadajoco diferencialno enacbo:
— . 6
,(x) 10-10° N x+C, =-8.680555555555556-107* - x + C, Im<x<2m

X)= .
32-10° Pa-0.36 m?

Integracijsko konstanto dolo¢imo iz robnega pogoja pomika (0z. pogoja zveznosti) na

zacetku drugega odseka, ki je enak pomiku na desnem koncu prvega odseka:
u,(1m)=u,(1m)=-7.10227272727272-10* m — C, =1.5782828282828298-10"*
in funkcija pomika za drugi odsek je:
u,(x) = —8.680555555555556- 10~ - x +1.5782828282828298 10*  Im<x<2m
Za tretji odsek moramo resiti novo diferencialno enacbo:

-10-10° N
+(x)

X)= 5 2-X+C3=—11.160714285714285-10’4-X+C3 2m<x<3m
32-10" Pa-0.28 m

Integracijsko konstanto doloc¢imo iz robnega pogoja pomika (oz. pogoja zveznosti) na
zaCetku tretjega odseka, torej enakosti pomika na zacetku tretjega odseka, ki je enak

pomiku na desnem koncu drugega odseka:

u,(2m)=u,(2 m)=-15.782828282828283-10* m — C, = 6.538600288600288-10*

in funkcija pomika za tretji odsek je:

u3(x) =-11.160714285714285-10" - x + 6.538600288600288 -10~* 2m<x<3m

Za cetrti, zadnji odsek moramo resiti diferencialno enacbo:

— . 6
J(x)= 10 "N -x+C, =-15.625-10*-x+C, 3m<x<4m
32-10" Pa-0.20m
Integracijsko konstanto pa lahko sedaj enakovredno dolo¢imo iz robnega pogoja pomika
na zacCetku (oz. pogoja zveznosti) ali pa na koncu cetrtega odseka. Uporabimo npr.

informacijo na zacetku odseka, informacijo na koncu pa lahko nato uporabimo za
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neobvezno kontrolo:
u,(3m)=1u,(3 m)=-26.94354256854257-10* m — C, =19.931457431457437-10"*
in funkcija pomika za Cetrti odsek je:
u,(x)=-15.625-10"-x+19.931457431457437-10*  3m<x<4m
Za kontrolo lahko izracunamo Se enkrat pomik na prostem koncu:
u4(4) =-15.625-10"-4+19.931457431457437-10" = -42.56854256854257-10* m
Poprocesiranje — iskange funkcij osnega pomika 3 uporabo igpeljanih analiticnih igrazov

Funkcije pomika vzdolz odsekov konstrukcije lahko najhitreje izracunamo z uporabo

analiti¢nih izrazov v obliki (v odsotnosti zvezne osne obtezbe):

ui(x):Bi+Ci-x X, SX<X;

Koeficienta za prvi odsek sta:

N,(0) _ -10-10°
EA, 1.408-10"
B, =u,(0)=0

C, = =-7.102272727272729-10™

in tako sledi:
u,(x)=-7.10227272727272-10* -x ~ 0<x<lm

Ostale koeficiente 1zracunamo kot:

HI_EA~ ]

i+l

Bi+1:Bi+(Ci_Ci+1)'ii i>1
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in pripadajoce funkcije osnega pomika po odsekih so tako:

—8.68055555555556-10~ | 1.57828282828283-10~* 1.57828283-10™* —8.68055556-107* - x
—11.1607142857143-10" | 6.53860028860029-10~* | 6.53860029-10"* —11.16071429-10"* - x

-15.625-107* 19.93145743145744-107* 19.93145743-10* =15.625-107" - x

—

BN

Vrednosti pomika na koncih posameznih odsekov so:

u,(1m)=-7.10227272727272-10* -1= =7.10227272727272-10* m

u,(2 m)=1.57828283-10"* —8.68055556-107* -2 = —15.782828282828285-10* m
u,(3m)=6.53860029-10* —11.16071429-10* -3 = —26.94354256854257-10* m
u,(4m)=19.93145743-10* —15.625-10" - 4 = —42.568542568542575-10* m

Grafi dobljenih (odsekovno linearnih) funkcij reSitev izkazujejo dobro ujemanje z

analiticno (zvezno) resitvijo.

0.0 . : . — X [m]
1 2 3 4
-0.001 1 analitiCna reSitev
— kon¢éni element
-0.002 1
-0.003 1
-0.004 1

u(x) [m]
Slika 25: Primerjava funkcije upogibnice

Ce za izratunane funkcije pomika izratunamo deformacijsko energijo U s pomodjo
specificnth ~ deformacij, sledi vrednost 21284.27128427128 ] (z napako -
0.8062533984722633 %), ze znana iz diskretizacije s Stirimi enako dolgimi konénimi
elementi konstatnih prerezov. Enaka vrednost iz tega modela sledi tudi za potencialno
energijo [ sile (42568.542568542565 ).
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1.b model - uporaba stopnicastega koncnega elementa s stirimi razlicno dolgimi odsefki

Diskretizacija s kon¢nimi elementi enakih dolzin je najobicajnejsa izbira. Kadar pa je na
razpolago okvirna informacija o obliki upogibnice, je mogoce kvaliteto reSitev brez
posebnega dodatnega racunskega napora izboljsati z ustreznejsSo izbiro dolzin koncnih
elementov. Iz slike zgoraj je razvidno, da ukrivljenost funkcije osnega pomika narasca proti
prostemu koncu. Ce tako izracun ponovimo z diskretizacijo z enim konénim elementom
s Stirimi stopnicastimi odseki dolzin 2 m, 0.8 m, 0.7 m in 0.5 m, sledi vrednost pomika na
prostem koncu -0.004258040935672516 m (z napako -0.7786012612616908 %).

Ce za izra¢unane nove funkcije osnega pomika izra¢unamo deformacijsko energijo U s
pomocjo specificnih deformacij, sledi vrednost 21290.20467836259 | (z napako -
0.7786012612616618 %), ter vrednost 42580.40935672516 ] za potencialno energijo 1~
sile (42568.542568542565 J). Celotna potencialna energija je tako -21290.204678362574 J,
njena napaka pa znasa -0.7786012612617297 Y.

Rezultate lahko $e nekoliko izboljsamo z drugacno izbiro dolzine odsekov, kot prikazuje
slika 26. Pri ponovnem izracunu z diskretizacijo z enim koncénim elementom s Stirimi
stopnicastimi odseki dolzin 1.45 m, 1.1 m, 0.82 m in 0.63 m (vrednosti so bile dobljene s
poskusanjem), sledi vrednost pomika na prostem koncu -0.004264674170447757 m (z
napako -0.6240328006703473 %).

0.6
04 ¢}
02r
0.0
-02 ¢
-04
-0.6

| ' | | | |
Slika 26: Diskretizacija z enim stopnic¢astim kon¢nim elementom s §tirimi razli¢cno dolgimi odseki

Pripadajoca celotna potencialna energija [/ je -21323.370852238782 ], njena napaka pa
znasa -0.6240328006703627 % (pri uporabi modela s petimi enako dolgimi stopnicami
napaka znasa % -0.5238559472099567), ujemanje funkcij pomika s tocno resitvijo pa je
zelo dobro, slika 27.
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0.0 : : ‘ — x [m]

-0.001 |

-0.002 |

analiti¢na reSitev
— koncéni element

-0.003 |

-0.004 |
u(x) [m]

Slika 27: Primerjava upogibnic

Ker pa je bil za vsako analizo, s katerimi se je sicer zmanjsala napaka, porabljen dodaten
racunski napor, stihijsko iskanje ustreznih dolzin ni smotrno in je zato primernejse (in

ucinkovitejse) racunski napor vloziti v ve¢ji racunski model.
2. model — uporaba stopnicastega koninega elementa 3 osmimi enako dolgimi odseki

Kvaliteto rezultatov pa obicajno izboljSujemo z dodajanjem novih odsekov.

0.6 F=
04 ¢
0.2 ¢
0.0
-0.2
-0.4
-0.6

Slika 28: Diskretizacija z enim stopni¢astim konénim elementom z osmimi enako dolgimi odseki

Izracun bomo zato izvedli e z diskretizacijo z osmimi stopnicastimi odseki enakih dolzin

in tako sledi ustrezna vrednost koeficienta:

XN % 5% K% X% K% X% %% %X
! EA, EA, EA, EA, EA, EA, EA, EA,
0.5m 0.5m 0.5m 0.5m
= + + + +
32-10° Pa-0.46 m*> 32-10° Pa-0.42m? 32-10°Pa-0.38m?> 32-10° Pa-0.34 m?
0.5m 0.5m 0.5m 0.5m
+ + +
32:10° Pa-0.30 m* 32-10° Pa-0.26 m* 32-10° Pa-0.22m* 32-10° Pa-0.18 m”
=4.282518456700716-10™"°
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Togostna matrika edinega stopnicastega elementa je:

[k]— 1 1 —1| | 2.335074583123706  —2.335074583123706 10°
1 4.282518456700716-10™ | -1 1 —2.335074583123706  2.335074583123706

Za pridobitev neznanega pomika prostega konca ponovno resimo eno bistveno enacbo z

eno neznanko.
2.335074583123706-10” -u, =-10-10°
kar vodi do:
u, =—4.282518456700715-10° m
kar predstavlja vrednost z -0.20822302611414925 % napake.
Poprocesirange: iskanje vektorja sekundarnib spremenljivk in notranjib statitnib kolitin

Z.a edini koné¢ni element sledi:

{Ql}: [kl]'{Ul}_{Fl}
_ 2.335074583123706 —2.335074583123706 10° 0 0
1 =2.335074583123706  2.335074583123706 —4.282518456700715-10° m 0

] 10-10°N
~10-10° N

Tako je horizontalna reakcija v podpori usmerjena v desno, vozlis¢ni vrednosti osne sile

pa sta:

N,i| |-10-10°N
N,,| [-10-10°N

kar pokaze, da je (edini) kon¢ni element tlacen z enakomerno osno silo.
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Poprocesiranje: iskanje funkcij osnega pomika 3 uporabo irazov

Funkcije pomika vzdolz odsekov konstrukcije lahko najhitreje izracunamo z uporabo

analiticnih izrazov, kjer sta:

— . 6
¢, N0 _—L10  g0ss78260869566-10°
EA,  1472-10
B, = ul(O) =0

in tako sledi:
u,(x)=B, +C, -x = 0—6.793478260869566-10* -x ~ 0m<x<0.5m

Ostali koeficienti in funkcije so:

2| —7.440476190476192-10* | 3.2349896480331306-107 3.23499-10° —7.44048-10" - x
3| —8.223684210526316-10* | 11.067069848534372-10° 11.0670-10° —8.22368-10™ - x

41 —-9.191176470588238-10™ 25.5794537494632-107 25.57945-10° -9.19118-10" - x

5| —10.416666666666667-10* | 50.08925767103177-107 50.08926-10° —10.41667-10 - x
6| —12.019230769230774-10* | 90.15336023513446-10° 90.15336-10° —12.01923-10™ - x
7| —1.420454545454546-10" 155.712800794575-10 155.71280-10° —1.42045-10 - x
8| —1.7361111111111114-10* | 266.19259877437296-10° | 266.19260-10° —1.73611-10* - x

Grafi sedaj dobljenih (odsekovno linearnih) pribliznih funkcij osnega pomika Ze izkazujejo

prakticno popolno ujemanje z analiticno resitvijo (zvezno funkcijo).

' : X [m]
0.0 5 3
-0.001 | — analitiF“:na resitev
—— kon¢ni element
-0.002 |
-0.003 |
-0.004 |
u(x) [m]

Slika 29: Primerjava funkcij upogibnice
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3. pristop — uporaba izboljsanih pribliZnih kon¢nih elementov visjega reda
Osnovni priblizni konéni elementi so kar standardni konéni elementi z enakomerno
povprecno visino, ki so bili uporabljeni ze v 1. pristopu, tukaj pa bomo uporabili priblizni
konéni element visjega reda.

1. model - uporaba osnovnega SSu koninega elementa

Togostna matrika edinega osnovnega SSu koncnega elementa, ki uposteva spreminjanje

ploscine prereza na priblizen nacin, je:

[k]zE'(Alz”'Al'AﬁAzz). I —1]_32:10°-(048° +4-048-0.16+0.16°) [ 1 -1
| 3-(A+A,) L, -1 1 3-(0.48+0.16)-4 11
1.80224-10" ['1

7.68 -1

-1 1 -1
1}:2.3466666666666675-109.{ | J

Obtezni vektor pa je:

{F‘}:{—loo-loé}

Za pridobitev neznanega pomika prostega konca resimo eno bistveno enacbo z eno

neznanko:
2.3466666666666675-10° -u, =—F =-10-10°
kar vodi do:
u, =—4.282518456700715-10" m
in predstavlja vrednost z -0.7011752770723402 % napake glede na tocno resitev, kar je
bistveno manj kot pri uporabi enega koncnega elementa z nadomestnim povprecnim

konstatnim prerezom. Uporaba izboljsanega koncnega elementa je torej ob enakem

racunskem naporu opazno vplivala na kvaliteto resitve.
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—  Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo interpolacijskib funtkciy SSu koninega

elementa

Priblizna polinomska funkcija osnega pomika je dobljena s pomocjo interpolacijskih

funkcij osnovnega SSu konénega elementa, ki sedaj niso vec linearne funkcije:

N..N N 2-A A —A
uN,SS(X): {NlaNz}'{Ul}:Nz ‘U, :(W-X‘Fﬁ'xzj'uz
! 2 ) L. . ,)-L,

(2016 (048-016) o) (4 289518456700715-10° m)
(0.48+0.16)-4 = (0.48+0.16)-4

=(0.125-x +0.03125- x?)- (- 4.282518456700715-10 m)
= —5.326704545454544-10 - x —1331676136363636-10 - x>  0<x<4m

0.0
! 2 3 g X[l
-0.001
-0.002 1
-0.003 | —— SSu priblizna reSitev N, =1
analitiCna reSitev
-0.004 1

u(x) [m]

Slika 30: Primerjava upogibnic

Iz slike 30 je razvidno, da je ujemanje pomikov na sredini in na prostem koncu koncnega
elementa dobro, nekoliko vecja odstopanja pa so opazna v ostalih tockah (razen v vpeti

podpori).

Notranja deformacijska energija U v kon¢nem elementu znasa 21306.81818181817 | (z
napako -0.7011752770723401 %), potencialna energija 7 sile F pa znasa
42613.63636363635 ] (napaka znasa -0.7011752770723401 %). Razmerje obeh energij

znasa 2, celotna deformacijska energija [/ v konénem elementu pa znaSa -

21306.818181818184 |, pri ¢cemer napaka znasa -0.7011752770723401 %.
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Poprocesirange: iskanje vektorja sekundarnib spremenljivk in notranjib staticnib kolitin

Za edini konc¢ni element sledi vektor sekundarnih spremenljivk:

{Ql}: [kl]' {Ul}_ {Fl}
3 2.3466666666666675 —2.3466666666666675 10° 0 0
- 2.3466666666666675 2.3466666666666675 —4.282518456700715-10 0

] 10-10°N
~10-10° N

Tako je horizontalna reakcija v podpori usmerjena v desno, vozlis¢ni vrednosti osne sile

pa sta:

N,i| [-10-10°N
N,,| |-10-10°N
kar pokaze, da je (edini) konc¢ni element tlacen z enakomerno osno silo. Ker sta vozlis¢ni

vrednosti medsebojno enaki, iskanje funkcije osne sile seveda ni smiselno.

—  Poprocesiranje: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo HT interpolacijskih funkcij

Namesto SSu interpolacijskih funkcij lahko uporabimo tudi druge interpolacijske funkcije.
Tako npr. lahko s pomo¢jo diskretnih vozlis¢nih vrednosti osne sile izracunamo vozliséni
vrednosti normalne napetosti, ter nato Se vozliS¢ni vrednosti normalne specificne

deformacije:

-10-10° N ~10-10° N
ea| | EA(0) | _J1472-10° | —6-510416666666666-10
e,] |=10-10° N[ ]-10-10° N[ |-19.531249999999996-10"*
EA(4) 5.12-10°

ki sta tocni vrednosti, ker sta izracunani iz to¢nih vrednosti osne sile.
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S pomocjo dveh vozlis¢nih vrednosti osnega pomika (ene tocne, ter kvalitetnega priblizka)
ter dveh to¢nih vrednosti odvodov funkcije osnega pomika (=specificne deformacije)
lahko z uporabo standardnih H1 interpolacijskih funkcij izracunamo nov priblizek

funkcije osnega pomika, kar pa vodi do polinoma tretje stopnje:

'S L (3-x* X 3
quHl(x): x—7+g -6.510416666666666-10" + 6 12 -(—4.282518456700715-10 )

2 3
+(—X—+f—6J-(—19.531249999999996-10'4): ~6.510416666666666 10 - x

4
+1.4796401515151665-107° - x* —2.959280303030303-10 - x° 0<x<4m
0.0 1 2 3 4
‘ ‘ ‘ ~ x[m]
-0.001t
-0.00271
0003} —— SSu.p'ribliina. reSitev N, = 1
analiti¢na reSitev
——— HI priblizna resitev N, = 1
-0.004

w(x) [m]

Slika 31: Primerjava upogibnic

Graf nove funkcije osnega pomika pokaze, da dejansko ne predstavlja boljse reSitve
navkljub vi§ji stopnji polinoma zaradi vkljucitve dveh tocnih vrednosti odvoda, ki pa

pripadata odvodoma iskane funkcije.

Notranja deformacijska energija U v elementu znasa 21211.164677073746 ] (z napako -
1.1469612466477999 %), energija 1" sile F pa je ponovno 42613.63636363635 ] (napaka
znasa -0.7011752770723401 %), njuno razmerje pa znasa 2.009019165727172. Celotna
deformacijska energija v koncnem elementu pa znasa /7= -21402.471686562607 ], kar
numericno sicer nakazuje, da je ta funkcija celo nekoliko boljsa od prejsnje, dobljene z
interpolacijskimi funkcijami SSu konc¢nega elementa, vendar je to v ocitnem neskladju s
sliko vseh funkcij pomika. Boljsa vrednost celotne deformacijske energije //namrec izvira

iz manj kvalitetno izracunane notranje deformacijske energije U.
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—  Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo H2 interpolacijskib funtkciy

Ce pa zelimo vkljuiti $e dodatne informacije in uporabiti H2 interpolacijske funkcije,

potrebujemo Se drugi odvod funkcije osnega pomika. Izracunamo ga kot:

UEAG) dul), g ) S8 g () (e L2 g (s)- 2EALY), )
du(x) _ -q,(x)- dE:;(X)- dlcllix) _ —q,(x) dE:X(X)ﬁx (x)
dx? EA(x) EA(x) EA(x)

kar vodi do vrednosti:

2
dd“(zo) =-1.0850694444444444 .10
X
2
d “(24) = _9.765625-10"
dx

Ker lahko za izracun potrebna prva odvoda oz. specificni deformaciji & (x) izra¢unamo

tudi iz to¢ne vrednosti osne sile N.(x), sta tako tudi vrednosti drugega odvoda toc¢ni.

Tako dobimo polinom pete stopnje:

3.x7 x* 3%’
u X)=|x— +—-— |-6.510416666666666-10~*
N,H2( ) ( 8 8 256J ( )

x? 3-x* 3-x* Xx°

J (-1.0850694444444444 .10*)

+ JR—
2 8 32 128
3 4 5
o 22X IS XD 3 X0 () 982518456700715-10°)
32 256 512
3 4 5 3 4 5
o[ 22 T 3 (19.531249999999996 10 )+ | XX 4 X 1(L9.765625-10%)
4 64 256 8§ 16 512

=—6.510416666666666-107" - x —5.425347222222222-107 - X’
—1.4796401515151394-107 - x’ +5.548650568181786-10™° - x*
- 1.233033459595954-107° - x° 0<x<4m
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ki pa izkazuje boljse ujemanje s tocno resitvjo:

0.0 1 2 3 4
: : : — X [m]
—— SSU priblizna resitev N, = 1
20,001 — to¢na .reé.ivtev .
—— HI1 priblizna resitev N, = 1
—— H2 priblizna resitev N, = 1
-0.002 |
-0.003 |
-0.004 |

u(x) [m]

Slika 32: Primerjava upogibnic

Iz grafov funkcij pomika vidimo, da je uporaba H2 interpolacijskih funkcij privedla do
bistveno boljSega ujemanja s tocno resitvijo (ne pa Se idealno dobrega, saj napaka na
sredini nosilca znasa -0.2714286471225206 %) kot pa H1 interpolacijske funkcije.

Notranja deformacijska energija U v koncnem elementu sedaj znasa 21159.542150703714
J, pri Cemer energija zunanje obtezbe |7 znasa 42613.63636363635 ] (z napako -
0.7011752770723401 %), njuno razmerje pa znasa 2.013920530989331. Celotna

deformacijska energija /7 znasa - 21454.09421293264 ], kar tudi numeri¢no potrdi, da je
ta funkcija nekoliko boljsa od prejsnje, dobljene s H1 interpolacijskimi funkcijami.

2. model - uporaba dyeb osnovnih SSu koninib elementov enakih dolgin

Togostna matrika prvega osnovnega SSu koncnega elementa je:

[k]:E'(Alz”'Al'AszAzz). L—1]_32:10°-(048° +4-048-0.32+032°) [ 1 -1
| 3-(A+A) L, -1 3-(0.48+0.32)-2 1 1

1 -1
=6.314666666666667~109~{ . 1}
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Togostna matrika drugega osnovnega SSu elementa je:

[k ]=E'(A12+4‘A1'A2+A22). 1—1] 32:10°-(0.32° +4-0.32-0.16+0.16) [ 1 —1
2 3-(A+A) L, -1 1] 3-(0.32+0.16) 2 11
=3.697777777777779-10° { 11 _11}

Za pridobitev neznanih vozliscnih pomikov moramo resiti naslednji sistem bistvenih
enach:

10.012444444444447 -3.697777777777779 10° u| 0
=3.69777TTTTTTTTT9  3.6977T7777777779 -

U,
kar vodi do resitev:

u,| -1.5836148648648645-107
u, —4.2879417879417864-107°
Napaka vrednosti na prostem koncu je pricakovano manjsa kot pri modelu z enim

konénim SSu elementom in znasa -0.08184788794805836 %o.

0.0 |
1 2 3 x [m]

-0.001 ¢

-0.002 1

-0.003 | SSu priblizna resitev N, = 2

analiti¢na reSitev
-0.004 1
u(x) [m]

Slika 33: Primerjava upogibnic
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Notranja deformacijska energija U obeh elementov znasa 21439.708939708937 |, energija
17 zunanje obtezbe oz. sile I pa znasa 42879.417879417866 J, skupna deformacijska

energija pa je 7= -21439.70893970893 ], njena napaka pa znasa -0.08184788794812524
%.

3. model - uporaba SSu+; konlnega elementa

Togostna matrika edinega izboljsanega SSu+1 koncnega elementa, ki uposteva

spreminjanje ploscine prereza na Se kvalitetnejsi priblizen nacin, je:

[k]:3'E‘(A13+9'A12'A2+9-A1-A22+A23). 1 -1

TAT A, 38 A A 1AL, (-1

_3-32-109-(0.483+9-0.482-0.16+9-0.48-0.162+0.163). 1 -1
(11-0.48%-0.16+38-0.48-0.16+11-0.167 )- 4 11

(4

I -1
:2.331428571428572-109-[ . 1}

Za pridobitev neznanega pomika prostega konca tako resimo eno bistveno enacbo z eno

neznanko:

2.331428571428572-10° -u, =—10-10°
kar vodi do vrednosti pomika:

u, =—4.2892156862745084-10"° m

kar predstavlja vrednost z -0.05216335077869929 napake, ki je manjsa celo kot pri uporabi

dveh osnovnih SSu konc¢nih elementov.

—  Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo interpolacijskih funtkciy SSu+; koninega

elementa

Priblizna polinomska funkcija osnega pomika, dobljena s pomocjo interpolacijskih funkcij

SSu+1 koncnega elementa, je:
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Upssa, (x)=(0.16071428571428575 - x + 5.580357142857143-107 - x°)-

(-4.2892156862745084-10 m)
— —6.893382352941176-10™ - x —2.393535539215686-10° -x>  0<x<4m

in daje odli¢ne resitve.

0.0 | |
1 2 3 4 X[ml
-0.001r
-0.002r
20003} — SSu. pribliZna resitev N, = 1
analiti¢na reSitev
-0.004

u(x) [m]
Slika 34: Primerjava upogibnic

Notranja deformacijska energija U v konzoli znasa 21446.078431372545 ], potencialna
energija |7 obtezne sile I pa znasa 42892.15686274508 | (napaka je -
0.05216335077870467 %). Njuno razmerje znasa 2. Celotna deformacijska energija pa

znasa [1=-21446.078431372538 ] (napaka znasa -0.05216335077877246 %).

—  Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo HT interpolacijskib funtkcis

S pomocjo vozlisénih vrednosti osne sile lahko izracunamo normalni napetosti, ter nato
Se diskretni vozlis¢ni vrednosti normalne specificne deformacije:

€| | —6.510416666666666-10~
—19.531249999999996-10~*

8x,2

ki sta to¢ni vrednosti, ker sta izracunani iz to¢nih vrednosti osne sile.

S pomocjo dveh pribliznih vozli§énih vrednosti osnega pomika ter dveh toc¢nih vrednosti
specificne deformacije lahko z uporabo standardnih H1 interpolacijskih funkcij

izracunamo nov priblizek funkcije osnega pomika, kar vodi do polinoma tretje stopnje:
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Uy (%)= —6.510416666666666 10 - x +9.574142156862874-10° - x

—2.872242647058824-107° - x* 0<x<4m
0.0 1 2 3 4
‘ ‘ ‘ ~ x[m]
-0.0017
-0.002t
20.003f —— SSu., priblizna resitev N, = 1
analitiCna resitev
— HI1 priblizna resitev N, = 1

-0.0041

u(x) [m]

Slika 35: Primerjava upogibnic

Graf nove funkcije osnega pomika pokaze, da ne predstavlja boljse resitve, kot je bila
dobljena z uporabo SSu+i interpolacijskih funkcij. Notranja deformacijska energija U v
elementu znasa 21484.12469562987 ], potencialna energija 17 sile I pa je ponovno
42892.15686274508 ] (napaka znasa -0.05216335077870467 %), njuno razmetje pa znasa

1.9964581974088924. Celotna deformacijska energija je /7= -21408.032167115212 ], pri
cemer napaka znasa -0.22947510580534977 %, kar je ve¢ kot pri uporabi SSu+
interpolacijskih funkcij.

—  Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo H2 interpolacijskib funkcij

Ce v interpolaciji uporabimo $e diskretni vrednosti drugega odvoda funkcije osnega

pomika (= prvega odvoda specificne deformacije), dobimo polinom pete stopnje:

Uy i (x)=—6.510416666666666-10~ - x —5.425347222222222-107° - X
—1.9148284313725314-107° - x* + 7.180606617647006-10° - x*
— 1.3962290645424787 -107° - x° 0<x<4m

ki pa izkazuje boljse ujemanje s tocno resitvijo kot pri uporabi H1 interpolacijskih funkcij:
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0.0 1 2 3 4
‘ ‘ ' x [m]

—— SSuy, priblizna resitev N, = 1

20.001 - — tocna -reé.ivtev =
—— HI1 priblizna resitev N, = 1
—— H2 priblizna resitev N, = 1

-0.002 |

-0.003 1

-0.004 1

u(x) [m]

Slika 36: Primerjava upogibnic

Iz grafov funkcij vidimo, da je uporaba H2 interpolacijskih funkcij privedla do bistveno
boljsega ujemanja s tocno resitvijo (ne pa se idealno dobrega, saj napaka na sredini nosilca

znasa 1.1506812183797095 %) kot pa H1 interpolacijske funkcije.

Notranja deformacijska energija U sedaj znasa 21437.337643844727 ], potencialna
energija zunanje obtezbe 1 znasa 42892.15686274508 | (z napako -0.05216335077870467

%), njuno razmerje pa znasa 2.0008154732339465. Celotna potencialna energija znasa /7
= -21454.819218900357 ], pri ¢emer njena je napaka -0.011427567460085164 %.

4. model - uporaba dveh SSu+1 koninib elementov enakih dolgin

Togostna matrika prvega SSu+1 elementa je:

1 -1
[k1]=6.313746630727763~109-[ 1 1}

Togostna matrika drugega SSu+1 elementa je:

1 -1
[kz]=3.6934351145038176-109-{ 1 1}

Za pridobitev neznanih vozliscnih osnih pomikov moramo resiti naslednji sistem

bistvenih enacb:



Poglayye 11 95
Osni pomiki nosileev in precni pomiki kablov

{10.00718174523158 —3.6934351145038176} o {uz}_{ 0 }

—3.6934351145038176  3.6934351145038176 u, ~1-10-10°

kar vodi do resitev:

u,| |—1.5838456284153007 - 107
~4.291352242171914-107°

U

Napaka vrednosti pomika na prostem koncu se je $e zmanjsala in znasa samo Se -

2.3770598936026037-107 %.

—  Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo interpolacijskih funkeij SSu+i koninega

elemmenta

Priblizni polinomski funkciji osnega pomika, dobljeni s pomocjo interpolacijskih funkcij

SSu+1 konénega elementa, sta sedaj polinoma 3. stopnje:

U, nssa, (X)=—6.531762295081968 10~ - x — 4.8027663934426195-107" - X
~1.0672814207650282-107° - x> —1.6177436340401334-10° -x*  0<x<2m
U, nsse, (X)=5.036213028016294-10~* —1.3020833333333335-107 - x +
+2.3251488095238107-107* - x* —5.166997354497353-10° - x> 2m<x<4m

Ker sta funkciji medsebojno razlicni, to sicer nakazuje njuno pribliznost, vendar njun izris

kljub temu potrdi njuno odli¢no kvaliteto.

0.0 1 2 3 4

X [m]
-0.0017
-0.002¢1
-0.003t SS;, priblizna reSitev N, = 2
analiti¢na resitev
-0.004 1
u(x) [m]

Slika 37: Primerjava upogibnic
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Notranja deformacijska energija v obeh elementih znasa U = 21456.761210859557 ],
potencialna energija sile I pa znasa 1/ = 42913.522421719135 J. Skupna deformacijska

energija znasa [/ = -21456.76121085958 ], kar predstavlja vrednost s samo -
2.3770598936073487-10" % napake.

5. model - uporaba SSu+2 koninega elementa

Togostna matrika edinega SSu-+2 elementa je:

1 -1
[k1]=2.330301369863014-109-[ 1 J

Za pridobitev neznanega pomika prostega konca tako resimo eno bistveno enacbo z eno

neznanko:

2.330301369863014-10° -u, =—10-10°
kar vodi do vrednosti pomika:

u, =-4.291290443942813-10° m

kar predstavlja vrednost z -3.8170899035526377-10° % napake, ki pa ni manjsa kot pri

uporabi dveh SSu+i konénih elementov.

—  Poprocesiranje: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo interpolacijskih funkeiy SSu+2 koninega

elementa

Priblizna polinomska funkcija osnega pomika je sedaj polinom 4. stopnje:

Uyssa, (%)= (0.1489726027397261- x +1.926369863013698 102 - x> — 2.9965753424657502 10 - x°
+1.1237157534246575-10 - x* )- (- 4.291290443942813-107 - 10 m)

= —6.392847065462752-10™* - x —8.266612584650106-10" - x°

+1.2859175131677933-10 - x* —4.82219067437923-10° - x*  0<x<4m

ki pa daje (vizualno) prakticno tocne resitve, saj razlike med grafoma skoraj niso vec

opazne, slika 38.
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0.0
1 2 3 4 x [m]
-0.001}
-0.002r
-0.003[  — SSu,, priblizna resitev N, = 1
analitiCna reSitev
-0.004

u(x) [m]

Slika 38: Primerjava upogibnic

Notranja deformacijska energija U v elementu znasa 21456.45221971406 ], potencialna
energija [ sile I pa zna$a 4242912.90443942813 J (napaka znasa -3.817089903549782-10°
%). Njuno razmerje znasa 2. Celotna deformacijska energija pa je [/ = -

21456.45221971407 J, njena napaka pa prav tako znasa samo Se -3.817089903549782-107

%, kar znasa nekoliko vec kot pri uporabi dveh SSu+i konénih elementov.

—  Poprocesiranje: iskanje funkcije osnega pomika g uporabo HT interpolacijskih funkcij

S pomocjo vozlis¢nih vrednosti osne sile lahko izracunamo normalni napetosti, ter nato

Se vozliséni vrednosti normalne specificne deformacije:

~19.531249999999996 -10~*

{sx,l } ~ { ~6.510416666666666-107* }
8x,2

ki sta tocni vrednosti, ker sta izracunani iz to¢nih vrednosti osne sile.

S pomocjo dveh pribliznih vozlisénih vrednosti osnega pomika ter dveh toc¢nih vrednosti
specificne deformacije lahko z uporabo standardnih H1 interpolacijskih funkcij

izracunamo nov priblizek funkcije osnega pomika, kar vodi do polinoma tretje stopnje:

Uy (X) = —6.510416666666666 - 10 - x +9.185125094055707 10 - x°
~2.8657590293453732-10° - x° 0<x<4m
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0.0 1 2 3 4
‘ ‘ x [m]
-0.001t
-0.002 ¢
-0.003 ey ..
—— SSu., priblizna resitev N, = 1
analiti¢na reSitev

.0.004f —— HI priblizna reSitev N, = 1

u(x) [m]

Slika 39: Primerjava upogibnic

Graf nove funkcije osnega pomika pokaze, da ne predstavlja boljse resitve kot originalne
SSu2 interpolacijske funkcije. To posredno potrdi tudi celotna potencialna energija /7 ki
znasa -21408.351007403093 J in ima napako -0.22798917460761398 %.

—  Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo H2 interpolacijskih funkcij
Z uporabo H2 interpolacijskih funkcij sedaj dobimo polinom pete stopnje:

Uy (%)= —6.510416666666666 - 107 - x —5.425347222222222 107 - x*
—1.9472465199398025-107° - x* + 7.302174449774171-107° - x*
—1.4083858477551993-107¢ - x° 0<x<4m

ki pa izkazuje boljSe ujemanje s tocno resitvjo kot H1 interpolacijske funkcije:

0.0 1 2 3 4
x [m]
-0.001
-0.002 [
0003t T SSufz'[V)rlthVI.la reSitev N, =1
— analiti¢na resitev
—— H1 priblizna reSitev N, = 1
.0.004 I —— H2 priblizna reSitev N, = 1

u(x) [m]

Slika 40: Primerjava upogibnic
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Iz grafov funkcij na sliki 40 vidimo, da je uporaba H2 interpolacijskih funkcij privedla do
bistveno boljsega ujemanja s tocno resitvijo (ne pa $e idealno dobrega, saj napaka na
sredini nosilca znasa 1.2161785882477356 %) kot pa H1 interpolacijske funkcije.

Notranja deformacijska energija U sedaj znasa 21458.14475090868 ], potencialna energija

1”7 zunanje obtezbe znasa 42912.90443942813 ] (z izredno majhno napako -
0.003817089903549782 %), njuno razmerje pa znasa 1.9998422481333533 J. Celotna

potencialna energija //sedaj znasa -21454.75968851945 |, kar predstavlja rezultat z napako
-0.011705004326013414 %.

6. model - uporaba dyeh S Su+2 koninib elementov enakib dolgin

Togostna matrika prvega SSu+z koncnega elementa je:

1 -1
[kI]:6.313736964980545.109.[ | 1}

Togostna matrika drugega kon¢nega elementa je:

1 -1
[kz]=3.6933033707865176-109.{ 1 J

Za pridobitev neznanih vozli§¢nih pomikov moramo resiti naslednji sistem enacb:

10.007040335767063  —3.6933033707865176 10° u,| 0
—3.6933033707865176  3.6933033707865176 ~1-10-10°

U,
kar vodi do resitev:

u,|  |-1.583848053136438-107°
—4.291451246282854-10°°

u;

Napaka vrednosti pomika na prostem koncu je samo $e -7.00538039890749-10~ %, ki

pokaze, da uporaba SSu+; koncnega elementa verjetno ni smiselna.
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—  Poprocesirange: iskanje funkcij osnega pomika 3 uporabo interpolacijskib funkcij SSu+2 koncnega

elementa

Priblizni polinomski funkciji osnega pomika posameznega konc¢nega elementa sta sedaj

polinoma 4. stopnje:

U, yssa, (X)=—6.507951533510036- 107" - x — 5.546549602423321-107° - X
—4.3139830241070675-10° - x* —1.6177436340401334-10°-x*  0<x<2m
Uy nsse, (X)=—3.973702493981215-10* — 4.5633761682242974 10 - X
+1.0647877725856699-107* -x* —1.3309847157320855-107 -x*  2m<x<4m

Ker sta funkciji medsebojno razlicni, to sicer nakazuje njuno pribliznost, vendar je

ujemanje s tocno resitvijo prakticno popolno.

0.0 |
1 2 3 g Xm]

-0.001 1

-0.002 1

I SSu., priblizna reSitev N, = 2
-0.003 T .
analiti¢na reSitev
-0.004 ¢

u(x) [m]

Slika 41: Primerjava upogibnic

Notranja deformacijska energija U v obeh elementih znasa 21457.256231414438 ],
potencialna energija [ sile F pa znasa 42914.51246282854 J. Celotna potencialna energija

I7 v obeh eclementih znasa -21457.256231414103 J, ki ima napako samo Se -
7.005380482693238-10° %.

4. pristop —resitev s to¢nim konc¢nim elementom za linearno spreminjanje ploscine

Ce uporabimo toc¢ni koncni element za nosilec z linearnim spreminjanjem ploscine, za

modeliranje zadosc¢a en sam koncni element, katerega togostna matrika je:
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[k]_(0.48m2—0.16m2)-32GPa {1 —1}
1- .

{2.330212420164704 —2.330212420164704} 0
0.48 mZJ -1 1

—2.330212420164704  2.330212420164704

4m-Ln 5
0.16 m

Za pridobitev neznanega pomika prostega konca tako resimo eno bistveno enacbo z eno

neznanko.
2.330212420164704-10° -u, =-10-10°
kar vodi do:
u, =—4.291454252609804-10° m
kar predstavlja popolnoma to¢no vrednost.
Poprocesirange: iskange funkcije osnega pomika s pomodjo standardnib interpolacijskib funkciy HO

Priblizno funkcijo osnega pomika vzdolz konstrukcije dobimo s pomocjo standardnih

interpolacijskih funkcij HO za osni pomik:

u,(x)={N, N, }-{u, )= {1—%,%}-{;) } —10.72863563152451.10%-x  0<x<4m
2

kar predstavlja linearno (in s tem dokaj slabo) porazdelitev osnega pomika navkljub sedaj

tocnima vozli§¢nima vrednostima pomika.
Poprocesiranje — iskanje funfkcije osnega pomika s pomodjo tocnib interpolacijskib funkci

Tocno (ker osna zvezna obtezba ¢, ne nastopa) funkcijo pomika vzdolz konstrukcije

dobimo s pomocjo to¢nih interpolacijskih funkcij za osni pomik:

=

=
I

=
Z|

T
Ln A,-L Lnl AL
A -(L-x)+A,-x A, -(L-x)+A,-x 0

2}'{Ul}: A > A ’ u
Lnl —* Ln| — ?

Al AZ

1.92
=0.9102392266268373- Ln[} ‘u,
1.92 -0.32-x

=-3.90625-10"-Ln 192 0<x<4m
1.92 —0.32-x
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kar predstavlja to¢no porazdelitev osnega pomika.

Opozorilo: uporaba teh interpolacijskih funkcij za element s konstatnim prerezom ni

mogoca.

Opomba: tudi sedaj je mogoce funkcijo osnega pomika izra¢unati s H1 in H2
interpolacijskimi funkcijami, vendar ob poznavanju toc¢nih interpolacijskih funkcij to ni

smiselno.

Primer 3.b" — Konzolni nosilec z linearno spreminjajoo vi§ino prereza in

enakomerno zvezno obteZbo
Izracunati je potrebno osne pomike, osne sile in specifi¢ne deformacije zaradi enakomerno
porazdeljene osne zvezne obtezbe g. po celi dolzZini konzole z linearno spreminjajoco

vi§ino pravokotnega prereza.

Sirina nosilca je konstantna vzdolz nosilca (b = 0.40 m), viSina prereza pa se spreminja od

b =1.20 m na vpetem delu, do 0.4 m na prostem koncu.

E=32 GPa

1.20 m ——— ——— ——— = 0.40 m

Slika 42: Konzola z linearno spreminjajoco visino

1. pristop — uporaba stopnicastega kon¢nega elementa s Stirimi odseki

Izracun bomo izvedli z diskretizacijo z enim koncénim elementom s $tirimi stopnicastimi
odseki enakih dolZin, za katerega je togostna matrika ze znana iz prej$njega primera. Za

izracun pripadajocega obteznega vektorja pa sledi manjkajoci potrebni koeficient:
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N. —2 — 2 —2 =2 -2 =2 -2 =2 -2 =2
B, = i X X 7%, X TX X X Xy 7K
P4 EA, EA, EA, EA, EA,
1.0m) —(0.0m)  (2.0m)-(1.0m) (3.0m)—(2.0m) (40m)-(3.0m)
= + + +
32-10° Pa-0.44m> 32-10° Pa-0.36m> 32-10° Pa-0.28 m® 32-10° Pa-0.20 m’
=1.9832251082251085-10”
Obtezni vektor je:
B, 1.9832251082251085-10°
Flog. - 2P 1100000 N.] 2-4256854256854257-10™ | _[232944.91525425728
YL B m |, 1.9832251082251085-10” 167055.08474576272
T2 2-4.256854256854257-10™"°

Iz vrednosti obteznega vektorja vidimo, da bi s preprosto delitvijo celotne obtezbe na dve
medsebojno enaki vozli§éni sili, kot je to primer pri nosilcu enakomernega prereza, naredili

precejsnjo napako.

Za pridobitev neznanega pomika prostega konca resimo eno enacbo z eno neznanko.
2.3491525423728814-10° -u, =167055.08474576272

kar vodi do:
u, =7.111291486291488-10° m

kar je identi¢na vrednost, kot bi jo dobili pri diskretizaciji s stirimi kon¢nimi elementi
enakih dolzin (kjer pa bi morali resiti sistem Stirih linearnih enacb). Dobljena vrednost
predstavlja priblizno reSitev (z 0.9826624883017372 % napake in je nekoliko vecja kot v
primeru iste konzole, obremenjene s koncentrirano silo, kar je dodatna posledica

pribliznega obteznega vektorja).
Poprocesirange: iskanje vektorja sekundarnih spremenljivk in notranjib staticnibh kolicin

Z.a edini kon¢ni element sledi:

[kl]' {Ul}_ {Fl}
_ 2.34915254237-10° —2.34915254237-10° 0
—2.34915254237-10°  2.34915254237-10° —4.256854256854257-10°°

{232944.91525423728} B {— 400000 N}

167055.08474576272( 0



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA

104
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

Tako je horizontalna reakcija v podpori usmerjena v levo, vozliséni osni sili pa sta:

N,,| (400000 N
N,/ | oN
kar pokaze, da je (edini) kon¢ni element tegnjen z linearno spreminjajoco osno silo.

Poprocesirange: iskanje funkcij osnega pomika 3 uporabo irazov

Funkcije pomika vzdolz odsekov konstrukcije lahko najhitreje izracunamo z uporabo

analiticnih izrazov, kjer sta:

N,(0) 400000
EA, 1.408-10"
B, = ul(O) =0

C = = 2.8409090909090912-107

in tako sledi:

~ 100000 - x>
2-1.408-10"
=2.8409090909090912-10” - x —3.551136363636364-10° - x> 0<x<lm

u,(x)=2.8409090909090912-107 - x

Preostali koeficientt so:

2| 3.472222222222222-10°° —5.523989898989896-10°
3| 4.464285714285714-107° —2.0404942279942275-10°
4 6.250-10°° —5.388708513708517-10°°

Ostale funkcije osnega pomika so tako:

ui(X)

—5.523989898989896-10° +3.472222222222222-107° - x —4.340277777777778-107° - x>
—2.0404942279942275-107° + 4.464285714285714-107° - x —5.580357142857143-10°° - x*
—5.388708513708517-10° +6.250-107° - x —7.8125-10°° - x*

A LW N =

Grafi dobljenih funkcij resitev izkazujejo dobro ujemanije z analiti¢no resitvijo.
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0.07 | u() [mm]

0.06 1
0.05 ¢
0.04 1
0.03 1
0.02 1
0.01r

—

P

analiti¢na reSitev
— stopnicasti kon¢ni element + analiticne funkcije
stopni¢asti kon¢ni element + linearna aproksimacija

0.0

! 2 3 g Xl

Slika 43: Primerjava upogibnic

S povecevanjem stevila odsekov znotraj konénega elementa postaja ujemanje z analiticno

resitvijo Se boljse (na sliki spodaj so zgolj za primerjavo podane resitve s koncnim
elementom z 8 odseki, ki ima na prostem koncu napako 0.2537824427788449 %).

0.07

0.06 1
0.05 ¢
0.04 ¢
0.03 1
0.02 1
0.01 ¢

Fu(x) [mm]

analiti¢na reSitev
stopnicasti kon¢ni element

0.0

Slika 44: Primerjava upogibnic

2. pristop — uporaba pribliZnih kon¢nih elementov visjega reda

1. model — uporaba osnovnega SSu koncnega elementa

Togostna matrika edinega SSu koncnega elementa je (ze znana iz prej$njega primera):

1 -1
[k,]=2.3466666666666675-10° { }

-1 1
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Pripadajoci obtezni vektor je sedaj:

ff )= q,-L,  [2-A+A,| [233333.33333333334N
UT3(A +A,) |A +2-A, ] |166666.66666666666 N

Za pridobitev neznanega pomika prostega konca tako resimo eno enacbo z eno neznanko:
2.3466666666666675-10° ‘u, =166666.66666666666 N

kar vodi do:
u, = 7.102272727272724-10° m

kar predstavlja vrednost z 0.8545931636494128 % napake, ki je nekoliko manjsa kot pri

uporabi kon¢nega elementa s 4 odseki).
Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo interpolacijskib funkcij SSu koninega elementa
Priblizna funkcija osnega pomika je:

Upgse(x)=1.953125-107° - x +0.125-7.102272727272724 10" - x — 4.8828125-10° - x*

+0.03125-7.102272727272724-107 - x°
= 2.840909090909091-107 - x —2.6633522727272734-107° - x* 0<x<4m

u(x) [mm]
0.07 |
0.06 |
0.05 |
0.04 |
0.03 |
0.02 |

priblizna resitev N, = 1 z SSu funkcijama
tocna resitev

0.01 |

‘ ' ' — x [m]
0.0 1 2 3

Slika 45: Primerjava upogibnic
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Notranja deformacijska energija U v elementu znasa 8.522727272727273 |, deformacijska
energija zunanje obtezbe 17 pa znasa 17.045454545454543 ]. Celotna deformacijska

energija [/ znasa -8.52272727272727 ] (z napako -0.701175277071674%).
Poprocesirange: iskanje sekundarnib sprementjivk in notranjib statitnib kolicin

Z.a edini kon¢ni element sledi:

{Ql } = [kl ] {Ul }_ {F]}
2.3466666666666675 —2.3466666666666675 10° 0
—2.3466666666666675 2.3466666666666675 7.102272727272724-10°°

{233333.33333333334 N} ~ {— 400000 N}

166666.66666666666 N 0

Tako je horizontalna reakcija v podpori usmerjena v levo, vozliscni vrednosti osne sile pa

N,,| [400000 N
No| 0

kar pokaze, da je (edini) koné¢ni element tegnjen (z linearno spreminjajoco se osno silo, ki

sta:

jo lahko izracunamo kar z uporabo standardnih HO interpolacijskih funkcij). Funkcija

osne sile je tako:

N (x)=N_ | 1-2|+N_,- 2 =—400000N-| 1-Z |+0.2
: UT)T Ty 4)" 4

=-400000 N +400000-x 0<x<4m

ki je tocna funkcija.
Ce funkcijo osne sile delimo s funkcijo ploséine, sledi funkcija normalne napetosti:

N, «(x)  —400000 N +400000-x

0<x<4m
A(x) 0.48 —0.04-x

OxN (X):
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0.0 1 2 3

x [m]

-200000

-400000

-600000 [

-800000

o,(x) [N/m’]
Slika 46: Graf funkcije normalnih napetosti
Poprocesirange: iskange funkcije osnega pomika 3 uporabo HT interpolacijskib funkcij

S pomoc¢jo tocnih vozlis¢nih vrednosti osne sile lahko izracunamo toc¢ni vozliséni
normalni napetosti, ter nato s konstitutivno zvezo $e toc¢ni vozliséni vrednosti normalne

specificne deformacije:

{sx,l } ~ {— 2.604166666666667 - 10-5}
0

8x,2

ki sta to¢ni vrednosti, ker sta izracunani iz to¢nih vrednosti osne sile.

S pomocjo dveh pribliznih vozlisénih vrednosti osnega pomika ter dveh toc¢nih vrednosti
specificne deformacije, torej prvega odvoda osnega pomika, lahko z uporabo standardnih
H1 interpolacijskih funkcij izracunamo nov priblizek funkcije osnega pomika, kar vodi do

polinoma tretje stopnje:

Uy (x)=2.604166666666667 -10~ - x +2.959280303030271-107 - x°
—5.9185606060606-107" - X 0<x<4m

u(x) [mm]
0.07

0.06
0.05
0.04

0.03

priblizna resitev N, = 1 s SSu funkcijama
tocna resitev
priblizna resitev N = 1 s funkcijami H1

0.02

0.01

X |m
0.0 ' > 3 L]

Slika 47: Primerjava upogibnic
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Iz grafov funkcij vidimo, da uporaba H1 interpolacijskih funkcij ni privedla do boljSega

ujemanja s tocno resitvjo kot pa originalne SSu interpolacijske funkcije, ceprav celotna

potencialna energija //sedaj znasa -8.560988674625039 | (notranja deformacijska energija
U v elementu znasa 9.11577900214264 ], deformacijska energija zunanje obtezbe 1 pa
znasa 17.67676767676768 J).

—  Poprocesirange: iskanje funkcije osnega pomika 3 uporabo H2 interpolacijskih funkcij

Ce pa zelimo uporabiti H2 interpolacijske funkcije, ki vsebujejo $e informacije o drugem

odvodu funkcije osnega pomika, ga izracunamo kot:

dEA(x) du(x)

™ . ™ +EA(X)-T=—qX(x)—> EA(X).dzduT(ZX):_ X(X)— dE(/;((x). dzg(x)
d*u(x) _ ~q,(x)- dEi(X)' dZiX) ) dEi((X)'SX(X)
dx? EA(X) EA(x) EA(x)

Ker lahko prve odvode oz. specificne deformacije izracunamo toc¢no iz funkcije osne sile,

bodo tako tudi vrednosti drugega odvoda tocne.

Iskani vozliséni vrednosti znasata -2.1701388888888893-10° ter -1.953125-10 in tako

dobimo polinom pete stopnje:

Uy (%) = 2.604166666666667 -10°° - x —1.0850694444444447 -10°° - X

—2.959280303030303-107° - x* +1.1097301136363665-107" - x*
—2.4660669191919245-107° - x° 0<x<4m

ki pa izkazuje odli¢no ujemanje s tocno resitvjo:

u(x) [mm]
0.07¢
0.06¢
0.05¢
0.04¢
0.03f priblizna resitev N, = 1 s funkcijama SSu
0.021 ——— tocna reSitev
—— priblizna resitev N, = 1 s funkcijama H1
0.01¢ —— priblizna resitev N, = 1 s funkcijama H2
‘ : ' —X[m
0.0 1 2 3 4 Lea]

Slika 48: Primerjava upogibnic
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Iz grafov funkcij vidimo, da je uporaba H2 interpolacijskih funkcij sedaj privedla do
bistveno boljsega ujemanja s tocno resitvijo (ne pa $e idealno dobrega, saj napaka na
sredini nosilca znasa -0.18511082738815363 %) kot originalne SSu interpolacijske

funkcije.

Celotna potencialna energija [ | sedaj znasa -8.581637685173021 ] (deformacijska energija
U v elementu znasa 8.63216702863169 |, deformacijska energija zunanje obtezbe 17 pa
17.213804713804713 ).

2. model - uporaba dveh osnovnih SSu koncnib elementov enakih dolin

Togostna matrika prvega SSu koncnega elementa je:

1 -1
[k1]=6.314666666666667-109.{ 1 1}

Pripadajoci obtezni vektor je:

{f }_ 106666.66666666666 N
: 93333.33333333334 N

Togostna matrika drugega SSu kocnega elementa pa je:

1 -1
[k2]=3.697777777777779-109-{ 1 1}

Pripadajoci obtezni vektor je:

{f }_ ITITTL.ITITT1TIIIIN
?77 | 88888.8888888889 N

Za pridobitev neznanih vozli§¢nih pomikov moramo tako resiti naslednji sistem enacb:

=3.69777TTTTTTTTT9  3.697TTT777777779 88888.8888888889 N

U,

{10.012444444444447 —3.697777777777779} 10° {uz}_{llllll.lllllllllllN}
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kar vodi do resitev:

u,| ]4.6452702702702696 - 107
7.049116424116423-107°

u;

Napaka vrednosti pomika na prostem koncu 9.975629173855642:102 %, na stedini pa
1.004191740013135-107 %.

Poprocesirange: iskanye funkcije osnega pomika 3 uporabo interpolacijskib funkcij SSu koncnega elementa
Priblizni funkciji osnega pomika v elementih sta:

uN,l(x)z 2.6393581081081083-107 -x —1.5836148648648665-107° - x* 0<x<2m
Uy, (x)=-1.3643451143451127-10"° +3.90625-10" -x —4.50721153846154-10°-x* 2m<x<4m

Razlicnost obeh funkcij, ki sta zapisani v skupnem koordinatnem sistemu, je posredni
pokazatelj, da gre za priblizni resitvi, pa ¢eprav je ujemanje s tocno resitvijo dejansko Ze

zelo dobro.

u(x) [mm]
0.07 ¢
0.06 t
0.05 ¢
0.04 ¢
0.03 ¢

0.02 ¢ priblizna resitev N, = 2 s SSu funkcijama

to¢na resitev

0.01 ¢

T E—

Slika 49: Primerjava upogibnic

Notranja deformacijska energija U v elementih znasa 8.57588357588357 |, deformacijska
energija zunanje obtezbe 17 pa znasa 17.151767151767164 ]. Celotna deformacijska

energija /[ znasa -8. z napako -0. 0).
gija [[znasa -8.57588357588357 | (z napako -0.08184788794713244 %)
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Poprocesirange: iskange funkcije osnega pomika 3 Lagrangeovo interpolacijo vrednosti pomika

Ker so znane tri vrednosti pomika, lahko izracun funkcije osnega pomika izvedemo tudi

npr. z Lagrangeovo interpolacijo, ki vodi do enovite funkcije osnega pomika v obliki:

Up 1o (X) = 2.8829911642411637-10° - x —2.8017801455301447-10°° - x° 0<x<4m

Ta enovita funkcija izkazuje dobro ujemanje s funkcijo osnega pomika, dobljeno z

uporabo 1 SSu koncnega elementa in pripadajocih interpolacijskih funkcij.

Notranja deformacijska energija U sedaj znasa 8.5660234438820068 ], deformacijska
energija zunanje obtezbe ' pa znasa 17.08679833679834 J. Celotna deformacijska energija

[17nasa -8.52077489291627 ] (z napako -0.7239225754940259 %).

Primer 3.c” — Steber z linearno spreminjajoco vi§ino prereza in obremenjen z lastno

tezo

Izracunati je potrebno vertikalni pomik ter reakcijo AB stebra z linearno spreminjajoco

visino prereza, kar predstavlja linearno spreminjajoco se zvezno obtezbo.

Sirina stebra je konstantna vzdolz stebra (5=0.40 m), visina prereza pa se spreminja od

»/=1.20 m na vpetem delu, do 0.4 m na prostem koncu.

0.40 m

E=32 GPa

4.0 m

‘<_<_<_<_<_€

Slika 50: Steber z linearno spreminjajoco vis§ino
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Resitev
Uporaba stopnicastega koncnega elementa s stirimi odseki

Izracun bomo izvedli z diskretizacijo z enim koncénim elementom s $tirimi stopnicastimi

odseki enakih dolzin, za katerega je togostna matrika ze znana iz primera 3.b.

Ce npr. usmerimo koordinatni sistem od vpetega dela proti prostemu koncu navzgor,

lahko zapisemo funkcijo zvezne obtezbe kot:

q,(x)=—A(x)-p-g=-b-h(x)-p-g 0<x<4m

q,(x)

q,(x)=-11772.+1962-x ngg4m

(0.48-0.08- x)zsookg 981— 0<x<4m
m

Za izracun pripadajocega obteznega vektotja pa sledijo koeficienti:

1 _(qu '(Xl _io)2 + Ax 2 '(iz _il)z N Ay 3 '(X3 _iz)z n Qx4 '(X4 _is)z]
A,

Pa=3 EA, EA, EA, E

_1(q,(0.5m)-(1.0m)’ .\ q,(1.5m)-(1.0m)’ .\ q,(2.5m)-(1.0m)’ . q,(3.5m)-(1.0m)’
32-10° Pa-0.44m® 32-10° Pa-0.36m*> 32-10° Pa-0.28 m*  32-10° Pa-0.20 m

=-3.83203125-107 -4 =-1.5328125-10"

2

ter

_(El_io)'(f3_i2)+ _(El_io)'(f4_f3)

’ o EA, ¥ EA, ol EA,
+ qx,z ' (L2 — LIE)A(IJ3 — L2)+ qx,z . (L2 — L;E)A<f4 B L3) + qx,3 . (L3 - L;E)A(4L4 - LS)

=-9.3671875-107 —1.204352678571429-10° —1.68609375-10° —9.853794642857146 -10”
~1.37953125-10° —1.07296875-10° = -7.265044642857143-10°°

Rezultanta nadomestnih osnih obtezb (uporabimo jo lahko samo za kontrolo modeliranja

obtezbe), ki je enaka dejanski obtezbi, je:

NS
B,=>.d. (X, -%X.,)=q,(0.5m)- 1.0m+q,(1.5m)-1.0m+q,(2.5m)-2.0 m+q,(3.5m)-3.0 m

=-31392 N
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Obtezni vektor je tako:

Pai +Bq> —1.5328125-10° — 7.265044642857143-10°
)= B, _ 4.282518456700716-10"°
¢ By +Bq2 —1.5328125-10° —7.265044642857143-10°
B, — | 31392 N - >
B, 4.282518456700716-10°
_ [~20667.50847457627 N
1210724.491525423731 N

Togostna matrika edinega stopnicastega elementa je:

9

[k]— 2.3491525423728814  —2.3491525423728814
| -2.3491525423728814  2.3491525423728814

in za izrac¢un neznanega pomika prostega konca tako resimo eno enacbo z eno neznanko:
2.3491525423728814-10° -u, = —10724.491525423731

kar vodi do:
u, =-4.565259740259742-10° m

kar je identicen rezultat, kot bi bil dobljen s stirimi standardnimi samostojnimi koncnimi
elementi enakih dolzin. Predstavlja priblizno vrednost (z 2.652774281854127 % napake).

Poprocesirange: iskanje vektorja sekundarnih spremenljivk in volistnib notranjih staticnib kolicin

Z.a edini konc¢ni element sledi:

{%}:[kl]'{Ul}_{Fl}
3 2.34915254237-10° —2.34915254237-10° 0 B 0
—2.34915254237-10°  2.34915254237-10° —4.565259740259742-10°° 0

[31392N
| oN
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Tako je vertikalna reakcija v podpori usmerjena navzgor, vozliséni vrednosti osne sile pa

N, | [-31392N
N[ 0N

Poprocesirange: iskanje medvozlistnib vrednosti osne sile

Sta:

Razporeditev osne sile znotraj elementa je zaradi odsekovno modeliranih obtezb sedaj

odsekovno linearna. Vrednost v zacetnem vozliscu znasa:
N, (X,)=N,(0)=-31392N
Vrednosti na stikih med odseki pa so:

N, (x,) )-q., (X, -%,)=-31392N-q,(0.5m)-1.0 m =-20601 N
N,(X,)=N,(X,)-q,, (X, -X,)=-20601N-q, (1.5m)- 1.0m=-11772 N
N,(X,)=N,(X,)-q,,(X;-%,)=-11772N-q,(2.5m)-1.0 m =-4905 N
N,(X,)=N,(X;)-q,, (X, -%,)=—-4905N-q,(3.5m)- 1.0m=0N

Zadnja vrednost je bila izracunana zgolj zaradi formalnosti oz. kontrole.

S pomocjo diskretnih vrednostih na koncih posameznih odsekov lahko pois¢emo
odsekovno linearne (in s tem priblizne) razporeditve osne sile znotraj posameznih

odsekov konc¢nega elementa:

N, (x)=-31392+10791-x 0<x<lm

N,y (x)=-29430 + 8829 x Im<x<2m
N, ;n(x)=-25506+6867 - x 2m<x<3m
N, ;n(x)=-19620 + 4905 x 3m<x<4m
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0 ! 2 3 4

x [m]

-5000 [
-10000 |
-15000

-20000 |

—— analiti¢na reSitev

-25000 [ —— 1 stopnicasti kon¢ni element

-30000 |
Ny(x) [N]

Slika 51: PribliZna razporeditev osne sile

Ker pa je to¢na funkcija osne sile enovita za celotni steber, lahko vse izracunane diskretne
vrednosti naenkrat uporabimo v (npr.) Lagrangeovi interpolaciji, kar vodi do enovite

funkcije:
N, \(x)=-31392+11772-x - 981 %’ 0<x<4m
ki pa je enaka tocni resitvi.
Poprocesirange: iskange funkcije osnega pomika 3 uporabo diferencialne Jveze

Ceprav je mogoce kvaliteten priblizek razporeditve osnega pomika dobiti tudi z
zgoscevanjem Stevila odsekov znotraj istega koncnega elementa ter linearnim
povezovanjem pomikov znotraj posameznega odseka, poznavanje enovite tocne funkcije
osne sile omogoci izracun enovite tocne funkcije osnega pomika z uporabo diferencialne

zveze med osno silo in osnim pomikom:

) NG (N
dx A(x)-E A(x)-E

. )_J-—31392+11772-x—981-x2.dX_J-—31392+11772-x—981-x2. .
) (0.48-0.08-%)-32-10° 153610 -2.56-10° - x

=-2.29921875-10° -x +1.916015625-107 - x* —1.5328125-10° ~Ln(6—x)+ C,

Za dolocitev integracijske konstante imamo na razpolago dva kinematicna robna pogoja

(pri cemer oba ne vodita do enake resitve).
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Na vpetem koncu velja (in je to¢na informacija):
u,(0)=0
kar vodi do:

0=-2.29921875-10°-0+1.916015625-107 -0> —1.5328125-10° - Ln(6 — 0)+C,
C, =2.746431311426128-10°

in tako sledi tocna funkcija osnega pomika:

u,(x)=2.746431311426128-10° —2.29921875-10° - x +1.916015625-107 - x
~1.5328125-10° - Ln(6—x) 0<x<4m

0.0 1 2 3 4

X [m]
—— analiti¢na resitev
-1-10°t 1 stopnicasti koncni element + diferencialna zveza

—— 1 stopnicasti kon¢ni element + resitve po odsekih

2-10°

-3-10°%

410

u(x) [mm]
Slika 52: Primerjeva analiticne in numericne resitve
V kolikor pa konstanto doloc¢imo na osnovi priblizne vrednosti pomika na prostem koncu,

dobimo priblizno reitev za funkcijo osnega pomika (ki celo ne izpolnjuje pogoja pomika

na vpetem koncu).
Primer 4.a — Kabel z znano silo H
Kabel na skici je obremenjen s koncentriranima vertikalnima silama F;=10 kN in F>=20

kN. Razdalja med prvo silo in levo podporo znasa 1.,=8 m, med silama znasa razdalja

I.,=10 m, razdalja med silo > in desno podporo pa znasa [ ;= 8 m; pri cemer se desna
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podpora nahaja 2 m visje od leve. Horizontalna komponenta sile v kablu znasa HH=40 kN.

Izracunaj reakcije v podporah, polozaj kabla (veriznico) ter osne in vertikalne sile v kablu.

F, F,

Slika 53: Obravnavani kabel

Resitev

Izbrana je naslednja (najmanjSa mogoca) diskretizacija s tremi koncénimi elementi, saj

razporeditev kabla med silami poteka linearno:

Vg
Va ®

o vy
A

V3

2 \‘

R 0
y F,
| |

Slika 54: Izbrana diskretizacija
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Togostni matriki prvega in tretjega koncnega elementa sta:

k,]= [k3]:LE1'[_11 —11} _ {_55 _55}

za drugi element pa sledi:

SR P

Celotne enacbe »konstrukcije« so tako:

5 -5 0 07(Y) [V,
5 9 —4 olly| |-10
0 -4 9 —slv,[ ]-10
0 0 -5 5|(v, |V,

Enacbe vsebujejo stiri neznanke: dva polozaja (oz. primarni spremenljivki) ter dve reakciji,

in ¢e je izhodisce koordinatnega sistema postavljeno npr. v levo podporo, dobijo obliko:

5 -5 0 0 0 v,
-5 9 -4 0] Y, | |-F
0 -4 9 -5/]vY [ |-F

0O 0 -5 5 2.0m Vi

Zapisani sistem je sicer ze resljiv, ker pa se neznanke nahajajo na obeh straneh enacb, je
bolj prirocno, ¢e najprej pois¢emo samo neznani primarni spremenljivki, kar storimo s

¢rtanjem vrstic, ki pripadata znanima vrednostima, ter prvega stolpca:

S TR S TR J U A T ¥
-5 9 -4 0 Y, | |-F
0 -4 9 -5/|vY, [ |-F

~@r---6---=-5---5-1-12:0m]---| V;-
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Tako sledijo enacbe:

9 -4 0
4 9 -5
in po preureditvi sledi oblika

R e B L e e R

iz katere sledita polozaja kabla pod silama:

-Cond

ki sta to¢ni vrednosti.

fo et
Il
| |
o
;\f—/
|
L ©
O |
N
=
W
1
D
ow [\
=]
Il
| |
o T
%/_J

Poprocesirange: iskanje sekundarnib sprementjivk in reakcsy

Za prvi koncni element sledi vektor sekundarnih spremenljivk:

o, T THa -y

ki pokaze, da je vertikalna sila (= reakcija 174) v levi podpori enaka 10 kN in je usmerjena

navzgor, vertikalna sila v tem delu kabla v tocki tik levo od sile IF; pa usmerjena navzdol

(kabel je tegnjen).
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10 kN IA

40 kN ! | S

Slika 55: Sekundarne spremenljivke prvega koncnega elementa

Za drugi konc¢ni element sledi:

H[1 -17(Y,) p.-L (1] [4 -4](-20m] [0kN 0 kN
Qb= v 2 U les 4| zom|” > V)=
- g - —20m| |0kN 0 kN
Vertikalni sili v koncih tega dela kabla sta tako slucajni enaki O (kar nakazuje, da je kabel v

tem delu vodoraven).
Za tretji koncni element sledi:
H[1 -17(Y) p.L (1] [5 -5](-20m] [(-20kN 20 kN
s TP S S
e \ - 0m 20 kN 20 kN
ki pokaze, da je vertikalna sila (= reakcija [”3) v desni podpori enaka 20 kN in je tudi

usmerjena navzgor, medtem ko je vertikalna sila v tem delu kabla v tocki tik desno od sile

F> usmerjena navzgor.

20kNf 40 kN

Slika 56: Sekundarne spremenljivke tretjega koncnega elementa
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Vertikalni reakciji v podporah sta tako 10 kN oz. 20 kN in sta usmerjeni navzgor.

Prepricamo se lahko, da je izpolnjeno globalno vertikalno ravnotezje vseh sil.

Poprocesirange: iskange funkcije verignice po elementih s HO interpolacijskini funkcijami

Priblizne funkcije polozaja po elementih so tako (v globalnem koordinatnem sistemu):

va)=y T ey XX 087X (hom) 220X gax<gm
’ X, =X, X, =X, 8-0 §-0 4
=Y, Ty X (o) B (Coom) X8 - oom Smex<i8m
X3 =X, X3 =X, - 18-8
Vi)=Y, Xy XS (Coom) 22X o om 2T X igmex<26m
X, — X, X, — X, 2618 26-18 2
in predstavljajo tocne resitve.
Y(x) [m]
2— R —
1 2/m
X [m]
5 10 15 20 25
2! 2im
D 1

Slika 57: Izracunane funkcije poloZaja kabla

Ker kabel ni obremenjen z zvezno obtezbo, je funkcija veriznice odsekovno linearna, in
smo tako ze z osnovno linearno interpolacijo znotraj posameznega koncnega elementa

dobili tocne resitve, saj so tudi vozlis¢ne vrednosti tocne.

Poprocesirange: iskanje funkcije vertikalne sile

Priblizne funkcije vertikalne sile po elementih so tako (v globalnem koordinatnem

sistemu):
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Vo ()=v. XXy 2N 087X )220 ok 0<x<8m
X, =X, X, =X, 8-0 8-0
X;—X X=X, 18—x x-8
Vox(x)=V;- +V;- =0~ 40---"=0 8m<x<I8m
X;—X, X;—X, 18-8 18-8
X, —X X =X, 26-x x-18
v, (x)=V,- +V,- =20- +20- =20kN  18m<x<26m
’ X, =X, X, — X, 2618 2618

in predstavljajo to¢ne resitve.

V(x) [kN]
20f

15¢

10}

51

X [m]

-10

Slika 58: Razporeditev vertikalne sile v kablu

Opomba: enake tocne funkcije za vertikalno silo v tem primeru sledijo tudi z uporabo

diferencialne zveze:

ki pa v primerih zvezne obtezbe daje slabSe rezultate, saj je funkcija polozaja ui(x),

izracunana z linearno interpolacijo, zgolj priblizek.

Poprocesirange: iskanje funkcije osne sile

Funkcije osne sile izracunamo s pomocjo zveze med vodoravno in vertikalno silo:
N (x) =V(x) +H?

kar vodi do funkcij (v globalnem koordinatnem sistemu):
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N, (x)=10kN 17 =41.23105625617661kN ~ 0<x<8m
Non(x)=40N  8m<x<18m
N, n(X)=20 kN -+/5 = 44.721359549995796 KN 18 m < x <26 m

in predstavljajo toc¢ne vrednosti.

Nix(x) [kN]

302.5 [
3021

301.5 ¢

X [m]

300.5 [

Slika 59: Razporeditev osne sile v kablu

Primer 4.b — Kabel z enakomerno zvezno obtezbo

Kabel na skici (visinska razlika med podporama znasa 4.3 m) je obremenjen z enakomerno
zvezno obtezbo p, = 500 N/m in napet s horizontalno silo H = 2100 N. Izracunaj
upogibnico (= polozaj kabla), reakcije v podporah, sile v kablu, maksimalni naklon kabla,

ter mesto in pozicijo najnizje tocke kabla.

10 m

p= 500 N/m’

Slika 60: Obravnavani kabel
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Resitev
1. diskretizacija — uporaba treh koncnih elementov

Ker je jasno, da funkcija polozaja kabla ne bo (odsekovno) linearna, pricakujemo, da bomo
z vecjim Stevilom konénih elementov dobili kvalitetnejsi priblizek oblike upogibnice. Zato
je izbrana diskretizacija z dvema konc¢nima elementoma dolzine 3 m in tretjim dolzine 4
m, pri ¢emer je bila dolzina prvega elementa izbrana tako, da bi skupno vozlis¢e z drugim
elementom bilo ¢im blizje (sicer neznani) lokaciji, kjer kabel doseze svoj minimalni polozaj:

| L1=3m | L2=3m | L3=4m |

\ \ [ \

Slika 61: Izbrana diskretizacija

Togostni matriki prvega in drugega koncnega elementa sta:

[k1]=[k2]=ﬂ.[1 —1}{700 —700}

-1 1 =700 700
za tretji element pa sledi:
[kS]:E'[l —1}{525 —525}
L, |-1 1] |-525 525
Obtezna vektotja sta:

)= {fz}:LIﬂ:{—750}

2 -750

ter
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Tako sledijo enacbe »konstrukcije« (izhodisce koordinatnega sistema je postavljeno npr. v
levo podporo):

700 —700 0 0o 71(Y,
~700 1400 -700 0 | |Y,
0 -700 1225 -525||Y,[ |-750-1000 | —1750
0 0 -525 5251V, V, —1000 V, —1000

V, =750 V, —750
~750—750 ~1500

Po upostevanju znanih polozajev v podpori sledi sistem:

Y
-1500 1400 -700 0 ’ -1500
= N . Y3 =
-1750 -700 1225 -525 43 -1750
in po njegovi preureditvi dobimo dve enacbi:
1400 =700 |Y, N 0 432 —1500
700 1225 | |Y,| |-525/ T |-1750
1400 -700| JY,| |-1500 0 432 —1500
700 1225 | |Y,| |-1750] |-525/ 77 5075
iz katerih sledita polozaja kabla v vozliscih:

Y, ~-121m
Y,[  |-0.2771428571428572 m

ki sta toc¢na.

1400 -700 0
-700 1225 -525

Rl

S tem modelom izrac¢unani priblizek najnizjega polozaja kabla nastopi v drugem vozliscu,

ki se nahaja 1.21 m niZje od leve podpore.
Poprocesiranje — iskange sekundarnib sprementjivk in reakciy

Za prvi konéni element sledi vektor sekundarnih spremenljivk:
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o A RO o S N S ey

ki pokaze, da je vertikalna sila (= reakcija V.4) v levi podpori enaka 1597 N in je usmerjena

navzgor, vertikalna sila v desnem koncu prvega elementa kabla pa je usmerjena navzdol.

Li=3m ‘ Lb,=3m [s=4m
\ \ \ \
4

2100 N

[

Slika 62: Sekundarne spremenljivke prvega kon¢nega elementa

Za drugi kon¢ni element sledi:
v, _[700 -700] [ —121m | [-750] [ 97N _[-97N
Qu=lk.] {v3}_ tr.}= {— 700 700 } {— 0.2771 m} {— 750} - {1403 N} > {val= {1403 N}

| Li=3m | L,=3m ‘ L;=4m |

2100 N

2100 N
Slika 63: Sekundarne spremenljivke drugega koncnega elementa

Za tretji koncni element sledi:

1P 325 =525] [-02770m) _(~1000] _[-1403N] |\ [1403N
Qi=lial 178 Lsas 525 [ 43m 1000 ~ | 3403N | V713403 N
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ki pokaze, da je vertikalna sila (= reakcija [”3) v desni podpori enaka 3403 N in je tudi
usmerjena navzgor, medtem ko je vertikalna sila v zacetnem vozliS¢u elementa kabla

usmerjena navzdol.

e

Slika 64: Sekundarne spremenljivke tretjega koncnega elementa

Vertikalni reakciji v podporah sta tako 1597 N oz. 3403 N in sta usmerjeni navzgor. Njuna
vsota znasa 5000 N in prepricamo se lahko, da je izpolnjeno globalno vertikalno ravnotezje
vseh sil.

Poprocesirange: iskange funkcije verignice po elementih s HO interpolacijskini funkcijami

Priblizne funkcije polozaja po elementih so tako (v globalnem koordinatnem sistemu):

(=]

LY Ly, 2N 037X Ci2im)
X, =X, X, — X, 3-0 3-0
= -0.4033333333333-x 0<x<3m
)= Y, BTy XX (Co1m)- 87X (L0277 m) X2
’ X; — X, X; —X, 6-3 6-3
= —2.142857142857143 +0.3109523809523809-x  3m<x<6m
V()= Y, TRy, 2R (L02771m)- 207X 0. X218
’ X, — X, X, — X, 26—-18 26-18
= —7.142857142857142 + 1.1442857142857144-x  6m<x<10m

V1,N(X):Y1' 2

in niso tocne, saj so (odsekovno) linearne funkcije, medtem ko je prava funkcija polozaja

kvadratna funkcija.
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Y (x) [m]
4] —— MKE resitev
3| — analiti¢na resitev
5l
1
2 4
1t

Slika 65: IzraCunane funkcije poloZaja kabla znotraj kon¢nih elementov

Ker je kabel obremenjen z zvezno obtezbo, to¢na funkcija veriznice ni linearna, in smo z

interpolacijo znotraj posameznega koncnega elementa dobili samo priblizne (linearne)

resitve, pa Ceprav so vozlis¢ne vrednosti tocne. Kljub opaznemu razlikovanju med

re§itvama pa je jasno, da bi (zaradi toc¢nih vozli§¢nih vrednosti pomika) s povecevanjem

stevila konénih elementov dosegli boljSe ujemanje rezultatov tudi znotraj elementov

(vendar ne tudi idealno toc¢nih).

Poprocesirange: iskange funkcije vertikalne sile

Priblizne funkcije vertikalne sile po elementih so (v globalnem koordinatnem sistemu):

Vo (x)= V2T v TR (1597 N) 27 (o7 N) 270 1597 N4500-x 0<x<3m
X, =X, X, =X, 3-0 3-0

V, ()=V, 57X oy XX (CorN) 82X 403N 223 1507 N4500-x 3m<x<6m
X; =X, X; =X, 6-3 6-3

Vo (x)= v,y 2T 03N A0 303N X0 507N 4500k 6m<x<10m
X, X, X, — X, 10-6 10-6

Vse tri funkcije so medsebojno enake in predstavljajo tocno resitev.
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V(x) [N]
3000/

2000¢

10001

-1000 |

Slika 66: Razporeditev vertikalne sile v kablu

Opomba: s pomocjo diferencialne zveze

sedaj ne sledijo enake funkcije precne sile (temve¢ zaradi priblizkov funkcij polozaja
slabse), je pa zvezo ob znani to¢ni funkciji vertikalne sile mogoce uporabiti za izracun
tunkcije polozaja kabla, kar je pokazano v nadaljevanju.

Poprocesirange: iskanje funfkcij osne sile

Funkcije osne sile so naslednje (v globalnem koordinatnem sistemu):

N,n (%)= Vi (x) +H? =4/6.960409-10° ~1.597-10° - x +250000- x>  0<x<3m
N (%)= Va (X +H? =4/6.960409-10° ~1.597-10° -x +250000-x>  3m<x<6m
N

wn(X) =V, (x) +H? =1/6.960409-10° ~1.597-10° - x +250000-x>  6m<x<10m

in predstavljajo tocne funkcije.
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Ny(x) [N]
4000
37507
35007
32507
3000
27507
25007

‘ ‘ ‘ ‘ — X m]
r— 4 6 8 10
Slika 67: Razporeditev osne sile v kablu

Poprocesirange: iskanje funfkcij(e) verignice po elementih s H1 interpolacijskimi funkcijami

S pomodjo znanih (in tocnih) vrednosti vozlis¢nih vrednosti vertikalne sile lahko

izracunamo tudi odvode polozaja upogibnice v vozlis¢ih kot:

dx H
kar vodi do:

6(0)=6, = d(0)_VO)_V, 197N _ ) 2604761904761903
dx H H 2100N

0(3)=0, = 0B _ 4v:0) _VB) Vs | =9TN __ 04610047619047619
d&x dx H H 2100N

o(6)=0, = 2=(0) _ dvs(6)_V(6) Vo 103N _ (oen05r350052381
dx dx H H 2100N

0(10)=0, = dv;(10)_V{10)_V, _3403N _ 1.6204761904761904

dx H

T

2100 N

pri cemer vrednosti predstavljajo tangense naklonskega kota.

S pomocjo teh vrednosti lahko z uporabo Hermitskih polinomov prvega reda (H1)
izvedemo interpolacijo funkcije veriznice, v katero poleg diskretnih vrednosti polozaja

vozlis¢ (kot je bilo prej) vkljucimo Se informacije o njihovem prvem odvodu. Te funkcije
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so enake kot jith pogosto uporabljamo pri interpoliranju funkcije precnega pomika v

nosilcih. Tako sledijo funkcije (v globalnem koordinatnem sistemu):

0
x? 2-x° 2.x% x* 2.x* 2.x2 x* X -0.7604761904761905
VlNHl(X): l-—+ » X — +—, - T —
’ 3 27 3 9 3 27 3 9 —121m
—0.04619047619047619

=-0.7604761904761905-x + 0.11904761904761907 - x* 0<x<3m
in

V2,NH1(X) =

3 2 3 3 2 3
{_4+4.X_X2+22)7<’ . 5-x° x , 2-X . 4-x +X}'

-1.21m
—-0.04619047619047619
—0.2771428571428572 m
0.6680952380952381
=-0.7604761904761905 - x +0.11904761904761907 - x* 3<x<6m

ter Se:

Vs (X) = =0.7604761904761905 - x +0.11904761904761907-x>  6<x<10m

Vse tri medsebojno enake funkcije sedaj predstavljajo 7ocno resitev lege veriznice.

v(x) [m]
n
—— MKE resitev + HO
37 —— MKE resitev + H1
— analiti¢na reSitev
ot

—X [m]

Slika 68: Izracunane funkcije poloZaja kabla
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Maksimalni naklon kabla nastopi ob podpori in v obravnavanem primeru se pojavi ob

desni podpori, kjer znasa:
ArcTan(8,)= ArcTan(1.6204761904761904) =1.0178962393215427 rad = 58.32115849536279°

Mesto najnizje tocke kabla nastopi pri vodoravni oddaljenosti x = 3.194 m od leve
podpore, tocka pa se nahaja 1.214480476190476 m nizje od leve podpore. Vrednosti
pokazeta, da smo z izbranim modelom s tremi koncnimi elementi (slucajno) ze brez

interpolacije dokaj dobro izracunali najnizjo tocko kabla.
Poprocesirange: iskanje funkcije verignice kabla g Lagrangeovo interpolacijo

Ker za vse tocke kabla velja ista diferencialna enacba (saj je ves kabel obremenjen z isto
obtezbo), katere resitev prav tako velja za vse tocke kabla, pri cemer so ze znane (tocne)
diskretne vrednosti iskane resitve diferencialne enacbe, lahko vrednosti vseh tock naenkrat
uporabimo v Lagrangeovi (seveda tudi Newtonovi, kot tudi celoviti Hermitski HT)
interpolaciji. Ker so znane diskretne vrednosti polozaja kabla v 4 tockah, posledi¢no lahko
z Lagrangeovo interpolacijo dobimo resitev v obliki polinoma 3. stopnje (z uporabo H1
interpolacije pa celo 7. stopnje), kar je, glede na enakomerno zvezno obtezbo, celo
previsoka stopnja polinoma. Za izvedbo optimalne analize funkcije pozicije bi tako

zadoscala ze diskretizacija s samo dvema koncnima elementoma.

Ker je vrednost funkcije v prvem vozliscu enaka ni¢, potrebujemo Lagrangeove bazne

polinome za drugo, tretje in Cetrto vozlisce:

1 :(X_O)'(X_6)'(X_10):ﬁ.x_g. 2+L.X3 Om<x<I10m
' (3-0)-(3-6)-(3-10) 21 = 63 63 -
1 :(X_O).(X_:S).(X_IO):_i.x+£.xz_L-XS Om<x<I10m
P (6-0)-(6-3)-(6-10) 12" 72 72 -
n
(x-0)-(x-3)-(x-6) 9 9 L, 1

1 = - X — . . O0m<x<10
*=10-0)-(10-3)-(10—6) 140~ 280 * "280 mersm
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Tako (ponovno) sledi (tocna) funkcija polozaja:

v (X)=v, L+, L +4301, =

(-1.21m)- LD L U +(-0.2771428571428572 m)- DBl s
21 © 63 63 2 72 72
+43 i.x_i.xz_i.L.X?’
140 © 280 280
=—0.7604761904761903 - x + 0.11904761904761904 - x* Om<x<10m

ki je polinom 2. stopnje. Morebitni izracunani koeficient, ki se lahko pojavi pti clenu x?,

mora biti zelo majhen, saj je zgolj posledica zaokrozevanja.
Poprocesirange: iskange funkcije verignice 3 uporabo diferencialne vege

Ker je znana tocna funkcija vertikalne sile 1/(x), lahko to¢no funkcijo polozaja dobimo

tudi s pomocjo diferencialne zveze

kar vodi do:

dv(x) _ V(x) _ 1597 N+500-x _ —0.76047619047619 + 0.238095238095238-x 0<x <10m
& H 2100 N

in po integriranju sledi:
V(X) =-0.76047619047619-x +0.11904761904761904 - x* + C, 0<x<10m

Za doloditev integracijske konstante imamo na razpolago dva (kinemati¢na) robna pogoja

pomika, ki oba vodita do iste resitve. Z uporabo pogoja v levi podpori sledi:
V(O) =0 —-0.76047619047619-0+0.11904761904761904-0° +C, =0 — C, =0
kar (ponovno) vodi do funkcije polozaja kabla:

v(x)=—0.76047619047619 - x + 0.11904761904761904 - x 0<x<10m
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2. diskretizacija — uporaba enega koninega elementa

Kot najmanjsi mogoci racunski model je izbrana diskretizacija z enim koncnim elementom

dolzine 10 m:

Slika 69: Izbrana diskretizacija

Togostna matrika edinega koncnega elementa je:
[k]—H 1 -1 3 210 =210
UL -1 1| =210 210
Obtezni vektor pa je:

1Pl {— 2500}

2 —-2500

Tako sledijo enacbe »konstrukcije« (izhodisce koordinatnega sistema je postavljeno npr. v

levo podporo, za vertikalni reakciji pa predpostavimo, da sta usmerjeni navzgor):
210 2107 [Y,] [V, -2500
~210 210 | |Y,| |V,-2500

Po upostevanju znanih polozajev v podpori sledita enacbi:

210 -210] [ 0 | [V,-2500
~210 210 | |43m| |V,-2500
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v katerih ni ve¢ primarnih spremenljivk in zato iz njiju neposredno izracunamo reakciji v

podporah:

~210-43m| [V, —-2500] V,=1597N
= —
210-43m | |V,-2500( "V, =3404N

ki sta tocni.

Vektor vertikalnih sil edinega konénega elementa je:

{Vl}={_1597 N}

3404 N
Poprocesirange: iskange funkcije verignice 3 interpolacijskini funkcijami HO

Najbolj priblizna (linearnal) funkcija polozaja v elementu je tako (v globalnem

koordinatnem sistemu):

x—0
10-0

X, =X X=X,

=043-x 0<x<3m

VLN(X):YI- +Y,- :0-10_X+(

4.3 m)-
X, =X, X, =X, 10-0

in seveda ni toc¢na, saj predstavlja slabo in neuporabno resitev v obliki enostavne veznice

med podporama.

V(x) [m]
41 —— MKE resitev
3| — analiti¢na reSitev
ot

Slika 70: IzraCunana funkcija poloZaja kabla
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Poprocesirange: iskange funkcije vertikalne sile

Priblizna funkcija vertikalne sile v elementu je (v globalnem koordinatnem sistemu):

Y, (x)=V, - XXy XX (597 N) 207X 3403 8. 220
’ X, =X, X, =X, 10-0 10-0
=—1597N+500-x 0<x<I10m
in predstavlja to¢no resitev.
V(x) [N]
3000/
2000
10007
0 ‘ ‘ ‘ ‘ o x[m]
2 4 6 8 10
-1000 |

Slika 71: Razporeditev vertikalne sile v kablu

Poprocesirange: iskange funkcije osne sile

Funkcija osne sile je naslednja:

N“AQ=JWN@Y+H?=J6%maw4w—Lﬂwqoﬁx+xmmox2 0<x<10m

in predstavlja to¢no funkcijo.
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Ny(x) [N]
4000
37507
35007
32507
3000
27507
25007

‘ ‘ ‘ ‘ ~ x m]
T— 4 6 8 10
Slika 72: Razporeditev osne sile v kablu

Poprocesirange: iskanje funkcije verignice s H1 interpolacijskimi funfkcijami

S pomodjo znanih (in tocnih) vrednosti vozlis¢nih vrednosti vertikalne sile lahko

izracunamo tudi odvode polozaja upogibnice v vozliscih elementa kot:

0(0)=6, = —1~ = = L= "= _0.7604761904761905
N

6(10)=0 _dv,(10) _V(10) _V, 3403N
7% d&x  H H 2I00N

=1.6204761904761904

S pomocjo teh vrednosti lahko z uporabo Hermitskih polinomov prvega reda izvedemo
interpolacijo funkcije veriznice, v kateri v vozliscih poleg diskretnih vrednosti polozaja

upostevamo tudi informacije o prvem odvodu polozaja:

0
2 2.0 2.x% X 2-x% 2.x° xZ{_X3} —0.7604761904761905
X .

43 m
1.6204761904761904

=-0.7604761904761905-x +0.11904761904761907 - x* 0<x<10m
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kar predstavlja zocno resitev lege veriznice.

V(x) [m]
4f —— MKE regitev + HO
—— MKE resitev + H1
37 — analitina reSitev
2
11
‘ — X [m
2 4 8 10 [m]
A1t

Slika 73: IzraCunana funkcija poloZaja kabla

Maksimalni naklon kabla nastopi ob podpori in v obravnavanem primeru se pojavi ob

desni podpori, kjer znasa:
ArcTan(6, )= ArcTan(1.6204761904761904) =1.0178962393215427 rad = 58.32115849536279°
Poprocesirange: iskanje funfkcije verignice 3 uporabo diferencialne veze

Ker je znana tocna funkcija vertikalne sile 1”(x), lahko to¢no funkcijo polozaja dobimo

tudi s pomocjo diferencialne zveze

kar vodi do:

dv(x) _ V(x) _ 1597 N+500-x _ ~0.76047619047619 + 0.238095238095238-x 0<x<10m
& H 2100 N

in po integriranju sledi:

v(x)=—-0.76047619047619-x +0.11904761904761904 - x* + C, 0<x<I10m
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Za dolocitev integracijske konstante imamo na razpolago dva (kinemati¢na) robna pogoja,

ki oba vodita do iste resitve. Z uporabo pogoja v levi podpori sledi:

V(O) =0 — -0.76047619047619-0+0.11904761904761904-0> +C, =0 — C, =0
kar (ponovno) vodi do funkcije polozaja kabla:

V(X) =-0.76047619047619-x +0.11904761904761904 - x* 0<x<10m

Uporabljena diskretizacija je pokazala, da lahko navkljub osnovnemu oz. minimalnem
racunskemu modelu s kvalitetnim poprocesiranjem (in ob tocnih vozli§énih vrednostih)

dobimo tocne rezultate.

Primer 5 — Osni pomiki konzole zaradi temperaturne obteZbe

Poiskati je potrebno resitev diferencialne enacbe osnega pomika levo vpete AB konzole
dolzine 3 m, obremenjene z enakomerno spremembo temperature 20 °C po celem

prerezu. Prerez grede je b/h = 0.2 m/0.3 m, modul elasti¢nosti E znasa 30 GPa, linearni
koeficient toplotnega raztezka oir pa znasa 14.5-10°¢ /°K.

20°C

EI 20 °C

| 6 m |

Slika 74: Obravnavana konzola
Resitev
Osna togost prereza znasa:

EA=30-109Ez-o.zm-osmzl.s-lo" N
m

Matri¢ni enacbi, ki veljata za posamezni koncni element (ob odsotnosti zvezne osne

obtezbe g.(x)), sta:
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1 -1 -1 -N
EA U —o,-AT-E-A- + A
L. |-1 1] ]u, 1 N,

Ce uporabimo (ne sicer nujno potrebno in tudi ne najmanjso mogoco) diskretizacijo z

dvema enako dolgima konc¢nima elementoma, ki si sledita od leve proti desni, nastopajo 3

vozlisca in sicer pri x1= 0, x2=1.5 m in x3=3.0 m.

Slika 75: Diskretizacija z dvema kon¢nima elementoma

Togostna matrika in obtezni vektor posameznega elementa sta tako:

J0°N[1 1] [12 -12
k=[] = L8O N, _ 100 N

1.5m |[-1 1| [-12 12 m

107 ~1]  [-522000 N
F1={r) =210 209C.30-10° Pa-02m-03m-{ =

°C 1 522000 N

Vektorja sekundarnih spremenljivk sta:
_Nx,l _Nx,2
b= 0} feud={ o
Matricni enacbi obeh koncénih elementov sta:
12 -12] o N [w] _[-522000N] [-N,
12 12 m |u,| | 522000 N N,,

in

12 =12 o N [u,| _[-522000N] [-N,,
12 12 m |u,| | 522000 N N.,
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Ker gre za levo vpeto konzolo, veljata #; = 0 in N3 =0, in v $tirih enacbah nastopajo $tiri
neznanke: dve primarni spremenljivki (pomika #2 in #5) ter dve sekundarni spremenljivki
(osni sili Ny in Ny2). Sistem Stirth enacb je ze resljiv, vendar njegovo reSevanje ne

predstavlja optimalnega pristopa.

Zdruzevanje matri¢nih zapisov enacb elementov v matri¢no enacbo konstrukcije vodi do:

12 1271 0 u, ] —522000N 1] {-N;
—12 [ 24 17172107 Hu, [ ={522000 N=-522000 Nt +] 0 |
0 112 12! u;) L 522000N_ Y I N,!

12 -12 0 0] (-522000N] [-N,
~12 124 -120110° Ju,p=5% 0 L+ 0
0 12 12} u,| | 522000 N'! 0

kar ze predstavlja manjsi sistem treh enacb s tremi neznankami: dvema primarnima
spremenljivkama (pomikoma #; in #5) in eno sekundarno spremenljivko (osno silo Ni1).
Tudi ta sistem je Ze resljiv. Ker pa vrednosti obeh primarnih spremenljivk sledita iz zadnjih

dveh vrstic, sledi sistem:

24 -127 , (u, 0
10°- 7=
~12 12 u, [ 522000 N

Iz enacb tako sledita vozlis¢ni vrednosti obeh primarnih spremenljivk — vozlis¢nih osnih

pomikov:

u, =435-10"m
u; =8.7-10* m

ki sta identi¢ni to¢nima vrednostima.
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Poprocesirange rexultatov — igracun funkcij osnega pomika

Priblizni funkciji osnega pomika po elementih sta torej:

()= XX XX g ST s 0 . X0 o000k 0<x<Ism
’ X, =X, X, =X, 1.5-0 1.5-0

o (x) =, TR XX 435007 . 207X g7 y0 . 2L
' X; =X, X; —X, 3.0-1.5 3.0-1.5

=29.10*-x I1.5m<x<3.0m

Druga funkcija, ki je identicna prvi, posredno potrdi, da uporaba dveh kon¢nih elementov

ne prispeva h kvaliteti resitve. Obe dobljeni funkciji sta tudi enaki tocnima resitvama.

u(x) [m]
8107
— MKE
6-10%1 — analiti¢na reSitev
4107
2:10™
S TR x [m]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Slika 76: Grafa funkcij osnega pomika

Poprocesiranje rexultatov — igralun osnib sil i3 enach elementov in interpoliranjem med vogliscnimi

vrednostini

Iz enacb za prvi koncni element sledita sekundarni spremenljivki (osni sili na koncih

prvega elementa):

{Ql}z[Kl]'{Ul}_{Fl}
(R eemenf)
No [ L, -1 1]y, 1
(12 -12] N 0 [-522000N] [0] [N ] [0
Tlo12 12 ] m (435107 m| | 522000N [ o) N[ o
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Osni sili na koncih drugega elementa (sekundarni spremenljivki) sledita iz enacb za drugi

element:

U
-N 1 -1 -1
x,2 :%. Ui —o,-AT-E-A-
N, L, |[-1 1] |u 1
12 -12 100 N 435.10*m| [-522000N] [0 N, 0
-12 1.2 m |87-10*m 522000 N 0 N,, 0

Resitve pokazejo, da osne sile zaradi temperaturne obtezbe v obravnavanem primeru, ko

se konstrukcija zaradi temperaturne spremembe lahko neovirano deformira, ni.
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A/ ST Univerzitetna zalozba
L‘j\I. S‘lé/fﬂﬂ/ Univerze v Mariboru

Poglavje II1

Precni premiki

(upogib nosilcev)

Primer 6.a — Levo vpeta konzola s koncentrirano silo

Za podani betonski konzolni nosilec konstantnega pravokotnega prereza (b/h = 0.2 m/0.4
m) iz betona C20/25 na sliki dolo¢i pomik in zasuk desnega konca nosilca (tocka B),

tunkcijo precnega pomika ter funkciji notranjih stati¢nih koli¢in vzdolz konzole, in reakcije

v podpori.
F=20 kN
q= 10 kN/m’
Al yyvvytevvvvvvvvyi)B
| 4 m H |
\ \
Slika 77: Obravnavani konzolni nosilec

Resitev

Minimalno Stevilo potrebnih kon¢nih elementov je 1.
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1. racunski model: diskretizacija 3 enim koncnim elementom

Ceprav je metoda koncnih elementov namenjena predvsem numeri¢nim analizam, bomo
iz demonstracijskih razlogov z uporabo metode koncnih elementov najprej poiskali

analiticni reSitvi za pomik in zasuk v tocki B.

“y:V
Y>
Ay 4 L)
(D]‘\ 1 - @ ‘2-
1=
\Y 2
A 4m Il

Slika 78: Izbrana diskretizacija

Zacetno vozlisce elementa (1) postavimo v tocko A, konc¢no vozlisce (2) pa v tocko B.

Pozitivna os je tako na spodniji strani nosilca, slika zgoraj.

Togostna matrika in obtezni vektor edinega konénega elementa sta:

12-EL6-EL .. ..12.EL,-..6-EL,] L
3 2 - 3 2 -Log--
L, L L, L, )
6Bl ~4~EL 6Bl 2-El; L
| b b ke L
3 2B, edEL (BTELTEEL] El=ag-iA-
- 3 T2 ' 3 - 2 e 1
Le Ié‘e i Le e y 2 '
6-EI, 2-EI, i 6-El, 4-EI ! L2
: T2 : -
. L L. VoL L] 12

Pri diskretizaciji z enim koncnim elementom sta neznanki vertikalni pomik 2, (oz.
splosnejse Y?) in pripadajoci zasuk @ desnega konca. Bistveni enacbi konstrukcije po

upostevanju nicelnega pomika in zasuka v tocki A konstrukcije sta:

12-El,  6-El L, q-L, .
L’ L’ ||V 2 -F| | 2
: = (— (l)' 2t = 2
_6:EI, 4-El, | o, L, 0 q-L,
L’ L, 12 12

Opomba: ceprav je mogoce koncentrirano silo I upostevati ze v obteznem vektorju

elementa, je prirocneje, ¢e jo direktno upostevamo v obteznem vektorju konstrukcije.
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Njuni resitvi pa sta:

L'q L-F
{Vz}_ 8-EL, 3-EL
®,) | L’-q L’-F
" 6-EL, 2-EL

Obe izracunani diskretni vrednosti se popolnoma ujemata z analiticnima vrednostima
(dobljenima npr. z resevanjem diferencialne enacbe ali virtualnim delom). Tako model Ze

z enim koncénim elementom vodi do tocnih resitev za primarni spremenljivki.

Pomik #, ima negativni predznak, kar pomeni navzdol; zasuk @, pa ima negativni

predznak, kar pomeni, da deluje sourno.

Upogibna togost nosilca znasa (Ceprav vrednost modula elasticnosti za beton C20/25 po
EC2 znasa 29.962 GPa, upostevamo zaokrozeno vrednosti 30 GPa):

3 3
EL=B- 2 _30.00 N 02 O4m) 35 105 N’
12 m 12

in tako sledita vrednosti:

. kN
4m)f == (4m).20kN

v, ] 832:10°N-m® 3-32-10°N-m?| [—0.023333333333333327m
—0.008333333333333331 rad

_ e _
4mf= = 4mP 20kN

©6-32-10°N-m®> 2-32-10° N-m’

ki ju formalno izracunamo z resitvijo sistema

6 —12] o [v.]_ —20000 , [-20000] _ — 40000
2 32 ®,|  |13333.333333333334 0 | 113333.333333333334
{vz} {—2.3333333333333327-10'2 m}

D, B —8.333333333333331:10” rad
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Poprocesirange: iskange funkcije precnega pomika s HO interpolacijskima funkcijama

Najenostavnejso in tudi najmanj kvalitetno funkcijo upogibnice dobimo, ¢e v interpolaciji
upostevamo samo diskretne vrednosti pomika. Ker sta znani samo dve vrednosti, bo
interpolacija vodila do linearne funkcije, interpolacijski funkciji pa sta (za dolodcitev

funkcije precnega pomika dejansko potrebujemo samo zadnjo):

Nlﬂl(x)=1—— le(x)z Om<x<4m

X
4 : 4

Najmanjsa kvalitetna priblizna resitev za funkcijo precnega pomika edinega koncnega

elementa je tako:
ViNHO (X) =V 'Nl,l(x)"' v, Ny, (X) =Y, NI,I(X)+ Y, N, (X)

- 0-(1 —%) —2.3333333333333327-10° m-%

=-5.833333333333332-107 - x Om<x<4m

Notranja deformacijska energija znasa O (kar nakazuje neuporabno resitev), celotna
potencialna energija, izra¢unana s to funkcijo pre¢nega pomika, pa znasa [/ = -
933.3333333333331 J. Zaradi nicelnosti izracunane notranje deformacijske energije ta
resitev vodi do najmanjse vrednosti celotne potencialne energije, kar indicira navidezno

najboljso reditev.
Poprocesirange: iskanje funfkcije precnega pomika 3 interpolacijskimi funkcijami H1
Opazno kvalitetnejSo funkcijo precnega pomika dobimo, ¢e v izracun vkljucimo Se dve

znani vozlis¢ni vrednosti zasuka. Interpolacijske funkcije so (za dolocitev funkcije

prec¢nega pomika dejansko potrebujemo samo zadnji dve):

3, x°
N“(X)— —— X"+ Om<x<4m
16 32
1 , x°
le(x)—x—— X +— Om<x<4m
2 16
3, x
— X" = Om<x<4m
)=z %" -
1 , x°
N14(X) —— X" +— Om<x<4m
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Priblizna resitev za funkcijo pre¢nega pomika edinega kon¢nega elementa je tako:

Vl,N,Hl(X) =Y, 'Nl,l(X)+ o, 'Nl,z(X)+ Y, N, (X)+ o, 'N1,4(X)

3
=0-N,,(x)+0-N,,(x)-2.333333333333332710> m'(%'xz _;(_2]

3
—8.333333333333331-10 rad - (—% X7+ X—)

=-2.2916666666666658-10" - x* +2.083333333333333-10™ - x* Om<x<4m

Resitev je priblizna, ker je predstavljena s polinomom 3. stopnje, prava oz. tocna resitev

zaradi enakomerne zvezne obtezbe pa je polinom 4. stopnje (kar je znano iz teorije

mehanike).
of 2 3 4 x[m]
-0.005 [ — MKE — interpolacijske funkcije H1
— analiti¢na reSitev

-0.01 [ —— MKE - interpolacijske funkcije HO
-0.015 |

-0.02 |

v(x) [m]

Slika 79: Primerjava dobljene reSitve za prec¢ni pomik s tono resitvijo

Slika 79 pokaze, da kljub razlicnima stopnjama polinomov med analiticno resitvijo (modra
linija) in priblizno resitvijo (zelena linija), dobljeno s H1 interpolacijo vozlis¢nih vrednosti
primarnih spremenljivk (precnih pomikov in zasukov), razlika med resitvama ni velika.
Odstopanje je opazno zgolj pri resitvi, dobljeni z interpolacijo HO samo dveh vozlis¢nih

pomikov (rdeca linija).

Celotna potencialna energija, izracunana s to funkcijo preénega pomika, znasa [/ = -

411.1111111111104 J.
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Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in NSK

Manjkajoce vozlis¢ne vrednosti precne sile in upogibnega momenta sledijo iz vektorja

sekundarnih spremenljivk, ki ga izjemoma tudi izracunamo v analiticni obliki:

{Ql}:[KJ'{Ul}_{Fl}

[ 12-El, 6-EI,  12-EI, 6-EI | 0 L
r r L r 2 L-q+F
6-EI, 4-EI, 6-EI, 2-EI \ 0 . L L.
B 12 L - 12 L ‘ _L-q_L-F _(_ ) +E B 2q+L-F
| 12-EI, 6-EI, 12-El,  6-El 8-El, 3-EI d L[ _F
L’ L L’ L’ I’.q LI*-F 2 0
- - 2
6'EIZ 2‘EIZ _6'EIZ 4.EIZ 6'EIZ 2'EIZ _L_
. L L |5 L 12
Ql,l L2Lq+F Vy,l Ql,l L%q+F
Q. 9L.Fl M| |-Q.| |-—9-L.F
Qs -F y.2 -Q; F
Q],4 0 MZ,2 Q1,4 0

Po spremembi predznakov (zaradi razlicnih dogovorov o pozitivnih usmeritvah pozitivnih
kolicin, ki so vezane na pozitivno os, ki smo jo definirali z izbiro zacetnega in koncnega
vozlis¢a) sta vrednosti precne sile in upogibnega momenta enake pravim vrednostim (ki

so, zaradi staticne dolocenosti konstrukcije, zlahka preverljive).

Za podane vrednosti primera:

6 2 -6 12 —20000 0
12 32 -—-12 16 p —13333.3333 0

[Kl]: -10 {Fl}: {Ul}: 2
-6 -12 6 -12 —20000 —2.3333-10" m
12 16 -12 32 13333.3333 —8.3333-107 rad

sledi najprej vektor sekundarnih spremenljivk:

o 60000 N
Q,,| |160000 Nm
Q.| |-20000N

Q4 0 Nm
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ki predstavlja vozliséni sili in momenta (od katerega je eden slucajno nic) na navidezno

prostem telesu (elementu).

20000 N

G; PYIEvI v VI YVIVYIYIYY

[} El
60000 N

B

-

Slika 80: VozliScni sili in upogibna momenta (sekundarne spremenljivke)

Nato z ustrezno spremembo predznakov izracunamo se vozliscne vrednosti notranjih

staticnih koli¢in:

Vi Q, 60000 N
M, | ]=Q.,| _|-160000 Nm
vV, -Q,; 20000 N
M,, Q4 0 Nm

Za izracun reakcij v podpori lahko neposredno uporabimo (odc¢itamo) ¢lena Qi1 in Q12
vektorja sekundarnih spremenljivk, ki pokazeta, da sta vertikalna reakcija Q11 = L-q + F

in reakcijski upogibni moment

Lz-q

Qu: +L-F

usmerjena v dogovotjenih pozitivnih smereh metode konénih elementov, torej vertikalno
oz. protiurno (alternativno lahko reakciji izracunamo s pomocjo znanih vozlis¢nih

vrednosti notranjih staticnih kolicin in pogojev ravnotezja sil ter momentov).

F=20000 N

Allydyiivvrvvvverey
1

- EI

B

Va=60000 N

Slika 81: IzraCunani reakciji in njuna usmeritev
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Poprocesirange: iskanje priblizka funkcije upogibnega momenta iz odvoda npogibnice

Ce za izracun funkcije upogibnega momenta uporabimo (sicer korektno) diferencialno

ZVEZO:

d*v,_(x)
M =EF].—NV/
€,z (X) dxz
je jasno, da bomo ob uporabi priblizne resitve (polinom 3. stopnje) za funkcijo upogibnice
v1,N(x) dobili priblizno resitev tudi za funkcijo upogibnega momenta (in iz nje posledi¢no

se priblizno funkcijo precne sile):

szl,N(X)

2

MI,Z(X) = EI-
X

=40000-x —146666.66666666666 0<x<4m
ki je linearna funkcija in ne kvadratna. Priblizna funkcija precne sile je tako:
=————-=40000 0<x<4m

ki je konstanta in ne linearna funkcija.

Obe resitvi sta torej dokaj slaba priblizka, ki pa sta posledica odvajanja netocne funkcije
pre¢nega pomika (pri cemer se kvaliteta resitev z vsakih novim odvajanjem zmanjsuje). Ce
bi reakciji v podpori izracunali s pomocjo teh dveh (pribliznih) funkcij, bi sledili vrednosti
-146666.66666666666 Nm za upogibni moment ter 40000 N za vertikalno reakcijo.

Primerjava teh vrednosti s to¢nima reakcijama bi pokazala, da so resitve res priblizki.
Poprocesirange: iskanje funkcije upogibnega momenta in precne sile 3 interpolacijo
Druga izmed moznosti izracuna funkcije upogibnega momenta je uporaba HI1

interpolacijskih funkcij. Te so v obravnavanem primeru kar enake kot pri izracunu

priblizne funkcije precnega pomika:
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le,N (X) = Mz,l ' Nl,l (X)+ Vy,l ' N1,2 (X)+ Mz,2levo ’ N1,3 (X)+ Vy,ZIevo ' N1,4 (X)

3 3 3
— 2160000 1= x? + X | +60000-| x—L-x? + X 40N, | o2 n X
16~ 32 2 16 16 7 32

1 X’

+20000-(—Z-x2 +Ej=—5000-x2 + 60000 - x —160000 0<x<4m

Uporaba teh funkcij sedaj vodi do pravilne porazdelitve upogibnega momenta. Pri tem je
smiselno opozoriti, da je resitev, ki je polinom 2. stopnje, dobljena s sestevanjem funkcij,
ki so polinomi 3. stopnje, kar pogosto povzroci, da se zaradi zaokrozevanja pojavi zelo

majhen clen x’, ki ga v takih primerih enostavno zanemarimo.

Kadar so vozlis¢ne vrednosti momenta in precne sile pravilne, na tak nacin dobimo tudi
pravilne funkcije razporeditve momenta za primere, ko na elementih ne nastopa zvezna

obtezba ali pa se ta spreminja najvec linearno.

M, [Nm]
-150000 |
-125000 |
-100000 |

-75000 |
-50000 |
-25000¢

Slika 82: Razporeditev upogibnega momenta

Odvajanje dobljenega izraza za upogibni moment vodi do izraza za precno silo:
V,,.x(x)=-10000- x + 60000 0<x<4m

ki je prav tako enaka pravi resitvi obravnavanega primera.

Pri iskanju lokacije mesta maksimalnega momenta poiS¢emo niclo funkcije precne sile:

V,x(x)=-10000-x + 60000 =0 — x =6 m >4 m
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kar pokaze, da maksimalni moment ne nastopi znotraj koncnega elementa, temvec v
njegovih krajiscih, torej vozliscih, kar je razvidno tudi iz grafa upogibnega momenta, slika
82.

Ekstremni vrednosti upogibnega momenta sta tako -160 kNm ter 0.
Poprocesirange: igracun funkcije upogibnega momenta s superpozicijo

Pri pristopu s superpozicijo najprej pois¢emo funkcijo linearne razporeditve momenta
med vozlis¢nima vrednostima upogibnega momenta, nato pa tej funkciji pristejemo
(superponiramo) funkcijo razporeditve upogibnega momenta zaradi morebitne zvezne
obtezbe, ki deluje v polju koncnega elementa, pri ¢emer konc¢ni element obravnavamo kot

pomozni navidezno samostojni prostolezeci nosilec.

Za prvi konéni element lahko zapisemo splosno funkcijo linearne razporeditve momenta

med vozlis¢ema:
M, (x) =A+B-x
kje sta A in B neznani konstanti. Dolo¢imo ju tako, da sta izpolnjena staticna robna pogoja:

M, (0)=-160000 Nm
M, (4)=0Nm

Za prvi koncni element tako sledi funkcija linearne razporeditve momenta med

vozliS¢ema:
M, (x)=—160000 + 40000 - x 0<x<4m

Alternativha matematicna moznost, ki vodi do enake resitve, je uporaba HO

interpolacijskih funkcij, ki sta:

Nu(x)zl—% Nu(x)zg Om<x<4m
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Iskana funkcija upogibnega momenta je tako:

M, (x)=M,(0)-N,,(x)+M,(4)-N, ,(x)=—160000 Nm-(l—%)+0-%

=-160000+ 40000 - x Om<x<4m

Pomoznemu prostoleze¢emu nosilcu dolzine 4 m, obremenjenemu z enakomerno zvezno

obtezbo 10000 N/m, pripada vertikalna reakcija v levi podpori:

IOOOOE-4m

Vi =20 =20000 N

in tako sledi funkcija upogibnega momenta:

10000 E-X2 10000 E'xz

M, (x)=V, x———  =20000 N-x - =20000-x —5000-x> 0<x<4m
“ 2 2

Sestevek oz. superpozicija obeh funkcij momenta je ponovno:

M, ,(x)=M, (x)+M,(x)=-160000+ 40000 x + 20000 - x — 5000 - X’
=-5000- x> + 60000 - x — 160000 0<x<4m
Opomba: pti takem izracunu se navidezni ¢len x> ne more pojaviti (razen v primeru

neenakomerne zvezne obtezbe).
Poprocesirange rexultatov: igracun prave funkcije precnega pomika s pomodjo diferencialnibh vex

Tocno funkcijo upogibnice lahko pridobimo tudi tako, da za vsak koncni element resimo
samostojno diferencialno enacbo, upostevajo¢ kot (kinematicne) robne pogoje (zgolj)
izracunane vozlis¢ne vrednosti pomika in zasuka. Na tak nacin dobimo toc¢no funkcijo
upogibnice (ob pogoju, da so tudi vozlis¢ne vrednosti pomika in zasuka tocne).

Tako sledi diferencialna enacba:

=-10000 0<x<4m

d*v,(x d*v,(x
EI- d};ﬂ):q(x) 0<x<4m — 3.2~1o7-dTlg)
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ki jo lahko resimo (npr. z integriranjem) ob upostevanju (zgolj) stirih kinemati¢nih robnih

pogojev:

VI(O):

dVl(O)

dx :

v,(4 m)=Y, =-2.3333333333333327-10° m

dvl(4m B
dx

Y, =0

®, =—8.333333333333331:10 rad

Ker pa je znana tudi tocna funkcija upogibnega momenta, lahko uporabimo kar

diferencialno enacbo 2. reda (ki pri reSevanju zahteva manj racunskega napora):

2
EI-dVISX):le(x) 0<x<4m
dx ’
7 dzvl(x) )
3.2:107 5155 =-5000- % + 60000+ x ~160000 0<x<4m
X

ki jo resimo (npr. z integriranjem) ob upostevanju (zgolj) dveh (izmed prej uporabljenih
stirth) kinemati¢nih robnih pogojev (od katerih moramo uporabiti vsaj eno informacijo o

pomiku), kar vodi do resitve:
v,(x)=-1.3020833333333329-10° - x* +3.125-10* - x> =2.5-10° x>  0<x<4m
Poprocesirange: iskanje funkcije precnega pomika s H2 interpolacijskimi funkcijani

Ker sta znani $e tocni vrednosti upogibnega momenta, ki sta povezani z drugim odvodom
funkcije precnega pomika, lahko tudi ti dve informaciji (poleg informacij o znanem
pomiku in zasuku v vozliscih) vklju¢imo v analizo, s ¢emer dvignemo red polinoma v
interpolacijskih funkcijah (ter posledicno formalno v funkciji precnega pomika) za dve

stopnji. Ustrezne interpolacijske funkcije so tako:
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5 5 15 . 3

X+ — X" ——— X Om<x<4m
32 256 512

l,2()():)(—3)(3+l.x4—i-x5 O0m<x<4m

14(X):i‘x3—£-x4+i.x5 Om<x<4m
’ 32 256 512
N,S(X):—l-x3+l~x4—i-xS Om<x<4m
’ 4 64 256
Nl’ﬁ(x)=3.90625-10'x -x*=1.953125-107 - x* +2.44140625-10™ - x° Om<x<4m

Naceloma priblizna, vendar sedaj tocna resitev za funkcijo precnega pomika edinega

koncnega elementa je tako:

ViN (X): Y, 'N1,1(X)+ 0, 'Nl,z(x)"‘ M, 'N1,3(X)+ Y, N, (X)+ D, N5 (X)+ M,, N, (X)
=-2.5-10"-x*+3.125-10" - x* —1.3020833333333329-10° - x* 0<x<4m

Resitev v obliki polinoma 4. stopnje je sedaj tocna.

Opombea: ker je resitev sestavljena s pomocjo vsote polinomov 5. stopnje, se lahko zaradi

zaokrozevanj pojavi zelo majhen ¢len x°, ki pa ga zanemarimo.

v

Celotna in tudi to¢na potencialna energija znasa //= -413.3333333333332 J. Ker je manjsa

od prej dobljene vrednosti, je to znak, da gre za boljso resitev.
2. ralunski model: diskretizacija 3 dvema koncnima elementoma (enakih dolZin)

Pri diskretizaciji z dvema koncnima elementoma sta neznanki vertikalni pomik sredinske
tocke nosilca Y> in pripadajoci zasuk @, ter vertikalni pomik desnega konca Y3 in

pripadajoci zasuk @s.

“y:V
Y Y;
[} 2 [}
CD] Yl ® CDQ 1 cD}
S R ORI N ) ’3
113 \
T 2/
Va 2m i 2m Il

Slika 83: Izbrana diskretizacija z dvema kon¢nima elementoma
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Togostni matriki elementov sta, zaradi enakih dolzin, kar je najpriroc¢nejsa (in tudi najbol;
pogosta) izbira, medsebojno enaki:
| T SIS T48 48 —48 48]
48—t —48—32- 148 64 —48 32|

o e A 10° k. 1=l i1-10°
[ki] . 148 —48 48 —48

__________ in G A o AL A

Zaradi enakih dolzin obeh elementov in enake obtezbe sta medsebojno enaka tudi obtezna

vektorja:

77777777777 =10000----------- ! —10000 !
1 ~3333:3333333333335 1 - 3333.3333333333335]
U 210000 S —10000

13333.3333333333335

-------------------

96 TTT0 T 48748 Y, [ -20000 ! | 0 —20000

01ty 2y e |0 4 0 | 0

—48 —48 48 -4 Y, —~10000 { " |-20000( ~30000

148 32 48 _ 64 @, |3333.3333333333335; 0 3333.33333333333
ki imajo resitve:

Y, —0.7708333333333325-10% m

D,| | —6.66666666666666-107 rad

Y, —2.3333333333333327-102 m

D, —8.333333333333331-10° rad

ki so toc¢ne. Prepricamo se lahko, da sta vrednosti za pomik in zasuk prostega konca (sedaj

Y3 in @3) enaki kot pri prvi, osnovni diskretizaciji (le z drugacnimi oznacbami vozlisca).
Poprocesirange: iskange funkcije precnega pomika konzole s HO interpolacijskini funkcijami
Ker vse znane vrednosti pomika pripadajo isti funkciji upogibnice, lahko najenostavnejso

enovito funkcijo upogibnice dobimo, ¢e v interpolaciji upostevamo samo diskretne

vrednosti pomika. Ker so sedaj znane tri vrednosti, bo interpolacija vodila do funkcije v
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obliki kvadratnega polinoma, kar sicer predstavlja boljsi priblizek glede na diskretizacijo z
enim koncnim elementom, ne predstavlja pa se tocne resitve. Funkcija precnega pomika,
ki jo lahko izracunamo z razli¢nimi matematicnimi pristopi (reSevanje sistema enacb,

Lagrangova interpolacija, Newtonova interpolacija), je tako:

Vio(x)=-1.875-107 - x —9.89583333333334 .10 - x° Om<x<4m

Celotna potencialna energija, izracunana s to funkcijo precnega pomika, znasa [/ = -

577.08333333333306 J.
Poprocesirange: iskange funkcij precnega pomika s pomocjo H1 interpolacijskih funtkcis

Pri izracunu upogibnice pa lahko upostevamo $e tri znane vrednosti odvoda precnega
pomika v vsakem vozliscu. Ceprav vseh 6 znanih vrednosti pripada isti funkciji, analizo
obicajno naredimo loceno za posamezni koncni element, kjer pa lahko upostevamo samo

stiri informacije, kar posledi¢no vpliva na stopnjo polinoma in tudi kvaliteto resitve.

Interpolacijske funkcije za prvi koncni element so (za izracun funkcije precnega pomika

potrebujemo samo zadnji dve):

NH(X)—I—— X +T Om<x<2m
1 3-x
le(X)_X_E x* + 4X Om<x<2m
3, x°
N13(X) X Y Om<x<2m
1 x’
N14(X)— — x2+7 Om<x<2m

Priblizna reitev za funkcijo pre¢nega pomika prvega koncnega elementa je tako:

ViN (X) =Y,-N,, (X)"' D, - NI,Z(X)+ Y, Ni; (X)+ @, N,, (X)
=—-2.447916666666663-107 - x* + 2.6041666666666618-10 - x> Om<x<2m

Interpolacijske funkcije za drugi koncni element so (zapisane npr. v globalnem

koordinatnem sistemu, kar omogoca lazjo primerjavo funkcij pomika):
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3

Nz’l(x):—4+6-x—%-x2+% 2m<x<4m
5 x’
Nz’z(x):—8+8-x—5-x2+7 2m<x<4m
9 , x°
N23(X)=5—6~X+—'X - 2m<x<4m

’ 4 4
X3
N2,4(X)=—4+5~X—2~X2+T 2m<x<4m

Priblizna resitev za funkcijo pre¢nega pomika drugega kon¢nega elementa je tako:

Vo (X): Y, 'Nz,l(x)+ Q, 'Nz,z (X)+Y3 'N2,3 (X)"' D, 'N2,4 (X)
=8.333333333333283-10* =1.25-107 - x —1.8229166666666632-10~ - x> +1.5625-10™ - x*
2m<x<4m

Da gre za priblizni resitvi lahko posredno ugotovimo tudi z medsebojno primetjavo
funkcij obeh elementov (ker sta zapisani v skupnem koordinatnem sistemu), ki bi morali

biti enaki, saj pripadata istemu konstrukcijskemu elementu.

o ‘ L m]

— MKE — odsekovno linearna interpolacija
MKE — interpolacijske funkcije H1

—— MKE — interpolacijske funkcije HO

— analiti¢na reSitev

-0.005 |

-0.01 |

-0.015¢

-0.02 [

v(x) [m]
Slika 84: Primerjava dobljenih reSitev za pre¢ni pomik s to¢no resitvijo

Novi odsekovni funkciji iste resitve (zelene barve) izkazujeta dobro/odlicno ujemanje s

tocno resitvijo (modre barve), pa ceprav gre zgolj za priblizka.

Da gre za boljsi priblizek kot pri diskretizaciji z enim konc¢nim elementov, posredno potrdi

tudi celotna potencialna energija, ki sedaj znasa Se nekoliko manj, torej [ = -
413.194444444447 ] (in ni manjsa od tocne vrednosti).
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Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in NSK

Manjkajoci vozliséni vrednosti precne sile in upogibnega momenta prvega koncénega

elementa sledijo iz vektorja sekundarnih spremenljivk prvega kon¢nega elementa:

{Ql}z[Kl]'{Ul}_{Fl}

Q,, 48 48 —48 48 0 ~10000

Q.| |48 64 -48 32| 0 —3333.33333333333

Q| |-48 —48 48 48 —7.7083333333333-10° m —10000

Q.. 48 32 -48 64 —6.6666666666667-10° rad | | 3333.333333333333
60000 v, Q. 60000 N

_ ) 160000 [ M, | _|-Q| _|-160000 Nm

| —40000 Vo[ |-Qu[ | 40000N
— 60000 M,, Q.. — 60000 Nm

Iz prvih dveh ¢lenov vektorja sekundarnih spremenljivk lahko neposredno od¢itamo

velikosti in usmeritvi reakcij v tocki A, ki sta enaki kot pri prvi, osnovni diskretizaciji.

Manjkajoci vozliscni vrednosti precne sile in upogibnega momenta drugega koncnega

elementa sledijo iz vektorja sekundarnih spremenljivk drugega koncnega elementa:

{Qz}z [Kz]'{Uz}_{Fz}

Q. 48 48 -—-48 48 —0.77083333333333-10” m —-10000
Q,, B 48 64 —-48 32 10° —6.66666666666666-107 rad B —3333.33333333333
Q.5 —-48 —-48 48 -48 —2.33333333333333-10” m —10000
Q4 48 32 —-48 64 —8.33333333333333-10° rad 3333.333333333333
40000 v,,] [Q, 40000 N
60000 M,,| |-Q,,| |-60000Nm
= — = ’ =
—20000( | V.2 [ ]-Q,, 20000 N
0 Mz,3 Q2,4 0 Nm

Ker se drugi element ne priklju¢uje v podporo, vrednosti clenov vektorja sekundarnih
spremenljivk ne predstavljajo reakcij, temvec vozliséni sili in momenta na navidezno

prostem telesu (elementu).

S pomodjo diskretnih vozlisénih vrednosti upogibnega momenta in precne sile bi lahko
tudi pri tem modelu za vsak konéni element loc¢eno poiskali najprej funkcijo upogibnega
momenta M,(x) (in nato Se precne sile I(x)), ki pa bi bili ne samo medsebojno enaki,

temvec enaki tudi ze znani tocni resitvi iz prve diskretizacije.
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Poprocesirange: iskange priblizkov reakcij i3, funkcij upogibnega momenta i odvoda upogibnice

Ce za izracun funkcij upogibnega momenta uporabimo (sicer korektno) diferencialno

ZVEZO:

d*v_(x)
M =Fl.—=NY/
e,z(X) dX2
je jasno, da bomo ob uporabi priblizne resitve za upogibnico »;n(x) dobili priblizni resitvi
tudi za funkciji upogibnega momenta (in iz njiju posledicno se funkciji precne sile). Za

prvi koncni element tako sledi funkcija:

sz] N(X)
M, (X) =El-———=50000-x —156666.66666666683 0<x<2m
X

Priblizna funkcija precne sile je tako:

): dM,, (X)

dx

v, (x =50000 0<x<2m

Obe resitvi sta boljsa priblizka kot pri uporabi tega pristopa pri diskretizaciji z enim
konc¢nim elementom. Tudi vrednosti reakcij v podpori, izracunani s pomocjo teh dveh
(pribliznih) funkcij, sta posledicno boljsa priblizka: -156666.66666666683 Nm za upogibni

moment ter 50000 N za vertikalno reakcijo.

3. ralunski model: diskretizacija s tremi enako dolgimi konininii elementi

“y5V
YZ Y3

q)“YAL 1) \
\1-—>® 2‘_‘\__»@@3‘_‘\

\ \ \
1 1

|

—_

!
Hoks

|

v 2/ 3
1333 m—4—1333m ———1.333m |~

Slika 85: Izbrana diskretizacija s tremi enako dolgimi kon¢nimi elementi

S~

Pri diskretizaciji s tremi konénimi elementi so neznanke vertikalna pomika nosilca (Y2 in

Y3) in zasuka (@2 in ®3) notranjih tock oz. vozlisc, ter vertikalni pomik desnega konca Y%

in pripadajoci zasuk @.
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Togostne matrike elementov so, zaradi enakih dolZin, kar je najprirocnejsa izbira,
medsebojne enake:

162 108 -162 108}
1108 96 -108 48 |

)= 0 et |-10° [k,]= |-10°
-162 108 1162 —108: ~162 —108 162 —108
108 48 i-108 96 | 108 48 108 96 i,
1162 108 -162 1081
1108 96 —108 48 i
[k,]=| i[-10
\—162 —108 162 —108!
108 48 108 96 |
Medsebojno enaki so tudi obtezni vektorji:
=6666:666666666667-}- 12 6666.666666666667" 1~ 6666.666666666667
F )= =1481:48148 14814815 1= ~1481.4814814814813 (£ )= L 1481.4814814814815
Y ]i-6666.666666666667 i 17 Ji-6666.6666666666671 1 |i-6666.666666666667
| 1481.4814814814815 | | 1481.4814814814815 11481.4814814814815
Matricne enacbe konstrukcije so:
V3247777077 21621087 0 0 ] Y, [-13333.333333333334) 0
V0 1921 -108 481 0 ( 0._ o, b (. } 0
1—162 —108 | 324 0 | —162 108! o) Yo | _}-13333333333333334) | 0
1108 48 | 0 192! —108 48! @, 0 0
0 0 i-162 -108 162 10§ Y, | | -6666.666666666668 1 |—20000
|0 0 1108 48 —108 96 i ®,] | 1481.4814814814815 | 0

ki imajo resitve

Y, (—0.37448559670781925-102 m
D, —5.123456790123462-107 rad

) Y, _ —1.2510288065843628-107 m i
D, —7.654320987654323-10 rad
Y, —2.3333333333333327-10° m
D, —8.333333333333331-10" rad
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ki so to¢ne. Ponovno se lahko prepricamo, da sta vrednosti za pomik in zasuk prostega
konca (sedaj Y, in @) enaki kot pri prvi, osnovni diskretizaciji (le z druga¢nimi oznacbami

vozlisca).
Poprocesirange: iskanje funkcije precnega pomika konzole s HO interpolacijskimi funkcijami

Ker vse znane vrednosti pomika pripadajo isti funkciji upogibnice, lahko najenostavnejso
enovito funkcijo upogibnice ponovno dobimo, ¢e v interpolaciji upostevamo samo
diskretne vrednosti pomika. Ker so sedaj znane $tiri vrednosti, bo interpolacija vodila do
funkcije v obliki kubnega polinoma, kar ponovno predstavlja boljsi priblizek glede na
diskretizacijo z dvema konénima elementoma, ne predstavlja pa se tocne resitve (ki je

polinom 4. stopnje). Funkcija precnega pomika je tako:

Vi (x)=—1.851851851851884-10™* - x —2.2453703703703603 107 - x>
+2.0833333333333275-10* - x° Om<x<4m

Celotna potencialna energija, izracunana s to funkcijo preénega pomika, znasa [/ = -

440.1920438957479 ].
Poprocesirange: iskange funkcij precnega pomika elementov s H1 interpolacijskimi funkcijami

Priblizne resitve za funkcijo precnega pomika po koncnih elementih so sedaj:

vin(x)=-2.4768518518518464-10° -x* +2.777777777777787-10* - x> Om<x < 47“’
v, (x)=1.6460905349794525-10* —3.70370370370382-10™* - x
—2.199074074074065-107 - x* +2.0833333333333294 .10 - x° 4Tm <x< 8Tm

V3,N(X)= 1.4814814814814725-10° —1.8518518518518823-107 - x

—1.6435185185185025-107 - x> +1.3888888888888631-10™ - x* ——<x<4m

Da gre za priblizne resitve lahko posredno ugotovimo tudi z medsebojno primerjavo vseh
funkcij elementov (ker so zapisane v skupnem koordinatnem sistemu), ki bi morale biti

enake, saj pripadajo istemu konstrukcijskemu elementu.
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Celotna potencialna energija, izrac¢unana s pomocjo funkcije pomika vseh treh elementov,
sedaj znasa [/ = -413.30589849108765 ], kar je $e nekoliko manj kot v prej$niji
diskretizaciji z dvema koncnima elementoma, kar posredno potrdi, da gre ponovno za
boljsi priblizek. Ker pa je razlika med obema energijama zelo majhna, to hkrati nakazuje,

da vecjih sprememb ni pricakovati in gostejsa diskretizacija pravzaprav ni ve¢ nujno

potrebna.
0 1 2 3 4
‘ | | X [m]
— MKE - odsekovno linearna interpolacija
-0.005 [ MKE — interpolacijske funkcije H1
. — MKE —interpolacijske funkcije HO
001! \\— analiti¢na regitev
-0.015 |
-0.02 |

v(x) [m]

Slika 86: Primerjava dobljenih reSitev za pre¢ni pomik s to¢no resitvijo

Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnih spremenljivk NSK

Manjkajoci vozliséni vrednosti precne sile in upogibnega momenta prvega koncnega

elementa sledijo iz vektorja sekundarnih spremenljivk:

{QI}Z[KI]'{UI}_{FI}

Q,] [162 108 -162 108 0
Q.|_[ 108 96 -108 48 | 0
Q.| |-162 -108 162 -108 —0.37448559670781925-10”> m
Q.| | 108 48 —-108 96 —~5.123456790123462-10° rad
—6666.666666666667 60000
—1481.4814814814815 160000
] - 6666.666666666667 [ | —46666.66666666659
1481.4814814814815 | | —88888.88888888907
v, Q,, 60000 N
M| Q| ~160000 Nm
v, [ ]-Q. 46666.66666666659 N

y
M,, Q.4 —88888.88888888907 Nm
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Iz prvih dveh clenov vektorja sekundarnih spremenljivk lahko neposredno odéitamo

velikosti in usmeritvi reakcij v tocki A, ki sta enaki kot pti prvi, osnovni diskretizaciji.

Manjkajoci vozliscni vrednosti precne sile in upogibnega momenta drugega koncnega

elementa sledijo iz vektorja sekundarnih spremenljivk:

Q,,
_ _ Q2,2 _
{Qz}_[Kz]'{Uz}_{Fz}_ -
Q2,3
Q2,4
162 108 —162 108 | —0.37448559670782-107 m —6666.666666666667
108 96 —-108 48 106 - —5.123456790123462-10" rad B —1481.4814814814815
-162 —-108 162 —108 —7.654320987654323-107 rad —6666.666666666667
108 48 —108 96 | —5.123456790123462-10" rad 1481.4814814814815
46666.66666666643 V.. Q,, 46666.66666666643 N
88888.88888888866 M,, -Q,, —88888.88888888866 Nm
=1 233333.3333333331( Vo[ ]-Q.,[ | 33333.3333333331N
—35555.55555555564 M, ; Q.. —35555.55555555564 Nm

Manjkajoci vozlis¢ni vrednosti precne sile in upogibnega momenta tretjega koncnega

elementa sledijo iz vektorja sekundarnih spremenljivk:

QB,I
_ _ Q3,2 _
{Qs}_[K3]’{U3}_{F3}_ -
Q3,3
Q3,4
162 108 —162 108 —7.654320987654323-10° rad| [ —6666.666666666667
108 96 108 48 | —5.123456790123462-107 rad | | —1481.4814814814815
~162 —108 162 —108 —2.3333333333333327-102 m| | —6666.666666666667
108 48 -108 96 —8.333333333333331-10" rad 1481.4814814814815
33333.33333333259 V, Q;, 33333.33333333259 N
_ |35555.55555555518 M,;| |-Q,,| |-35555.55555555518 Nm
—20000 ” Vool |-Qus| 20000 N
0 M,, Q. 0 Nm

Opomba: ker so vozlis¢ne vrednosti upogibnega momenta in precne sile tocne v vseh

vozliscih, bilahko analizo drugega konénega elementa brez izgube informacij tudi izpustili.
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4. ralunski model: diskretizacija s stirimi enako dolgimi koncnimi elementi

AY,V
Ay A Y Ys A Y “YS
‘DQL_.%‘ IOE YIS qj_‘\_“_» @ |
1= \ ‘\ \ 3
2/ 3 ) 4/
Im——1m—F—1m—F—1m—]
Va

Slika 87: Izbrana diskretizacija s Stirimi enako dolgimi konénimi elementi

Pri diskretizaciji s stirimi kon¢nimi elementi so neznanke vertikalni pomiki nosilca (Y2, Y3
in Y3) in zasuki (@2, @sin P4) notranjih tock oz. vozlisc, ter vertikalni pomik desnega konca

Y5 in pripadajoci zasuk @s.

Togostne matrike elementov so, zaradi enakih dolzin, kar je najprirocnejsa izbira,

medsebojne enake:

384192384192 | 7384771927 384192
192128 =192 64 | 1192 128 -192 64|
[k]=| | i 1100 [k, ]=]! -
—384 192 1384 —192 —384 —-192 384 -192
192 64 iz192 128] 192 64 -192 128
1384 192 384 1921 1384 192 -384 192}
1192 128 192 64| 1192 128 -192 64|
[k,]=| 0-10° [k, )= 1110
—384 —-192 384 192 =384 192 384 —192
192 64 192 1283 192 64 -192 128
Medsebojno enaki so tudi obtezni vektotji elementov:
----------- ~5000 - o =5000 [ =5000
—833.3333333333334 —833.3333333333334 i—833.3333333333334i
{F1}= otk 3 {Fz}: ' {F3}: ! :
: —-5000 : ! —-5000 | —-5000 )
| 833.3333333333334 | 833.3333333333334 | 833.3333333333334 |
rTTT=5000 T

|
W
S
S
S
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Bistvene enacbe konstrukcije (v matri¢ni obliki) so:

}'7'63; """ 0 1384 1927 0 0 0 0 Y, ' ~10000 !
10 256i-192 64 0 0 0 0 @, L0
384 —192 1768 0| -38% 1921 0 0 Y, | ~10000 !
192 64 1o 256l -192 64 0 0 | oo | io0 i
0 0 1384 —192 {768 0 ! -384 192} v,[ | -10000 1
0 0 1192 64 10 256! -192 64 | Dyl [ 0 P
0 0 0 0 384 —192 384 —192 Y;| | S5000
0 0 0 0 1192 64 _—192 128! @, | [833.3333333333334
~10000 0 ~10000
0 0 0
10000 0 ~10000
0 0 0
B ~10000 oo [T ~10000
0 0 0
~5000 ~20000 ~25000
833.3333333333334 0 833.3333333333334

ki imajo resitve

Y, —0.22005208333333376-102 m
@, —4.1145833333333426-107 rad
Y, —0.7708333333333352:10% m
D, | —6.66666666666668-10 rad

Y, [ ~1.51171875-102 m

D, ~7.96875-10" rad

Y, —2.3333333333333327-102 m
o, —8.333333333333331-10° rad

ki so tocne. Ponovno se lahko prepricamo, da sta vrednosti za pomik in zasuk prostega
konca (sedaj Ysin @) enaki kot pri prvi, osnovni diskretizaciji (le z druga¢nimi oznacbami
vozlis¢a). Dodatno se lahko Se prepricamo, da sta tudi vrednosti za pomik in zasuk
sredinskega vozlisca (sedaj Y5 in @5) enaki kot pri drugi diskretizaciji (le z drugacnimi

oznacbami vozlisca).
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—  iskanje funkcije upogibnice konzole 3 uporabo Lagrangejeve interpolacije pomikov

Ker je sedaj znanih 5 foénih vrednosti pomika, lahko to¢no funkcijo upogibnice izracunamo
$e z interpolacijo zgolj pomikov konstrukcije, saj le-ta (ze) vodi do polinoma 4. stopnje, ki
ustreza tocni resitvi funkcije upogibnice. Ta pristop s HO interpolacijskimi funkcijami smo
sicer uporabili ze pri prejs$njih diskretizacijah, vendar zaradi premalega Stevila znanih
pomikov tam nismo dobili resitve v obliki polinoma ustrezne stopnje in so bile posledicno

vse na ta nacin dobljene resitve priblizne.
Splosna oblika polinoma 4. stopnje je:
VN(X):AO +A X+HA, XA X HA X +A X

kjer konstante Ay, Aj,..., A+ dolocimo na osnovi znanih diskretnih vrednosti pomika, kar

obicajno storimo s pomocjo resitve sistema linearnih enacb.

Resevanju enacb se lahko izognemo, ¢e uporabimo Lagrangeovo interpolacijo, za katere
izvedbo potrebujemo Lagrangeove bazne polinome. Ker imamo znanih 5 vozlis¢nih
vrednosti pomika, bi naceloma potrebovali pet funkcij, ker pa je vrednost pomika v prvem
vozliscu enaka ni¢, potrebujemo Lagrangeove bazne polinome samo za drugo, tretje,
cetrto in peto vozlisée. Vsak polimom ima v izbranem vozliscu vrednost 1, v vseh ostalih
pa je vrednost enaka 0. Tvorimo jih sistemati¢no s pomocjo enostavnega izraza v obliki

ulomka produktov:

~(x=0)-(x-2)-(x-3)-(x-4) _ 13 , 3 5 1 4 -
L= (1-0)-(1-2)-(1-3)-(1-4) SAXmTE X Oms4m
C(x=0)-(x-1)-(x-3)-(x—4) _ 19 , s 1 -
1, = (2_0)'(2_1).(2_3).(2_4)——3-x+?-x -2-x +§-x Om<4m
I :(X—O)-(X—l)-(x—3)-(x—4):i.x_z.x+z.x3_l.x4 O0m<4m
Y (3-0)-3-1)(B3-2)3B-4) 3 3 6 6 B

in

-—— X +—-X Om<4m
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Tako sledi funkcija precnega pomika:

VI\LL(X):VZ-12+V3-13+V4-l4+V5-14 =

(-0.22005208333333376-10° m)-(4-x —?-xz RESNCEY x“j
2 19 , '
+(-0.7708333333333352:10 m)- e A

+(-1.51171875-10° m)- f-x—z-mz-xtl.x“)
37773767 6

+(-2.3333333333333327-10° m)-(—i-x+£-x2 Lo +L-x4}

=-2.5-10"-x*+3.125-10* - x* —1.3020833333333634-10° - x* Om<x<4m

ki je polinom 4. stopnje in predstavlja toc¢no resitev. To posredno potrdi tudi celotna
potencialna energija, ki sedaj znasa [/ = -413.3333333333331 ], kar je enako (v splosnem

sicer neznani) tocni vrednosti.

0 4 X [m]

-0.005 |
-0.01

-0.015¢

— odsekovno linearne funkcije
-0.02 | — interpolacija vseh pomikov vozli§¢
—— analiti¢na resitev

v(x) [m]

Slika 88: Primerjava dobljene reSitve za prec¢ni pomik s tono resitvijo

Iz slike zgoraj je razvidno, da se s povecevanjem Sstevila koncénih elementov tudi
najenostavnej$a funkcija upogibnice, dobljena z enostavno linearno interpolacijo zgolj

vozlisénih vrednosti pomika elementa, priblizuje tocni resitvi.

Celotna potencialna energija sedaj znasa [ /= -413.32465277778465 J, kar je zgolj nekoliko

oV

manj kot v prejsnji diskretizaciji, kar sicer posredno potrdi, da gre ponovno za boljsi

priblizek, hkrati pa tudi da gostejsa diskretizacija ni smiselna.
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Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in NSK

Manjkajoci vozliséni vrednosti precne sile in upogibnega momenta prvega koncénega

elementa sledijo iz vektorja sekundarnih spremenljivk:

Ql,l
_ _ Q| _
Q=K J{U}-{F}=1 7=
Q1,3
Q..
384 192 -384 192 0 ~5000
192 128 -192 64 | 0 —833.3333333333334
~384 —192 384 —192| = | -0.22005208333333376-10> m| ~5000
192 64 -192 128 —4.1145833333333426-10° rad| | 833.3333333333334
60000 V., Q. 60000 N
| 160000 M,,| |-Q.| |-160000 Nm
| =50000 Vo, | ]-Qu[ | 50000N
~105000  |M,, Qi | [~105000 Nm

Manjkajoci vozliscni vrednosti precne sile in upogibnega momenta drugega koncnega

elementa sledijo iz vektorja sekundarnih spremenljivk:

Q2,1
_ _)Qea| _
{Qz}_[Kz]'{Uz}_{Fz}_ -
Q2,3
Q2,4
38 192 -384 192 —0.22005208333333376-10” m —-5000
192 128 -192 64 10° - —4.1145833333333426-10" rad B —833.3333333333334
-384 -192 384 -192 —0.7708333333333352-10”° m —-5000
192 64 —-192 128 —6.66666666666668 -10 rad 833.3333333333334
50000 v,, Q., 50000 N
_ 105000 | JM,.| _]-Q,,| _]-105000 Nm
— 40000 Vi [ ]-Qus 40000 N
— 60000 M, , Q.. — 60000 Nm
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Manjkajoci vozlis¢ni vrednosti precne sile in upogibnega momenta tretjega koncnega
elementa sledijo iz vektorja sekundarnih spremenljivk:

Q3,1
~ Q|
{Q,)=[K,]H{u,}- 1R = =
Q3,3
Q3,4
384 192 -384 192 —0.7708333333333352-10” m —5000
192 128 192 64 | —6.66666666666668-107 rad | | —-833.3333333333334
-384 -192 384 -192 ~1.51171875-10° m —5000
192 64 -192 128 ~7.96875-10" rad 833.3333333333334
40000 Qs A 40000 N
_ ) 60000 | ]=Qs,| _ JM.s| _ ] —60000 Nm
-30000 Qs V., 30000 N
—25000 Q4 M,, —25000 Nm

Manjkajoci vozlis¢ni vrednosti precne sile in upogibnega momenta cetrtega koncnega
elementa sledijo iz vektorja sekundarnih spremenljivk:

Q4,1
Q=K U~ R )= 202 -
Q4,3
Q44
384 192 384 —~1.51171875-10%> m -5000
192 128 —192 } o —7.96875-10 rad —833.3333333333334
-384 -192 -192 —2.3333333333333327-10% m| -5000
192 64 -192 —8.333333333333331-10" rad 833.3333333333334
30000 Q. V., 30000 N
] 25000 R -Q,,| M, ]-25000 Nm
—20000 -Q,; Vy 20000 N
0 Q.. M, 0 Nm

Vse izracunane notranje staticne kolicine so tocne.
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Informativni dodatek
Diskretizacija 3 enim konénim elementom tipa 1-C
Ker je znano, da je v desnem koncu upogibni moment enak nic¢, lahko uporabimo tudi

diskretizacijo z elementom tipa V-C. Racunski model bo tako imel samo eno prostostno

stopnjo — vertikalni pomik Y7.

“y5V
Y
q)l“Yl 4k @ “
N i
1
‘ L
\Y 2
A 4m Il

Slika 89: Izbrana diskretizacija z enim KE tipa V-C

Zacetno vozlisce elementa (1) postavimo v tocko A, konc¢no vozlisce (2) pa v tocko B.

Pozitivna os je tako na spodnji strani nosilca, slika zgoraj.

Togostna matrika in obtezni vektor edinega kon¢nega elementa sta:

3:EL__3:EL_ 3:-EL 2.1
]L3 L2 L3 8
7—31§—E—}——————3~:E{——————_——3tE—}———6 N
[Kl]: L L __ L2, {Fl}:q' |8 |
3-EI  3-EI :3-EL 3
- - : : _'L
L ) SN 8___
0 0 0 0] 0

»Matricna« enacba konstrukcije po upostevanju nicelnega pomika in zasuka v tocki A

konstrukcije je:

3-El 3.L 3-L 3-EI 3-L
B e e O
L''q L’-F

8-EI 3-EI

Y, =-

kar je tocen rezultat.
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Poprocesirange: iskange funkcije precnega pomika s H1 interpolacijskini funkcijami

Pripadajoce interpolacijske funkcije so sedaj (za dolocitev funkcije precnega pomika

dejansko potrebujemo samo predzadnjo):

3 ’ 3
Nul)=1-5 e H e NLb)=x-g e
3 3
ng() E%) 2_1);_8 14(X)=0 Om<x<4m

Priblizna resitev za funkcijo pre¢nega pomika edinega kon¢nega elementa je tako:

ViNHI (X) =Y,-N,, (X)+ ® -N,, (X)+ Y, N,; (X)"' D, - N1,4(X)
=-2.1875-107 - x> +1.822916666666666 -10™ - x° Om<x<4m

Resitev je priblizna, ker je predstavljena s polinomom 3. stopnje, prava oz. tocna resitev
zaradi enakomerne zvezne obtezbe pa je polinom 4. stopnje. Ta resitev ni enaka resitvi,
dobljeni z enim konénim elementom tipa V-V, vendar sta grafa funkcij podobna, ne pa

tudi enaka (razlike pa so majhne):

0 1 2 3 4\ ]
-0.005 |
-0.01 |
-0.015 ¢
1 KE tipa V-C
0021 — 1 KEtipaV-V
v(x) [m]

Slika 90: Primerjava razli¢nih reSitev za diskretizaciji z enim kon¢nim elementom

Iz grafa funkcij pomika ni mogoce soditi o tem, katera funkcija je boljsa, vendar celotna

potencialna energija, izracunana s to funkcijo prec¢nega pomika, znasa [/ = -

408.33333333333326 ], kar pokaze, da je sedaj dobljena resitev nekoliko slabsa od prejsnje,
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kar je posledica uporabe (sicer toc¢ne informacije) o drugem odvodu (oz. momentu)

namesto prvem odvodu (oz. zasuku).
Primer 6.b — Analiza levo vpete konzole z upoStevanjem striZnih deformacij

Za dani betonski konzolni nosilec konstantnega pravokotnega preteza (b/h = 0.2 m/0.4
m) iz betona C20/25 ob upostevanju striznih deformacij dolo¢i pomik in zasuk desnega
konca nosilca, funkcijo precnega pomika ter funkcije notranjih staticnih kolicin vzdolz

konstrukcije, in reakcije v podpori.

F=20 kN
q= 10 kN/m’

ALYy viivvrvvvvevey

El
‘ 4m ‘
\ |

B

Slika 91: Obravnavani konzolni nosilec
Resitev
1. racunski model: diskretizacija 3 enim Limoshenkovinm konlnim elementom

Ker Stevilo koncnih elementov ne vpliva na vrednosti pomika in zasuka pod desnim
koncem nosilca, lahko uporabimo osnovno diskretizacijo z enim Timoshenkovim

koncnim elementom, upostevali pa bomo za beton tipicno vrednost Poissonovega

koli¢nika v = 0.2. Tako sledijo vrednost striznega prereza:

A =0.2m-0.4m

N

= 6.66666666666667-10> m’

striznega modula:

N
30-10° —

G=_F - m® _j55.10° N

2-(1+v)  2-(1+0.2) m’

ter koeficienta
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12-EI

12-3.2-10" Nm?

=0.0288

p— 2 p—
G-L A 125.10° N (4 m) -6.6666666666666710> m?
m

Togostna matrika in obtezni vektor edinega Timoshenkovega kon¢nega elementa sta:

[ 12 6

T
i 44+ O

_| ? L

[KI]_ 12 6
T
i 2+0

L 17 L

0.5832037325
1.1664074650
—-0.5832037325
1.1664074650

in

—

o

\S)

—~—
ey
——

Il
e
rﬂ—i

)

oo

o

—
[\

pri cemer je

elementu.

—-1.1664074650

12 6
T

6 2+
12 L | _EL _
12 6 |1+
o

_i 44+ D

I? L

—0.5832037325
—-1.1664074650
0.5832037325
—-1.1664074650

1.1664074650
3.1328149300

1.5328149300

—-20000
—13333.3333333333
—20000
13333.3333333333

1.1664074650
1.5328149300 107

—1.1664074650
3.1328149300

obtezni vektor enak kot pri standardnem Bernoulli-Eulerjevem konc¢nem

Po upostevanju znanih vrednosti pomika in zasuka v levem vozliscu sledi sistem enacb:
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0:5832037325 - 11664074650---~0:5832037325--1:1664674650-- Y,
11664074650 3:1328149300 ——1.16640746501.5328149300- | | D,
~0.5832037325 ~1.1664074650 | 0.5832037325  ~1.16640746503| | Y, [~
11664074650 1,5328149300  [-1.1664074650___ 3.1328149300 | @,
~—20000-
—~13333:3333333333
~20000

oziroma:
0.5832037325 —-1.1664074650 107 Y, B —20000
—-1.1664074650 3.1328149300 D, B 13333.3333333333

Po upostevanju koncentrirane sile na prostem koncu sistem dobi obliko:

0.5832037325 —1.1664074650 107 Y, | —-40000
—1.1664074650  3.1328149300 D, ~13333.3333333333

ki ima resitvi:

Y,| | -2.35253333333331-10" m
D, —8.33333333333325-10° rad
Dobljeni vrednosti sta tocni, njuna primerjava z reSitvama, dobljenima z uporabo
Bernoulli-Eulerjevega konénega elementa pokaze, da je bila sedaj dobljena nekoliko vecja

vrednost precnega pomika ter identi¢na vrednost zasuka.
Poprocesirange: iskanje funkcije precnega pomika s H1 interpolacijskimi funkcijani
Standardne H1 interpolacijske funkcije (brez upostevanja striznih deformacij) so enake

kot v prejsnjem primeru (za dolocitev funkcije precnega pomika dejansko potrebujemo

samo zadnji dve):
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3
NH(X)— 3 X7+ Om<x<4m
16 32
1, x°
le(x)—x—— X +— Om<x<4m
2 16
3, x
— X —— Om<x<4m
(%) 16 32
1 , x°
N14(X) ——-X"+— Om<x<4m
4 16

Priblizna resitev za funkcijo pre¢nega pomika edinega kon¢nega elementa je tako:

Vl,N,Hl(X): Y, 'N1,1(X)+(D1 'Nl,z(x)"'Yz 'N1,3(X)+(D2 'N1,4(X)
3

3
=0-N,,(x)+0-N,,(x)-2.35253333333331-10 > m m-(g x? —;‘—Zj

3
—8.333333333333331-10 rad- —l-x2 + X
4 16

=-2.32766666666665-107 -x* +2.14333333333332-10* - x° Om<x<4m

Resitev je priblizna iz dveh razlogov. Prvi je enak kot pri uporabi Bernoulli-Eulerjevega
koncnega elementa, saj je resitev predstavljena s polinomom 3. stopnje, prava oz. tocna
resitev zaradi enakomerne zvezne obtezbe pa je polinom 4. stopnje (kar je znano iz teorije
mehanike). Drugi razlog je, da so bile uporabljene standardne interpolacijske funkcije, ki
ne upostevajo vpliva striznih deformacij. Te posebne funkcije pa imajo obliko (tudi sedaj

potrebujemo samo zadnji dve interpolacijski funkciji za dolocitev funkcije precnega

pomika):

N,,(x)=1-6.99844479004666-10" - x —0.182251166407465 - x* +3.03751944012442-102 - x°

Om<x<4dm
N1,2 (X) =0.986003110419907 - x —0.48950233281493 - x> +6.07503888024883-107% - x*

Om<x<4dm
Nm(x) =6.99844479004666-107 - x +0.182251166407465 - x> —3.03751944012442-107% - x°

Om<x<4dm
N, (X) =—-1.39968895800933-10% - x —0.23950233281493 - x* + 6.07503888024883-10* - x°

Om<x<4dm

in z njimi izracunana nekoliko manj priblizna resitev za funkcijo precnega pomika edinega

koncnega elementa je tako:
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Vl,N,Hl,T(X): Yl . Nl,] (X)+ (Dl : NI,Z(X)+ Yz 'N1,3(X)+ ch 'N1,4(X)
=-4.01875-10" -x —2.29752604166665-107 - x* + 2.09309895833332-10* - x° Om<x<4m

X [m]

-0.005 | —— analiti¢na resitev
— 1 KE — interpolacijske funkcije H1

001 T —— 1 KE — interpolacijske funkcije H1s

-0.015 |

-0.02 |

v(x) [m]
Slika 92: Primerjava obeh dobljenih pribliZnih reSitev za precni pomik s to¢no resitvijo

Iz slike vidimo, da je ujemanje obeh pribliznih resitev dobro, odstopanje v primerjavi s
pravo resitvijo pa je sicer majhno, a vseeno opazno, predvsem na sredini konzole. Pri tem
je smiselno pripomniti, da bi v primeru, ko na konstrukcijo ne bi delovala koncentrirana

vertikalna sila, bile razlikev primerjavi s tocno resitvijo e opaznejse.
Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib sprementjivk in NSK

Manjkajoce vozlis¢ne vrednosti precne sile in upogibnega momenta sledijo iz vektorja

sekundarnih spremenljivk, ki ga izracunamo kot:

{Ql}:[Kl]'{Ul}_{Fl}
0.5832037325 1.1664074650 —0.5832037325 1.1664074650

_ 1.1664074650 3.1328149300 —1.1664074650  1.5328149300 107
—0.5832037325 -1.1664074650  0.5832037325 —1.1664074650

1.1664074650 1.5328149300 —-1.1664074650  3.1328149300

0 —20000 60000 N
0 —13333.3333333333|  {160000 Nm
—2.35253333333331-10° m —20000 | =20000 N

—8.33333333333325-10° rad 13333.3333333333 0 Nm
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Ta vektor predstavlja vozlis¢ni sili in momenta (od katerega je eden slucajno nic) na

navidezno prostem telesu (elementu), prva dva clena pa predstavljata reakciji v podpori.

F=20000 N

Alhsyvivvvvvvvvevey
1

- EI

B

Va4 =60000 N

Slika 93: Izracunani reakciji in njuna usmeritev

Po ustrezni spremembi predznakov sledijo Se vozlis¢ne vrednosti notranjih staticnih

kolic¢in:
V., Q. 60000 N
M, | |-Q.,| |-160000Nm
Voo | |-Qu| | 20000N
M, , Q4 0 Nm

ki so to¢ne vrednosti.
Poprocesirange: iskanje funkcije upogibnega momenta in precne sile 3 interpolacijo

Funkcijo upogibnega momenta izracunamo z uporabo standardnih H1 interpolacijskih
tunkecij:

M, x (X) =M,,- NI,I(X)+ Vy,l 'N1,2 (X)"' Mz,z 'N1,3(X)+ Vy,2 ‘N4 (X)
3

3 3 3
= 2160000 1= == x? + 2 |460000-| x —+ox? + X 40N, | o2 X
16 32 2 16 S STREY)

3

+20000-[—%'X2 +f—6J=—SOOO‘X2 +60000-x —160000 0<x<4m

in dobljena funkcija je tocna.
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Funkcijo precne sile najlazje dobimo po definiciji, torej z odvodom funkcije upogibnega

momenta:

\% (X)ZM:—IOOOO-X+6OOOO 0<x<4m
yoN dx

in je prav tako tocna.
2. racunski model: diskretizacija 3 dvema Timoshenkovima koncnima elementoma

Pri diskretizaciji z dvema koncnima elementoma sta neznanki vertikalni pomik sredinske
tocke nosilca Y in pripadajoci zasuk @, ter vertikalni pomik desnega konca Y3 in

pripadajoci zasuk @;.

“y9V
Y \Y:
[} A 2
CDI Y] () L (D3
S NEES ORI N RO ‘3
113 \
T 2/
Va 2m i 2m I

Slika 94: Izbrana diskretizacija z dvema kon¢nima elementoma

Togostni matriki elementov sta, zaradi enakih dolzin, kar je najprirocnejsa (in tudi najbol;

pogosta) izbira, medsebojno enaki:

[kl] = [kz] =
4.304160688665712  4.304160688665712 —4.304160688665712  4.304160688665712
4.304160688665712  11.808321377331426 —4.304160688665712 2.7041606886657115 107
—4.304160688665712 5.904160688665713  4.304160688665712 —4.304160688665712
4.304160688665712  2.7041606886657115 —4.304160688665712  5.904160688665713

Zaradi enakih dolzin obeh elementov in enake obtezbe sta medsebojno enaka tudi obtezna

vektorja:
—10000
—3333.3333333333335
)= )= R T

3333.3333333333335



182 METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

Matri¢na enacba konstrukcije je:

8.608321377331425 0 —4.304160688665712  4.304160688665712

0 11.808321377331426 —4.304160688665712 2.7041606886657115
—4.304160688665712 —4.304160688665712  4.304160688665712  —4.304160688665712 |
4.304160688665712  2.7041606886657115 —4.304160688665712  5.904160688665713

7

Y, 20000
@, 0
Iy, [~ 30000
®,| [3333.33333333333

ki ima resitve:

Y, —0.7828333333333338-10” m
O, —6.66666666666666-10" rad
Y, —2.3525333333333343-10° m

B

—8.333333333333331:10” rad

ki so tocne. Prepricamo se lahko, da sta vrednosti pomika in zasuka prostega konca (sedaj
Y; in @) enaki kot prti prvi, osnovni diskretizaciji (le z druga¢nimi oznac¢bami vozlis¢a).
Prav tako se lahko prepricamo, da sta — v primerjavi z resitvami, dobljenimi z uporabo
dveh Bernoulli-Eulerjevih koncnih elementov — sedaj dobljeni nekoliko vecji vrednosti

precnega pomika ter identicni vrednosti zasuka.

Poprocesirange: iskange funkcije precnega pomika s H1 interpolacijskini funkcijami

Ce za interpolacijo funkcije pre¢nega pomika uporabimo standardne H1 interpolacijske
funkcije (torej brez upostevanja striznih deformacij), so le-te Ze znane iz prejsnjega

primera. Priblizna resSitev za funkcijo precnega pomika edinega kon¢nega elementa je tako:

Vi (X)==2.53791666666666810° - x* + 2.904166666666669 10 - X* 0m<x<2m
za drugi element pa sledi:

vV, (x)=3.533333333333652-10 —8.18-10 - x —1.9849166666666557 -10” - x>
+1.7425-10" - x° 2m<x<4m
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Ce pa uporabimo kvalitetnejse interpolacijske funkcije z upostevanjem striznih deformacij,

pa sledita resitvi:

Vi (X) = —7.828333333333338-10” — 6.702666666666671-10° - x
— 8.854166666666646-10 - x> +1.5625-10 - x* Om<x<2m

in

Vi nmnr(X)=7.853333333333583-10% —1.286-107 - x —1.822916666666655-10” - x>
+1.5625-10* - x> 2m<x<4m

Kljub temu, da sta obe resitvi razli¢ni, med njima ni opaznih razlik, obe funkciji pa se tudi

ze odlicno grafiéno ujemata s to¢no resitvijo.

X [m]
-0.005 | —— analiti¢na reSitev
2 KE — interpolacijske funkcije H1
-0.01 | 2 KE — interpolacijske funkcije H1s
-0.015 |
-0.02 |
v(x) [m]

Slika 95: Primerjava obeh dobljenih pribliZnih reSitev za precni pomik s to¢no resitvijo
Poprocesirange: iskanje vozlisinib vrednosti sekundarnih sprementjivk in NSK

Manjkajoce vozlis¢ne vrednosti precne sile in upogibnega momenta posameznega
koncnega elementa sledijo iz pripadajocega vektorja sekundarnih spremenljivk, ki ga

izracunamo kot:

60000 N v, Q,, 60000 N
160000 Nm M, | |-Q ~160000 Nm
Q=K ]{U}-{F}= -1 = M=
— 40000 N V. [ |-Q. 40000 N
~60000 Nm| M, Q.. — 60000 Nm
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40000 N Vy,2 Qz,l 40000 N
60000Nm| |M,,| |-Q — 60000 Nm
{Q.}=[K,]-{U,}-{E}= — 2= 220 _
—20000 N Vs [ ]-Q.s[ | —20000N
0 Nm MZ,3 Q2,4 0 Nm

Vse dobljene vrednosti so tocne.
Poprocesirange: iskanje funfkcij upogibnega momenta in precne sile 3 interpolacijo

Funkcijo upogibnega momenta posameznega koncnega elementa izracunamo z uporabo

standardnih H1 interpolacijskih funkcij:

M, x (X) =M, - N1,1(X)+ Vy,l ) N1,2(X)+ M,, N, (X)+ Vy,Z ‘N, (X)
=-5000-x> + 60000 - x — 160000 0<x<2m

ter

Mzz,N (X) = Mz,z : N2,1 (X)+ Vy,2 ) Nz,z (X)+ Mz,3 ) N2,3 (X)+ Vy,3 : N2,4 (X)
=-5000- x> + 60000 - x — 160000 2m<x<4m

Dobljeni funkciji sta medsebojno enaki ter tocni.

Funkcijo precne sile najlazje dobimo po definiciji, torej z odvodom funkcije upogibnega

momenta:

V, (X) = Mo (X) = M (X) =-10000-x + 60000 0<x<4m
yLLN dX dX

in je prav tako tocna.
Primer 6.c” — Analiza levo vpete konzole z veévozli§¢nimi konénimi elementi

Za dani betonski konzolni nosilec konstantnega pravokotnega prereza (b/h = 0.2 m/0.4
m) iz betona C20/25 doloc¢i pomik in zasuk desnega konca nosilca, funkcijo pre¢nega
pomika ter funkcije notranjih staticnih koli¢in vzdolz konstrukcije, in reakcije v podpori z

uporabo koncnih elementov visjega reda.
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F=20kN
q= 10 kN/m’

A VeV yyvy vy vvivivey

| 4 m H |

B

Slika 96: Obravnavani konzolni nosilec
Resitev

1. pristop - diskretizacija s koninim elementom s petimi prostostnimi stopnjami — ipeljanim s polinomi
4. stopnje

Najmanjso smiselno diskretizacijo dobimo z enim kon¢nim elementom. Pri diskretizaciji

z enim konénim elementom so neznanke vertikalni pomik notranjega vozlis¢a Y2 (oz. o)

ter vertikalni pomik Y75 (oz. »5) in pripadajoci zasuk @5 desnega konca konzole.

2 m |

Slika 97: Izbrana diskretizacija z enim kon¢nim elementom

Togostna matrika edinega koncnega elementa je:

316 94 512 196 34 ]
L> L, L> L. L
94 128 3
L, L,

EI 512 128 1024 512 128

[ke]_ — T 2 2

5-L L L L, L L

196 34 512 316 94

S L, L’ L’ L

34 128 94

L L

L e e e

in po vstavitivi vrednosti primera sledi:
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3-.;16----3.-;76---;5.1-2---1-.9(7---—-1:36:--
123376516 --=512 - 1236~ -—0:961

[k.]=|-35.12 -%12 {1024 -5.12 5123|107

196 136 {-5.12 3.16 -3.76
512 376 576!

-136 —0.96

Obtezni vektor je enak:

14 =9333:333333333334
L[ Lo | | =2666:6666666666665
{F.}=q-==-{ 32 | =14-21333.333333333332

14 ~9333.333333333334 !
-L. [ 2666.6666666666665 |

Bistvene enac¢be modela konstrukcije so:

10.24 -5.12 5.12 v, —21333.333333333332 0
~-5.12 3.16 -3.76|-10" -1 v, p=1 —9333.333333333334 +<—20000
512 =376 5.76 D, 2666.6666666666665 0

—21333.333333333332
=+¢—29333.333333333334
2666.6666666666665

Iskani nenicelni pomiki in zasuki so:

v, —7.708333333333332-10° m
v, t =1 —23.33333333333332:10° m
D, —8.333333333333325-10" rad

Vse vrednosti se popolnoma ujemajo z analiticnimi vrednostmi (dobljenimi npr. z

reSevanjem diferencialne enacbe ali virtualnim delom).
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Poprocesirange: iskanje funkcije precnega pomika

Interpolacijske funkcije za prec¢ni pomik so polinomi 4. stopnje:

N“(X)—l—— - Om<x<4m
’ 16 32 32
3 4
le(x)—x—l 22X X Om<x<4m
' 2 16 32
x* x!
N, (x)=x> ="+ Om<x<4m
2 16
5 7-x> x*
N14(X)——— 2 - Om<x<4m
’ 16 32 32
2 3 4
' 4 16 32

Resitev za edini koncni element je tako:

VI,N(X)= Y, 'Nl,l(x)+(D1 'Nl,z(x)+Y2 'N1,3(X)+ Y, ’N1,4(X)+(D3 'Nl,s(x)

3 4
= —7.708333333333332.10° m-| x? - >+ 2
2 16
3 4
23.33333333333332:10° m-| - > . x4 L X X
16 32 32

2 3 4
~8.333333333333325-10% rad | = -2+ X
4 16 32

=-2.5-10"-x*+3.125-10"* - x> —1.3020833333333309-10” - x* Om<x<4m

ki je enaka analiticni oz. tocni reSitvi, celotna potencialna energija pa znasa

I7=-413.33333333333286 J.
Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in notranjib staticnib kolicin

Manjkajoce vrednosti precne sile in momenta krajnih vozlis¢ sledijo iz vektotja
sekundarnih spremenljivk (ki predstavlja sili in momenta, ki na element delujeta v zunanjih

vozliscih):
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Q.| [316 376 -512 196 -1.36] 0
Q,, 376 576 -5.12 136 -0.96 0
Q}={Q,t=|-512 -512 1024 -512 512 |-107-{ —7.708333333333332-10° m
Q.4 196 136 -5.12 3.6 -3.76 —23.33333333333332-10° m
Q| |-136 -096 512 -3.76 5.76 | —8.333333333333325-10" rad
~9333.333333333334 60000
\& 60000 N
—2666.6666666666665| | 160000 ’
M, | |-160000 Nm
—{-21333.333333333332 (=< 0 < " i=
A 20000 N
~9333.333333333334 ~20000 ’
M, , 0 Nm
2666.6666666666665 0 ’

kjer pri pretvorbi predznakov za pridobitev vrednosti NSK uporabimo Ze znana pravila.
Poprocesirange: igralun funkcije upogibnega momenta 3 odvajanjem funkcije precnega pomika

Ker je pridobljena to¢na funkcija precnega pomika, lahko toc¢no funkcijo upogibnega
momenta najlazje dobimo kar po definiciji z dvakratnim odvajanjem funkcije precnega

pomika:

2
MZLN(X)zEI-d%’g(X)zs.z-107 ((£5-10° +1.875-10° - x ~1.5624-10 - x°)
X

=-160000 + 60000 - x —5000 - x Om<x<4m
Odvajanje izraza vodi do izraza za precne sile:

V,.x(x)=60000-10000-x ~ Om<x<4m

ki je enak pravi resitvi obravnavanega primera.
Poprocesirange: iskange funkcije upogibnega momenta in precne sile 3 interpolacijo

Ce Zelimo uporabiti oblikovne oz. interpolacijske funkcije, ki smo jih e uporabili za
izracun funkcije precnega pomika, potrebujemo vrednost momenta v vmesnem vozliscu,
ki pa ni na razpolago. Zato lahko uporabimo standardne H1 interpolacijske funkcije
koncnega elementa z dvema vozliScema in S§tiri prostostnimi stopnjami. Funkcija

upogibnega momenta je tako:
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M, \(x)=-160000+60000-x —5000-x*  O0m<x<4m

Odvajanje izraza za upogibni moment vodi do izraza za precno silo:

V, x(x)=60000-10000-x ~ 0m<x<4m

ki sta enaka pravi resitvi obravnavanega primera.
2. pristop - diskretizacija s konlnim elementom s Sestinii prostostninmi stopnjani

Najmanjso smiselno diskretizacijo dobimo z enim kon¢nim elementom. Pri diskretizaciji
z enim konénim elementom so neznanke sedaj vertikalni pomik Y (oz. »2) in pripadajoci
zasuk @ notranjega vozlisca ter vertikalni pomik Y3 in pripadajoci zasuk @; desnega

konca.

| 2 m

Slika 98: Izbrana diskretizacija z enim kon¢nim elementom s 6 prostostnimi stopnjami

Togostna matrika edinega elementa je:

5092 1138 3584 1920 1508 242 |
Le2 Le Le2 Le Le2 Le
38 g5 8% 55 22 54
Le Le Le
3584 896 7168 o 3584 896
k] EIl, | L] L, L/ L’ L,
3[eLe | 2050 9 a0 P20 30
Le Le
(1508 242 3584 1920 5092 1138
L’ L, L’ L, L/ L,
22 gy B0 gy B85y
L Le Le Le _
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[k.]=10"- |

[-7.2742857143- - - 65028571429 - - — 5:12 - - 10.97142857F - - —2:1542857143- - - 1:3828571429-

65028571429~ - 7.58857H4286 -~ - 5:12- 7. 3142857143 -- - 13828571429 --0:8685714286 -
1-5.12 512 ! 1024 0 ~5.12 5.12

10.5'971428571 73142857143 1 0 29257142857 —10.971428571  7.3142857143

—2.1542857143 —1.383:18571429 ~5.12 —10.971428571 7.27428571429 —6.5028571429

| 13828571429 0.8685714286

5.12 7.3142857143  —6.5028571429 7.58857142857 |

Obtezni vektor je:

14)  [=9333:333333333334

L | |=26666666666666665

fFloq e :’2'2'1'333?3}5333'3'55533'2'%
7760 |0 0 :
14| | -9333.333333333334 |

—L)  |{.2666.6666666666665 |

Bistvene enacbe konstrukcije so:

10.24 0 -5.12 5.12 v,
0 29.257142857 —10.971428571  7.3142857143 107 D,
-5.12 -10.971428571 7.27428571429 —6.5028571429 v,
5.12 7.3142857143 —6.5028571429 7.58857142857 D,
—21333.333333333332 0 —21333.333333333332
0 0 0
| —9333.333333333334 " ~20000( | -29333.333333333334
2666.6666666666665 0 2666.6666666666665

ki imajo resitve:

v, —7.708333333333332-10° m
D, |-6.666666666666718-107 rad
v, [ ] -23.33333333333332:10° m
OR —8.333333333333325-10” rad

Dobljene vrednosti so toc¢ne (in enake vrednostim, ki so bile dobljene pri diskretizaciji z

dvema koncnima elementoma tipa V-V).
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Poprocesirange: iskanje funkcije precnega pomika
Interpolacijske funkcije so:

3 4 5
N171(X):1—2-X2+33 X _17 X +3 X

16 32 64 128
2 3 4 5
le(x)= _3 X +13 X _3 X +X— 0om<x<4m
’ 2 16 16 64
3 4
N13(x)—x2—x—+x— Om<x<4m
2 16
5.x4 Xx°

s 16

_7-x 17x7 13-x" 3-x°
16 32 64 128
x> 5.x7 x* 3.x°

4 16 8 64

Resitev za funkcijo pomika je tako:

ViN (X): Y, Ny, (X)"' D, -N,, (X)"' Y, Ny, (X)"' D, N, (X)+ Y; N (X)+ ®,-N, (X)
=-25-107-x*+3.125-10" - x*> —1.3020833333333309-10" - x* Om<x<4m

ki je enaka analiti¢ni reSitvi (kljub temu, da so bili uporabljeni polimomi visje stopnje, kot
nastopajo v analiti¢ni resitvi, je vrednost koeficienta, ki pripada clenu x°, enaka ni¢, zaradi

zaokrozevanja pa se lahko pojavi zelo majhna vrednost). Celotna potencialna energija pa

ponovno znasa /1= -413.33333333333286 ].
Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in notranjib staticnib kolicin

Manjkajoce vozlis¢ne vrednosti precne sile in momenta krajnih vozlisca sledijo iz vektorja

sekundarnih spremenljivk:
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Q.| [ 7274 6503 =512 10971 -2.154 1383 | 0
Q., 6.503 7.589 —5.12 7314 1383 0.869 0
Q- Qu|_[-512 -512 1024 0 -512 512 107 ~7.7083-10° m
YlQu| 10971 7314 0 29257 -10.971 7.3143 ~6.6667-107 rad
Q| [-2.154 -1383 -5.12 -10971 7274 -6.503 ~23.3333-10° m
Q| | 1383 0869 512 73143 -6.503 7.589 | —8.3333-107 rad
—9333.333333333334 60000
—2666.6666666666665| | 160000 \'& 60000 N
_]-21333.333333333332| _| 0 N M, | _]-160000 Nm
0 0 V,; 20000 N
—9333.333333333334 —20000 M, ; 0 Nm
2666.6666666666665 0

Pri izracunu funkcije upogibnega momenta z interpolacijo smo torej omejeni na uporabo
H1 interpolacijskih funkcij kon¢nega elementa z dvema vozlis¢ema in 4 prostostnimi

stopnjami, kar pa vseeno vodi do to¢ne funkcije upogibnega momenta.
Poprocesirange: igralun funkcije upogibnega momenta 3 odvajanjem funkcije precnega pomika

Ker je pridobljena to¢na funkcija precnega pomika, lahko to¢no funkcijo upogibnega
momenta dobimo kar po definiciji, torej z dvakratnim odvajanjem funkcije precnega

pomika:

2
MZLN(X):EI-d%g(X):3.z-107 ((£5-10° +1.875-10° - x - 1.5624-10 - x°)
X

=—-160000 + 60000 - x — 5000 - x* Om<x<4m

3. pristop - diskretizacija s priblignim konlnim elementom s petimi prostostnimi stopnjami — ipeljanin

s polinomi 3. stopnje/ s pomoijo podajnostne matrike

Najmanjso smiselno diskretizacijo dobimo z enim konénim elementom. Pri tej

diskretizaciji so neznanke vertikalni pomik notranjega vozliséa Y. (oz. »2) ter vertikalni

pomik Y7 (oz. »3) in pripadajoci zasuk @; desnega konca.
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| 2m |

Slika 99: Izbrana diskretizacija

Togostna matrika edinega konénega elementa je (za primer, ko se vozlis¢e v polju nahaja

na sredini konc¢nega elementa):

(60 18 9% 36 _6
LeZ Le LCZ LCZ Le
B, 2 6

LC Le Le
EI, 96 24 192 96 24
kJ-—=|-— -&— = -—% —
Le Le Le Le Le Le
6 6 % 6 18
Le2 Le LeZ Le2 Le
6, 24 18

LC LC Le

L8316 48 8- -12]
1736 516" -=48 - 1:2---~08

[k.]=|-4.8 -48

1 96 —4.8 48!(-10
1.8 12 1-48 3 -36

12 —081 48 —36__56 |

Obtezni vektor je:

1
5 ———————— =10000 -------
= -3333:3333333333335
_Loq )24 - YTy
E}= 1 =11 20000 .
2 1 ! |
A | ~10000 !
2L 3333.3333333333335 |

24
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Bistvene enacbe konstrukcije so:

96 —-48 438 v, —20000 0 —20000
-48 3 =36[10" v, = —-10000 +4¢—=20000 ;= —30000
48 -36 5.6 D, 3333.3333333333335 0 3333.3333333333335

Iskani nenicelni pomiki so:

v, —7.708333333333332-10° m
v, =1 —23.33333333333332:10° m
D, —8.333333333333325-10" rad

Vse vrednosti se spet popolnoma ujemajo z analiticnimi vrednostmi (dobljenimi npr. z

reSevanjem diferencialne enacbe ali virtualnim delom).
Poprocesirange: iskanje funkcije precnega pomika

Interpolacijske funkcije za pre¢ni pomik so sedaj polinomi 3. stopnje:

3
N, (x)=1- oo x? 42X Om<x<4m
’ 16 32
2 3'X3
le(x):x—— X"+ Om<x<4m
8 16
3
NH(X)—3 xz—XT Om<x<4m
3 ,.3x
=——-"X Om<x<4m
W) ==X+
x? X’
N =——— Om<x<4m
)=

Resitev za edini koncni element je tako:

Vin (X) =Y, - Nl,l(X)+ D, -N,, (X)+ Y, N, (X)+ Y;- N1,4(X)+ D;-N, 5 (X)
=-2.447916666666672-107 - x> + 2.6041666666666726-10 - x° Om<x<4m
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ki pa sedaj 77 enaka analiti¢ni resitvi, pri cemer celo velja:

v x(4)=-0.0225 m # v, =-23.33333333333332:10° m

X [m]

-0.005 |
-0.01 |
-0.015 |
1 priblizni KE s 5 p.s.
2002 | — toc¢na resitev
v(x) [m]

Slika 100: Primerjava upogibnic

Celotna potencialna energija znasa /1 = -396.52777777777754 |, kar je vrednost z -
4.065860215053881 % napake, kar je opazno slabsi rezultat kot je bil dobljen z dvema
odsekovnima kubnima funkcija dveh standardnih konénih elementov v prejsnjem

primeru.
Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnih spremenljivk in notranjib staticnih kolicin

Manjkajoce vrednosti precne sile in momenta krajnih vozlis¢ sledijo iz vektorja

sekundarnih spremenljivk:

Q.| [ 3 36 -48 18 -1.2] 0
Q., 36 56 -48 12 -08 0
{Q}=1Q,,f=[-48 -48 96 -48 48 |-107-1-7.708333333333332:10° m
Q.. 1.8 12 -48 3 -36 —23.33333333333332-10° m
Qs| [-12 -08 48 -36 56 | —8.333333333333325-10" rad
—10000 60000
\ 60000 N
—3333.3333333333335| | 160000 ’
50000 0 M,,| |-160000 Nm
— — = —> =
v, 20000 N
—10000 —20000 ’
M, , 0 Nm
3333.3333333333335 0 ’
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kjer pri pretvorbi predznakov za pridobitev vrednosti NSK uporabimo Ze znana pravila.

Pri izracunu funkcije upogibnega momenta z interpolacijo smo torej omejeni na uporabo

H1 funkcij koncnega elementa z dvema vozliS¢ema in 4 prostostnimi stopnjami.
Primer 7.a — Kontinuirni nosilec, na obeh straneh polno vpet

Za dani betonski nosilec (E = 30 GPa) pravokotnega prereza (b/h = 0.3m/0.4 m),
obremenjen z enakomerno zvezno obtezbo ¢ = 18 kN/m', dolo¢i funkcijo precnega

pomika vzdolz konstrukcije, funkciji notranjih stati¢nih kolicin ter reakcije v podporah.

g= 18 kN/m’
SRR R RN RN RN RN RN NN NNY!
Agp E Ac D
\ 4m 5m | 4 m

|
\ \ { \

Slika 101: Obravnavani kontunuirni nosilec
Resitev

Ceprav za vsako polie in posledi¢no vsako to¢ko kontinurnega nosilca velja ista
diferencialna enacba, iz katere sledi funkcija precnega pomika, ima ta diferencialna enacba
zaradi notranjih podpor tri razlicne medsebojno vezane odsekovne resitve. Najmanjse
smiselno in uporabno stevilo konc¢nih elementov za diskretizacijo je zato tri. Uporabljeni

bodo trije standardni koncni elementi.

v
A Y, “Y3 Y,
Ay, 4 O, A A OV |
! ) @, —~—
NEES Oy . P (O
M 1 \| ) X Y
VA VB VC V]:

Slika 102: Izbrana diskretizacija

Prostostne stopnje so Y7, @y, Yz, @2, Y3, @5, Yy in @y, ki predstavljajo vozliséne vertikalne
pomike in zasuke (primarne spremenljivke), od katerih sta neznani samo dve vrednosti
(CDQ n @3)
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Za prvi in tretji koncni element, ki sta enake dolzine, sta togostni matriki medsebojno

enaki:

9 18 -9 18

18 48 —18 24|
10

-9 18 9 -18

18 24 -18 48

[Kl]: [K3]:

Elementa imata tudi enaka obtezna vektorja:

—-36000

—24000

-36000
24000

{FI}Z{F3}:

Vektorja sekundarnih spremenljivk pa sta:

Q1,1 Vy,l Vi Q3,1 Vy,sdesno Vy,3dcsn0
{Ql}: Ql,z _ _Mz,l _ MA { 3}: Q3,2 _ _Mz,3 _ _Mz,3

Q1,3 - Vy,Zlcvo - Vy,Zlcvo Q3,3 - Vy,4 VD

Q1,4 M,, M,, Q374 M,, -M,

Za drugi kon¢ni element je togostna matrika enaka:

4.608 11.52 —-4.608 11.52

11.52 384 —-11.52 19.2 s
[Kz]_ -10

—-4.608 -11.52 4.608 -11.52
11.52 19.2 -11.52 384

obtezni vektor in vektor sekundarnih spremenljivk pa sta:

— 45000 Q,, Vy 2desno

(F, |- —37500 Q)= Q| _ ) "My
— 45000 Qs [~ Vysiewo

37500 Q.4 M, ,

ter
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Tako lahko zapiSemo naslednje tri matricne enacbe:

[Kl]'{Ul}: {F1}+ {Ql}

9 18 -9 18 0 =36000| Q| [—36000 v,
18 48 -18 24 106 0| _)=24000] Q| _|—24000] ] -M,,

-9 -18 9 -18 0 —36000| Q5| |=36000| |-V, .,

18 24 -18 48 @, 24000 Q4 24000 M,,
[Kz]'{Uz}:{Fz}"‘{Qz}

[4.608 1152 -4.608 11.52 01 |=450001 Q| [=45000) |V, i
1152 384 —1152 192 | o @, |=37500( |Qu,(_)=37500| |-M,,
~4.608 —11.52 4.608 —11.52 0| |-45000| |Q,5| [—45000| |-V, .,
| 11,52 192 -11.52 384 D, 37500 | |Q,, 37500 M, ,
[K3]'{U3}:{F3}+{ 3}

9 18 -9 18 0 —36000| Q| [—=36000] |V, imo

18 48 -18 24 100 sl —24000 Q.| _|-24000{ |-M,,

-9 -18 9 -18 0 —36000| |Q,,| |—-36000{ |-V,

18 24 -18 48 0 24000 Q4 24000 M,,

V treh matri¢nih enacbah, ki skupaj predstavljajo 12 enacb, nastopa deset sekundarnih

spremenljivk
(Vy,l' Mz,l' Vy,Zlevor Mz,Zr Vy,Zdesno' Vy,3levor Mz,3r Vy,3desnor Vy,4r Mz,4)

ter dve neznani primarni spremenljivki (zasuka @, in @;). Sistem je sicer korektno resljiv,
vendar je njegovo resevanje neekonomicno s staliS¢a racunskega napora, in hkrati tudi

neprakti¢no, saj se neznanke nahajajo na obeh straneh enacb.

Formalni pristop resevanja (sestava enacb celotne konstrukcije in naknadna eliminacija
odvecnih enacb) vodi do sistema zgolj osmih enacb. Tudi tak pristop, ¢eprav korekten, s
staliS¢a racunskega napora ni smiseln, saj sta neznana zgolj dva zasuka (v vmesnih
podporah), kar pomeni, da je potrebno resiti osem enacb za pridobitev dveh primarnih

neznank.

Zato namesto tvorbe celotnega sistema enacb oz. matricne enacbe celotne konstrukcije
(togostne matrike celotne konstrukcije in obteznega vektorja celotne konstrukcije)
tvorimo samo bistvene enacbe konstrukcije, pri ¢emer iz togostnih matrik in obteznih

vektorjev elementov upostevamo zgolj clene, ki pripadajo neznanima nenicelnima
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primarnima spremenljivkama. Ker imamo dve neznani primarni spremenljivki (dva

zasuka), pripravimo sistem dveh enacb z dvema neznankama:
o, @,
o,[. .7 (@) [
o, . .||o,] |

Iz togostne matrike in obteznega vektorja prvega elementa odc¢itamo zgolj clene, ki

pripadajo neznani primarni spremenljivki:

Y, [9A8~D 18 Y, {=36000
O, |18 48 fffff =824 o @ =24000
Y, |[—9--—18--G--—18 Y, ]=36000
@, |18 24 -18 @, | || 24000

in jih vnesemo na ustrezna mesta v sistemu enacb:
(D2 q)3
®,[48 .7 [®,] (24000
o, . .|| | .

Tudi iz togostne matrike in obteznega vektorja drugega elementa od¢itamo zgolj ¢lene, ki

pripadajo neznanima primarnima spremenljivkama:

Y, Y;

Y, [-4608-H1:52-=4.608 1152 Y, (45000
] | 1152 [384] -1152 1o —37500)
Y, | 4608 —11.524.608 ~11:52 Y, |=45000
11i52 ~11.52 [@,] |[37500|

in jih vnesemo na ustrezna mesta v sistemu enacb:

@, @,

@2{48+38.4 0+19.2} ] {@2} {24000—37500}
-10° - =

@, 04192 0+38.4 @,/ | 0+37500
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Na koncu Se iz togostne matrike in obteznega vektorja tretjega elementa odcitamo zgol;

clene, ki pripadajo neznani primarni spremenljivki:

Y, Y, @,
Y, 918 =918 Y, [=36000
o, |18 18 24| o @] [-24000
Y, [=9-=18--9=I8 Y, |=36000
O, |1824=18 48 D, |-24000-

Sistem tako dobi dokonc¢no obliko (dejanskih vozlis¢nih koncentriranih obtezb namrec
ni):

ch CI)3
@, {48+38.4+O 0+19.2+0 } Lo° {@2}_{24000—37500%}

®,|0+19.2+0 0+38.4+48 D, 0+37500-24000

Oziroma
86.4 19.2 o | Dy —-13500
106 . -
19.2 86.4 D, 13500
ki ima resitvi:

®,| [-2.008928571428571-10"
OR 2.008928571428571-10™

ki sta to¢ni vrednosti.
Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in notranjib staticnib kolicin

Vozliscne vrednosti sekundarnih spremenljivk prvega elementa sledijo iz matricne enacbe

prvega koncnega elementa:
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9 18 -9 18 Y,] [-36000] [Q,,
18 48 -18 24 10° . D, _ —24000 N Q.
-9 -18 9 -18 Y, —-36000 Q,;
18 24 -18 48 ®,| | 24000 | |Q,,
ki vodijo do
Q=[x ]-{u}-{r}
Q,] [o 18 -9 18 Y, (-36000
Qu|_[18 48 18 24 |0, l%ooo
Q,; -9 -18 9 -18 Y, —-36000
Q.| [18 24 -18 48 @,| | 24000
9 18 -9 18 0 -36000
_ 18 48 -18 24 106 0 ~ —24000
-9 -18 9 -18 0 -36000
18 24 —-18 48 —2.008928571428571-10™* 24000
Q. 32383.928571428572 Vi 32383.928571428572 N
Q. 19178.571428571428 M, B —19178.571428571428 Nm
Q[ | 39616.07142857143 V,eo| | —39616.07142857143 N
Q4 —33642.857142857145 M,, —33642.857142857145 Nm

Vozlis¢ne vrednosti sekundarnih spremenljivk drugega elementa so:

Q,,| [4608 1152 -4.608 11.52 Y,] [-45000

Q| _| 1152 384 1152 192 | o |&,| |-37500

Q,,[ |-4608 —11.52 4608 —11.52 Y, [ |-45000

Q,,| [ 1152 192 -1152 384 ®,| | 37500
4608 11.52 —4.608 11.52 0 — 45000

| 1s2 384 1152 192 | ~2.008928571428571:10*| | -37500
~4.608 —11.52 4.608 -11.52 0 — 45000
1152 192 -1152 384 2.008928571428571-10°* 37500

Q,, 45000 V, 2o 45000 N

Q| _| 33642.85714285714 | | M,, | _|-33642.85714285714 Nm

Q,, 45000 V, v —45000 N

Q,, —33642.857142857145 M, ; —33642.857142857145 Nm
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Vozlis¢ne vrednosti sekundarnih spremenljivk tretjega elementa so:

Q,] [9 18 -9 18 Y,] (-36000
Q.| |18 48 -18 24| o Jd( |-24000
Q.| |-9 -18 9 -18 Y,[ |-36000
Q.| |18 24 -18 48 ®,| | 24000

9 18 -9 18 0 ~36000
_[18 48 18 24 o |2.008928571428571-10°| _|-24000

9 -18 9 -1I8 0 ~36000

18 24 -18 48 0 24000

Q,, 39616.07142857143 V, e 39616.0714285714 N
Qi | _ | 33642.857142857145 | | M, | |-33642.857142857145 Nim
Q,,| | 32383.928571428572 v, ~32383.928571428572 N
Q,.| |-19178.571428571428 M,, ~19178.571428571428 Nm

Sekundarne spremenljivke predstavljajo vozliséni sili in upogibna momenta na navidezno

prostem koncnem elementu.

Poprocesirange: izralun reakcij iz izraiunanih NSK

Ker so znane vozli§¢ne vrednosti notranjih stati¢nih kolicin, lahko te vrednosti uporabimo

za izracun vozlis¢nih reakcij (alternativna moznost je njihov izracun iz matri¢ne enacbe

konstrukcije). Tak pristop je Se posebej ugoden, kadar je v posamezni podpori prikljucen

en sam koncni element.

Tako sledijo iz ravnotezja vertikalnih sil in momentov (v skladu z izbranimi usmeritvami

reakctj):

V.-V, =0V, =V, =32383.928571428572 N
M, +M,, =0>M, =-M,, =—(~19178.571428571428) Nm = 19178.571428571428 Nm

\Y

y,2levo

=84616.07142857142 N

+V; =V

y,2desno

=0->V,=V

-V

y,2levo

= 45000 N —(—39616.07142857143)

y,2desno
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v

y,3levo

=84616.07142857142 N

+V. -V

y,3desno

=0->V.=V

y,3desno

-V

y,3levo

=39616.07142857143 N —(—45000)

V,+V,, =0V, =-V, , =(~32383.928571428572) = 32383.928571428572 N
M,-M,,=0—->M,=M,, =-19178.571428571428 Nm

Poprocesirange: izralun reakcij iz vektorjev sekundarnib sprementjivk

Za dolocitev vozliscnih reakcij je najugodnej$a pot uporaba vektorjev sekundarnih
spremenljivk. Za reakciji v levi podpori, kamor je priklju¢en samo prvi koncni element,
uporabimo vektor sekundarnih spremenljivk prvega koncnega elementa, odkoder sledi iz

prvih dveh ¢lenov:

132383.928571428572
[19178.571428571428!  V, =32383.928571428572 N

%
39616.07142857143 M, =19178.571428571428 Nm
—33642.857142857145

Pozitivni vrednosti pomenita, da je reakcijska sila usmerjena navzgor, moment pa deluje

protiurno.

Za izracun vertikalne reakcije v tocki 2 uporabimo tretji clen vektorja sekundarnih
spremenljivk prvega konc¢nega elementa in prvi ¢len vektorja sekundarnih spremenljivk

drugega koncnega elementa, odkoder sledi:

32383.928571428572 45000
19178.571428571428 | | 33642.85714285714
39616.07142857143) 45000 |

33642.857142857145 —33642.857142857145

V5 =39616.07142857143 N+45000 N =84616.07142857142 N
Pozitivha vrednost pomeni, da je reakcijska sila usmerjena navzgor.
Za izracun vertikalne reakcije v tocki 3 uporabimo tretji clen vektorja sekundarnih

spremenljivk drugega koncnega elementa in prvi ¢len vektorja sekundarnih spremenljivk

tretjega koncnega elementa:



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

204

45000 39616.07142857143
33642.85714285714 | | |33642.857142857145

_______________________ 45000 | 32383.928571428572

—33642.857142857145 —19178.571428571428

V. =45000 N +39616.07142857143 N =84616.07142857142 N

Pozitivna vrednost pomeni, da je reakcijska sila usmerjena navzgor.

Za dolocitev reakcij v desni podpori, kamor je priklju¢en samo tretji konéni element,
uporabimo vektor sekundarnih spremenljivk cetrtega koncnega elementa, odkoder iz

zadnjih dveh clenov sledi:

39616.07142857143
33642.857142857145 V, =32383.928571428572 N

_________________________________

%
| 32383.928571428572 M, =-19178.571428571428 Nm
—19178.571428571428

kjer pozitivha vrednost pri reakcijski sili pomeni, da je usmerjena navzgor, negativna

vrednost pri reakcijskem momentu pa pomeni, da deluje sourno.

g= 18 kN/m’

R RN RRRRRRNRLYINS

“/A g EI AC \
19178.6Nm /' 4 S 4m N 19178.6 Nm

32383.9N

32383.9N |84616-1 N ‘84616.1 N

Slika 103: IzraCunane reakcije in njihove usmeritve
Poprocesirange: izracun pribligkov funkcij precnega pomika s pomodjo H1 interpolacijskib funkcij

Priblizke funkcije precnega pomika (upogibnice) vzdolz vseh elementov lahko izracunamo
s pomocjo interpolacijskih funkcij.

Za prvi koncni element tako sledi priblizna resitev (xa = 0 in L. = 4 m):
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Y
()
Vl,N(X):{Nl,l(X)aNl,z(X)9N1,3(X)’N1,4(X)}' Yzl
0,

0

16 32 2 16 16 32 4 16 0

—2.008928571428571-10*
=5.022321428571428-107° - x* —1.255580357142857-107 - x° 0<x<4m

Za drugi konc¢ni element tako sledi priblizna resitev v globalnem koordinatnem sistemu

xa=4minL=5m):

YZ
(DZ
Vz,N(X):{Nz,l(X)aNz,z(X)9N2,3(X)’N2,4(X)}' v
3
(D3
243 216-x 39-x> 2.x°]
- + - +
125 125 125 25 0
(324 22x 39-x7 X’ )
_ 35 T 25 125 25 | |—2.008928571428571-10
368 216-x  39-x° 2-x] 0
125 125 125 25 2.008928571428571-10™
144 88-x 17-x* x’
25 25 125 25

=1.4464285714285718-107 —5.223214285714286-10™* - x +4.017857142857143-107 - x°
~1.6940658945086007-10" - x> 4m<x<9m

Za tretji koncni element tako sledi priblizna resitev v globalnem koordinatnem sistemu (xa
=9minL =4m):

<

w2

ViN (X) = {N3,1 (X)a N, (X)v N, (X)a N, (X)}

o < 9
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1183 351-x 33 x°
+

32 32 32 32 .
1521 403-x 35-x> x°
e T 16 16 16| |2.008928571428571.10
1215 351-x 33 x° 0

32 32 32 32 0
1053 315-x 31-x* x°
— + - +

16 16 16 16
— _1.9097377232142852-10"% +5.059988839285713-10" - x —4.3945312499999985-10* - x2

+1.2555803571428568-107 -x® 9m<x<13m

Dobljene funkcije resitve so priblizne, ker so predstavljene s polinomi 3. stopnje, prave

oz. tocne funkcije pa so polinomi 4. stopnje.
Poprocesirange: izralun tolnib funkcij preinega pomika s pomodjo resitev diferencialnib enalh

Funkcije upogibnice lahko izracunamo tudi tako, da za vsak koncni element resimo (sedaj)
samostojno diferencialno enacbo, upostevajoc¢ izracunane vozlis¢ne vrednosti pomika in
zasuka kot (kinemati¢ne) robne pogoje. Na tak nacin dobimo tocne funkcije upogibnice,

ker so vozlis¢ne vrednosti tocne.

Tako za prvi koncni element sledi diferencialna enacba:

4 4
EI-d;’—lgx):q(x) O<x<4m — 4.8-107.d§—lgx)=—18000 0<x<4m
X X

ki ob upostevanju (zgolj) kinemati¢nih robnih pogojev (na voljo so namrec¢ tudi stati¢ni

robni pogoiji):

—L= =, =-2.008928571428571-10™

vodi do resitve:

Vl(x) =-1.997767857142856-10 - x> +1.1244419642857138-10* - x* —1.5625-107 -x* 0<x<4m
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Za drugi koncni element sledi diferencialna enacba:

4 4
EI-dVZ(X)zq(x) dm<x<om — 4810 -2v)

. T =-—18000 4m<x<9m
dx dx

ob kinemati¢nih robnih pogojih:

v,(4m)=Y, =0

%;‘m) = ®, =-2.008928571428571-10"*
v,(Om)=Y,=0

% = @, =2.008928571428571-10"*

Resitev diferencialne enacbe za drugi element (v globalnem koordinantnem sistemu)

znasa:

VZ(X) =—0.018803571428571423+0.014102678571428566 - x —3.7254464285714274-10 - x*
+4.0625-10* -x* —1.5625-107 -x* 4m<x<9m

Za tretji koncni element sledi diferencialna enacba:

. 4
EI-dV3£X)=CI(X) 9Ym<x<I3m — 4.8-107'dV—3A(;X)
Ix dx

=—18000 9m<x<13m

ob kinemati¢nih robnih pogojih:

v;(Om)=Y,=0
% = @, =2.008928571428571-10"
v,(13m)=Y,=0
M:@ =0
dx

Resitev diferencialne enacbe za tretji konc¢ni element (v globalnem koordinantnem

sistemu) znasa:

v,(x)=—-0.23298800223214275 + 0.08549748883928568 - x —0.011658203125 - x
+7.000558035714282-10* - x* —=1.5625-107 - x* Im<x<13m
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Primerjava funkcij pomika pokaze, da so med tocnimi (rdece linije) in pribliznimi

resitvami, dobljenimi z interpolacijskimi funkcijami H1 (¢rne linije), opazne velike razlike:

K\ x [m]

0 2/ 4 o 12
-0.0002 |
-0.0004 | — MKE

—— toc¢na resitev

-0.0006 |
-0.0008 |

v(x) [m]

Slika 104: Primerjava razlicnih reSitev za funkcijo pre¢nega pomika

Notranja deformacijska energija za dobljeno reSitev znasa U = 2.8312507940798373 ],
celotna potencialna energija [/ pa znasa -2.592856348776956 J.

Najvecja razlika med toc¢nimi in pribliznimi resitvami ocitno nastopi pri pomiku na sredini.

Pomik, izracunan s pomocjo interpolacijskih funkcij H1, znasa:
v, (6.5)=-2.511160714285717-10* m

medtem ko to¢ni pomik na tem mestu znasa:
v,(6.5)=-8.614676339285809-10* m

Rezultate, dobljene z uporabo H1 interpolacijskih funkcij lahko izboljSamo z uporabo
gostejse diskretizacije, torej povecanjem Stevila koncénih elementov v racunskem modelu.
Pri uporabi Sestih koncnih elementov v kombinacijah s H1 interpolacijskimi funkcijami

tako sledijo naslednji grafi funkcij pomika (modre linije):
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2/ A6 8 1
-0.0002 |
-0.0004 |
» —— MKE -3 KE
-0.0006 —— MKE - 6 KE
—— toCna resitev
-0.0008 |
v(x) [m]

Slika 105: Primerjava razli¢nih resitev za funkcije pre¢nega pomika

Iz grafov funkcij upogibnice vidimo, da je ujemanje vseh resitev v vozlis¢ih koncénih
elementov popolno, kar pri gostejsi diskretizaciji posledicno vodi do bistveno boljsega
ujemanja s tocnimi vrednostmi tudi izven vozIis¢, pri cemer se je potrebno zavedati, da so
tudi s povecevanjem racunskega modela pridobljene priblizne reSitve, ki se zgolj

pribliZzujejo tocnim.

Notranja deformacijska energija za dobljeno resitev znasa U = 25.444963727678548 | (kar

je bistveno drugacna vrednost kot vrednost iz prve diskretizacije), celotna potencialna
energija [/ pa znasa -25.444963727679642 | in nakazuje boljso resitev.

Poprocesirange: igralun tolnib funkcij precnega pomika s pomodjo H2 interpolacijskib funkcif

Alternativna moznost (ki pa vodi do tocnih resitev) je interpolacija z uporabo Hermitskih
polinomov 2. stopnje, ki vodijo do tocnih resitev za precni pomik Ze ob uporabi minimalne

diskretizacije s tremi konc¢nimi elementi.

Ker sta za vsak element znani Se to¢ni vrednosti upogibnega momenta, ki sta povezani z
drugim odvodom funkcije pre¢nega pomika, lahko tudi ti dve informaciji (poleg informacij
o znanem pomiku in zasuku v vsakem vozliscu) vkljucimo v analizo, s ¢imer dvignemo
red polinoma v interpolacijskih funkcijah (ter posledicno v funkciji precnega pomika) za

dve stopnji. Ustrezne interpolacijske funkcije za prvi koncni element so tako:
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14(X):i'x3_3'7(4‘|‘i'x5 Om<x<4m
: 32 256 512

Los e 3
47 64 256
1o(x)=2.6041666667-107 - x> —1.302083333-10” - x* +1.62760416667-10"° . x° 0m<x<4m

Om<x<4m

Naceloma sicer priblizna, vendar sedaj tocna resitev za funkcijo precnega pomika prvega

koncnega elementa je tako:

ViN (X): Y, 'Nl,l(X)+cD1 'N1,2(X)+Mz1 ‘N3 (X)"" Y, 'N1,4(X)+ ®,-N,; (X)+M22 'Nl,s(X)
=-1.9977678571428566-10™* - x* +1.124441964285714-10* - x> —1.5625-107 - x* 0<x<4m

Resitev v obliki polinoma 4. stopnje je tocna, torej enaka resitvi diferencialne enacbe.

Opomba: ker je resitev sestavljena s pomocjo polinomov 5. stopnje, se lahko zaradi

zaokrozevanj pojavi zelo majhen ¢len x°, ki pa ga ignotiramo.

Interpolacijske funkcije za drugi koncni element (v globalnem koordinatnem sistemu) so

tako:
21()():44469 —7776-x+2808-x2—482-x3+ 39 K 6 O Am<x<9m
3125 625 625 625 625 3125
sz(x)=20412—4131-x+1512-x2—254-x3+i-x4—i-x5 Am<x<9m
’ 625 125 125 125 25 256
N2,3(X)=9.72'10_7 —8.1-107-x +2.5875-107 - x* —3.958333333333332-10° - x°
+2.916666666666666-10” - x* —8.333333333333332-10™"" - x° 4m<x<9m
NM(X):—41344+7776-X—2808~X2+@-x3—£-x4+i~x5 4m<x<9m
’ 3125 625 625 625 625 3125
Nz,s(x)=18432 _ 704 +1296~ 2—228-x3+ 19 K 3 O Am<x<9m

625 25 125 © 125 125 256
N, (x)=-432:107 +4.2-107 -x ~1.5833333333333328-107 - x> + 2.875-10* - x°

-2.5-10” -x* +8.333333333333332-10"" - x’ 4m<x<9m
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Naceloma sicer priblizna, vendar sedaj tocna resitev za funkcijo precnega pomika drugega

koncnega elementa je tako:

V2,N(X): Y, Ny, (X)+®2 'Nz,z(x)+Mz2 'N2’3(X)+Y3 'N2,4(X)+q)3 ’Nz,s(x)+Mz3 'Nz,ﬁ(x)
=—1.880357142857142-102 +1.4102678571428565-10 - x —3.725446428571427-107 - x>
+4.0625-10* -x* —1.5625-107 - x* 4m<x<9m

Resitev v obliki polinoma 4. stopnje je tocna.

Interpolacijske funkcije za tretji kon¢ni element (v globalnem koordinatnem sistemu) pa

SO:

()_432809 205335 19305 , 1795 . 165 ., 3 om<x<l3m

X )= j— .
> 512 512 256 256 512 512

N (x)—454779—214799-x+20007-x2—1839~x3+£-x4—i-x5 om<x<l3m
2 256 256 128 128 256 256 oo

N,,(x)=2.896435546875-10° —1.312060546875-10" - x +2.357096354166666 -10° - x*
~2.099609375-107 - x> +9.27734375-10° - x* —1.6276041666666662-10"° - x°

N, (x)o 432297 205335 19305 , 1795 ., 165 . 3 om<x<l3m
’ 512 512 256 256 © 512512

N, () 407511195615 18603 ., 1751, 163 ., 3 om<x<iim
’ 256 256 128 128 © 256 © 256

N, (x) =-2.0052246093749993-10"° +9.769042968749997 -10° - x —1.8896484375-10° - x*
+1.813151041666666-107 - x* —8.626302083333332-10” - x*
+1.6276041666666662-10™ - x° 9m<x<13m

Tocna resitev za funkcijo precnega pomika tretjega konénega elementa v obliki polinoma

4. stopnje je torej:

ViN (X): Y, 'N3,1 (X)+(I)3 'Ns,z(X)+ M., 'N3,3(X)+Y4 'N3,4(X)+CD4 'N3,5 (X)+Mz4 'N3,6(X)
=—0.23298800223214278 + 8.54974888392857-107 - x —1.1658203125-1072 - x>
+7.000558035714288-10* - x* —1.5625-107 - x* O9m<x<I13m

Notranja deformacijska energija za tocne funkcije znasa U = 26.960491071427104 ],
celotna potencialna energija [/ pa znasa -26.960491071358152 J.
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Poprocesirange: iskange funkcij upogibnega momenta in precne sile

Z uporabo (ze znanih) H1 interpolacijskih funkcij za prec¢ni pomik z uporabo vozlis¢nih

vrednosti notranjih staticnih kolicin sledi za prvi konéni element:

M, x (X) =M, N, (X)+ Vy,l ‘N, (X)+ M, sievo " Nis (X)+ V. sievo " Nig (X)
=—19178.571428571428 N, (X)+ 32383.928571428572-N, , (X)—33642.857142857145 . N1’3(X)

~39616.07142857143-N,(x)
=—19178.571428571428 +32383.928571428572 - x —9000 - x* 0<x<4m

ki je enaka tocni funkciji porazdelitve upogibnega momenta.

Za drugi koncni element velja:

M, (X): M, sdesno "Ny, (X)"'M "Ny, (X)+Vy,3levo "Ny, (X)
=-33642.85714285714-N, ,(x)+45000- N, , (x)-33642.857142857145- N, , (x)-45000- N, , (x)
=-357642.85714285716 +117000-x —9000 - x 4m<x<9m

: N2,1 (X)+ Vy,2desno z3levo

Za tretji koncni element velja:

M3,N (X) = Mz,3desn0 : N3,1 (X)+ Vy,3desno : N3,2 (X)+ Mz,4lev0 ' N3,3 (X)+ Vy,4lev0 : N3,4 (X)
=-33642.857142857145-N,,(x)+39616.07142857143-N, , (x)-19178.571428571428 - N, ,(x)

—32383.928571428572-N,,(x)
=—1.1191875-10° +201616.07142857136-x —9000- x Im<x<13m

Vse funkcije so enake tocnim.

M, [Nm]

—— MKE + H1
-30000¢ — odvod upogibnice
toCna resitev
-20000
-10000¢
: ‘ ‘ : ‘ . x [m]
10000 |
20000 |

Slika 106: Primerjave grafov razli¢nih funkcij upogibnega momenta
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Iz slike 106 vidimo, da so to¢ne (rdece linije) in priblizne resitve iz interpolacijskih funkcij
H1 (¢rne linije) identi¢ne (¢rne krivulje popolnoma prekrijejo rdece, ki tako niso vidne),
priblizne resitve iz odvodov priblizkov funkcij pre¢nega pomika (zelene linije) pa opazno

odstopajo.

Funkcije upogibnega momenta bi lahko dobili tudi s superpozicijo. Za prvi konéni element

zapisemo splosno funkcijo linearne razporeditve upogibnega momenta med vozliscema:
M, (X) =A+B-x

kjer sta A in B neznani konstanti. Dolo¢imo ju tako, da sta izpolnjena staticna robna

pogoja (alternativno pa bi lahko funkcijo dolocili z uporabo HO interpolacijskih funkcij):

M, (0)
M, (4)

—19178.571428571428 Nm
—33642.857142857145 Nm

Za prvi koncni element tako sledi funkcija linearne razporeditve momenta med

vozlis¢ema:
MO(X)= —19178.571428571428 —3616.0714285714294 - x 0<x<4m

Pomoznemu prostoleze¢emu nosilcu dolzine 4 m, obremenjenemu z enakomerno zvezno

obtezbo 18000 N/m, pripada vertikalna reakcija v levi podpori:

18OOOE~4m

Vi =2t =36000 N
in tako sledi funkcija upogibnega momenta:

o 18000 . x? 18000 . x?
M, (x)=V, -x—fmz36000N-x—fm=36000-x—9000-x2 0<x<4m

Sestevek obeh funkcij momenta je ponovno:

M, (x)=M, (x)+M,(x)=-19178.57142857 —3616.071428571-x +36000- x —9000- X’
=-9000-x* +32383.928571428572-x —19178.571428571428 0<x<4m



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

214

Superpozicijo bi lahko uporabili tudi za dolocitvi funkcij upogibnega momenta za

preostala konc¢na elementa.

Ker so znane tudi to¢ne funkcije precnega pomika, bi lahko funkcije upogibnega momenta

izracunali tudi s pomocjo njihovih drugih odvodov.

Odvajanje dobljenih izrazov za upogibni moment vodi do izrazov za pre¢no silo:

V, 1y (x)=32383.928571428565 - 18000 x 0<x<4m
V, o (x)=117000-18000 - x* 4m<x<9m
V, 3 (x)=201616.0714285714 -18000- x* O9m<x<I3m

ki so prav tako enaki to¢nim izrazom obravnavanega primera.

V, [N
400001 v NI —— MKE + HlI
— odvod upogibnice
— analiti¢na reSitev
200007
‘ ‘ : X [m]
0 4 6 8 10 12
-20000 |
-40000 |

Slika 107: Primerjave grafov precne sile

Iz slike vidimo, da so to¢ne (rdece linije) in priblizne resitve iz interpolacijskih funkeij H1
(¢rne linije) ponovno identi¢ne (¢rne krivulje popolnoma prekrijejo rdece), priblizne
resitve iz odvodov priblizkov funkcij precnega pomika (zelene linije) pa ponovno opazno

odstopajo.

Opomba: znane toc¢ne funkcije upogibnega momenta sedaj omogocajo, da pridobimo
tocne funkcije precnega pomika tudi z reSevanjem diferencialnih enacb 2. reda (namesto
4. reda, kot je bilo prikazano prej). Pri reSevanju diferencialnih enacb 2. reda je sicer na
razpolago nekoliko manj robnih pogojev, ker staticnih robnih pogojev ne moremo

uporabiti, a je informacij vseeno Se vedno dovol;.
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Primer je pokazal, da lahko neprevidna oz. nekritiéna uporaba minimalnega racunskega
modela, ki sicer omogoci izrac¢un tocnih vozlis¢nih vrednosti pomika in zasuka, z uporabo
H1 interpolacijskih funkcij vodi do nesprejemljivo velikih odstopanj pri funkcijah pomika.
Ceprav je obi¢ajna inZenirska resitev tega problema uporaba kvalitetnejiega modela z veé
prostostnimi stopnjami, dobljenega bodisi z uporabo vecjega stevila konc¢nih elementov
(ki vodijo do odlicnega priblizka), bodisi z uporabo kvalitetnejsih konc¢nih elementov s 5
ali 6 prostostnimi stopnjami (ki vodijo do toc¢nih resitev), to dejansko ni potrebno, saj je
bilo s kvalitetno izvedenim poprocesiranjem rezultatov osnovnega modela mogoce dobiti

tudi tocne funkcije pomika.
Primer 7.b — Pomik podpore kontinuirnega nosilca, na obeh straneh polno vpetega

Za dani betonski nosilec (E = 30 GPa) pravokotnega prereza (b/h = 0.3m/0.4 m),
obremenjen z enakomerno zvezno obtezbo ¢ = 18 kN/m' ter vertikalnim pomikom
podpore B za 10 cm navzdol, doloci funkcijo precnega pomika vzdolz konstrukcije,

funkciji notranjih staticnih kolicin ter reakcije v podporah.

q= 18 kN/m’
A Y Y Y VY Y YV Y Y YV Y YV Y VY YYYIIYY
Ap EL AC D
\ 4m 5m | 4m

I |
1 | f I

Slika 108: Obravnavani kontunuirni nosilec

Resitev

Najmanjse smiselno Stevilo koncnih elementov za diskretizacijo je tri. Vsi trije koncni

elementi so standardni dvovozlis¢ni konc¢ni elementi.

LY,V

Y, ‘Y3 Y,
by, D, ! (O |
) D, _—
N O SO N O
1 il i X
L / ? /
4m % S5m i 4 m MD\'
Va Vs Ve Vb

Slika 109: Izbrana diskretizacija
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Prostostne stopnje so Y7, @y, Yz, @2, Y5, @s, Yy in @y, ki predstavljajo vozliséne vertikalne

pomike in zasuke, od katerih sta samo dve vrednosti (@: in @;) neznani.
Za prviin tretji koncéni element, ki sta enake dolzine, sta togostni matriki enaki:

9 18 -9 18
18 48 —18 24
~9 —18 9 -—18]
18 24 —18 48

06

[KI]Z[KB»]:

Elementa imata tudi enaka obtezna vektorja:

—-36000

—24000

—-36000
24000

Fi=1{R}=

Za drugi konc¢ni element je togostna matrika enaka:

4608 11.52 —-4.608 11.52
11.52 384 —-11.52 192 6
[Kz] = 10

~4.608 -11.52 4.608 -11.52]
11.52 192 -11.52 384

pripadajoci obtezni vektor pa je:

-45000

—-37500

-45000
37500

{Fz } =

V treh matricnih enacbah elementov, ki skupaj predstvljajo 12 enacb, nastopata dve
neznani primarni spremenljivki (zasuka @, in @5) ter 10 sekundarnih spremenljivk
(Vy,l'Mz,l'Vy,Zlevo'Mz,Z'Vy,Zdesno'Vy,3levoer,3rVy,3desnorVy,4er,4)- SiStem je reéljiv, Vendar j€

njegovo resevanje neekonomicno s staliS¢a racunskega napora.
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Namesto tvorbe celotnega sistema enacb (z upostevanjem togostne matrike konstrukcije
in obteznega vektorja konstrukcije), iz togostnih matrik in obteznih vektorjev elementov
zdruzimo oz. upostevamo zgolj clene, ki pripadajo nenicelnim primarnim spremenljivkam
(neznanima zasukoma in znanemu pomiku). Tako sledi sistem dveh enacb z dvema

neznankama, katerega matrika ima v zacetni obliki toliko vrstic, kot je neznanih primarnih
spremenljivk (@, in @j), ter toliko stolpcev, kot je stevilo nenicelnih primarnih

spremenljivk (Y2, @ in @s):

Iz togostne matrike in obteznega vektorja prvega koncnega elementa nato odcitamo in

prenesemo zgolj ustrezne clene, ki pripadajo nenicelnim primarnim spremenljivkam:

Y, [0 18 =9 18 Y, [=36000
® |18 48 —18 24 o0 @ ]-24000
Y, [-9—18 918 Y, |=36000
| [18 24 @, | 24000

Iz togostne matrike in obteznega vektorja drugega kon¢nega elementa elementa prav tako

odc¢itamo in prenesemo zgolj clene, ki pripadajo nenicelnim primarnim spremenljivkam:

Y2 (DZ Y3
Y, [4:608 1152 ~4.608 1152 Y, [=45000
®,| |[1152  384] -11.52 10° @,| [=37500
Y, |—4.608 ~11.52- 4608 ~11.52 Y, |=45000
(1152 192] -11.52 [@,] (37500 |

Tudi iz togostne matrike in obteznega vektorja tretjega koncnega elementa odcitamo in

prenesemo zgolj clene, ki pripadajo nenicelnim primarnim spremenljivkam:
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Y, Y, o,

Y, [9 18 =9 18 Y, [=36000
@) |18 ~18 24 oo 1P |-24000
Y, |=9 =18 9 =I8 Y, |=36000
@, |18 24 —18 48 D, | -24000-
Sistem tako dobi dokoné¢no obliko:
YZ CDZ CD3 Y2

24000-37500 + 0}

O, | -18+11.52+0 48+38.4+0 0+19.2+0 s 1D, =
-10 o 0+37500-24000
3

@, | 0+11.52+0 0+19.2+0 0+38.4+48

oziroma po zdruzitvi clenov:

1
~648 864 1927 ~13500
100 @, b=

1152 192 86.4 13500

3

kar po ureditvi vodi do naslednjega sistema enacb:
—6.48 . 864 19.2]| |D, —-13500
10°-(=0.1)+ - =
11.52 192 864 | D, 13500
oziroma zapisanega v nematricni obliki:

0.648-10° +86.4-®, +19.2-®, =—-13500
~1.152-10° +19.2- @, +86.4- D, =13500

Po ureditvi sledi sitem v matri¢ni obliki:
864 19.2 D, —-13500 —-6.48 6 —-13500 —0.648 6 - 661500
: = - 10°-(=0.1)= + 10° =
192 864 | |0, 13500 11.52 13500 1.152 1165500
ki ima resitvi:

{(DZ} {— 0.011207386363636366 rad}

D, - 0.01598011363636364 rad
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Poprocesirange rexultatov — iskanje sekundarnih sprementjivk in notranjib staticnih kolicin

Vozliscne vrednosti sekundarnih spremenljivk prvega koncnega elementa so:

[Kl]'{Ul}:{F1}+{Q1} : K1 Ul} Fl

Q. 9 18 Y,] [-36000

Q,| |18 48 -I8 @, | J-24000

Q.| [-9 -18 ~18| Y, [ |-36000

Q. |18 24 -18 @, 24000
9 18 -9 18 —36000

_[18 48 -18 24 106 0 | -24000
-9 -18 9 -18 -0.1 ~36000
18 24 —18 48 —0.011207386363636366 24000
734267.0454545458 \& 734267.0454545458 N

_1.555022727272728-10° M,, | |-1.555022727272728-10° Nm

| —662267.0454545458, ” Ve 662267.0454545458 N
1.238045454545455-10° M., 1.238045454545455-10° Nm

Vozliscne vrednosti sekundarnih spremenljivk drugega koncnega elementa so:

Q,, 4.608 11.52 —-4.608 11.52 Y, —45000

Q,, _ 11.52 384  -11.52 19.2 106 D, ~ —-37500

Q,; -4.608 -11.52 4.608 —11.52 Y, —45000

Q4 11.52 192 1152 384 D, 37500
4.608 11.52 -4.608 11.52 -0.1 —45000

_ 11.52 384  —11.52 19.2 106 —-0.011207386363636366 B -37500
-4.608 —-11.52 4.608 —11.52 0 —45000
11.52 192 1152 384 0.01598011363636364 37500

—360818.1818181821 N V —360818.1818181821 N

y,2desno

—1.238045454545455-10° Nm M,, 1.238045454545455-10° Nm
9 > —_—
450818.1818181821 N V —450818.1818181821 N

y,3levo

—791045.454545455 Nm M, —791045.454545455 Nm
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Vozlis¢ne vrednosti sekundarnih spremenljivk tretjega konénega elementa so:

Qs, 9 18 -9 18 Y,] [(-36000
Q| _[18 48 18 24| ]®| |-24000
~Q, [ |-9 -18 9 -18 Y, [ ]-36000
Q.. 18 24 -18 48 ®,| | 24000
9 18 -9 18 0 ~36000
|18 48 -18 24| o |0.01598011363636364| |-24000
9 —-18 9 -—18 0 ~36000
18 24 —18 48 0 24000
323642.04545454565 N V, sgemmo 323642.04545454565 N
| 791045.4545454549 Nm M,, | |-791045.4545454549 Nm
) -251642.04545454565 N | V. | ] 251642.04545454565 N
359522.72727272747 Nm M,, 359522.72727272747 Nm

Poprocesirange rexultatov — izracun reakcyy i3 ixracunanih NSK
Ker so znane vozlis¢ne vrednosti notranjih stati¢nih kolicin, lahko te vrednosti uporabimo
za izracun vozli§énih reakcij (kar je posebej ugodno, kadar v posamezni podpori nastopa

zgolj en element).

Tako sledijo iz ravnotezja sil in momentov (v skladu z izbranimi usmeritvami) v podpori
A:

V,—V,, =05V, =V, =734267.0454545458 N :
’ ’ usmer]ena navzgor

M, +M,, =0—>M, =—-M,, =—(~1.555022727272728-10° | Nm = 1.555022727272728-10° Nm

deluje protiurno
Vertikalna reakcije v podpori B sledi iz ravnotezja sil v vertikalni smeri:

Vy,Zlevo = 0 - VB = V
=-1.0230852272727279-10° N

+Vy -V

y,2desno

-V

y,2levo

=-360818.1818181821—-662267.0454545458

y,2desno

pri cemer predznak — pomeni usmeritev navzdol.
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Vertikalna reakcije v podpori C sledi iz:

Vv

y.3levo

V.=V

y,3desno

+V. -V

y,3desno

-V

y,3levo

=0
=323642.04545454565 N - (— 450818.1818181821 N) =774460.2272727278 N

in je usmerjena Navzgor.
Iz ravnotezja sil in momentov (v skladu z izbranimi usmeritvami) v podpori D sledi:

Vo +V,, =0V, =—V, , =-251642.04545454565 N

usmerjena navzdol

M, +M,, =0—>M, =-M,, =-359522.72727272747 Nm

deluje protiurno

Se enostavneje pa lahko velikosti in usmeritve reakcij pridobimo neposredno iz vektorjev

sekundarnih spremenljivk, kjer reakcije ali njihove komponente preprosto odcitamo:

q= 18 kN/m’ 359522 Nm
1555023 Nm ,HJHHHHHJHHHHHT)
A __‘V B A C D
1023085 N
774460 N '
734267 N 251642 N

Slika 110: IzraCunane reakcije in njihove usmeritve

Poprocesiranje rezultatov — izracun pribligkov funkcije pretnega pomika s pomodjo interpolacijskib
Sfunkcij

Funkcijo precnega pomika vzdolz vsakega elementa sedaj izracunamo s pomocjo
interpolacijskih funkcij. Za prvi koncni element tako sledi priblizna resitev za funkcijo

pre¢nega pomika (x4 = 0min .= 4 m):
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Yl
CDI
VIN(X)={Nl,l(X)’NI,Z(X)’N1,3(X)’N14(X)} %
2
(I)Z
0
2 3 2 3 2 3 2 3 0
— l_X_+2.X_’X_2.X_+X_’X__2.X_’_X_+X_ .
3 27 3 973 277 3 9 -0.1
—0.011207386363636366
=—1.594815340909091-107% - x* + 2.4245383522727274-10 - x* 0<x<4m

Za drugi koncni element tako sledi priblizna resitev za funkcijo pre¢nega pomika (x4 = 4

min[L=5m):

YZ
(DZ
Vz,N(X):{Nz,l(X)>N2,2(X)’N2,3(X)>N2,4(X)}' v
3
(D3
243 216-x 39-x> 2-x°|"
= - - +
125 125 125 25 o1
324 22x 39.x* X' s
_ 35 25 125 25 | )—0-011207386363636366
368_216-x+39-x2_2-x3 0
125 125 125 25 0.01598011363636364
144 88-x 17-x*> x°
25 25 125 25

=0.24760227272727275-0.18513920454545457 - x +3.0196022727272728-10 - x*
—1.4090909090909089-107 - x> 4m<x<9m

zapisana v globalnem koordinatnem sistemu.

Za tretji koncni element tako sledi priblizna resitev za funkcijo precnega pomika (x4 =9

min L, =4 m):
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Y,
O,
V3,N(X):{N3,1(X)’N3,2(X)’N3,3(X)’N3,4(X)}' v
4
o,
183 351x 33 x|
32 32 32 32 0

1521 403-x 35-x> x°
1776 TT16 16 T16l ]0.01598011363636364
1215 351-x 33 x’ 0

32 32 32 32 0
1053 315-x 31-x* x°
- + - +

16 16 16 16
— _1.5191095525568186 +0.40249911221590917 - x —3.495649857954546 102 - x*

+9.987571022727275-10™* - x* Im<x<13m

prav tako zapisana v globalnem koordinatnem sistemu.

Poprocesirange rexultatov — igracun prave funkcije precnega pomika s pomodjo diferencialnih enach
Rezultate za upogibnico lahko pridobimo tudi tako, da za vsak element resimo samostojno
diferencialno enacbo, upostevajo¢ kot robne pogoje (zgolj) izracunane vozlis¢ne pomike
in zasuke. Na tak nacin dobimo toc¢no funkcijo upogiba (kadar so tudi vozliscne vrednosti

pomikov in zasukov tocne).

Tako za prvi koncni element sledi diferencialna enacba:

4
= q(x) 0<x<am—a510- I _ 8000 o<x<am

dx* dx*

ki ob (zgolj) kinemati¢nih robnih pogojih (pti cemer so na voljo se Stirje stati¢ni vozlis¢ni

robni pogoiji):

v,(0)=Y,=0
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vodi do resitve:

v, (X) =-1.619815340909091-107 - x* + 2.549538352272727-107 - x*
~1.56249-10° -x* 0<x<4m

Za drugi koncni element sledi diferencialna enacba:

4 4
EI.dV—ZSX):q(x) 4m<x<9m—>4.8'107-dv—2£X)
dX dX

=-18000 4m<x<9m
ob kinemati¢nih robnih pogoijih:

V2(4 m)=Y2 =—0.1m

w =®, =-0.011207386363636366
X

v, (9 m) =Y, =0

dv,(9 m)

1 =®, =0.01598011363636364
X

Resitev diferencialne enacbe za drugi koncni element znasa:

v,(x)=0.22735227272727276 — 0.17051420454545455 - x + 2.643039772727273-107 - x*
—1.0028409090909092-107 - x*> —=1.5625-10° - x* 4m<x<9m

Za tretji koncni element sledi diferencialna enacba:

4
EI-dV3£X):q(x) 9m<x<13m
dx
4
48107 d;3gx)=—18000 9m<x<I13m
X

ob kinemati¢nih robnih pogojih:

V3 (9 m) =Y, =0

%9@ = ®, =0.01598011363636364
X

vi(13m)=Y,=0

dv3(l3 m)

dx N
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Resitev diferencialne enacbe za tretji koncni element znasa:

\A (X) =—1.733000177556818 + 0.482936612215909 - x —0.04617524857954545 - x*
+1.6862571022727268-107 - x> —1.5625-107 - x* Im<x<13m

Primerjava grafov funkcij pre¢nega pomika pokaze, da med tocnimi resitvami (rdeca linija)
in pribliznimi resitvami (¢rna linija) razlika skoraj ni opazna (kar pa je predvsem posledica

dominantnega vpliva premika podpore):

o~
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : X [m]
2 4 6 8 10 12
-0.02 |
-0.04 |
-0.06 [ —— MKE
—— toc¢na resitev
-0.08 |

[v(x) [m]
Slika 111: Primerjava razlicnih reSitev za funkcijo pre¢nega pomika

Poprocesirange rexultatov — iskanje funkcij upogibnega momenta 3 interpolacijo voliscnih vrednosti
Z uporabo ze znanih interpolacijskih funkcij za pre¢ni pomik za prvi konéni element sledi:

M, (X) =M, N, (X) + Vy,l Ny, (X)"' M,, N, (X) + Vy,Zlevo ‘N, (X)
=-1.555022727272728-10° - N, (x )+ 734267.0454545458 - N, , (x ) +1.238045454545455-10° - N, (x)
+662267.0454545458,- N, (x)

= —1.555022727272728-10° + 734267.0454545458 - x — 9000 - x> 0<x<4m
Za drugi koncni element velja:

M, »x (X) =M,, N, (X)"‘ V, 2desno * Naa (X)+ M,;-N,; (X)+ V. stevo " Nog (X)
=1.238045454545455-10° - N?(x)—-360818.1818181821- N2 (x)— 791045.454545455 - N2(x)

~450818.1818181821- N2 (x)
=2.537318181818186-10° — 288818.1818181835-x — 9000 - x* 4m<x<9m
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Za tretji koncni element velja:
M, sn (X) =M, Ny, (X)+ V, sdesno * Ni (X)"" M, Ny, (X)+ Vya-Nyy (X)

=-791045.4545454549 - N, (x ) +323642.04545454565 - N, , (x )+ 359522.72727272747 - N, ,(x)

+251642.04545454565 N, ,(x)

= —4.432823863636367 -10° +485642.0454545487 - x —9000 - x> 9m<x<13m

Ti izrazi, zapisani v globalnem koordinatnem sistemu, so enaki tocnim.

M, [Nm]
1500000 — MKE
odvod upogibnice
-1000000 | —— toc¢na reSitev
-500000 |
S x [m]
0 2\ 4 6/ 8 10 In]

500000 |

1000000 ¢

Slika 112: Primerjave grafov razli¢nih funkcij upogibnega momenta
Primerjava grafov upogibnega momenta: tocne resitve (rdeca linija), priblizne resitve iz

interpolacijskih funkcij (¢rna linija) in priblizne resitve, ki jih lahko dobimo iz odvodov

priblizkov funkcij pomika (zelena linija) pokaze dobro ujemanje.

Poprocesirange rezultatov — igracun funkcije upogibnega momenta s superpogicijo

Pri pristopu s superpozicijo najprej pois¢emo funkcijo linearne razporeditve med
vozlis¢énima vrednostima upogibnega momenta, nato pa tej funkciji pristejemo funkcijo
razporeditev upogibnega momenta zaradi obtezbe, ki deluje v polju kon¢nega elementa,
pri cemer konéni element obravnavamo kot navidezni samostojni prostolezeci nosilec.

Za prvi konéni element sledi funkcija linearne razporeditve momenta med vozlis¢ema:

M, (x)=—1.555022727272728-10° + 698267.0454545458 - x 0<x<4m
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Za prostolezeci nosilec dolzine 4 m, obremenjen z enakomerno zvezno obtezbo 18000

N/m, sledi funkcija upogibnega momenta:
36000-x —9000- x> 0<x<4m
Sestevek obeh funkcij je:

MZ,IN(X) =-1.555022727272728-10° + 698267.0454545458 - x + 36000 - x —9000 - x*
=-1.555022727272728-10° + 734267.0454545458 - x —9000 - x> 0<x<4m

Za drugi kon¢ni element sledi funkcija linearne razporeditve momenta med vozliscema:
M, (x)=2.861318181818183-10° — 405818.181818182-x 4Am<x<9m

Za pomozni prostolezeci nosilec dolzine 5 m, obremenjen z enakomerno zvezno obtezbo
18000 N/m, sledi vertikalna reakcija v levi podpori:

ISOOOE-Sm

V, = + =45000 N
in funkcija upogibnega momenta je tako:

18OOOE-(X—4m)2

= 45000 N-(x —4 m)— m2

q~(x—4m)2

V,(x—4m)-

=-288000 + 108000 - x —9000 - x* 4m<x<9m
Sestevek obeh funkcij je:

M, (x)=2.861318181818183-10° — 405818.181818182 - x — 288000 + 108000 - x —9000 - x>
=2.537318181818183-10° —288818.181818182-x —9000- x* 4m<x<9m

Za tretji koncni element sledi funkcija linearne razporeditve momenta:

MO(X) =-3.379823863636365-10° + 287642.0454545456 - x Im<x<I13m
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Za prostolezeci nosilec dolzine 4 m, obremenjen z enakomerno zvezno obtezbo 18000

N/m, sledi vertikalna reakcija v levi podpori:

18000ﬁ-4m

V, = + =36000 N
in funkcija upogibnega momenta je tako:

18OOOE-(X—9m)2
=36000N-(x -9 m)- m

(x-9m)
VA-(X—9m)—qf

2
=-1053000 +198000- x —9000- x* 9m<x<I3m

Sestevek obeh funkcij je:

L\ (x) =-3.379823863636365-10° + 287642.0454545456 - x —1053000 + 198000 - x —9000 - x>
=—4.432823863636365-10° + 485642.0454545456 - x —9000 - x* 9m<x<13m

Tako dobljene funkcije so enake tocnim funkcijam, dobljenim bodisi z resevanjem

(locenih) diferencialnih enacb, bodisi z uporabo interpolacijskih funkcij.
Poprocesirange rexultatov — iskanje funkcije precne sile 3 odvajanjem funkcije upogibnega momenta

Odvajanje dobljenih funkcij za upogibni moment, kar je najenostavnejsi matematicni

pristop, vodi do izrazov za precno silo:

V, v (x)=734267.0454545456 — 18000 - x 0<x<4m
V, o (x)=—288818.18181818194 —18000 - x 4m<x<9m
V, 1 (x) = 485642.04545454547 — 18000 - x Im<x<I13m

ki so enaki to¢nim funkcijam obravnavanega primera.
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Vy [N]
o —— MKE
7 T —— todna resitev
600000 odvod upogibnice
400000(
\\
200000¢
‘ ‘ ‘ : X [m]
0 5 i 6 8 10 12
-200000 [
-400000 | —  ——

Slika 113: Primerjave grafov razlicnih funkcij precne sile

Primerjava grafov funkcij precne sile: tocne resitve (rdeca linija) ter priblizne resitve iz
odvoda interpoliranih funkcij momenta (¢rna linija) pokaze popolno ujemanje. Priblizne
resitve, dobljene z odvajanje priblizkov funkcij upogibnega momenta iz drugih odvodov

tunkcij priblizkov precnega pomika, pa izkazujejo opazno slabse ujemanje.
Primer 8 — Obojestransko vpeti nosilec s clenkom

Za dani betonski (modul elasticnosti znasa E= 30 GPa) Gerberjev nosilec pravokotnega
prereza (b/h = 0.25 m/0.4 m), skupne dolzine .= 6 m, obremenjen z enakomerno zvezno
obtezbo g= 12 kN/m’, dolo¢i funkcije notranjih statiénih koli¢in, reakcije v podporah ter

tunkcijo precnega pomika vzdolZz nosilca. Poisci tudi vrednost maksimalnega pozitivhega

momenta.
q= 12 kN/m’
IRERTRERRRRIRIRY!
A B
[ tm T | om
Slika 114: Obravnavani Gerberjev nosilec
Resitev

Ceprav za celoten nosilec velja identi¢na diferencialna enacba, sta njeni resitvi levo in
desno od clenka, kjer nastopi neenakost oz. nezveznost zasuka, razlicni. Posledi¢no je
potrebno uporabiti diskretizacijo z minimalno dvema koncnima elementoma, ki pa

omogocata razlicne moznosti izvedbe.
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1. diskretizacija: uporaba konénil elementov tipoy V'V in C1V7

Pri diskretizaciji s konénima elementoma tipov VV in CV imamo dve prostostni stopnj,

saj sta neznanki vertikalni pomik Y? tocke nosilca, kjer nastopi clenek, ter pripadajoci zasuk

@, na koncu levega (prvega) koncnega elementa.

Y>
|

1. =12 kN’ _T_,
tvevvevvvytlyvevey

A @ q)2,levo - @ El B
4

| : —

Slika 115: Prva diskretizacija s kon&nima elementoma tipov VV in CV

Togostni matriki elementov za izbrano diskretizacijo sta:

—————————

B 515 150 =15 30
[k]— 1540 ””” =15--20 6 [ ]_ :__Q____()__jd 0 10°
YTl-75 15 175 15 2 =150 15 =30

15 20 i-15 40} in 300 --=30-60

~24000° 29000
=16600- L0
=qr------- | F e
) L 24000! 1= 5000
| 16000 | 6600

Bistveni enacbi konstrukcije sta tako:

25 -15] Y, | [-33000
~15 40 D, 0| | 16000

in imata resitvi:

Y, | [-1.6-10°m
q)2,1evo -2.0- 10_4 rad
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Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti notranjih staticnibh kolicin ter reakcj

Vozlis¢ne vrednosti precne sile in momenta prvega koncnega elementa sledijo iz vektorja

sekundarnih spremenljivk:

{Ql}:[Kl]'{Ul}_{Fl}:

75 15 =75 15 0 —24000 33000 \ 33000 N
15 40 -15 20 10° . 0 ~ —-16000 _ 36000 N M,, _ —36000 Nm

-75 =15 75 -15 -1.6-10° m —24000 15000 A\ 15000 N
15 20 -15 40 ~2.0-10" rad 16000 0 M,, 0 Nm

Vozlis¢ne vrednosti precne sile in momenta drugega konc¢nega elementa sledijo iz vektorja
sekundarnih spremenljivk (vrednost zasuka @:gesno, ki je zaradi clenka razlicna od

vrednosti zasuka @z v, sicer ni znana, vendar to ne ovira izracuna):

{Q2}= [Kz]'{Uz}_{Fz}z

15 0 -15 30 -1.6-10° m -9000 —-15000 V,, —15000 N
0 0 0 0 10°. Dy gemo | 0 _ 0 . M,, _ 0 Nm

-15 0 15 =30 0 —~15000 39000 V,; —39000 N
30 0 -30 60 0 6000 —54000 M,, —54000 Nm

Reakcije, ki jih najlazje pridobimo tako, da jih od¢itamo iz vektorjev sekundarnih

spremenljivk, so:

g= 12 kN/m’
\* 54000 Nm
YYYVYYY YYYYVYY VYYD

A /I Q) B

36000 Nm e~

El,

—

4m

2m

N—

33000 N

39000 N

Slika 116: Reakcije analiziranega nosilca
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Poprocesirange: iskange funkcij precnega pomika s pomocjo H1 interpolacijskih funtkcis

Interpolacijske funkcije za prvi koncéni element so:

3, x
N”(X)zl——-x +— Om<x<4m
16 32
1, x°
le(x):x——-x +— Om<x<4m
’ 2 16
3, x°
=— X" —— Om<x<4m
R
1, x’
N14(x) —— X" +— Om<x<4m
’ 4 16

Priblizna resitev za funkcijo pre¢nega pomika prvega koncnega elementa je:

VI,N(X): Y, 'Nl,l(x)"' o, 'Nl,z(x)"'Yz 'Nl,s(x)+ D, oo 'N1,4(X)

=-2.5-10"-x%+3.75-10° - x’ Om<x<4m
za katero vemo, da je priblizna, saj je konc¢ni element obremenjen z zvezno obtezbo.

Interpolacijske funkcije za drugi koncni element so:

N21(><):2-x—2 X+ 4m<x<6m
’ 4 4 16
N,,(x)=0 4m<x<6m
3
N23(x)—1—— x+é X - 4m<x<6m
' 4 16
3
1 3 52 x dm<x<6m

Priblizna resitev za funkcijo precnega pomika drugega kon¢nega elementa (v globalnem

koordinatnem sistemu) je:

Vaxn (X) =Y, 'Nz,l(x)+ D) jesno 'Nz,z(X)+ Y; N, (X)+ ®,-N,, (X)

=-3.6-10°-x+1.2-10°-x>-1-10*-x* 4m<x<6m

za katero prav tako vemo, da je priblizna.
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x [m]
-0.00025 |
-0.0005 |
-0.00075 |

-0.001 |

-0.00125 |
— MKE - interpolacijske funkcije H1
— tocna resSitev

-0.0015 |
v(x) [m]

Slika 117: Primerjava upogibnic

Poprocesirange: iskanje funfkcij precnega pomika s pomodjo H2 interpolacijskib funkcij

Kwvalitetnejsi funkciji pomika dobimo, c¢e v interpolaciji uporabimo dodatne znane
informacije. Ker za levi koncni element Ze poznamo vozliséni vrednosti upogibnega
momenta, ki sta povezani z drugim odvodom funkcije pre¢nega pomika, lahko uporabimo

H2 interpolacijske funkcije, kar vodi do funkcije:

1-0.15625-x° +0.05859375-x* —5.859375-107° - x° 0

x—0.375-x> +0.125-x* —0.01171875 - x° 0
Vi) = 1.25-107"-x* =9.375-107 - x” +2.34375-107 -x" ~1.953125-10™"-x* | | —36000
™ 0.15625-x> —0.05859375-x* +5.859375-107 - x° -1.6-107°
—-0.25-x*+0.109375-x* -0.01171875-x° -2-107

3.125-107-x* —1.5625-107 -x* +1.953125-10"° - x° 0

=-4510"-x*+1.375-10* - x> -1.25-10° - x* Om<x<4m

ki predstavlja to¢no resitev. Kljub temu, da so posamezne funkcije polinomi 5. stopnje, je
dobljena resitev v obliki polinoma 4. stopnje (morebitni koeficient ¢lena x° se lahko pojavi

zgolj zaradi zaokrozevanja in ga posledi¢no lahko zanemarimo).

Ceprav je prva funkcija pre¢nega pomika za drugi konéni element opazno kvalitetnejsa in
je odstopanje od toc¢ne resitve bistveno manjse, lahko izboljsamo tudi to resitev. Za analizo
tunkcije precnega pomika drugega koncnega elementa pa lahko dodatno vklju¢imo samo
vrednost momenta v desnem vozliS¢u (torej tocki B), kar stopnjo polinomske funkcije
precnega pomika sicer dvigne samo za ena, vendar vkljucitev te tocne informacije vseeno

vodi do (prav tako toc¢ne) funkcije precnega pomika za drugi konc¢ni element:
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Vo (x)=-54-10" +1.35-10° - x -=4.5-10* - x> +1.375-10" - x* —=1.25-10° -.x*  4m<x<6m

Iz te funkcije lahko izracunamo tudi tocno vrednost zasuka v zacetnem vozliscu drugega

koncnega elementa:

dv, \ o (4)
dx

=1.15-10" rad

Poprocesirange: iskanje funkcij upogibnega momenta in precne sile

Interpolacijske funkcije za prvi konéni element so enake kot pri izracunu funkcije precnega

pomika in za prvi koncéni element tako velja:

Mz],N(X)= M,, 'Nl,l(X)+ Vy,l 'Nl,z(x)+Mz,2 'N1,3(X)+ Vy,z 'N1,4(X)
=-36000-N, (x)+33000-N,,(x)+0-N, ,(x)+15000-N,,(x)
=—6000-x” +33000-x — 36000 0<x<4m

ki je enaka tocni porazdelitvi upogibnega momenta.

Interpolacijske funkcije za drugi konéni element pa so drugacne kot pri izracunu funkcije

prec¢nega pomika (zapisane v globalnem koordinatnem sistemu):

3
Nz,l(x):—27+l8-x—%-x2+% 4m<x<6m
3
Nz’z(x)=—36+21-x—4‘x2+% 4Am<x<6m
3
N2,3(X):28—18-x+%-x2—% 4m<x<6m
7 x’
NM(X)=—24+16-x—5-x2+T 4m<x<6m

Za drugi konéni element tako velja:

M, x (X) =M, 24esno 'Nz,l(x)+ Vy,z 'Nz,z(x)+ M,;-N,; (X)+ Vy,3 ‘N, , (X)
=0-N,,(x)-15000-N, ,(x)-54000- N, ;(x)-39000- N, ,(x)
=—-6000- x> +33000-x —36000 4m<x<6m
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kar je ne samo toc¢na funkcija upogibnega momenta, temvec je tudi enaka kot funkcija
upogibnega momenta za prvi koncni element (kar pa, ce bi bila funkcija zapisana v

lokalnem koordinatnem sistemu, ne bi bilo direktno razvidno).

Enako resitev dobimo tudi s superpozicijo.

-500007 — MKE - interpolacijske funkcije

-40000( — analiti¢na reSitev
-30000f
-20000f
-10000f

‘ ‘ ‘ ‘ — X|m
0 1o 3 4 s 6 ]

10000 *
M,(x) [Nm]

Slika 118: Porazdelitev upogibnega momenta

Opomba: ce za izracun funkcije upogibnega momenta uporabimo (sicer korektno)

diferencialno zvezo:

d*v_(x)
M —E[ —N\V/
e,z(x) dX2
je jasno, da bomo ob uporabi priblizne resitve za funkcijo upogibnice #;n(x) dobili
priblizno resitev tudi za funkcijo upogibnega momenta (in iz nje posledicno Se priblizno

funkcijo precne sile).

Odvajanje dobljenih funkcij za upogibni moment vodi do funkcij prec¢ne sile, ki sta enaki

pravima funkcijama obravnavanega primera (in tudi po elementih medsebojno enaki):

Vyu,N(X)=Vy2,N(X)=M=—12000-x+33000 0<x<4m

dx
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30000¢ —— MKE - interpolacijske funkcije

20000¢ — analiti¢na resitev
100007

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — x [m]
0 1 2 4 5 6

-10000 f
-20000 |
-30000 f
-40000

Vy(x) [N]
Slika 119: Porazdelitev precne sile

Mesto maksimalnega pozitivhega momenta nastopi pri:

O:—IZOOO-X+33000—>12000-X:33000—>x=%:2.75m

maksimalni pozitivni moment pa znasa:

M, «(2.75 m)=—6000-2.75> +33000-2.75 — 36000 = 9375 Nm

Da je vsaj ena izmed funkcij (precnega pomika ali pa upogibnega momenta) priblizna,
pokaze izracun notranje deformacijske energije U, saj z uporabo funkcije pomika sledi
24.8 ], alternativni izracun z uporabo funkcije momenta pa 27.4 J, kar je toc¢na vrednost.

Celotna potencialna energija, izracunana s funkcijo pomika in njenim drugim odvodom,

znasa [[= -24.8].
2. diskretizacija: uporaba koninih elementov tipov 1°C in V1

Pri diskretizaciji s kon¢nima elementoma tipov VC in VV imamo ponovno dve prostostni

stopnji, saj sta neznanki vertikalni pomik Y tocke nosilca, kjer nastopi clenek, ter

pripadajoci zasuk @, 4., na zacetku desnega (drugega) koncnega elementa.
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Y>
[}

1. g 12 kN _T_,
IREREREEERI N IR

A EL 2@ "
(I)2,desn0

Slika 120: Druga diskretizacija s konénima elementoma tipov VC in VV

Togostni matriki elementov za izbrano diskretizacijo sta:

1875 - S - -85 60 600 —60 60
L || L R 160 80i —60 ¢
[k]=|  pmmeoeeeees |-10° [k,]=|""— 00 Lipe
-1875 —7.5 11875 0! =60 =60 --60=60
0 O 1 0 0 | in 60-——0-—=60-—80

=30000 - 12()()0:
=24000 — 4000

[ F e 1
) —18000! 1= 2000
0! 4000

Bistveni enacbi konstrukcije sta:

61875 60) | o Y, | [-30000
60 80 D, 0| | —4000

ki imata resitvi:

Y, | [-1.6-10"m
D, jesno 11.5-10" rad

Ce dobljeni vrednosti primetjamo s presnjima, vidimo, da smo (pri¢akovano) dobili enako
vrednost precnega pomika, ter (prav tako pricakovano) drugacno vrednost zasuka (zaradi

drugacnega modeliranja clenka), ki sedaj predstavlja zasuk elementa desno od ¢lenka.
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Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti notranjih staticnibh kolicin ter reakcj

Vozliscne vrednosti precne sile in momenta prvega koncnega elementa sledijo iz vektorja
sekundarnih spremenljivk (vrednost zasuka @; .., ki je zaradi clenka razlicna od vrednosti

zasuka @, 4, sicer ni znana, vendar to izracuna ne ovira):

{Q1}: [K1]'{U1}_{F1}:

1.875 75 -1.875 0 0 ~30000) (33000 Vv, 33000 N
7530 =75 0| 0 _|-24000( _ |36000( M, | _|~36000Nm

~1.875 -75 1.875 0 ~1.6-10° m| |-18000 [ |15000 A 15000 N
0 0 0 0 D, 0 0 M,, 0 Nm

Vozliscne vrednosti prec¢ne sile in momenta drugega koncnega elementa sledijo iz vektorja
sekundarnih spremenljivk:

{Qz}: [Kz]'{Uz}_{Fz}:

60 60 -60 60 -1.6-10° m —-12000 —15000 V., —15000 N

60 80 -60 O 10°. 11.5-10" rad B -4000 _ 0 M., 0 Nm
-60 -60 60 —60 0 —12000 39000 Vs —39000 N

60 0 -60 80 0 4000 —54000 M,; —54000 Nm

in so enake kot v prejsnji diskretizaciji.

Tudi reakcije, ki jih odc¢itamo iz vektorjev sekundarnih spremenljivk, so ponovno:

q= 12 kN/m’
36000 Nm 54000 Nm
I YYYVYVYVY VYY V(V I YV VY (
B
A El, 9
|
33000 N 39000 N

Slika 121: Velikosti in usmeritve reakcij
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Poprocesirange: iskange funkcij precnega pomika s pomocjo H1 interpolacijskih funtkcis

Interpolacijske funkcije za prvi koncni element so sedaj drugacne kot v prvi diskretizaciji:

3
N“(x)—l—i X7+ Om<x<4m
32 128
3
N,(x)=x-2x"+2 Om<x<4m
8 32
3
N]3(x)=i~ 2 X m<x<4m
’ 32 128
NH(X):O Om<x<4m

Priblizna resitev za funkcijo precnega pomika prvega konénega elementa je tako:

ViN (X)= Y, 'Nl,l(x)+(b1 'Nl,z(x)"'Yz ‘N3 (X)+CD2,levo 'N1,4(X)
=-1.5-10"-x*+1.25-107 - x° Om<x<4m

Tudi interpolacijske funkcije za izracun precnega pomika za drugi koncni element so
drugacne kot v prvi diskretizaciji (te funkcije smo v prvi diskretizaciji uporabili za izracun

tunkcije upogibnega momenta):

3
Nz,l(x):—27+l8-x—%-x2+% 4m<x<6m
3
Nz’z(x)=—36+21-x—4‘x2+% 4Am<x<6m
3
N2,3(X):28—18-x+%-x2—% 4Am<x<6m
7 x’
NM(X)=—24+16-x—5-x2+T 4m<x<6m

Priblizna resitev za funkcijo precnega pomika drugega konc¢nega elementa (v globalnem

koordinatnem sistemu) je tako:

VaonN (X)= Y, ‘Nz,l(x)+ D) esno ’Nz,z(x)+Y3 ~N2’3(X)+ O, 'N2,4(X)
=1.8-10°-4.65-10% -x+1.4-10% - x* —=1.125-10" - x° 4dm<x<6m



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA

240 RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ
0 1 2 3 4 5 6
- ‘ ‘ ‘ —— X [m]
-0.00025 |
-0.0005 |
-0.00075 |
-0.001 |
-0.00125 | ——MKE VC-VV- interpolacijske funkcije H1
i MKE VV-CV- interpolacijske funkcije H1
-0.0015 y >
—— tocna resitev

v(x) [m]
Slika 122: Primerjava upogibnic obeh modelov s to¢no upogibnico

Graf funkcije pomika pokaze, da je (v primerjavi s prvo diskretizacijo, prikazano z zeleno
linijo) sedaj dobljeno (¢rna linija) opazno slabse ujemanje za levi konc¢ni element (kljub
temu, da sta obe resitvi polinoma iste stopnje) ter prakticno zanemarljivo boljse ujemanje
za desni konc¢ni element. Nadomestitev tocne informacije o prvem odvodu funkcije
pomika (v prejs$nji diskretizaciji) s (sicer prav tako toc¢no) informacijo o drugem odvodu
funkcije pomika v levem konc¢nem elementu, je torej prineslo poslabsanje resitve.
VKkljucitev (tocne) informacije o prvem odvodu iskane funkcije v priblizno resitev za drugi
koncni element pa vodi do nekoliko boljsega priblizka kot vkljucitev (toc¢ne) informacije
o drugem odvodu iskane funkcije, pa ¢eprav so v obeh primerih uporabljene (drugacne)
interpolacijske funkcije v obliki polinoma 3. stopnje.

Da je sedaj dobljena funkcija precnega pomika v splosnem slabsa kot v prejsnji
diskretizaciji, numeri¢no pokaze tudi izracun celotne potencialne energije. Notranja
deformacijske energija U, izracunana z uporabo funkcije pomika, je namre¢ 21.7 J, celotna

potencialna energija, izracunana s funkcijo pomika in njenim drugim odvodom, pa sedaj

znasa zgolj [[= -21.7 ], kar je evidentno slabsa vrednost od prej dobljene.
Tako kot v prvi diskretizaciji pa lahko tudi sedaj v analizo vklju¢imo informacije o
diskretnih vrednostih upogibnega momenta in tako z dodatno analizo ponovno dobimo

toc¢ni funkciji precnega pomika.
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Poprocesirange: iskange funkcij upogibnega momenta in precne sile

Interpolacijske funkcije za prvi koncni element so sedaj (in so Ze znane iz prve

diskretizacije)

3
Nll(x)— _3 X+ Om<x<4m
16 32
3
le(x)—x—— X7+ Om<x<4m
2 16
3, x°
— X - Om<x<4m
O
N (X) N X—3 Om<x<4m
H 4 16 B

in tako sledi:

le,N(X): M,, 'Nl,l(x)+vy,1 'Nl,z(X)+Mz,2 'N1,3(X)+ Vi, 'N1,4(X)
=-36000-N,,(x)+33000-N, ,(x)+0-N, ,(x)+15000-N,,(x)
=—6000-x> +33000- x —36000 0<x<4m

ki je enaka tocni funkciji upogibnega momenta.

Interpolacijske funkcije za drugi konéni element pa so enake kot pri izracunu funkcije

prec¢nega pomika pri tej diskretizaciji in tako velja:

M,,x (X) =M, 54esno 'Nz,l(x)"' Vy,2 'Nz,z(x)+ M, , 'N2,3 (X)"' Vy,3 ‘N, (X)
=0-N,,(x)-15000-N, ,(x)-54000-N, ;(x)-39000- N, ,(x)
=—-6000-x> +33000- x — 36000 4m<x<6m

ki je enaka toc¢ni porazdelitvi momenta (kot tudi funkciji upogibnega momenta za prvi

kon¢ni element).

Odvajanje dobljenih funkcij za upogibni moment vodi do funkcij za precno silo:

V,,x(x)==12000-x +33000 0<x<4m
V,,n(x)==12000- x +33000 3m<x<7m
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ki sta enaki pravima resitvama obravnavanega primera.
3. diskretizacija: uporaba koncnih elementov tipov V'V in 11/

Pri diskretizaciji s koncnima elementoma standardnega tipa VV imamo tri prostostne
stopnje, saj so neznanke vertikalni pomik Y> tocke nosilca, kjer nastopi clenek, ter
pripadajoca zasuka @4, desnega konca levega (prvega) koncnega elementa ter @
levega konca desnega (drugega) koncnega elementa.

Y,
|

1. =12 .T_.
! HHHH/{(J\HH

A @EI CDzle\\z/@B

\ 4m . 2m
\ | |

Slika 123: Tretja diskretizacija s kon¢nima elementoma tipov VV in VV

Togostni matriki elementov za izbrano diskretizacijo sta:

---------- n
Pripadajoca obtezna vektorja pa sta:
=24000 12000}
=16000- '~ 4000 !
{ 1 } BTy Y Y ! {Fz } BARETY Y
— 24000 ! =12000-
| 16000 | 4000
Bistvene enacbe konstrukcije so:
67.5 —15 60 Y, —36000
—15 40 0 [-10°-{ @D 16000

2.,levo

60 0 80 D —4000

2.,desno
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ki imajo resitve:

Y, ~-1.6-10° m
D, o 1 =9—-2.0-10" rad
) 11.5-10* rad

2.,desno

Prepricamo se lahko, da sta dobljeni vrednosti zasukov enaki vrednostima, ki sta bili prej

pridobljeni v locenih analizah in z manjsima racunskima modeloma.

Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti notranjih staticnibh kolicin ter reakcij

Vozlis¢ne vrednosti precne sile in momenta prvega koncnega elementa sledijo iz vektorja

sekundarnih spremenljivk:

Q=[K]{U,}-{F}=

75 15 =75 15 0 —24000 33000 A 33000 N
15 40 -15 20 10° . 0 B -16000 _ 36000 IR M,, _ —36000 Nm

-75 =15 75 -15 ~-1.6-10° m —24000 15000 \ 15000 N
15 20 -15 40 ~2.0-10" rad 16000 0 M,, 0 Nm

Vozli§¢ne vrednosti precne sile in momenta drugega konc¢nega elementa sledijo iz vektorja

sekundarnih spremenljivk:

{Qz}z [Kz]'{Uz}_{Fz}:

60 60 -60 60 -1.6-10° m —-12000 —-15000 v, —15000 N

60 80 -60 O 10°. 11.5-10" rad| | —4000 _ 0 . M,, _ 0 Nm
-60 —-60 60 —60 0 ~12000 39000 Vs —-39000 N

60 0 —-60 80 0 4000 —54000 M, , —54000 Nm

in so ponovno enake kot v prejsnjih diskretizacijah.

Tudi reakcije so tako:

q= 12 kN/m’
36000 Nm _a~ 54000 N
IERIRRIRRRIRIR! "
A C 1 B
EL \
1 4 m % 2m [~
33000 N 39000 N

Slika 124: Reakcije
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Poprocesirange: iskange funkcij precnega pomika s HT interpolacijskimi funkcijami

Interpolacijske funkcije za prvi koncni element so sedaj:

N“(x)zl——-x +— Om<x<4m
’ 16 32
1, x’
le(x):x——-x +— Om<x<4m
’ 2 16
3
N13(x):i-x2—x— Om<x<4m
16 32
N (x) —l-xz+x—3 Om<x<4m
o 4 16 o

Priblizna resitev za prec¢ni pomik prvega koncnega elementa je tako:

Vl,N(X): Y, 'Nl,l(x)"'(bl 'Nl,z(x)+ Y, 'N1,3(X)+q)2,1evo 'N1,4(X)
=-2.510"-x*+3.75-10° - x° Om<x<4m

Interpolacijske funkcije za drugi koncni element (v globalnem koordinatnem sistemu) so:

3
Nz,l(x):—27+18-x—$-x2+% 4m<x<6m
3
Nz’z(x)=—36+21-x—4-x2+% Am<x<6m
3
N2’3(X)=28—18-X+%-X2—Xj 4m<x<6m
7 5, %X
N254(X)=—24+16~X—5-X +T 4m<x<6m

Priblizna resitev za drugi konc¢ni element je tako:

Vaon (X)= Y, 'Nz,l(x)"' D) jesno ‘Nz,z(x)+Y3 -N2’3(X)+ O, 'N2,4(X)
=1.8-10°-4.65-10° -x+1.4-10° - x* —=1.125-10" - x° 4m<x<6m
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0 1 2 3 4 5 6

| X [m]
-0.00025 |
-0.0005 |
-0.00075 |

0001 — MKE - interpolacijske funkcije H1

-0.00125 ¢ —— tocna resitev

-0.0015 |
v(x) [m]

Slika 125: Primerjava upogibnic

Graf funkcije precnega pomika pokaze, da je (v primerjavi s prej$njima diskretizacijama)

sedaj dobljeno najboljse hkratno ujemanje za oba koncna elementa.

Da je sedaj dobljena funkcija precnega pomika najboljsa do sedaj, numeri¢no pokaze tudi
izracun celotne potencialne energije // Notranja deformacijske enetgija U, izracunana z
uporabo funkcije pomika je namre¢ 24.9 ], celotna potencialna energija, izracunana s
funkcijo pomika in njenim drugim odvodom, pa sedaj znasa zgolj /] = -24.9 J, kar je sicer
nekoliko boljsa vrednost, kot je bila dobljena s prvo diskretizacijo, a s samo dvema

prostostnima stopnjama.

Tako kot v prvi diskretizaciji, lahko tudi sedaj v analizo vklju¢imo informacije o diskretnih
vrednostih upogibnega momenta in tako z dodatno analizo ponovno dobimo tocni
tunkciji pre¢nega pomika z uporabo H2 interpolacijskih funkcij.

Poprocesirange: iskanje funkcij upogibnega momenta in precne sile

Interpolacijske funkcije za prvi koncni element so enake, kot so bile uporabljene pri

izracunu funkcije pre¢nega pomika in tako sledi:

MZI,N(X): Mz,l 'N1,1(X)+Vy,1 'N1,2(X)+ Mz,z 'N1,3(X)+Vy,2 'N1,4(X)
=-36000-N, (x)+33000-N,(x)+0-N,,(x)+15000-N, ,(x)
= —6000-x +33000-x — 36000 0<x<4m

ki je enaka tocni porazdelitvi momenta.
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Tudi za drugi konéni element so interpolacijske funkcije enake, kot pri izracunu funkcije

precnega pomika in tako velja (v globalnem koordinatnem sistemu):

M., (X) =M, 24esm0 * N2t (X)+ Vy,z : Nz,z(X)+ M,;-N,; (X)+ Vy,3 ‘N, , (X)
=0-N,,(x)-15000-N,,(x)-54000-N, ;(x)-39000-N, ,(x)
=—6000-x> +33000- x —36000 4m<x<6m

ki je enaka to¢ni funkciji upogibnega momenta (kot tudi razporeditvi upogibnega
momenta za prvi koncéni element).

Odvajanje dobljenih funkcij za upogibni moment vodi do funkcij precne sile:

V,,x(x)==12000-x +33000 0<x<4m
V,,n (%) ==12000-x +33000 3Im<x<7m

ki sta ponovno enaki to¢nima resitvama obravnavanega primera.
4. diskretizacija: uporaba koncnib elementoy 1'C in C17

Pri diskretizaciji s kon¢nima elementoma VC in CV je edina prostostna stopnja in s tem
neznanka zgolj vertikalni pomik Y7 tocke nosilca, kjer nastopi clenek.

Y,
A

A
|, g¢=12kN/m’ _T_.

REFRRRRINR)IRITY!
A (D EL 2 (B

| 4 m L 2m
\ | |

Slika 126: Cetrta diskretizacija s konénima elementoma tipov VC in CV

Togostni matriki elementov za izbrano diskretizacijo sta:

1
I

187575 —1.875- 0 157 0 -15 30

TS 3 =TS et
| " R 1|10 [k,]= Foe -10°
L7515 [ETSE 0 1501530

N e 1 i 3003060

[k ]
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Pripadajoca obtezna vektorja pa sta:

=30000- = 9000
=24600" ,,f,',b',fji
=== 1 F =
) 18000 ; ") =15000-
fffff 0 - 6000

Bistvena enacba konstrukcija je (zapis v matri¢ni obliki je zgolj formalen):

[16.875]-10° - {Y, } = {~ 27000}

ki ima resitev:
{Y,}={-1.6-10° m}
Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti notranjih staticnib kolicin ter reakcij

Vozlis¢ne vrednosti precne sile in momenta prvega koncnega elementa sledijo iz vektorja

sekundarnih spremenljivk:

{Ql}:[Kl]'{Ul}_{Fl}:

1.875 7.5 —1875 0 0 ~30000) (33000 v, 33000 N
7530 =75 0 o 0 _|-24000 _]36000| M, | _|-36000Nm

~1.875 -75 1875 0 -1.6-10° m|[ |-18000 [ |15000 v,, 15000 N
0 0 0 0 D, o 0 0 M,, 0 Nm

Vozliscne vrednosti precne sile in momenta drugega kon¢nega elementa sledijo iz vektorja

sekundarnih spremenljivk:

Q.)=[K, ] {U, }-{F, 1=

15 0 -15 30 ~1.6-10°m] [-9000) [-15000] (V,,] [ -15000N
000 0 0| o) Oy [ | 0 [_] 0 | M| | ONm

~15 0 15 =30 0 ~15000 | 39000 v, ~39000 N
30 0 30 60 0 6000 | |-54000) |[M,,]| |-54000Nm
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Reakcije so tako:

g= 12 kN/m’
36000 Nm _a- 54000 Nm

R IT RN RENINY

B
El \d

!
33000 N 39000 N

A

Slika 127: Reakcije

Poprocesirange: iskanje funkcije precnega pomika s H1 interpolacijskimi funkcijani

Interpolacijske funkcije za prvi konéni element so sedaj (vrednost zasuka @z sicer ni

znana, vendar to izracuna ne ovira):

3, x
Nu(x)_ —— Xt Om<x<4m
32 128
3
N,(x)=x-2x" + Om<x<4m
8 32
3
NH(X):i- 2 X m<x<4m
’ 32 128
NH(X):O Om<x<4m

Priblizna resitev za funkcijo pre¢nega pomika prvega kon¢nega elementa je tako:

VI,N(X): Y, - N1,1(X)+ o, 'Nl,z(x)+ Y, N, (X)+ D, 1o 'N1,4(X)
=-1.5-10"-x*+1.25-107 -x° Om<x<4m

Interpolacijske funkcije za drugi konc¢ni element pa so (v globalnem koordinatnem

sistemu):
3
N21(><):2-x—é X4 4m<x<6m
’ 4 4 16
N,,(x)=0 4m<x<6m
3
N23(x):1—2 x+2x? =X 4m<x<6m
’ 4 16
3
N“(x)— 6 Ex—%-x2 % 4m<x<6m
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Priblizna resitev za funkcijo precnega pomika drugega koncnega elementa je tako

(vrednost zasuka @z 4esno sicer ni znana, vendar to izracuna ne ovira):

VoN (X): Y, 'Nz,l(x)+ D) jesno 'Nz,z(x)+Y3 'Nz,s(x)"'q)a 'N2,4(X)
=-3.6-10"-x+12-107-x* -1-10"* - x’ 4m<x<6m

X [m]
-0.00025 ¢
-0.0005 ¢}
-0.00075 |
-0.001¢
-0.00125¢
— MKE - interpolacijske funkcije H1
-0.0015¢ — toCna reSitev
v(x) [m]

Slika 128: Primerjava upogibnic

Graf funkcije pomika pokaze, da je (v primerjavi s predhodnimi diskretizacijami) sedaj

dobljeno najslabse hkratno ujemanje za oba koncna elementa.

Da je sedaj dobljena funkcija precnega pomika najslabsa do sedaj, numeri¢no pokaze tudi
izracun celotne potencialne energije. Notranja deformacijske energija U, izra¢unana z
uporabo funkcije pomika, je namrec¢ 21.6 J, celotna potencialna energija, izracunana s
funkcijo pomika in njenim drugim odvodom, pa sedaj znasa zgolj /[ = -21.6 ], kar pa je
zgolj nekoliko slabsi rezultat, kot je bila vrednost energije, dobljene v drugi diskretizaciji
(kjer pa je bila uporabljena ena prostostna stopnja vec, kar je zahtevalo ve¢ racunskega

napora).

Tako kot v prvi diskretizaciji, lahko tudi sedaj v analizo vklju¢imo informacije o diskretnih
vrednostih upogibnega momenta in tako z dodatno analizo ponovno dobimo toc¢ni

tunkciji pre¢nega pomika z uporabo H2 interpolacijskih funkcij.
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Poprocesirange: iskange funkcij upogibnega momenta in precne sile

Interpolacijske funkcije za prvi koncni element so sedaj:

3, x°
N, (x)=1-=-x+— Om<x<4m
16 32
X3
le(x)—x—— X +— Om<x<4m
2 16
3, x
— X - Om<x<4m
a(X)=1ox =
N (X) 1 X—3 Om<x<4m
b 4 16 B

in tako sledi:

le,N(X): Mz,l 'Nl,l(x)"'vy,l 'Nl,z(x)+ Mz,z 'N1,3(X)+Vy,2 'N1,4(X)
=-36000-N, (x)+33000-N,,(x)+0-N,,(x)+15000-N, ,(x)
=—6000-x” +33000-x — 36000 0<x<4m

ki je enaka tocni porazdelitvi momenta.

Interpolacijske funkcije za drugi koncni element pa so (zapisane v globalnem

koordinatnem sistemu):

15 , x°
szl(x)=—27+18~x—7-x vy 4m<x<6m
3
Nm(x)=—36+21~x—4-x2+% Am<x<6m
3
N2’3(x):28—18-x+%5-x2—% Am<x<6m
7 x’
N2,4(x):—24+16-x—5-x2+7 4m<x<6m

Za drugi kon¢ni element tako velja:

M, x (X) =M, 24esno 'Nz,l(x)+ Vy,z 'Nz,z(x)+ M,;-N,; (X)+ Vy,3 ‘N, , (X)
=0-N,,(x)-15000-N, ,(x)-54000-N, ;(x)-39000- N, ,(x)
=-6000-x> +33000-x —36000 4m<x<6m
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ki je enaka toc¢ni porazdelitvi momenta (kot tudi razporeditvi upogibnega momenta za prvi

kon¢ni element).

00008 \KE - interpolacijske funkcije
-40000T —— analiti¢na reSitev

-30000¢
-20000¢f
-10000f

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X |m
0 . \2\_%4 < p [m]

10000
M_(x) [Nm]

Slika 129: Razporeditev upogibnega momenta

Odvajanje dobljenih izrazov za upogibne momente vodi do izrazov za precne sile, ki sta

enaka pravima resitvama obravnavanega primera:

V, (%)= V,, (x)=-12000-x +33000 0<x<7m

30000¢ — MKE - interpolacijske funkcije

20000¢ — analiti¢na reSitev

10000;
x [m]

1 2 4 5 6
-10000 |
-20000 |
-30000 f

-40000

Vy(x) [N]
Slika 130: Razporeditev precne sile

Mesto maksimalnega pozitivhega momenta nastopi pri:

02—12000'X+33000—)12000'X233000—)X=%22.75m
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maksimalni pozitivni moment pa znasa:

M, \(2.75 m)=-6000-2.75" +33000-2.75 - 36000 = 9375 Nm

5. diskretizacija: uporaba treb koninib elementov (diskusija)

Pri diskretizaciji s tremi koncnimi elementi lahko izbiramo med modeli s tremi, $tirimi in
petimi prostostnimi stopnjami (pri ¢emer je z dvema koncnima elementoma smiselno
modelirati daljsi del, torej del nosilca levo od ¢lenka). Na osnovi predhodnih analiziranih
diskretizacij pa lahko sklepamo, da lahko najboljse resitve za funkcijo precnega pomika ob
uporabi H1 interpolacijskih funkcij pricakujemo pri diskretizaciji s 5 prostostnimi
stopnjami (dvema pomikoma in tremi zasuki). Prav tako pa je jasno, da dodatne prostostne

stopnje ne bodo vplivale na kvaliteto funkcij upogibnega momenta in precne sile.

Y2 Y3

A A }

AT AR A
AEI@;I\).Q 0 3 @B

2 q)3,levo (D3,desno

‘ 2m 2m | 2m |
! \ ! !

Slika 131: Potencialne prostostne stopnje

0 1 2 3 4 5
o = x[m]
-0.00025
-0.0005
-0.00075
-0.001
-0.00125 —— MKE] — interpolacijske funkcije H1
0.0015 M}(E2 - .interpolacij ske funkcije H1
——tocna resitev
V(x) [m]

Slika 132: Primerjava upogibnic

Na sliki 132 so prikazani grafi tocne resitve (rdeca linija), ter dveh diskretizacij s 4
prostostnimi stopnjami, pri cemer ¢rna linija predstavlja resitev modela, kjer je bil ¢lenek
modeliran na desnem koncu drugega elementa, zelena linija pa resitev modela, kjer je bil

clenek modeliran na levem koncu tretjega elementa.



Poglayje 111

Precni premiki (upogib nosilcev) 253

Iz primerjave grafov funkcij pomika je razvidno, da je uporaba dveh koncnih elementov
za del nosilca levo od ¢lenka opazno izboljsala ujemanje funkcije pre¢nega pomika s to¢no
tunkcijo. To posredno potrdi tudi celotna potencialna energija, ki sedaj za oba modela
zna$a [[= -27.2 ], ki je najmanjsa do sedaj, kar pomeni najkvalitetnejso, ne pa tudi to¢no

tunkcijo pomika (prava vrednost celotne potencialne energija namrec znasa -27.54 ).
Primer 9.a — Temeljni nosilec na Winklerjevi elasti¢ni podlagi
Za dani temeljni nosilec iz betona C30/37 (modul elasti¢nosti znasa E= 33 GPa) na

Winkletjevi zemljini oz. elasti¢ni podlagi (modul reakcije tal znasa ¢ = 50 MPa/m) doloci

funkcije pomika ter notranjih staticnih kolic¢in vzdolZ konstrukcije.

500 kN
250 kN 800 kN
100 kN/m'
40 kN/m' V pretea
E=33 GPa D
¢ =50 MPa/m b/h=0.5/1.0 m
I 6 m | 6 m i

Slika 133: Nosilec na elasti¢ni podlagi
Resitev

Ceprav moramo za doloéitev pre¢nega pomika vsake poljubne tocke obravnavanega
nosilca reSevati enako diferencialno enacbo, ima ta diferencialna enacba zaradi
koncentrirane sile na sredini dve odsekovno razli¢ni resitvi. Najmanjse smiselno korektno
stevilo konénih elementov za diskretizacijo je zato dva (Ceprav je ob uporabi ustreznega
obteznega vektorja mogoce uporabiti tudi manj natancen in manj korekten racunski model
z enim kon¢nim elementom, kjer dve razli¢ni funkciji precnega pomika nadomestimo z

enovito funkcijo).
1. model - diskretizacija 3 dvema koninima elementoma enakih dol%in

Uporabimo dva konéna elementa enakih dolzin, kar je najbolj ocitna osnovna izbira.
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D, “Y A D, Y, ) @, NG
N 1 - " —— @ ,)
= . 3
: >7
|T 6 m I 6 m IL

Slika 134: Izbrana diskretizacija

Togostni matriki konénih elementov, ki sta sestavljeni iz togostne matrike nosilca

0.763888888888889  2.2916666666666665  —0.763888888888889  2.2916666666666665

[k ]: 2.2916666666666665  9.166666666666666  —2.2916666666666665  4.583333333333333
! —0.763888888888889 —2.2916666666666665  0.763888888888889  —2.2916666666666665

2.2916666666666665  4.583333333333333  —-2.2916666666666665  9.166666666666666

-10°

in togostne matrike Winklerjeve zemljine:

0.5571428571428572  0.4714285714285714 0.19285714285714284 —0.278571428571429

[k ]_ 0.4714285714285714  0.5142857142857143  0.2785714285714286 —0.385714285714286 10°
“W10.19285714285714284  0.2785714285714286  0.5571428571428572  —0.471428571428571

—0.278571428571429 —0.385714285714286 —0.471428571428571 0.5142857142857143

sta medsebojno enaki in imata obliko:

[kl] = [kz] = [kn ]+ [kz,W]
1.3210317460317462 2.763095238095238 —0.57103174603175 2.01309523809524
2.763095238095238  9.68095238095238 —2.0130952380952 4.197619047619047

— 108

—0.57103174603175 —2.0130952380952 1.321031746031746 —2.7630952380952
2.01309523809524  4.197619047619047 —2.7630952380952  9.68095238095238

Zaradi trapezne zvezne obtezbe moramo clene obteznega vektorja {F.} izracunati

posebej, pri cemer mora linearna funkcija spreminjanja zvezne obtezbe (izhodisce

koordinate x je v levem koncu oz. zacetnem vozlis¢u nosilca) zadoscati pogojema:

q(0)=-40000 N ~ q(12)=-100000 N
m in m

kar vodi do funkcije:

q(x)=-40000-5000-x  0<x<I2m
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Intepolacijske funkcije (polinomi H1) za prvi konéni element so (x4 = 0in L. = 6 m):

X X
108 12
x®  x?
6m 6m XX
{Fl }= IQ(X)-{NI(X)}.dX= J- (—40000—5000-X). 36 33  Lax
x=0m x=0m _X_ X_
108 12
X _x
36 6
—40000—5000-X+10200.x2+1220.)(3—1220,)(4
25000 , 5000 5 1250 , —147000
6m —40000-x + X7+ X' ———X —156000
om _10000.)(2_1250_)(34_1250_X4 183000
Y a2 27 174000
20000 2500 5 1250
X = X —— X
3 9 9
147 kN 183 kN
156 kNm 174 kKNm
; 6 m !

Slika 135: Vozli§¢ni nadomestki trapezne zvezne obteZbe prvega konCnega elementa
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Neobvezni kontrolni izracun (vsota vertikalnih nadomestnih vozlis¢nih sil mora biti enaka

rezultanti zvezne obtezbe, ki jo najlazje izracunamo s pomocjo povprecne vrednosti):

, 40000 ™ 170000

147000 N +183000 N= m2 M .6m

330000 N =330000 N \/ pogoj je inOlﬁan.

Namesto analiticnega integriranja v metodi koncnih elementov pogosto uporabljamo

numeri¢no integriranje. Ena najenostavnejsih integracijskih metod je Simpsonova

.....

sredini intervala.

Tako sledijo vrednosti integrandov:

1] (-40000
=a(0) B3, 0)}= 000011 ¢
0 0
0 0
0.5 ) [-27500
075 | |-41250
i, =q(3) 1N, (3);=-55000- =
i, =q(3)-{N, (3)) 0.5 [ ]=27500
—0.75 | 41250
0 0
0 0
i =q(6)-IN, (6)}=—70000-1" b =
15 CI( ) { 1( )} 1 —70000
0 0

Z numericnim integriranjem izracunani obtezni vektor prvega koncnega elementa je tako:

~150000
{F }~i1+4-i2+i3 . ~165000
He 6 " 1-180000

165000
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ki ocitno ni popolnoma tocen (napaka znasa manj kot 6 %). Kvaliteto rezultatov lahko
izboljsamo, c¢e celoten interval (torej podroc¢je koncnega elementa) razdelimo na vec
podintervalov.

Rezultat pa lahko tudi bistveno izboljSamo, ne da bi tudi povecali Stevilo integracijskih
tock, ¢e uporabimo Gaussovo integracijo (imenovana tudi Gauss—Legendrova integracija).
Gaussovo integracijo izvedemo tako, da izracunane vrednosti integranda v predpisanih
to¢kah pomnozimo s pripadajo¢imi utezmi in nato zmnozke sestejemo’. Jasno je, da s
stevilom uporabljenih tock natancnost metode narasca (kot tudi pri Simpsonovi formuli),
vendar je ze osnovna oblika Gaussove integracije s tremi tockami natanénejSa kot
Simpsonova formula. Ker Gaussova integracija podaja predpisane tocke za posplosen
interval -1 £ £< 1, je potrebno bodisi prevesti integral v to obmo¢je (ustrezno spremeniti
meji integriranja) ali pa predpisane tocke poiskati v dejanskem integracijskem intervalu (v

nasem primeru 0 < x < L= 6 7).

Uporabili bomo pristop s tremi Gaussovimi integracijskimi tockami. Splos$na zveza med

koordinatnima sistemoma ¢ in x je naslednja:

L
X=X, +— (E_, + 1)
2
: Gaussc.)-va ekvivalentna koordinata x za prvi kon¢ni element : .
integracijska _ _ Predpisana uteZ
. (x4=0, L. = 6m)
tocka &
_ 3 x=2.[_ \E +1|=0.6762099922755498 m >
5 2 5 9
0 X:é-(0+l):3m 8
2 9
6 3
3 x == |2 +1|=5.32379000772445 m >
5 2 5 9

1 Kar vsebinsko v bistvu velja tudi za Simpsonovo formulo, kjer racunamo vrednosti na zacetku, sredini in koncu intervala,
: oy . 1 41
pripadajoce uteZi pa so ==, =
666
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Tako sledijo vrednosti integrandov:

i, = q(0.6762099922755498)- {N, (0.6762099922755498)}

0.96475800154489 _41852.21506565782
0.5323790007724449 —23095.160030897798
— _43381.04996137775- -
0.03524199845510997 —1528.834895719923
—0.06762099922755498| | 2933.4699459288486
0.5 — 27500
, 0.75 | |-41250
i, =q(3)- {N, (3)}=-55000- o 15127500
~075| | 41250

i, =q(5.32379000772445)- {N, (5.32379000772445)}

0.03524199845510978 —2347.784934342161

0.06762099922755471 —4504.839969102181
=-66618.95003862225 - =

0.9647580015448902 —64271.16510428009

—0.5323790007724449 35466.53005407115

Numeri¢no integrirani obtezni vektor prvega koncnega elementa je tako:

~147000

N C R —~156000
9 2 |-183000

174000

kar pa je zZe tocen rezultat.

Intepolacijske funkcije (polinomi H1) v globalnem koordinatnem sistemu za drugi kon¢ni

element so (x4 =6min I, = 6 m):

2 3
_4+2.X_X_+X_
4 108

X3

—24+8-x—§-x2 +—
{NZ(X)}: 62 336

52X+
4 108

2 3
2-X X

—-12+5-x—
36
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in za drugi konc¢ni element sledi obtezni vektor (v globalnem koordinatnem sistemu):

2 3

_4+2.X_X_+X_
4 108 237000
12m 12m _24+8'X_%'X2+§ —246000
{F2}=X=£2(x).{N2(x)}.dx=X=£m(—40000—5ooo.x). e dx=1 00
4108 264000

“1245x-— X X

3 36

Izracun lahko izvedemo tudi v lokalnem koordinatnem sistemu (in uporabimo
interpolacijske funkcije za prvi element, saj sta dolzini elementov enaki), pri ¢emer pa
moramo ustrezno zapisati tunkcijo obtezbe, ki je

sedaj
q(x)=-70000-5000-x ~ 0<x<6m

X3 X2
1X038 X122 — 237000
6m 6tm ———+X
— 246000
F = [q(x) N, (x)}-dx = —70000—5000-%)-436 3 Ldx =
) x_{g( )il X_IOm( ) X% ~ 273000
108 12 264000
X x
36 6
273 kN
237 kN 7
s T
s <

I 6m i

Slika 136: Vozli§¢ni nadomestki trapezne zvezne obteZbe drugega koncnega elementa

Obtezni vektor drugega konénega elementa pa lahko izacunamo tudi brez integriranja, ce
upostevamo superpozicijo obtezbe. Pri tem linearno porazdeljeno obtezbo v drugem
konénem elementu smatramo kot vsoto (superpozicijo) enakomerne zvezne obtezbe -
30000 N/m, za katero ze imamo znane analitiCne izraze za izracun clenov obteznega

vektotja, tet linearno spreminjajoce zvezne obtezbe (od -40000 N/m na zacetku do -70000
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N/m na koncu), za katero so Zze bile izracunane vrednosti obteznega vektorja pri prvem

kon¢nem elementu. Tako velja:

6

622 ~147000] [-90000] [-237000
1= {F 1+ (30000). | 12 | - |7156000( | -00000] _|-246000

6 [ ]-183000(  |-90000(  |-273000

262 174000 90000 264000

12

Neobvezni kontrolni izracun (vsota vertikalnih sil):

, 70000 N +100000 N

237000 N + 273000 N = m 5 M .6m

510000 N =510000 N

Pri uporabi numericnega integriranja z Gaussovo integracijo s tremi tockami sledijo

vrednosti integrandov (v globalnem koordinatnem sistemu):

—70794.95511200448

, ~39066.53005407082
i, =q(6.6762099922755498)- N, (6.6762099922755498)} =

—2586.0948493732735
4962.099922755674

—42500
—63750
i, =q0)-N.0)=1
63750

—3405.0448879954542

—6533.469945928394

i, = q(11.32379000772445)- N, (11.32379000772445)} = 03213.9051506268

51437.900077244405



Poglayje 111 261
Precni premiki (upogib nosilcev)

Numericno integrirani obtezni vektor drugega kon¢nega elementa je tako:

—237000
{F2 }; 5:1,+8:1,+5-1, L, _ —246000
9 2 |-=273000

264000

kar je ponovno tocen rezultat.

Matri¢ni enacbi obeh koncnih elementov sta tako:

K] Q)
1.321032 2.763095 —0.571032 2.0130958 Y, —147000 Vi
[ 2.763095 9.680952  —2.0130958 4.1976197 10" D, _ —-156000 N -M,,
—-0.571032 —-2.0130958 1.321032  —2.763095 Y, —-183000 —V, sievo
2.0130958 4.1976197 —2.763095  9.680952 D, 174000 M, ,
[Kz]'{Uz}: {Fz}"'{Qz}
1.321032 2.763095 —0.571032 2.0130958 Y, —237000 Vy,2desno
2.763095 9.680952 —2.0130958 4.1976197 10°. D, _ - 246000 Lo M,,
—-0.571032 —-2.0130958 1.321032  —2.763095 Y, —273000 - V3
2.0130958 4.1976197 —2.763095  9.680952 D, 264000 M

z,3

V osmih enacbah nastopa 6 kinemati¢nih neznank (= primarnih spremenljivk) in 7

staticnih neznank (= sekundarnih spremenljivk), torej skupaj 13 neznank.

Ce upostevamo naslednje staticne zveze:

V,, =-250000 N
=0 V, 100 = Vy 200 + 800000 N
M,;=0 . V,;=-500000N

stevilo neznank zmanjSamo za pet in dobimo resljiv sistem osmih enacb z osmimi
neznankami:  Sestimi  primarnimi  spremenljivkami in dvema sekundarnima
spremenljivkama. Ceprav je reSevanje tega sistema ze mogoce, je zaradi prisotnosti

sekundarnih spremenljivk s staliS¢a racunskega napora neekonomicno; hkrati pa se
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neznanke pojavljajo na obeh straneh enacb, kar dodatno zaplete izra¢un. Zato raje
sestavimo globalno togostno matriko kontrukcije z bistvenimi prostostnimi stopnjami
(neznanimi primarnimi spremenljivkami), v kateri ustrezno upostevamo vse clene obeh

togostnih matrik:

1321032 2763095 —0.571032  2.013095 | 0 0
| 2763095  9.680952 —2.013095 4.197619 0 0

K- §—0.571032 ~2.013095 5"2'.'612'665 """" 0 ""i"'—'(').'s'iib's'z""2'.6'1'3'69'5'5 10°
| 2.013095 4197619 | 0 19.361905 —2.013095 4.197619 |
0 0o 1—0.571032 —2.013095 1.321032 —2.763095!
.0 0 | 2013095 4.197619 _~2.763095__ 9.680952 |

Celotni globalni obtezni vektor konstrukcije je sedaj sestavljen iz clenov obeh obteznih

vektorjev in tudi prispevkov koncentriranih sil:

—-147000+0 —250000 —-147000 —250000 —-397000
—156000+0 0 —156000 0 —156000
{F} —183000 —237000 B 800000 —-420000 —-800000 —1220000
174000 — 246000 0 —72000 0 —72000
0-273000 —500000 —273000 —-500000 —773000
0+ 264000 0 264000 0 264000

Resevange linearnega sistema bistvenih enach

Sistem linearnih enacb lahko resimo z razlicnimi matematicnimi pristopi. Ena izmed
moznosti je Cramerjevo pravilo, kjer moramo izracunati determinante sedmih matrik,
izvorne togostne matrike /K/ ter pomoznih matrik /Ki/ (1=1,2,...,6), ki jih dobimo tako, da

i-ti stolpec nadomestimo z obteznim vektorjem.

Ta pristop nam omogoci, da posamezno neznanko izracunamo loceno od ostalih resitev,
kar se lahko v nekaterth primerih izkaze kot priro¢no. Za dolocitev pomika Y; tako

potrebujemo naslednji determinanti:
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[ —397000  2.763-10° —0.571-10° 2.013-10° 0 0 |
~156000  9.681-10° —2.013-10° 4.198-10° 0 0
K.]- —1220000 —2.013-10° 2.642-10° 0 -0.571-10°  2.013-10°
~72000  4.198-10° 0 19.362-10° —2.013-10°  4.198-10°
— 773000 0 ~0.571-10° -2.013-10° 1.321-10° —2.763-10°
| 264000 0 2.013-10°  4.198-10° -2.763-10° 9.681-10° |
= —3.692882684737656-10*
ter
[ 1.321032  2.763095 —0.571032 2.013095 0 0 |
2.763095  9.680952 —2.013095 4.197619 0 0
K]- —0.571032 —2.013095 2.642063 0 -0.571032  2.013095 10°
2.013095  4.197619 0 19.361905 —2.013095 4.197619
0 0 -0.571032 —2.013095 1.321032 —2.763095
0 0 2.013095  4.197619  —2.763095  9.680952 |

=6.341368711073321-10"

Tako sledi vrednost iskane primarne spremenljivke:

K] _ -3.692882684737656-10"
'TIK] T 6.341368711073321-107

=-5.823478893900511-10° m

Ostale neznane primarne spremenljivke so dobljene s podobnimi izracuni in znasajo:

[K,] 1.3628341037596107-10*

.

= o =2.1491166431938054-10" rad
[K] 6.341368711073321-10
K _ . 48

Y2=|[ 2] _ =4.5689743261808706 B 7205028652887685-10° m
K]  6.341368711073321-10
K _ . 47

(D2=|[ o] _ =3.1031892524790554 N —4.893563793349938-10" rad
K]  6.341368711073321-10
K _ 1048

Y3:|[ 5]= 8.754330390838377 1?0 =-13.805111782179663-10" m
K]  6.341368711073321-10
K _ . 48

q>3—|[ o] | 12410500249415014-10% _ o o706060860405.10° rad

K] 6.341368711073321-10%
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Vse resitve sistema so tako:

<

—5.823478893900511-10° m
2.1491166431938054-10™ rad
U= | —7.205028652887685-10° m

< 9

D, —4.893563793349938-10 rad
Y, ~13.805111782179663-10° m
D, ~19.57069650869495-10* rad

in ne predstavljajo tocnih reSitev diferencialnih enacb (kar je posledica izbranega

racunskega modela in ne nacina reSevanja enacb).
Poprocesirange: iskanje sekundarnib sprementjivk in notranjih staticnib kolicin v vog/isizh

Sekundarne spremenljivke v vozlisc¢th posameznega elementa dobimo tako, da togostno
matriko elementa pomnozimo z vektorjem pomikov elementa ter odstejemo kolicine
(nadomestne vozlis¢ne obtezbe), ki jih tam dejansko ni, ampak so bile tam upostevane
zgolj zaradi prevedbe porazdeljene obtezbe v navidezno vozliséno obtezbo. Dobimo

veli¢ine, izrazene v koordinatnem sistemu metode konc¢nih elementov.

Za prvi konéni element sledi:

Y, [-147000
O e R S S
D, 174000
1.321031746  2.763095238 —0.571031746 2.013095238 —5.8234788939-10° m
2.763095238  9.680952381 —2.013095238 4.197619048 10 2.1491166432-10* rad
—0.571031746 —-2.013095238 1.321031746 —2.763095238 —7.20502865289-10° m
2.013095238 4.197619048 —2.763095238 9.680952381 —4.8935637934-10™ rad
—147000 —250000 A\ —250000 N
—156000| 2.6193447411060333-107" M,, B —2.6193447411060333-107"° Nm
]-183000 | -344317.96273503674 - V, stevo - 344317.96273503674 N
174000 260964.42207196663 M,, 260964.42207196663 Nm

Prvotno izracunane sekundarne spremenljivke so podane v koordinatnem sistemu metode
koncnih elementov, kar pomeni, da moramo v gadetners vozlis¢u spremeniti predznak
momenta, v kontnem volistu pa predznak precne sile. Dobljene vrednosti niso tocne, ker tudi

v analizi uporabljene vozliS¢ne vrednosti pomikov in zasukov niso tocne.
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Notranje staticne kolic¢ine za drugi koncni element pa so:

Y,] [-192000
) —201000
=K, |- {U,}-{E}=[K,]{  * - =
o=l MU )= H Y - o
®,| | 219000
1.321031746  2.763095238 —0.571031746  2.013095238 —7.2050286529-10° m
2.763095238  9.680952381 —2.013095238 4.197619048 0° —4.8935637933-10™* rad
—-0.571031746 —2.013095238 1.321031746 —2.763095238 —13.8051117822-10° m
2.013095238  4.197619048 —2.763095238  9.680952381 -19.5706965087-10™* rad
—237000 —455682.0372649634 A —455682.0372649634 N
—246000| | —260964.42207196646 N M,, | | 260964.42207196646 Nm
~273000( —~500000 v, [ 500000 N
264000 4.656612873077393-107"° M, , 4.656612873077393-107'° Nm

Poprocesirange: iskanje funkcij upogibnega momenta in precne site s H1 interpolacijskimi funkcijami

Z uporabo H1 interpolacijskih funkcij, Ze znanih iz izracuna clenov obteznega vektorja,

za prvi konéni element sledi priblizni izraz za upogibni moment:

M, x (X) =M, "N, (X)"' Vy,l ‘N, (X)+ M,, N, (X)"' Vy,2levo Ny, (X)
=0-N,,(x)+(~250000)- N, (x)+260964.42207196663- N (x )+ 344317.96273503674 - N, ,(x)
=-250000-x +47694.04138349109 - x” + 203.60616789947926 - x° 0<x<6m

Za drugi koncni element velja:

Mzz,N (X) = Mz,z ) N2,1 (X)"' Vy,Zdesno : Nz,z (X)"' Mz,3 : N2,3 (X)+ Vy,3 "Ny, (X)
=260964.42207196646- N, , (x)-455682.0372649634 N, (x)+0-N, , (x)+500000- N, , (x)

=3.892511206071254-10° —623527.4539757734 - x —18839.407797188906 - x *
+3647.391761824785 - x° 6m<x<I12m

Nobena izmed funkcij upogibnega momenta ni tocna. Razloga sta dva: vozlis¢ne vrednosti
notranjih stati¢nih kolic¢in niso tocne, prav tako niso to¢ne uporabljene polinomske

interpolacijske funkcije, saj tocne resitve vsebujejo trigonometricne clene.

Graf funkcij analiticnih in numericih resitev pokaze, da so numericne resitve resnicno zgolj

aproksimacija pravih resitev:
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M(x) [Nm]

-600000[ —— MKE — funkcije H1
— tocna resitev

-400000 [

-200000 [

0 2 4 6 8 10 1o Xm]

200000 [

Slika 137: Primerjava funkcij upogibnega momenta

Maksimalni negativni moment v prvem koncnem elementu nastopi pri x =
2.5783041633605293 m  (to¢na lokacija  2.560943749851399 m) in znasa
-324032.8916588296 Nm (toc¢na vrednost znasa -310948.85312746733 Nm).

Maksimalni negativni moment v drugem koncnem elementu nastopi pri X =
9.464346509757053 m  (to¢na lokacija  9.497285257098872 m) in  znasa
-604181.5089817992 Nm (tocna vrednost znasa -576709.9670564503 Nm). Obe priblizni

vrednosti sta sicer konzervativni, vendar tega ni mogoce posplosevati.

Uporaba pristopa s superpozicijo momenta je sicer mozna tudi sedaj, vendar je pri
pomoznem »prostolezecem nosilcu« potrebno upostevati, da lezi na elasti¢ni podlagi, ki
nanj deluje s kontaktnimi tlaki, torej neenakomerno zvezno precno obtezbo, kar zaplete

analizo, saj onemogoca enostavno uporabo Newtonovih zakonov.

Ceprav je uporaba (Lagrangeove ali Newtonove polinomske) interpolacije za pridobitev
enovite funkcije upogibnega momenta konstrukcije oz. celotnega nosilca sicer
matematicno mogoca, inzenirsko ni smiselna, saj vodi do popolnoma napacne funkcije.
Na razpolago so samo tri diskretne vrednosti upogibnega momenta, ki vse ne pripadajo

isti resitvi diferencialne enacbe in njihovo kombiniranje ni korektno.

Odvajanje dobljenih (pribliznih) izrazov za upogibni moment vodi do pribliznih izrazov

za precno silo, ki sta kvadratni funkciji:

Vi (x) =-250000+95388.08276698217 - x + 610.8185036984378 - x* 0<x<6m
Vi (x) =—623527.4539757734-37678.81559437781-x +10942.175285474355-x> 6m<x<12m
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Vy(x) [N] — M}(E - ?'dvod funkcij momenta
— tocna resitev
4000001
2000001
0 ‘ ‘ r : : X [m]
// 4 6 8 10 12
-200000 |
-400000 |

Slika 138: Primerjava grafov funkcij precne sile

Pri izracunu funkcije precne sile je alternativna moznost neposredna samostojna
interpolacija (Cesar pri »navadnih« nosilcih obi¢ajno ne pocnemo, saj je nesmiselno), ki jo
izvedemo z ze znanimi interpolacijskimi funkcijami, pri cemer (diskretno) vrednost
odvoda funkcije pre¢nih izra¢unamo kot V' (x)= q(x) — k-v(x), s cemer dvignemo stopnjo
polinoma v funkciji v primerjavi z odvodom funkcije momenta (kar je pozitivni ucinek), a
hkrati v analizo vpeljemo priblizno vrednost pomika (kar je negativni ucinek). Izmed vseh

parametrov je edina toc¢na vrednost velikost obtezbe.

Z uporabo ze znanih H1 interpolacijskih funkcij za pre¢ni pomik tako sledi za prvi konéni

element nov priblizni izraz za precno silo, ki pa je sedaj kubicni polinom:

Vo ()= Vo N () +(@(0) =K Y- Ny (3) 4V, i - Nis (%) +(a(6) =k - Y, ) Ny (x)
=(-250000)-N,,(x)+105586.97234751278- N, (x)+344317.96273503674 - N, (x)
+110125.71632219214-N, ,(x)

=-250000 +105586.972347513 - x — 4023.4466082832296 - x* + 489.07503031553824-x* 0<x<6m

Z uporabo H1 interpolacijskih funkcij za precni pomik sledi za drugi konéni element

priblizni izraz za precno silo:

Vyz,N (X): Vy,Zdesno "Ny, (X)"' (q(6)—k-Y2 ) N,, (X)+Vy,3 ‘N, (X)"‘ (q(lZ)—k-Y3)- N,, (X)
= -455682.0372649634-N, (x)+110125.71632219214- N, (x)+500000- N, , (x)
+245127.7945544916-N, ,(x)

=—1.2618225773266554-10° +195280.6288200675 - x —16269.450655246881 - x*
+1019.2453274545132 - x° 6m<x<I2m
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Vy(x)[N] —— MKE - HI interpolacija pre¢ne sile
— analiti¢na reSitev
400000
200000 |
x [m

0 / s 6 8 S0 ™
-200000 |
-400000 |

Slika 139: Primerjava grafov funkcij precne sile

Iz grafa funkcij precne sile je razvidno, da je ujemanje s tocno resitvijo zaradi dvignjene
stopnje polinoma sedaj nekoliko boljse. Z integracijo teh funkcij precne sile lahko dobimo
tudi novi funkciji upogibnega momenta, ki tako postaneta polinoma 4. stopnje (oz. t. i.
quartic). Za dolocitev posamezne integracijske konstante sta za vsak konéni element na
voljo dve priblizni vozlis¢ni vrednosti upogibnega momenta (ki pa — zaradi pribliznosti

resitev — vodita do dveh nekoliko razli¢nih funkcij).

Funkciji upogibnega momenta sta (integracijski konstanti sta bili doloceni na osnovi

nic¢elnih momentov na obeh koncih nosilca, torej to¢nih vrednosti):

M, () =—250000- x +52793.48617375639- x> — 1341.148869427743 - X

+122.26875757888456 - x* Om<x<6m
M,, (x) =5.169101452773015-10° —1.2618225773266556 -10° - x +97640.31441003375 - x*
—5423.150218415627 -x* +254.8113318636283 - x* 6m<x<12m

ki izkazujeta boljSe splosno ujemanje s tocnimi resitvami kot neposredno interpolirani

(kubni) funkciji upogibnega momenta:

My(x) [Nm]
-600000[—— MKE - integracija precne sile
— tocna resitev
-400000
-2000007
X [m]
0 2 4 6 8 10 12

200000 |

Slika 140: Primerjava grafov funkcij upogibnega momenta
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pri cemer pa sta vrednosti maksimalnega pozitivnega upogibnega momenta (na sredini)

sedaj nekoliko razlicni:

M,, «(6)=269337.6562810726 Nm
M,, «(6)=272052.34649178275 Nm

Razlika med vrednostima je okoli 1 %.

Maksimalni negativni moment v prvem koncnem elementu sedaj nastopi pri x =
2.537381530281436 m  (tocna lokacija  2.560943749851399 m) in
-311286.1513887624 Nm (to¢na vrednost znasa -310948.85312746733 Nm).

Maksimalni negativni moment v drugem koncénem elementu nastopi pri x =
9.50677562159981 m  (to¢na lokacija = 9.497285257098872 m) in
-580397.5751802826 Nm (to¢na vrednost znasa -576709.9670564503 Nm). Obe novi

priblizni vrednosti sta torej Se vedno konzervativni, vendar je ujemanje s tocnima

znasa

znasa

vrednostima ze opazno boljse.

Kvaliteto vseh rezultatov je mogoce izboljsati tudi z gostejso diskretizacijo (t. i. 'h —

pristop'). Tako sledijo naslednje vrednosti na sredini nosilca za razli¢ne diskretizacije.

Preglednica 5: Primerjava diskretnih vrednosti na sredini nosilca za razli¢ne diskretizacije

Pomik

Upogibni

Precna sila levo

Precna sila desno

[mm]

moment [Nm]

[N]

[N]

2 konc¢na elementa -7.2050287 260964.422072 344317.962735 -455682.037265
2 konéna elementa” -7.2050287 260964.422072 365859.204407 -434140.795593
24(5) KE -7.3748844 259037.250038 345581.815300 -454418.184700
4 koncni elementi -7.3638067 258949.548862 345435.872718 -454564.127281
4405 KE -7.3738512 258763.338178 345445.009656 -454554.990344
6 kon¢nih elementov -7.3718781 258798.712109 345443.834345 -454556.165655
6 enostavnih KE -7.5547678 240588.298427 358789.117714 -441210.882286
6 enostavnih+ KE -7.5401008 242216.792827 357466.855150 -442533.144850
6 45 KE -7.3738337 258759.780391 345443.027473 -454556.972527
analiticne resitve -7.3738319 258759.436077 345442.836654 -454557.163346

“uporabljena je nadomestna enakomerna zvezna obtezba po posameznem koncénem elementu (kar staticno ni
popolnoma enakovredno trapezni obtezbi, saj nadomestna obtezba ne povzroc¢a enake razporeditve momenta).

Poprocesirange: iskanje priblignib funkcij precnega pomika po - elementib s HT interpolacijskimi

Sfunkcijami

Priblizni funkciji pre¢nega pomika po posameznem elementu sta, pri cemer uporabimo Ze

iz izra¢una obteznega vektorja znane H1 interpolacijske funkcije:
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vin(x)=Y N (x)+ @, N, ,(x)+Y, N (x)+ D, N, (x)

= ~5.823478893900511-10° m- N, (x)+2.1491166431938054-10 rad-N, ,(x)
+(~7205028652887685-10° m)- N, ; (x )+ (~ 4.893563793349938 10 rad)- N, (x)

= ~5.823478893900511-10° +2.1491166431938054-10™* - x —1.0520697146622582-10™ - x°
+5.168663092040141-10° - x° 0<x<6m

Vo (x)=Y, N, (x)+ @, N, (x)+ Y, N, (x)+ @, - N, ,(x)

= (-7.205028652887685-10° m)-N, ,(x)+ (- 4.893563793349938-10" rad)- N, ,(x )+
(~13.805111782179663-10° m)-N, (x )+ (~19.57069650869495-10"* rad)- N, , (x)

= —4.976055384873786-10° —5.000330304434711-10 - x +6.248930103583059-10° - x>
—6.844397790013783-10° - X’ 6m<x<l12m

Primerjava grafov analiticne in numericne resitve pokaze, da ujemanje resitev ne obstaja

niti v vozlis¢ih kon¢nih elementov.

v(x) [m]
— MKE - funkecije H1
-0.006 | — analiti¢na reSitev
-0.008 |
0 2 4 6 8 1p Xm]
-0.012 |
-0.014 T

Slika 141: Primerjava funkcij precnega pomika

Dobljeni priblizni funkciji precnega pomika s pomoc¢jo odvodov omogocata tudi izracun

pribliznih funkcij upogibnega momenta po definiciji, ki pa zaradi odvajanja postaneta

linearni funkciji (kar predstavlja zelo slab priblizek):
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M(x) [Nm]
~ — MKE — funkciji H1
-600000 — analiti¢na reSitev
----- odvod funkcij pomika
-400000 |
-200000 |
0 2 4 6 g 10 12 *m
200000 |

Slika 142: Primerjava grafov funkcij upogibnega momenta

Tako dobljeni funkciji upogibnega momenta lahko dalje uporabimo tudi za izracun funkcij

precne sile, ki pa se reducirata v konstanti (kar je Se slabsi priblizek).

Ce bi za pridobitev priblizka funkcije pre¢nega pomika uporabili vse tri vozliséne vrednosti
pomika in Lagrangeovo (ali pa Newtonovo) interpolacijo (kar je matemati¢no sicer
mogoce), bi v analizi zajeli samo tri diskretne vrednosti pomika (ki vse ne pripadajo isti
resitvi diferencialne enacbe), kar bi vodilo do polinoma 2. stopnje, hkrati pa tako dobljena
tunkcija ne bi zajela nezveznosti funkcije precne sile v tretjem odvodu funkcije pomika na

sredini elementa:

Vy (X) =—7.247963014312226-107 - x> +2.0461948769420445-10™ - x
—5.823478893900511-107 Om<x<I2m

kar vodi do slabse resitve kot uporaba H1 interpolacijskih funkcij po posameznem

elementu.

v(x) [m]

= — —— analiti¢na reSitev

-0.006 MKE
Lagrange
-0.008 |
‘ X [m]

0 2 4 6 8 12
-0.012 |
-0.014 T \

Slika 143: Primetjava reSitev za precni pomik
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Poprocesirange: izracun funkcij precnega pomika s pomoljo Hermitskib interpolacijskib funfkcij H2"
Ker pa so znane $e (delno priblizne) vozlis¢ne vrednosti upogibnega momenta, ki so
povezane z drugim odovodom funkcije precnega pomika, lahko te informacije vklju¢imo

v izra¢un posamezne funkcije pre¢nega pomika. Uporaba Hermitskih polinomskih funkcij

2. stopnje za prvi konéni element oz. 0 < x < 6 m tako vodi do:

VLH(X)Z —5.823478893900511-107 +2.1491166431938051-10™ - x
+1.3171317571967418-10% - x* —=2.9590291092703022-107 - x*
+2.8190704393955558-10° - x* +8.612119555522991-10” - x° 0<x<6m

ki tudi ni enaka pravi funkciji pomika.

Za drugi koncni element pa z uporabo Hermitskih polinomskih funkcij 2. stopnje za
6m<x<I12m

sledi:

vw(x)z 1.3355577468412538-10 —8.986577295337861-107 - x
+1.3777922971942302-107 - x> — 7.28242224466262-107 - x*
—1.18097318087772-10° - x* +1.3103243860894917-107 - x° 6m<x<I12m

ki prav tako ni enaka pravi funkciji pomika.

V() [m] Hermitski polinomi H2
-0.006 | —— analiti¢na reSitev
-0.008 |
-0.010 ‘ ‘ ‘ < [m]
2 4 6 8 1 12
-0.012 |
-0.014 T

Slika 144: Primetjava reSitev za precni pomik
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Ujemanje s toc¢nimi resitvami ni boljse kot pri uporabi »navadnih« H1 interpolacijskih
tunkcij (= Hermitskih polinomov 1. stopnje), kar je, kot kaze, posledica podcenjenih
vozlis¢nih vrednosti pomika, saj sta grafa obeh funkcij zelo podobna (kar se pozna tudi

pri izracunu upogibnega momenta), le zamaknjena.

Ce iz teh funkcij pomika izra¢unamo funkciji upogibnega momenta, pa le-ti izkazujeta
nekoliko boljse ujemanje kot funkciji momenta, izracunani z interpolacijskimi funkcijami
HI.

—— MKE + Hermitski polinomi H1
MKE + Hermitski polinomi H2
—— tocna resitev

M,(x) [Nm]
-600000 [
-400000 [
-200000 [
0 ‘ X [m]
2 4 6 8 10 12
200000 |

Slika 145: Primerjava reSitev za upogibni moment

Pri funkcijah precne sile je ujemanje zgolj nekoliko boljse.

Vy(x)[N] —— MKE + Hermitski polinomi H1
MKE + Hermitski polinomi H2
400000 —— tocna resitev
200000(
0 : : : : X [m]
/ 4 ¢ 8 /10 12

-200000 |
-400000 |

Slika 146: Primerjava resitev za prec¢no silo
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Poprocesirange: iskange rexultirajoce sile podlage

Priblizni funkciji pre¢nega pomika elementov lahko uporabimo kot posredno kontrolo
izracuna, saj mora biti rezultirajoca sila podlage (= rezultanta kontaktnih tlakov) enaka
aplicirani vertikalni obtezbi (ravnotezje sil), saj klasicne podpore v obravnavanem primeru

ne obstajajo.

Tako sledita sili pod posameznima koncnima elementoma (integrala bi lahko izracunali

tudi numericno, npr. z Gaussovo integracijo):

6m 6m
J‘b(x)-c(x)-VLN(x)-dx =b-c- jvl,N(x)-dx =0.5m-50-1

x=0m x=0m

()6&.
m

[(-5.823478894107 +2.14911664-10* - x ~1.05206971-10* - x* +5.16866309-10° - x° ). dx

x=0m
=-924317.9627350369 N
ter
12m 12m Pa
Jb(x)-c(x)-vz‘N(x)-dx =b-c- IVZ,N(X)-dX =0.5m-50-10° —-
x=6m x=6m m

12m
[(-4.976055385 107 - 5.000330304 10" - x +6.248930104-10° - x> — 6.844397790-10° - x° - dx

x=6m

=-1465682.037264963 N
Njuna vsota kljub pribliznosti funkcij pomika znasa (sili sta usmerjeni navzgor):
924317.9627350369 N +1465682.037264963 N =2.39-10° N

kar je enako rezultanti apliciranih vertikalnih obtezb in je s tem zagotovljeno ravnotezje

sil v vertikalni smeri.

Opomba: sestevanje vertikalnih sil iz vektorjev sekundarnih spremenljivk sedaj ne daje

pravilnih rezultatov, saj se reakcije ne nahajajo ve¢ zgolj v vozliscih.

Prav tako se lahko prepricamo, da je izpolnjen pogoj ravnotezja momentov. Ce ga
zapiSemo npr. za levi konec nosilca, sledita momenta sil oz. kontaktnih tlakov pod

posameznima konc¢nima elementoma:
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6m 6m
J.x'b(x)-c(x)'vl,N(x)dx =b-c- J.X'VI’N(X)'dX =0.5m-50-10° Pa
m
x=0m x=0m

6m
jx-(—5.823478894-10'3 +2.14911664-10* - x —1.05206971-10* - x* + 5.16866309-10° - x* )- dx
=0

X m

=0.5m-50-10° Pa,
m
6m

[(-5.823478894-107 - x +2.14911664-10* - x* ~1.05206971-10°* -x” +5.16866309-10° - x* )-dx
=0

X m

=-2.884943354338253-10° Nm

ter

12m 12m

J‘x-b(x)'c(x)'vw(x)dx =b-c- J-x'vsz(x)dx =0.5m-50-10° Pa
m

X=6m X=6m
12m

[x(-4.976055385-107 —5.000330304 10 - x +6.248930104-10° - x> — 6.844397790-10° - x* )- dx

X=6m

=-13.67505664566174-10° Nm
Njuna rezultanta znasa (momenta delujeta protiurno):
2.884943354338253-10° Nm +13.67505664566174-10° Nm =16.56-10° Nm

kar je enako rezultanti momentov apliciranih vertikalnih obtezb (momenti delujejo

sourno):

12m
[ x-q(x)-dx —800000 N-6 m — 500000 N-12 m = ~16560000 Nm

x=0m
in je s tem zagotovljeno tudi ravnotezje momentov.

Primer je pokazal, da z uporabo standardnega konc¢nega elementa, kjer togostni matriki
nosilca /K,/ dodamo Se togostno matriko Winkerjeve zemljine /K; w/, ne dobimo pravilnih
vozlisénih vrednosti pomikov, upogibnih momentov in precnih sil. Posledi¢no so tudi
funkcije pomika, upogibnega momenta in preéne sile zgolj priblizki pravih resitev. Ceprav
obstaja natancni oz. to¢ni koncni element nosilca na Winklerjevi elasticni podlagi (z
enotno togostno matriko, v kateri so zajeti tako parametri temeljnega nosilca, kot tudi

zemljine), obicajno kljub temu uporabljamo tukaj uporabljeni standardni konc¢ni element,
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kvalitetnejse rezultate pa dobimo z zgoscevanjem mreze koncnih elementov (nekatere

mreze so na kratko predstavljene v nadaljevanju).
2. model - diskretizacija s stirimi koncnini elementi enakih dol%in

Z uporabo stirih enako dolgih koncnih elementov sledi funkcija precnega pomika:

v(x) [m]
-0.006 | — MKE — interpolacija H1
—— analiti¢na reSitev
-0.008 |
‘ X [m]
0 2 4 6 8 12
-0.012 |
-0.014 T
Slika 147: Primerjava funkcij precnega pomika
kjer je razlika med resitvama ze prakticno neopazna.
Podobno velja za diagrama upogibnega momenta:
M,(x) [Nm]
— MKE
400000 — tocnaresitev
-200000 |
0 2 4 \e6/ & 10 1%
200000 |

Slika 148: Primerjava grafov funkcij upogibnega momenta
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kot tudi za graf precne sile:

Vy(x) [N]
400000]

200000(

— MKE
— tocCna reSitev

0 / 4 ¢
-200000 |

-400000 [

X [m]

Slika 149: Primerjava grafov funkcij precne sile

3. model - diskretizacija s Sestimi Ronlnini elementi enakib dolin

Ce uporabimo $est enako dolgih konénih elementov, lahko torej pri¢akujemo prakti¢no

popolno vizualno ujemanje rezultatov z uporabo H1 interpolacijskih funkcij. Tako sledijo

naslednji grafi funkcij precnega pomika:

v(x) [m] | )
0.006 | — MKE - interpolacija H1
- — tocna reSitev

MKE - interpolacija HO
-0.008 |
‘ —N\ o x[m]
0 2 4 6 8 12
-0.012 |
-0.014 T

Slika 150: Primerjava grafov funkcij pre¢nega pomika

kjer Ze celo odsekovno linearna (HO) predstavitev pomika (zelena linija) v polju elementa

(zaradi gostejSe diskretizacije) predstavlja dokaj dober priblizek.
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Pri diagramu upogibnega momenta:

M,(x) [Nm]
— MKE
— tocna resitev
~400000]
~200000/
0 2 4 6 8 10 1o Xm]
200000 |

Slika 151: Primerjava grafov funkcij upogibnega momenta

kot tudi precne sile

Vy(x) [N]

— MKE
— tocna resitev
4000001
2000001
: : : : X [m
0 //////45/ i 6 8 10 1™
-200000 |
-400000 |

Slika 152: Primerjava grafov funkcij precne sile
pa razlike med analiticno in numericno resitvijo prakticno Ze popolnoma izginejo.
3.b model - diskretizacija s Sestimi enostavnimi konénini elementi enakih dolin

Ce pa uporabimo diskretizacijo s $estimi enostavnimi konénimi elementi, kjer vpliv
zemljine upoStevamo zgolj v translacijskih prostostnih stopnjah v vozlis¢ih koncnega

elementa, pa so razlike glede na tocne resitve opaznejse:
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v(x) [m] . .
— MKE (interpolacija H1)
-0.006 | — tocna resitev
MKE (interpolacija HO)
-0.008 |
‘ X [m]
2 4 6 8 1 12
-0.012 |
-0.014 ¥

Slika 153: Primerjava grafov funkcij preCnega pomika

Pricakovano vecja odstopanja so opazna tudi pri diagramu upogibnega momenta:

M,(x) [Nm]
—— MKE
— tocna reSitev
-400000 |
-200000 |
0 2 4 6 8 10 12
200000

Slika 154: Primerjava grafov funkcij upogibnega momenta

kot tudi precne sile:

Vy(x) [N]
—— MKE
400000[ — tocna reSitev
200000
L | x[m)
//////zz/y s ¢ 8 /10 12
2200000
-400000

Slika 155: Primerjava grafov funkcij precne sile
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Primer 9.b — Clenkasto podprti nosilec na Winklerjevi elasti¢ni podlagi

Ravninsko linijsko konstrukcijo - temelj na sliki predstavlja horizontalni AB nosilec na
elasticni podlagi, ki je na koncih clenkasto podprt. Horizontalni nosilec, ki ima pravokotni
prerez z dimenzijama 4/h = 0.5 m/0.70 m, je iz betona C20/25 z modulom elasti¢nosti
E=30 GPa; modul reakcije tal pa znasa ¢ = 50 MPa/m.

250 kN 800 kN 500 kN prerez
40 kN/m’ |:|
E—30 GPa b/h=0.5/0.7 m
VAN ¢ = 50 MPa/m A

4——46m ———34m —F——49m —+

Slika 156: Nosilec na elasti¢ni podlagi

Za konstrukcijo na sliki poisci lokalne in globalne zapise togostnih matrik in obteznih
vektorjev posameznih elementov ter enacbe, iz katerih sledijo vrednosti vozlis¢nih
pomikov in zasukov, izracunaj vozlis¢ne pomike in zasuke, reakcije v podporah in notranje
staticne kolic¢ine ter poisci mesto in velikost maksimalnega pozitivhega in negativnega

upogibnega momenta.

S pomocjo interpolacije vozlisénih vrednosti poisci priblizno vrednost precnega pomika

ter upogibnega momenta na sredini sredinskega polja.
Resitev

Ceprav moramo za dolocitev pre¢nega pomika poljubne tocke kontinurnega nosilca
reSevati enako diferencialno enacbo, ima ta diferencialna enacba zaradi dveh notranjih
koncentriranih sil tri odsekovno razlicne resitve. Najmanjse smiselno stevilo koncnih
elementov za diskretizacijo je zato tri, ceprav je mogoca tudi ne najbolj kvalitetna

diskretizacija z enim samim koncénim elementom.

Uporabili bomo razlicne diskretizacije s tremi konc¢nimi elementi.
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1. pristop - diskretizacija s tremi standardnimi koninimi elementi

V tem modelu bomo uporabili tri standardne koncne elemente (tipa V-V), kjer bomo
clenkasta zakljucka nosilca modelirali kot toga prikljucka na ¢lenkasti vozlisci, s cemer bo

racunski model imel formalno 8 prostostnih stopenj (brez upostevanja osnih pomikov).

WV
AY Y, “Y3 Y,
chHYI '\ D, I\ '\ D, A D, )
1O 1. "l.® =
1 y \
e==ss —
| 4.6m | 34 m |
! i 49m —4

Slika 157: Izbrana diskretizacija

Prostostne stopnje so Y7, @y, Yz, @2, Y5, @s, Yy in @y, ki predstavljajo vozliséne vertikalne
pomike in zasuke. Ker pa sta vertikalna pomika vozlis¢ 1 in 3 preprecena, ima model Sest

nenicelnih prostostnih stopenj.

Togostne matrike koncnih elementov so sestavljene iz prispevkov nosilcev in zemljine z

Winklerjevim modelom. Za prvi konéni element sledi togostna matrika:

[kl]: [kn,l]+ [kz,W,l] =

[ 5.28581408729  12.15737240076 —5.28581408729 12.15737240076
12.15737240076  37.2826086957 —12.1573724008 18.64130434783
—5.28581408729 —12.1573724008 5.285814087285 —12.1573724008
| 12.15737240076  18.64130434783 —12.1573724008 37.28260869565

[ 4.271428571428571  2.77095238095238 1.4785714285714284 —1.63738095238095
2.77095238095238  2.31752380952381  1.637380952380952 —1.73814285714286 107

1.4785714285714284 1.637380952380952  4.271428571428571 —2.77095238095238

| —1.63738095238095 —1.73814285714286 —2.77095238095238  2.31752380952381

f-o 557242658“7“1 385 T 32T 708 T 2 3 8T 2420987 138 T T IO 1999 4483 T52 1
14. 92832478170852 39.60013250517598  —10.5199914483752  16.90316149068323 | o
—3.80724,265871385 5—10.5199914483752 9.55724265871385  —14.92832478170852!

| 10.51999514483752 1 16.90316149068323  —14.92832478170852 39.600132505175985

107 +
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Za drugi koncni element sledi:

[kz ] = [kn,Z ]+ [kz,w,z ] =
713.090270710360265
22.25346020761245
—13.09027071036027
| 22.25346020761245
[ 3.157142857142857
1.5138095238095235
1.092857142857143
—0.89452380952381

T 1624741356750313
123.767269731421973
1~11.99741356750312

22.25346020761245
50.44117647058823
—22.25346020761245
25.220588235294112

1.5138095238095235
0.935809523809524
0.8945238095238093
—0.70185714285714
23.767269731421973
51.37698599439775
—21.3589363980886
24.51873109243697

—13.09027071036027
—22.25346020761245
13.090270710360265
—22.2534602076125
1.092857142857143
0.8945238095238093
3.157142857142857
—1.513809523809524

—11.99741356750312
—21.3589363980886
16.24741356750312
—23.767269731422

22.25346020761245
25.22058823529411 107 +
—22.2534602076125

50.44117647058823
—0.89452380952381
—0.70185714285714 107

—1.513809523809524

0.935809523809524

____________________________________________________________________________

21.35893639808864
24.51873109243697: .
~23.767269731422;

51.37698599439775

I 21.35893639808864

Za tretji koncni element sledi:

k3]= [kn,3]+[kz,W,3] =

[ 4.373177842565594  10.7142857142857  —4.373177842565594  10.714285714286
10.7142857142857 35 —10.7142857142857 17.5 107
—4.373177842565594 —10.7142857142857  4.373177842565594 —10.714285714286
| 10.714285714286 15.399124999999994  —10.714285714286 35
4.55 3.14416666666667 1.575 -1.85791666666667
3.14416666666667 2.801166666666675 1.85791666666667 —2.100875 ;
1.575 1.85791666666667 4.55 —3.14416666666667 |

—1.85791666666667 —2.100875 —3.14416666666667 2. 801166666666675

 8.923177842565595 13 33_5_82(5_2_33;6535333_' 2. 798177842565595

113.858452380952377__37.80116666666666 ' -8. 85636904761904

r

==

Togostna matrika konstrukcije je tako:

[ 39.600133 —10.519991  16.903161 0 0 0
—10.519991 25.804656 8.838945 —11.997414  21.358936 0
[k]: 16.903161 8.838945 90.977118  —21.3589364 24.518731 0 107
0 -11.997414 -21.3589364  25.170591 —-9.908817 8.856369
0 21.358936 24.518731 -9.908817  89.178153 15.399125
L 0 0 0 8.856369 15.399125 37.801167 |
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Obtezni vektorji zaradi porazdeljene obtezbe so:

____________ ~92000------ | ~68000 : : ~98000 !
fr ) ~70533.33333333333, fe, |- -38533.33333333333 fe, )= -80033.33333333336
Y ~92000 I — 68000 | R R -98000 ------

70533.33333333333

Celotni globalni obtezni vektor konstrukcije pa dobimo, ko poleg prispevkov iz

porazdeljene obtezbe upostevamo $e koncentrirane sile:

—70533.33333333333 0 —70533.33333333333
—-160000 —-800000 -960000
{F}: 32000 N 0 _ 32000
—-166000 —-500000 - 666000
-41500 0 -41500
80033.33333333336 0 80033.33333333336

Resitve sistema bistvenih enacb konstrukcije so:

@, —2.1885708690936763-107 rad
Y, —8.863741637759402-10° m
Ul- D, _ —8.06483636662019-10 rad
Y, —7.618284692843066-107 m
ON 1.190640342368241-10" rad
o, —1.51156325741641-10 rad

in predstavljajo zgolj priblizke toc¢nih reSitev (napaki obeh vozlis¢nih pomikov znasata -
1.283 % oz. -1.442 %).

Poprocesirange: iskanje vozlistih vrednosti sekundarnib sprementjivk in notranjib staticnib kolicin

Notranje staticne koli¢ine v vozliscth posameznega elementa dobimo tako, da togostno
matriko elementa pomnozimo z vektorjem pomikov elementa, ter odstejemo nadomestne
vozlis¢ne obtezbe, ki so bile tam upostevane zgolj zaradi prevedbe porazdeljene obtezbe

v navidezno vozlis¢no obtezbo. Za prvi konéni element sledi:
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Y, —-92000
SN T N B U T 2 I S S
D, 70533.33333333333
9.5572426587 14.928324782 —3.807242659 10.519991448 Om
14.928324782 39.600132505 —10.51999145 -16.90316149 107, ~2.188571-10 rad
—3.807242659 —10.51999145 9.5572426587 —14.92832478 ~8.863742-10° m
10.519991448 -16.90316149 —-14.92832478 39.600132505 —8.064836-10"* rad
-92000 17905.17576540321 Vi, 17905.17576540321 N
—70533.33333| 1.0186340659857-107"° M, | 1.0186340659857-107"° Nm
") —92000 [ )-404497.33209959767 V,oeo| | 404497.33209959767 N
70533.33333 563368.5490712451 M,, 563368.5490712451 Nm
Za drugi kon¢ni element sledi:
Y, — 68000
Y e
D, 38533.33333333333
16.2474135675  23.767269731423 —11.9974135675 21.3589363981 -8.863742-10" m
23.76726973142  51.3769859944  —21.358936398 24.5187310924 107 —8.064836-10" rad
—11.9974135675 —21.358936398  16.2474135675 —23.76726973 ~7.618287-10° m
21.3589363981  24.5187310924 —23.76726973  51.3769859944 1.190640-10" rad
- 68000 —395502.66790040274 V, 2desno —395502.66790040274 N
B —38533.3333| | —563368.5490712455 N M, , _ 563368.5490712455 Nm
—-68000 —217080.85364518076 V, stevo 217080.85364518076 N
38533.3333 292899.5673868929 M,; 292899.5673868929 Nm
Za tretji koncni element sledi:
Y, —98000
O 0 T 8 o A B
D, 80033.33333333336
8.9231778426  13.858452381 —2.7981778426 8.856369048 —7.618287-107 m
13.858452381 37.801166667 —8.856369048 15.399125 ; 1.190640-107 rad
~2.7981778426 —8.856369048 8.9231778426 —13.85845238| 0
8.856369048 15.399125 —13.85845238 37.801166667 —~1.511563-10" rad
— 98000 —282919.1463548188 V, siemo | [—282919.1463548188 N
B —80033.3333 _ —292899.5673868929 N M, ; _ 292899.5673868929 Nm
—98000 —3753.6227282909676 Vs 3753.6227282909676 N

80033.3333 7.275957614183426-10™" M,, 0 Nm
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Vrednosti sekundarnih spremenljivk, ki predstavljajo vozlicne sile in momente na
navidezno prosto telo (element), so podane v koordinatnem sistemu metode koncnih
elementov, kar pomeni, da moramo v zacetnems vozliséu spremeniti predznak momenta, v
kontnem vozlistn pa predznak prene sile. Ker so za njihov izracun uporabljene priblizne

vrednosti pomikov in zasukov, tudi vrednosti notranjih staticnih kolic¢in niso toc¢ne.
Poprocesirange: igracun reakciy

Izracunani vektorji sekundarnih spremenljivk pokazejo, da vertikalna reakcija v levi
podpori  znasa 267905.17576540321 N in je usmerjena navzgor. Vrednost
17905.17576540321 N odcitamo nepostedno iz prvega clena vektorja {Q1}, dodati pa
moramo Se 250000 N zaradi sile, ki deluje neposredno v podpori, in je v analizi nismo
upostevali, ker ne vpliva na pomike v polju, saj gre za nepomicno podporo. Vertikalna
reakcija v desni podpori znasa 3753.6227282909676 N in je usmerjena navzdol. Vsota obeh

reakcij sedaj ni enaka aplicirani obtezbi, saj (vecji) del obtezbe prevzame tudi zemljina.

E=30 GPa

¢ =50 MPa/m
46m ——34m ——49m —
267.905 kN [ 3.754 kN

Slika 158: Prikaz reakcij
Poprocesirange rezultatov — iskanje priblidnih funkcij precnega pomika s polinomi H1

Priblizne funkcije pomika po posameznem elementu, ki jih izracunamo s pomocjo

standardnih interpolacijskih funkcij H1, so:

vin(x)=Y N (x)+ @, N, (x)+ Y, N ,(x)+ @, - N, ,(x)

=0m-N,,(x)+ (- 2.1885708690936763-10" rad)- N, , (x) + (~ 8.863741637759402 -10° m)- N, ,(x)
+(-8.06483636662019-10 rad)- N, ,(x) = —2.1885708690936763-10" - x
—1.297990637509971-10"* - x* +4.058346910744851-10 - X’ 0<x<4.6m

vou(x)=Y, N, (x)+ @, - N, (x)+ Y, - N, (x)+ @5 - N, (%)

— (-8.863741637759402-10° m)- N, (x )+ (- 8.06483636662019 - 10 rad)- N, , (x )+

(- 7.618284692843066 10" m)- N, ,(x)+1.190640342368241-10" rad - N, ,(x)
=7.247786154282745-107 — 6.836376194481901-10" - x + 8.634169348654235-10™* - x*
—3.0144033442690743-107 - x* 46m<x<8m
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in

V()= Y, Ny (x)+ @, N, (x)+ Y, - N (x)+ @, N, ,(x)

= (~7.618284692843066-10° m)- N, ,(x)+1.190640342368241-10" rad - N, , (x)+ 0- N, ,(x)
+1.51156325741641-10° rad - N, ,(x) =1.6176331047944303 10" - 4.585301708253282-10" - x
+5.645617375030334 107 - x* —1.6963779944932308 107 - x° §m<x<12.9m

Ker pa so znane $tiri diskretne vozlis¢ne vrednosti pomika, lahko z njihovo pomocjo
poiscemo nadomestno priblizno enovito funkcijo precnega pomika za cel temel; (kar pa
zaradi dveh koncentriranih sil v polju ni najbolj korektno). Zaradi Stirth informacij
izhajamo iz splosnega polinoma tretjega reda v obliki:

VN(X)=aO+a1-X+a2-X2+a3-X3 Om<x<I129m

Za dolocitev neznanih konstant so na voljo stiri diskretne vozliscne vrednosti pomika:

Vi (O) =0m

vy (4.6 m)=-8.863741637759402-10”° m
vy (8 m)=-7.618284692843066-10° m
vy(129m)=0m

Resitve za iskane konstante, ki jih dolo¢imo z resitvijo sistema 4 linearnih enacb, so:

a,=0

a, =—3.6547633777863895-10"
a, =4.267807171572977-10™
a, =—1.1121374157458995-10°

in tako sledi priblizna enovita funkcija pre¢nega pomika:

vy (x)=-3.6547633777863895-107 - x +4.267807171572977-10"* - x> —=1.1121374157458995-10" - x*

Om<x<I129m

Opomba: v analizo bi lahko vkljucili tudi znane vse stiri vrednosti zasuka, s ¢imer bi

dvignili stopnjo polinoma.
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Do enake funkcije precnega pomika pridemo tudi z Lagrangeovo (ali pa Newtonovo)
interpolacijo. Ker sta vrednosti funkcije v prvem in zadnjem vozliScu enaki nic,

potrebujemo samo Lagrangeova bazna polinoma za drugo in tretje vozlisce:

L(x)= (x~0)-(x=8)-(x -129) =0.7949958401380457 - x — 0.16100206452408095 - x*
(4.6-0)-(4.6-8)-(4.6-12.9)

+7.703448063353156-10° - x* Om<x<129m
in

L(x)= (x=0)-(x=4.6)- (x~129)_ ~0.4452280912364945 - x +0.13130252100840334 - x
(8—0)-(8—4.6)-(8-12.9)

—7.50300120048019-107 - x* Om<x<129m

Tako (ponovno) sledi:

Vi (%)= vy (4.6 m) 1, (x)+ v 8 m) L (x) =Y, - L(x)+Y; L (x) =

(-8.863741637759402-10° m)- (0.7949958 - x —0.1610021- x> +7.7034481-10° - x* )+

(- 7.618284692843066-10° m)- (- 0.4452281- x +0.13130254- x> —7.5030012-10° - * )

= —3.654763377786391-10° - x +4.267807171572978 10 - x> —1.112137415745902-10° - x°
Om<x<129m

Izpeljava funkcije pre¢nega pomika s pomocjo Lagrangeove interpolacije torej predstavlja
alternativni pristop za dolocitev (enakih) koeficientov splosne polinomske funkcije,
vendar brez resevanja sistema linearnih enacb, kar je prednost pristopa. Slabost tega

pristopa pa je, da v analizo ne moremo vkljuciti tudi znanih vrednosti zasuka.

Kadar pa je iskano zgolj manjse Stevilo diskretnih interpoliranih vrednosti, pa je uporaba
Lagrangeove interpolacije, ki ne zahteva zapisa splosne funkcije, morda ucinkovitejse. Za

vrednost pomika na sredini srednjega polja (x = 6.3 m) tako sledita vrednosti:

1,(6.3)= (63-0)-(63-8)-(63-129) _ 0.544525929806182
(4.6-0)-(4.6-8)-(4.6-12.9)
in
1,(6.3)= (63-0)-(63-46)(63-129) _ 0.5303571428571432

(8-0)-(8-4.6)-(8-12.9)
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Tako sledi:

vy (6.3m)=v (4.6 m)-1,(6.3)+ v (8 m)-1,(6.3)=Y, -1,(6.3)+Y, -1,(6.3)
= (-8.863741637759402-10° m - 0.544525929806182
+(~7.618284692843066 - 10° m - 0.5303571428571432 = —8.866948860031264-10° m

Iz priblizne funkcije pre¢nega pomika, dobljene z interpolacijo H1 izklju¢no za drugi

koncni element, pa sledi vrednost:

Vo (6.3 m) =7.247786154282745-10" —6.836376194481901-107 - 6.3

+8.634169348654235-10™ - 6.3* —3.0144033442690743-107 - 6.3’
=-9.089790856389066-10° m

Opomba: tocna vrednost pomika, ki sledi npr. iz resitev vezanih diferencialnih enacb,
znasa -9.055527233101985 mm.

) ‘ ‘ ) ‘ ‘ X [m
0 2 4 6 8 10 12 ]
-0.002 |
-0.004 |
-0.006 [
[ —— odsekovno linearni pomiki HO
-0.008 — enovita interp. funkcija pomika
— 3 KE z interp. funkcijami H1
v(x) [m]

Slika 159: Primerjava grafov razlicnih numeri¢nih resitev za pre¢ni pomik

Iz slike vidimo, da je med enovito interpolirano funkcijo precnega pomika, dobljeno z
Lagrangeovo interpolacijo (modra linija), in po elementih izracunanimi polinomskimi

odsekovnimi funkcijami precnega pomika (¢rna linija), opazno odstopanje.



Poglayje 111

Precni premiki (upogib nosilcev) 289

o 4 6 8 10 1o/ Xm
0 2 4 6 8 10 12/
-0.002 |
-0.004 |
-0.006 |
-0.008 | — 3 IV(E z iEterp. funkcijami H1
- tocna reSitev DE

v(x) [m]

Slika 160: Primerjava grafa numeric¢ne resitve za precni pomik z analiti¢no resSitvijo

Iz zadnje slike pa vidimo, da je med odsekovno izracunano funkcijo pre¢nega pomika, ki
je bila pridobljena s pomocjo polinomskih interpolacijskih funkcij H1 (¢rna linija), in to¢no
reditvijo (zelena linija), ki nima oblike polinoma, temvec vsebuje trigonometricne clene,
ujemanje dobro, ne pa tudi popolno. Boljse ujemanje je mogoce dobiti s povecanim
stevilom konc¢nih elementov. Slika numeri¢nih resitev za razlicne diskretizacije - mreze s
3, 6 in 128 konénimi elementi pa pokaze, da je v primeru dovolj velikega Stevila konénih
elementov inzenirsko odli¢ne resitve mogoce dobiti kar z enostavno odsekovno linearno

oz. HO interpolacijo med vozlisci:

oy x(m]
0 2 4 6 8 10 12

3 konc¢ni elementi
6 kon¢nih elementov
128 konénih elementov

v(x) [m]

Slika 161: Prikaz konvergence reSitev za funkcijo pre¢nega pomika razli¢nih diskretizacij
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Poprocesirange: iskange funkcij upogibnega momenta in precne sile

Z uporabo interpolacijskih funkcij (ze znanih iz analize funkcije precnega pomika) sledi za
prvi koncni element priblizni izraz za upogibni moment (za vse elemente uporabimo H1
interpolacijske funkcije za vpete robne pogoje):
M, (x)=M,, N, (x)+V,; N, (x)+M,, N5 (x)+ V, 500 - N, (x)
=0-N,,(x)+17905.175765403- N, (x)+ 563368.54907125 - N, , (x ) + 404497.332099598 - N, (x )
=17905.17576540321- x —15846.394021083324 - x* +8386.562402775064 - x’ 0<x<4.6m

Za drugi koncni element velja:

M,,x (X) =M,,-N,, (X)+ Vy,Zdesno
=563368.54907-N, ,(x)—395502.6679 - N, , (x)+292899.56739 - N, , (x)+217080.853645 - N, , (x)
=4.631973070927612-10° —1.4088245278801247-10° - x +121676.95478591265 - x*
~1671.4890367150874 - x* 46m<x<8m

'Nz,z(x)+Mz,3 -N2,3(X)+V 'N2,4(X)

y,3.levo

Za tretji koncni element pa sledi:
M, x (X) =M, ; 'N3,1(X)+ Vy,3desno ‘N,, (X)+ M,;-N,; (X)"' Vy,3 ‘N,, (X)
=292899.5673868929- N, ,(x)—282919.1463548188- N, (x)+0-N,,(x)
+3753.6227282909676- N, ,(x)=1.0959241144013867 10" —2.809128118142996-10° - x
+237662.1614257122 - x> — 6647.841724079257 - x° §m<x<129m

Ce za izratun priblizne enovite funkcije upogibnega momenta (ki zaradi dveh
koncentriranih sil v polju ni najbolj korektna) uporabimo npr. Lagrangeovo interpolacijo,

sledi enovita priblizna resitev v obliki:

M, (x)=M,, -, +M, 1, =

563368.54907 - (0.7949958~x —0.1610021-x* +7.7034481-107 -x3)+
292899.5673868929-(—0.4452281-x +0.13130254 - x> —7.5030012-10° -x3)
=317468.5376645853 - x —52245.04788823677 - x* + 2142.254552572977-x>  O0m<x<129m
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X [m]
0 4 6 8 10 12
100000 |
200000 |
300000 |
400000 |
— 3 KE z interp. funkcijami H1
500000 | —— enovita interp. funkcija momenta
M;(x) [Nm]

Slika 162: Grafa razli¢nih numericnih reSitev za upogibni moment

Iz grafa je razvidno, da enovita interpolirana funkcija momenta (modra linija), dobljena z
Lagrangeovo interpolacijo, daje popolnoma napacno predstavitev porazdelitve
upogibnega momenta v primerjavi s (sicer prav tako pribliznimi, a vseeno kvalitetnejsimi)
funkcijami upogibnega momenta (¢rna linija), dobljenimi s pomoc¢jo H1 interpolacijskih
tunkcij. Vzrok temu je, da ima funkcija precne sile, ki je povezana z odvodom funkcije

upogibnega momenta, diskretne skoke na mestih obeh koncentriranih sil.

Grafi¢na primerjava tocnih (iz diferencialnih enacb, zelena linija) in pribliznih numeri¢nih
resitev po elementith (s pomocjo interpolacijskih funkcij H1, ¢rna linija) za upogibni

moment pokaze, da so dobljeni priblizki upogibnega momenta zelo dobri:

0 . L L L f n
4 6 8 o 1o xml

100000 | |
200000 |

300000 |
—— reSitve dif. enacb
400000 | —— 3 KE z interp. funkcijami H1

500000 |

M;(x) [Nm]

Slika 163: Grafa razli¢nih numericnih resitev za upogibni moment

Priblizne funkcije precne sile po elementih sledijo z odvajanjem izrazov za upogibni

moment:
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Viin (X) =17905.1757654032 —31692.7880421667 - x +25159.6872083252 - x* 0<x<46m

Vyz’N(x) =—1.4088245278801-10° + 243353.90957183 - x — 5014.4671101453 - x* 46m<x<8m
Vle(x): —2.809128118143-10° - x +475324.3228514 - x —19943.525172238 - x* Em<x<129m

Grafi¢na primerjava pravih (zelena linija) in numericnih resitev (¢rna linija) za precno sile

pokaze, da so tudi dobljeni priblizki precne sile zelo dobri:

4000007 —— reSitve dif. enacb
—— 3 KE z interp. funkcijami H1
200000
L N N N e X [m]
0 2 4 6 8 12
-200000 |
-400000 "
Vy(x) [N]

Slika 164: Grafa razlicnih numeri¢nih resitev za precno silo

Primetjalna preglednica rezultatov razlicnih diskretizacij/racunskih modelov jasno
pokaze, da z zgoscevanjem mreze koncnih elementov numericne resitve konvergirajo k

analiticnim vrednostim.

Preglednica 1

reakcija Va* [N]

reakciia Vs [N] Mz,max [Nm]

3KE 17905.175765 -3753.622728 -8.8637416™ 563368.5491

6 KE 21720.626593 -683.879276 -9.0467301™ 564450.8796
129 KE 21823.088786 -644.597690 -9.2757475™ 564647.5851
1290 KE 21823.104653 -644.592884 -9.2758825™ 564647.5559
analiticno 21823.088839 -644.597969 -9.2758830 564647.5867

“brez upostevanja koncentrirane obtezne sile v prvem vozliscu

Hok

vrednosti v vozlis¢ih mreze koncénih elementov

2. pristop — alternativna diskretizacija s tremi konlnimi elementi drugacnih tipov

V tem modelu bomo ponovno uporabili tri konéne elemente, vendar bomo ¢lenkasta
zakljucka nosilca modelirali kot ¢lenkasta prikljucka konénih elementov v togih vozliscih,
torej s konénimi elementi tipov C-V in V-C, kar bo vodilo do manjsega racunskega

modela.
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Slika 165: Druga izbrana diskretizacija

Prostostne stopnje so Y7, @y, Yz, @2, Y3, @5, Yy in @y, ki predstavljajo vozliséne vertikalne
pomike in zasuke. Ker pa sta vertikalna pomika in zasuka vozlis¢ 1 in 3 preprecena, ima

model sedaj samo $tiri prostostne stopnje (Y2, @, Y;in @j).

Togostne matrike konc¢nih elementov so ponovno sestavljene iz prispevkov nosilcev in
zemljine in za prvi koncni element sledita drugacni matriki (ter njuna vsota) kot v prvi

diskretizaciji:

1.3214535218213197 0 —-1.3214535218213197  6.078686200378071
0 0 0 0
~1.3214535218213197 0 1.3214535218213197 —6.078686200378071 |
6.078686200378071 0 —6.078686200378071  27.961956521739125
2.7107142857142854 0 1.6017857142857141 —2.0782142857142856

0 0 0 0 ,
1.6017857142857141 0 5.585714285714285  —4.534285714285714 |
~2.0782142857142856 0 —4.534285714285714  4.635047619047618
“+032167807535605 - - -~ 02803321924643945- - - 4.00047 19 4663786 -

"""" A A P

7

[kl]: [kn,1]+ [kz,l]:

Za drugi koncni element sta togostni matriki nosilca in zemljine enaki kot v prejsnji
diskretizaciji, za tretji koncni element pa ponovno sledita drugacni matriki (ter njuna vsota)

kot v prvi diskretizaciji:
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[ks] = [kn,3]+ [kz,3] =
[ 1.0932944606413986

5.357142857142854 26.25 —5.357142857142854,
~1.0932944606413986 —5.357142857142854,  1.0932944606413986
I 0 0 0

[ 5.95 5.145 1.70625 0

5.145  5.602333333333335 2358125 0| .

1.70625 2358125 2.8875 0

0 0 0 0

[7.043294460641399  10.502142857142854 |

 10.502142857142854

5.357142857142854

31.852333333333327

0.6129555393586017- - — 2:9990178571428534- - - -3:980794460641399 - - - - .

—1.0932944606413986

107 +

oS o o O

0.6129555393586017 0
—2.9990178571428534 0

7

Togostna matrika konstrukcije je tako (primerjava togostnih matrik konstrukcije iz obeh

diskretizacij pokaze, da togostne matrike tega modela ne moremo dobiti enostavno s

¢rtanjem vrstic in stolpcev, ki pripadajo zasukoma @ in @; v togostni matriki tega

modela):

2.315458137503872
1.315429781675819
—1.19974135675031
2.135893639808864

1.315429781675819
8.397399013518449
—2.13589363980886
2.451873109243697

—1.19974135675031
—2.13589363980886
2.329070802814452
—1.32651268742791

2.135893639808864
2.451873109243697 10°
—1.32651268742791

8.322931932773107

Obtezni vektorji zaradi porazdeljene obtezbe so (glede na prvo diskretizacijo se

spremenita samo prvi in tretj

=69000 | —-68000 ! 1—122500;
--0--- E—38533.33333333333i I—12005(]I
- 115000 ) | _6s000 | B 3= 200
1105800, 138533.33333333333 S
Celotni globalni obtezni vektor konstrukcije je:
—183000 —800000 —-983000
{F} _ 67266.66666666666 N 0 | 67266.66666666666
—-190500 —500000 —690500
—81516.6666666667 0 —81516.6666666667

1):

___________________________
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Resitve sistema so sedaj samo 4:

Y, —8.806675375149313-10" m
Ul ®,| |-8.141321301986719-10" rad
Y, ~7.5666122619274-10° m

D, 1.1959603714758093-10" rad

Resitve so podobne prejsnjim, niso pa enake, ker z uporabljenim modelom (s sestevanjem
togostnih matrik nosilca in zemljine) dobimo zgolj priblizke reSitev. Zaradi manjSega

stevila uporabljenih prostostnih stopenj so te vrednosti sedaj manj kvalitetne od prejsnjih
-2.110 %).

Poprocesirange: iskanje notranjib staticnib kolicin in sekundarnib sprementjivk v voz/liscih

Za prvi konéni element sledi:

Y, — 69000
@)=l ]- U}~ £ =[x, i’; =
@, 105800
4.03216780754 0 0.280332192464  4.00047191466 0m
0 0 0 0 1o @,
0.280332192464 0 6.90716780754 —-10.6129719147 —8.8066754-107° m
4.00047191466 0 -—-10.6129719147 32.59700414079 —8.1413213-10* rad
— 69000 11742.926620770115 Vy’1 11742.926620770115 N
0 0 M,, 0 Nm
- —115000 N —406888.2321002398 Vy,21evo B 406888.2321002398 N
105800 563467.2999878715 MZ,2 563467.2999878715 Nm

Ceprav vrednost zasuka @; ni znana, to ni ovira za izracun vektorja sekundarnih

spremenljivk.
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Za drugi kon¢ni element sledi:

Y, — 68000
=l HU =l ] T =
D, 38533.33333333333
16.2474135675 23.76726973142 —11.997413568 21.3589363981 -8.806675-10° m
23.76726973142  51.3769859944 —21.358936398 24.5187310924 107, —8.141321-10" rad
—11.997413568 —21.358936398 16.2474135675 —23.76726973 ~7.566612-10° m
21.3589363981  24.5187310924 —23.76726973 51.3769859944 1.1959604-10" rad
~68000 ~393111.7678997603 V, o0 | [~393111.7678997603 N
B —38533.3333| | —563467.2999878715 N M,, | |563467.2999878715 Nm
— 68000 —215162.68442466052 V, sievo 215162.68442466052 N
38533.3333 293665.1451366578 M,, 293665.1451366578 Nm

Kljub temu, da je sta togostna matrika in obtezni vektor elementa enaka kot v prvi
diskretizaciji, so vozliscne vrednosti notranjih staticnih kolicin sedaj nekoliko drugacne,

kar je posledica drugacnih vozlis¢nih vrednosti pomika in zasuka.

Za tretji koncni element sledi:

Y,)  [(-122500
) ~ ' | —120050 |
{Qs}—[ka] {Us} {F3}—[k3] Y, ~73500 [
D, 0

7.04329446064139  10.50214285714285  0.612955539358602 0 ~7.566612-10" m
10.50214285714285  31.852333333333327 ~2.99901785714285 0| . |1.1959604-10" rad
0.612955539358602 —2.99901785714285  3.980794460641399 0 0
0 0 0 0 D,
—122500) [(—284837.31557533966) [V, 10| [—284837.31557533966 N
~120050 | | —293665.1451366575 M, | | 293665.1451366575 Nm
"1 —73500 [ | —8747.03410618272 [ | V,, [~ | 8747.03410618272 N
0 0 M,, 0 Nm

Poprocesirange rexultatov — izracun reakciy

Izracunani vektorji sekundarnih spremenljivk pokazejo, da vertikalna reakcija v levi
podpori znasa 11742.926620770115 N (oziroma 211742.926620770115 N z upostevanjem
koncentrirane obtezne sile, ki deluje direktno v tej podpori) in je usmerjena navzgor,
medtem ko vertikalna reakcija v desni podpori znasa 8747.03410618272 N in je usmerjena

navzdol. Vrednosti se nekoliko razlikujeta od vrednosti, dobljenih s prvim racunskim
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modelom. Njuna vsota ni enaka aplicirani obtezbi, saj vecji del obtezbe prevzame tudi

zemljina.
250 kN 800 kKN 500 kN
40 KN/m'
E=30 GPa
Z“\ ¢ =50 MPa/m
211.743 kN 46m 3:4m 49m 8.747 kN

Slika 166: Prikaz reakcij drugega raCunskega modela
Poprocesirange:iskanje priblignib funkcij preinega pomika s polinoni H1
Priblizne funkcije pre¢nega pomika po posameznem elementu so:

vin(x)=Y, N (x)+ @, N L(x)+ Y, N (x)+ @, 0N (x)
=0m-N,,(x)+®,-N,,(x)+(-8.806675375149313-10° m)- N, ()
+(~8.141321301986719-10 rad)- N, ,(x) = 2.464675905058049 10" - x
+2.6001004644917728 10 - x° 0<x<4.6m

vou(x)=Y, N, (x)+ @, N, L (x)+ Y, N, (x)+ @, - N, L, (x)

= (-8.806675375149313-10° m)- N, (x)+ (- 8.141321301986719-10* rad)- N, , (x )+
(-7.5666122619274-10° m)- N, ,(x)+1.1959603714758093-10" rad - N, , (x)

=7.365398244585708-107 — 6.853506382759583-10 - x +8.639435567626176-10™ - x*
—3.007099038524212-107 - x* 4.6m<x<8m

in

Vin(x)= Y, Ny () + @, N, L (x)+ Y, Ny, (x)+ @, - N, (x)

= (- 7.5666122619274-10° m)- N, ,(x)+1.1959603714758093 10" rad - N, ,(x )+ 0- N, ; (x)
@, -N,,(x)=6.598433141851011-10" —1.902140045410448 10" - x
+2.8065656866455566-10™ - x* —7.252107717430378-10° - x° 8§m<x<129m

Primerjava grafov razlicnih numeriénih resitev za prec¢ni pomik pokaze, da so resitve sedaj

resnicno nekoliko manj kvalitetne kot v prvi diskretizaciji:
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0 2 4 6 8 x[m]
-0.002 |
-0.004 |
-0.006 |
-0.008 | —— odsekovna interp. s funkcijami HO
—— 3 KE z interp. funkcijami H1
v(x) [m] toCne resitve

Slika 167: Primetjava grafov razlicnih numeri¢nih reSitev za precni pomik

Poprocesirange rexultatov — iskanje funfkcij upogibnega momenta in precne sile

Z uporabo interpolacijskih funkcij H1 sledi za prvi koncni element priblizni izraz za
upogibni moment (za vse elemente uporabimo interpolacijske funkcije H1 za vpete robne
pogoje, ze znane iz prve diskretizacije. To pomeni, da pri izracunu funkcij pri prvem in
tretjem elementu uporabimo drugaéne funkcije, kot smo jih maloprej pri izracunu funkcije

precnega pomika):

M, \ (X): Mz,l 'Nl,l(x)"'vy,l 'Nl,z(x)"' M, 'N1,3(X)+ Vy,zlevu ’N1,4(X)
=0-N,,(x)+11742.926620770115- N, ,(x )+ 563467.2999878715 - N, ,(x )+ 406888.2321002398 - N, (x)
=11742.926620770115 - x —13672.915529705744 - x* +8206.30321916765 - x* 0<x<4.6m

Za drugi koncni element velja:
MZZ,N (X) = Mz,2 ’ N2,l (X)+ Vy,Zdesno ’ N2,2(X)+ Mz,3 ’ N2,3 (X)+ Vy,3,levo ’ N2,4 (X)
=563467.2999878715-N, (x)-393111.7678997603- N, , (x )+ 293665.1451366578 N, , (x )

+215162.68442466052-N, , (x) =4.606235925978083-10° —1.3998351156218462-10° - x
+120911.68800043722-x* —1664.527124794211- x> 4.6m<x<8m

Za tretji koncni element pa sledi:

M, x (X) =M, ; 'N3,1(X)+ Vy,3desn0 ‘N, (X)+ M,;-N,; (X)"' Vy,3 ‘N, (X)
=293665.1451366575- N, ,(x)— 284837.31557533966 - N, , (x)+0- N, ,(x)
+8747.03410618272- N, ,(x)=1.0881875894303728-107 — 2.7786470769687914-10° - x

+233944.0548219091- x> — 6506.745394568197 - x° 8m<x<129m
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Primerjava grafov razlicnih numeric¢nih resitev za upogibni moment pokaze spodobno
ujemanje med numericno resitvijo (¢rna linija), dobljeno s pomocjo interpolacijskih funkcij

H1, ter analiticnimi reSitvami vezanih diferencialnih enacb (zelena linija).

0 2 4 6 8
) ‘ ‘ x [m]
10 12
100000 |
200000 | ,, /
300000 | \ !
—— tocna resitev DE

400000 —— 3 KE z interp. funkcijami H1

500000 {

M,(x) [Nm]

Slika 168: Grafa razli¢nih numericnih reSitev za upogibni moment

Priblizne funkcije precne sile sledijo z odvajanjem (pribliznih) izrazov za upogibni

moment:
VyLN(x) =11742.92662077012 —27345.8310594115 - x +24618.909657503 - x* 0<x<4.6m
Vyz,N(X) =-1.399835115622-10° +241823.376001- x —4993.5813743826 - x* 46m<x<8m
Viin (X) =-2.77864707697 -10° - x + 467888.10964 - x —19520.2361837 - x* Em<x<129m

Grafi¢na primerjava pravih (zelena linija) in numericnih resitev (¢rna linija) za precne sile

pokaze, da so tudi dobljeni priblizki funkcij precne sile zelo dobri:

400000] —— toc¢na resitev
—— 3 KE z interp. funkcijami
200000
e
0 6 ] 1o Xml

-200000 |

-400000 " V(x) [N]

Slika 169: Grafa razli¢nih numericnih resitev za precno silo
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3. pristop — diskretizacija s tremi tocnimi koncnimi elementi

Ponovno bomo uporabili diskretizacijo iz prvega racunskega modela s $estimi nenicelnimi
prostostnimi stopnjami @1, Y2, @, Y3, @5 in @y, ki predstavljajo vozliséne vertikalne

pomike in zasuke, vendar bomo sedaj uporabili to¢ne koncne elemente tipa V-V.

Pri uporabi teh koncnih elementov togostne matrike niso ve¢ sestavljene iz locenih
prispevkov nosilcev in zemljin z Winklerjevim modelom, temvec¢ nastopi enovita togostna

matrika. Za prvi koncni element sledi enovita togostna matrika v obliki:

[kl ] =107
--9:45286162315999-- - H4.82761041079715- - ~~3:3010948223063253 - - 110.51999 14483752 -
14. 82761041079715 ' 39.501856718397256 —10.61463755831446 16.997914327202935:
-3. 9010948223063253 ! —10 61463755831446 9.45286162315999 —14. 82761041079715:

10.51999|14483752 | 16 997914327202935 —14.82761041079715  39. 501856718397256'

_______________________________________________________________

Cleni izracunane togostne matrike niso enaki ¢lenom matrike iz prve diskretizacije, so pa

podobni (in sedaj tocni).

Za drugi koncni element sledi:

16.22359955881419 23.75027355423841  —12.018894078639846 21.374938453739613,
23.75027355423841 51.36472253732657  —21.374938453739613  24.53056795226318 i
—12.018894078639846 —21.374938453739613  16.22359955881419 —23.75027355423841§
1 21.374938453739613 24.53056795226318 —23.75027355423841  51.36472253732657 .

1 8.781931032862206  13.713323653681105 i
113.713323653681105 37.6503423978822 i -8. 99264953‘3402808 ' 15 544477455823708

______________________________________________________________
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Togostna matrika konstrukcije je tako:

[ 39.501857 —10.614638 16.997914 0 0 0
-10.614638  25.676461 8.922663  —12.018894 21.374938 0
[k]: 16.997914 8.922663 90.866579 —21.374938 24.530568 0 107
0 —12.018894 —21.374938  25.005531 —10.036950 8.992650
0 21.374938  24.530568 —10.036950 89.015065 15.544477
i 0 0 0 8.992650 15.544477  37.650342 |

Tudi obtezni vektorji zaradi porazdeljene obtezbe so sicer drugacni, a vseeno podobni

vektorjem, dobljenim v prvem racunskem modelu:

_______________________________________

--88828-26881365865 67275 38768278957 T °93710.70672093515
f 1= Féﬁb&fééééébﬁ'z_z_éé: e |- 38005.361607980914, |- L~ 75530.78592445288
L 88828.26881365865 | 67275.28768278957 9370 70672093514
| 67407.56563972296 | | 38005.361607980914 | 175530.78592445288 |

Celotni globalni obtezni vektor konstrukcije dobimo, ko upostevamo Se koncentrirane

sile:

—67407.56563972296 0 —67407.56563972296

—156103.55649644823 —-800000 —956103.5564964482

{F} _ 29402.204031742047 N 0 _ 29402.204031742047

—160985.99440372473 —-500000 —660985.9944037248

—37525.42431647202 0 —37525.42431647202
75530.78592445291 0 75530.78592445291

Resitve sistema so:

< 8

2
I
< B

Sl

S~

—

[

[o%)

5%}

~2.2355590018644854-10" rad
—8.978904180314839-10° m
—8.083249784172648-10 rad
—7.729721930808879-10° m
1.193742983269607 10 rad
—1.5539738628957609-10" rad

in predstavljajo resitve, enake analiticnim resitvam vezanega sistema diferencialnih enacb.



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA

302
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

Poprocesirange: iskanje notranjib staticnib kolicin in sekundarnih sprementjivk v voz/liscih

Za prvi konéni element sledi:

Y,] [-88828.26881365865
@, | |-67407.56563972296
Qi=la ] {ui-tri=l] Yz1 7] -88828.26881365865
®,| | 67407.56563972296
04528616  14.8276104 —3.9010948  10.5199914 0Om
148276104 39.5018567 ~10.6146376 169979143 |  ; |~2.2355590-10" rad
~3.9010948 —10.6146376  9.4528616 —14.8276104 ~8.9789042-10° m
105199914 16.9979143 —14.8276104 39.5018567 —8.0832498-10"* rad
—88828.26881365865)  [21823.088839479547 V,, | [21823.088839479547 N
— 67407.56563972296 0 M,, 0 Nm
"] -88828.26881365865 [ |- 402783.3545245711[ |V, s | | 402783.3545245711N
67407.56563972296 564647.586711739 M,, | |564647.586711739 Nm
Za drugi kon¢ni element sledi:
Y,) [-67275.28768278957
®,| |-38005.361607980914
Q= [k} Us - R )=l Y32 7] —67275.28768278957 |
®,| | 38005.361607980914
162235996  23.7502736 —12.0188941  21.3749385 ~8.9789042-10” m
237502736 513647225 -21.3749385 24.5305680 | . |-8.083250-10° rad
~12.0188941 —21.3749385 16.2235996 —23.7502736 ~7.7297219-10% m
213749385  24.5305680 —23.7502736  51.3647225 1.1937439-10° rad
—67275.2876828 | (~397216.64547542883) [V, sqme| [—397216.64547542883 N
| -38005.3616080 | _ | ~564647.586711739 | | M, | _| 564647.586711739 N
—67275.2876828 [ |—218337.11994504137( | V,qee | | 218337.11994504137 N

38005.3616080 293465.56263801147 M, , 293465.56263801147 Nm
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Za tretji koncni element sledi:
Y, —-93710.70672093515
) —75530.78592445288
=k, -{U, }-{E =k )4 7 - =
@)=l Husd-{Ri=lx] Y,| |-93710.70672093514
D, 75530.78592445288
8.7819310 13.7133237 —-2.9250119  8.9926495 ~7.7297219-10° m
13.7133237 37.6503424 —8.9926495  15.5444775 107 1.1937430-10° rad
-2.9250119 -8.9926495 8.7819310  —13.7133237 0
8.9926495  15.5444775 —13.7133237 37.6503424 -1.5539738628957609-10 rad
~93710.7067209 ]  [—281662.88005495875 V, 30| [~281662.88005495875 N
—75530.7859245 —293465.5626380119 M, 293465.5626380119 Nm
— = j— =
—-93710.7067210 —644.597968690272 Vi 644.597968690272 N
75530.7859245 0 M, , 0 Nm

Poprocesirange: igracun reakciy

Izracunani vektorji sekundarnih spremenljivk pokazejo, da vertikalna reakcija v levi
podpori znasa 21823.088839479547 N (oziroma 271823.08883947955 N z upostevanjem
koncentrirane obtezne sile, ki deluje direktno v tej podpori) in je usmerjena navzgor, kar

je opazno drugacna vrednost kot v prejsnjih dveh racunskih modelih.

Vertikalna reakcija v desni podpori znasa 644.597968690272 N (kar je ponovno opazno

drugacna kot v prejs$njih dveh diskretizacijah) in je usmerjena navzdol.

V predhodni preglednici, podani v prvem modelu, kjer so bili predstavljeni nekateri
rezultati razlicnih diskretizacij, je razvidno, da tudi rezultati z “navadnimi” pribliznimi
kon¢nimi elementi konvergirajo k tema dvema vrednostima, kar ponovno potrdi, da tudi
priblizni koncni elementi omogocajo kvalitetne resitve, le da je zanje potrebnega vec

racunskega napora.

250 kN 800 kN 500 kN
40 KN/m'
e e
E=30 GPa
. ¢ =50 MPa/m T
46m —F——34m i 49m
271.823 kN }0.644 kKN

Slika 170: Prikaz reakcij tretjega raCunskega modela
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Primer 10.a — ProstoleZedi nosilec s koncentrirano silo na sredini
Za podani nosilec pravokotnega prereza (b / h = 0.2 m /0.4 m) dolo¢i pomik in zasuk pod

obtezbo, funkcijo pre¢nega pomika in funkcije notranjih staticnih kolicin, ter reakcije v

podporah. Modul elasticnosti znasa £ = 30 GPa, Poissonov koli¢nik pa v = 0.2.

F=12 kN

| 2m 2m

I [

B
]

EL A
|

Slika 171: Obravnavani nosilec

Resitev
1. diskretizacija — elementa C-V in 17-C

Diskretizacijo izvedemo z dvema koncnima elementoma. Najmanjsi racunski napor je
potreben, kadar je prvi (levi) koncni element na levi ¢lenkasto, na desni pa polno prikljucen
(element tipa C-V), medtem ko je desni konéni element na levi polno, na desni pa
clenkasto prikljuc¢en (element tipa V-C). Ker sta oba elementa kolinearna, pretvorbe

togostnih matrik iz lokalnih koordinatnih sistemov v globalne ni potrebno izvesti.

Slika 172: Diskretizacija z dvema kon¢nima elementoma

Togostna matrika prvega elementa je (upostevamo lahko samo prostostne stopnje, ki

pripadajo pre¢nim pomikom):

A, = 02m-04m
1.2

oo N 02m:(04m)
m’ 12

= 0.06666666666666668 m*

EI, =30-1 =3.2-10" Nm®
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N
30-10° —
G-—E5 m’ 15900 N
2-(1+v) 2-(1+0.2) m?

L1:2.0 m

o 12°EL _ 12-3.2-10" Nm’

=0.1152
—-(2m)*-0.06666666666666668 m*

L
K ]= % i 1 | 12-El
L) L} L7 4re
1 T
b LD L
1.1664074650077767 0 —1.1664074650077767  2.3328149300155534
_ 0 0 0 0 1o
—1.1664074650077767 0  1.1664074650077767 —2.3328149300155534
2.3328149300155534 0 —2.3328149300155534  4.665629860031107

Pripadajoca togostna matrika drugega elementa je

[,=2.0m
7 2
oo ZEL . 12:3.2:10' Nm 01152
G-L A 12.5.10° = -(2m)’ - 0.06666666666666668 m”
m
1 LN S

L> L? L’

€ €

1
_— - 0| 12-EI
[Kz]: Lez Le L 2 . z

1 1 1 4+ O
_Le3 _Le2 Les 0
|0 0 0 0]
1.1664074650077767 2.3328149300155534 —-1.1664074650077767
| 2.3328149300155534  4.665629860031107  —2.3328149300155534

= 107
—1.1664074650077767 —2.3328149300155534

1.1664074650077767
0 0

0

o O o O
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Obtezna vektorja obeh elementov sta enaka ni¢, ker bomo obtezbo upostevali kar

neposredno v obteznem vektorju konstrukcije.
Sestava bistvenih enach konstrukcije

Namesto tvorbe celotnega sistema enacb (z upostevanjem togostne matrike konstrukcije
in obteznega vektorja konstrukcije) iz togostnih matrik in obteznih vektorjev elementov

upostevamo zgolj clene, ki pripadajo neznanim primarnim spremenljivkam. Ker imamo

dve neznani primarni spremenljivki (pomik Y7 in zasuk @: drugega vozlisca), sledi sistem

dveh enacb z dvema neznankama.

Iz togostne matrike prvega koncnega elementa sedaj od¢itamo zgolj clene, ki pripadajo

neznanima primarnima spremenljivkama:

1:1664074650077767----0--—1.1664074650077767 - 2:3328149300155534
fffffffffffffff T

—1.1664074650077767 O | 1.1664074650077767 —2.3328149300155534§
2.3328149300155534 (Di

[K1]=

Tudi iz togostne matrike drugega koncnega elementa od¢itamo zgolj clene, ki pripadajo

neznanima primarnima spremenljivkama:

11.1664074650077767  2.3328149300155534} —1.1664074650077767 0
K,]- 2.3328149300155534 ___ 4.663629860031107 | —2.3328149300155534 0
21 .

~1:1664074650077767 ~2:3328149300155534 - 1.1664074650077767 0
~~~~~~~~~~~~~~~ S S

7

Sistem dobi obliko (kjer je Ze upostevana koncentrirana obtezba F v vozliscu 2):

2.3328149300155534 0 (o721 _[-F] _ [-12000
0 9.331259720062214 o, o[ ] o

Dobljeni sistem s/uéajno (zaradi simetrije konstrukcije, obtezbe in racunskega modela)

tvorita dve nevezani enacbi, ki ju lahko resimo vsako zase.
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Sistem ima resitvi:

Y, [-5.144-10" m
@, 0

ki sta tocni.
Poprocesirange rezultatov — iskanje sekundarnih spremenljivk (notranjih staticnib kolicin)

Notranje staticne koli¢ine za prvi element dobimo tako, da togostno matriko prvega
elementa pomnozimo z vektorjem pomikov prvega elementa, ter odsStejemo obtezni
vektor (ki ga v obravnavanem primeru ni). Notranje stati¢ne kolicine dobimo izrazene v
koordinatnem sistemu MKE v obliki vektorja sekundarnih spremenljivk in zato moramo

spremeniti nekatere predznake izra¢unanih kolicin.

{Ql}z[Kl]'{Ul}_{Fl}

Q1,1 Y, 0 0
T R g O R
Ql,} Y2 0 Y2
Q1,4 D, 0 0
1.1664074650077767 0 —1.1664074650077767  2.3328149300155534
0 0 0 0 .

—1.1664074650077767 0  1.1664074650077767 —2.3328149300155534 ~5.144-10 m
23328149300155534 0 —2.3328149300155534  4.665629860031107 0

6000 v, 6000 N

0 M, 0

“126000[ 7|V, s0e [ ] 6000N

12000 |Mm 12000 Nm

z,2levo

Prvotno izracunane notranje staticne kolicine so podane v koordinatnem sistemu metode
konc¢nih elementov, kar pomeni, da moramo v zgadetnerz vozliscu spremeniti predznak

momenta, v koninen volistn pa predznak precne sile.

Ker k reakciji v levi podpori prispeva zgolj prvi koncni element, vektor sekundarnih
spremenljivk {Q,} pokaze, da je vertikalna reakcija v levi podpori usmerjena navzgor in
znasa 6 kN (ki je enaka kot pri analizi z »navadnim« Bernoulli-Eulerjevim koncénim
elementom, saj je konstrukcija staticno dolocena), medtem ko je upogibni moment enak

0.
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Notranje staticne koli¢ine za drugi element dobimo tako, da togostno matriko drugega
elementa pomnozimo z vektorjem pomikov drugega elementa, ter odstejemo obtezni

vektor (ki ga v obravnavanem primeru ni).

{Qz}: [Kz]'{Uz _{Fz}

Q,, Y,] (0 Y,
o Ty g g -
Q2,4 (D3 0 0

1.1664074650077767  2.3328149300155534  —1.1664074650077767 0 ~5.144-10"* m
2.3328149300155534  4.665629860031107  —2.3328149300155534 0|
~1.1664074650077767 —2.3328149300155534  1.1664074650077767 0|

0 0 0 0 0

~6000 V, st | [~6000 N
|-12000{ M, 4| /12000 Nm
| 6000 V,; | |-6000N

0 M, , 0

Ker k reakciji v desni podpori prispeva zgolj drugi koncni element, vektor sekundarnih
spremenljivk {Q,} pokaze, da je tudi vertikalna reakcija v desni podpori usmerjena navzgor

in znasa 6 kN, medtem ko je upogibni moment tudi v tej podpoti enak 0.

Poprocesirange rexultatov — igracun funkcij upogibnega momenta ter precne sile

—  racun _funkcij notranjib staticnibh kolicin 3a 1. koncni element

Ceprav lahko za izracun priblizne funkcije upogibnega momenta za prvi konéni element
uporabimo tudi interpolacijske funkcije H1 (za standardni koncni element brez clenkov),
je, ker nimamo zvezne obtezbe, najkrajsa potlinearna interpolacija (zhana iz superpozicije)

kar vodi do funkcije:

MO(X):le ‘*‘M-X=O+M,X
. L 2
MZ,IN(X):MO(X)=6OOO'X 0<x<2m

ki je enaka tocni razporeditvi upogibnega momenta.



Poglayje 111

Precni premiki (upogib nosilcev) 309

Priblizna funkcija precne sile za prvi koncni element je:

(X) _ sz,]N(X)

dx

\Y%

y,IN

=6000 N 0<x<2m

ki je, zaradi korektnosti izraza za upogibni moment, enaka tocni razporeditvi precne sile.
—  igralun funkcij notranjib staticnib kolicin 3a 2. konini element

Priblizna funkcija upogibnega momenta za drugi konéni element, ki sledi iz linearne

interpolacije, je:

M, (x)= 24000 — 6000 x 2m<x<4m
M, ,\(x)=M, (x)= 24000 - 6000 x 2m<x<4m

2000 |
4000 |
6000 [
8000 |

10000 |
12000 ' 12000
M, (x) [Nm]

Slika 173: Graf upogibnega momenta

Priblizna funkcija precne sile za drugi koncni element je:

Vy,ZN(x):dMLN(X):—@OON 2m<x<4m

dx

ki je, zaradi korektnosti izraza za upogibne momente, enaka to¢ni razporeditvi precne sile.
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Poprocesirange rexultatov — iskanje funkcije precnega pomika

Priblizna funkcija precnega pomika, izracunana z ustreznimi HI1 interpolacijskimi

funkcijami Bernoulli-Eulerjevega elementa, je za prvi koncni element enaka:

VIN(X): Y, "Ny, (X)+Y2 ‘Nl,z(X)+®2 'N1,4(X)

3 3 3
0 1= X s 410 m | 2 | g rad [ - X X
4 16 4 16 28

=-3.858:10" -x +3.215-107 - 0<x<2m
in predstavlja zgolj priblizek prave funkcije precnega pomika.

Priblizna funkcija precnega pomika za drugi konéni element, prav tako izrac¢unana z

ustreznimi H1 interpolacijskimi funkcijami Bernoulli-Eulerjevega elementa, pa je:

V2N() Y, - N21 +9,-N, (X)+Y3'N2,3(X)

3 2 3
~5.144-10" m- 9—— x +X— +Orad.| —6+ X3 X X0
4 16 2 2 8
3
—om |2 X 3N X
4 4 16
=5.144-10"-1.1574-10° - x + 3.858-10" - x* -3.215-10° - x° 2m<x<4m

in prav tako predstavlja zgolj priblizek prave tunkcije precnega pomika.

Analiti¢ni oz. to¢ni reSitvi upogibnice pa dobimo z uporabo posebnih interpolacijskih
tunkcij:

VlN( ):Y 'N11( )+Y ‘N13( )'HD 'N14(X)

_y (2 x*+L] (4+q>) (6+®)]+Yz‘(_2'X3+L:'X'(6+®)j+<bz-[2' XL ,)X]

L’ (4+c1>)

0-5.144-10"* m,(_z'x3+22'X-(6+0.1152)j_

2°-(4+0.1152)
~5.144-10" m-(0.7430015552099534 - x — 6.075038880248834-10" - x° )
=-3.822-10" - x +3.125-107 - x* 0<x<2m

in
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VzN(X):Yz 'Nz,l(x)+q)2 -N2’2(X)+Y3 'N2,3(X)
(L —x)-(4-L -x—2-x2+L2-(4+CD)) 2-x-(2-L2—3-L -X+X2)
:Y2 . e e . e +CD2' ez e
L’ (4+) L’ -(4+0)
2 2
+Y3_X-(6-Le->(3—2-x +L, -QD)
L’ -(4+®)
2 2
2_5‘144_10_4m'(2—x)-(4-2->§—2-x +2 -(4+o.1152))+0+0
2°-(4+0.1152)
=-5.144-10" m-
1-1.3996889580093264-107 - x —0.36450233281493005 - x* + 6.075038880248834-10" -x3)
=-5.144-10"+7.2-10° - x +1.875-10* - x* =3.125-107 - x’ Om<x<4m

ki jo lahko zapisemo tudi v globalnem koordinatnem sistemu kot:
v,(x)=4.712-10* -1.1178-107 - x +3.75-10* - x* = 3.125-10° - x* 2m<x<4m

Iz zapisanih funkcij pa z odvajanjem ne dobimo funkcij zasuka. Funkciji zasuka, ki ju lahko
uporabimo za izracun funkcije momenta, moramo izracunati s pomocjo posebnih

pripadajocih interpolacijskih funkcij.

Primerjava pribliznih numeri¢nih in toc¢nih analiticnih funkcij pre¢nega pomika pokaze,
da je razlika med obema resitvama zanemarljiva, opazna razlika pa nastopi glede na

vrednosti pomika, izracunane samo z upostevanjem upogibnih deformacij.

1 2 3 4
0 | | ' ~ x [m]

-0.0001 |
-0.0002 |

-0.0003 |
—— samo upogibni del

-0.0004 | —— tocna resSitev

—— MKE — HI interpolacijske funkcije

-0.0005 |
v(x) [m]

Slika 174: Primerjava grafov pre¢nega pomika
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Pri uporabi tocnih interpolacijskih funkcij (locenih za interpolacijo precnega pomika ter
zasuka) pa je ujemanje funkcij pomika z analiticno resitvijo popolno (saj ni zvezne

obtezbe).
2. diskretizacija — elementa V-1 in 1-1”
Tudi v tej diskretizaciji uporabimo dva koncna elementa, ki pa bosta zahtevala reSevanje

sistema Stirih enacb. Ker sta oba elementa kolinearna, pretvorbe togostnih matrik iz

lokalnih koordinatnih sistemov v globalne ni potrebno izvesti.

Y-V

BNo

Slika 175: Druga diskretizacija z dvema kon¢nima elementoma

Togostni matriki obeh elementov sta sedaj medsebojno enaki (upostevamo lahko samo

prostostne stopnje, ki pripadajo pre¢nim pomikom):

A, = % — 0.06666666666666668 m”
3
EI, =30.109£2-0'2m’(0'4m) =3.2-10" Nm®
m 12
N
9
E 30-10 N
= = :12510 _2
2-(1+v) 2-(1+0.2) m
11=2.0m
12-EI, 12-3.2-10" Nm’

=0.1152

= P =
G-L'-A: 125.10° N (2 m) -0.06666666666666668 m*
m
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C 12 6 12 6 |

F ? _F F

L 4+O _i 2+D

L’ L, L’ L, | EI,

[Kl]_[Kz]_ 2 6 12 6 '1+(D_10 :

_F _F F _F

i 2+D _L 4+ O

L’ L L’ L

L 9 € e e _

4.304160688665712  4.304160688665712 —4.304160688665712  4.304160688665712
4.304160688665712  5.904160688665713 —4.304160688665712 2.7041606886657115
—4.304160688665712 —4.304160688665712  4.304160688665712 —4.304160688665712
4.304160688665712  2.7041606886657115 —4.304160688665712  5.904160688665713

Obtezna vektorja obeh elementov sta enaka nic.

Sestava bistvenih enalh konstrukcije

Po upostevanju ustreznih clenov togostnih matrik obeh elementov sledi naslednja
togostna matrika konstrukcije:

5.904160688665713 —4.304160688665712 2.7041606886657115 0
—4.304160688665712  8.608321377331425 0 4.304160688665712 ;
2.7041606886657115 0 11.808321377331426  2.7041606886657115 |

0 4.304160688665712  2.7041606886657115  5.904160688665713

Sistem enacb pa dobi obliko (kjer je ze upostevana koncentrirana obtezba F v vozliscu 2):

5.9041606887 —4.3041606887 2.7041606887 0

@, 0

—4.3041606887  8.6083213773 0 4.3041606887 | . |Y,| |-12000

2.7041606887 0 11.8083213773  2.7041606887 o, ] o
0 43041606887  2.7041606887  5.9041606887 @, 0

Sistem ima resitve:

®, ~3.75-10" rad
Y,| |-5.144-10"m
o, 0

ON 3.75-10 rad

ki so toc¢ne.
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Poprocesirange rexultatov — iskanje sekundarnih sprementjivk (notranjib staticnib kolitin)

Notranje staticne kolic¢ine za prvi element dobimo tako, da togostno matriko prvega
elementa pomnozimo z vektorjem pomikov prvega elementa, ter odstejemo obtezni
vektor (ki ga v obravnavanem primeru ni). Notranje staticne koli¢cine dobimo izrazene v

koordinatnem sistemu MKE.

{Ql}:[Kl]'{Ul}_{Fl}

Qi Y, | [0 0 6000 V., 6000 N
@, | |0 Q) 0 M 0

o 10 R S e 1 B B A S B &

Qs Y,| |0 Y,| |-6000 V, 21ev 6000 N

Q. @, |0 ®,| |12000 M, 0| (12000 Nm

Dobljene vrednosti so identi¢ne resitvam iz prvega modela.
Ker k reakciji v levi podpori prispeva zgolj prvi koncni element, vektor sekundarnih
spremenljivk {Q1} pokaze, da je vertikalna reakcija v levi podpoti usmetjena navzgor in

znasa 6 kN, medtem ko je upogibni moment enak 0.

Notranje staticne koli¢ine za drugi element pa so:

{Qz}: [Kz]'{Uz}_ {Fz}

Q,, Y, (o Y,] [-6000 V,sim | [~6000N

Q,, o,| |o ®,| [-12000] |M, .| |12000 Nm
=[K.] Y. [ o =[K.] o[ | 6000 V.. [~1-6000N

Q2,3 3 y.3 -

Q,. o, |0 D, 0 M, , 0

Dobljene vrednosti so identi¢ne resitvam iz prvega modela.

Ker k reakciji v desni podpori prispeva zgolj drugi koncni element, vektor sekundarnih
spremenljivk {Q2} pokaze, da je tudi vertikalna reakcija v desni podpori usmetjena navgor
in znasa 6 kN, medtem ko je upogibni moment tudi v tej podpori enak 0.

Poprocesirange rezultatov — iskanye funkcije precnega pomika

Priblizna funkcija pre¢nega pomika, izracunana z ustreznimi HI1 interpolacijskimi

funkcijami Bernoulli-Eulerjevega elementa, je za prvi koncni element sedaj enaka:
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VIN(X):YI 'Nl,l(x)"’q)l 'Nl,z(x)+Y2 -N1’3(x)+®2 'N1,4(X)
3 3 3 2 3
=0.(1—§-x2 +X—J—3.75-10'4 rad-(x—xz +X—J—5.144-10'4 m-[i-x2 - X—J—Orad-(—X—+X—J
4 4 4 4 4 2 4

=-3.75-10"-x -1.08-107 - x* +3.485-107 - x’ 0<x<2m
in predstavlja zgolj priblizek prave funkcije precnega pomika.

Priblizna funkcija pre¢nega pomika za drugi koncni element, izracunana z ustreznimi H1

interpolacijskimi funkcijami Bernoulli-Eulerjevega elementa, pa je:

VzN(X): Y, 'Nz,l(X)+ o, 'Nz,z(X)+Y3 ’N2,3(X)+ o, 'N2,4(X)

3 3
 5144-10% m-| 446 x—2 x>+ X |1 0rad| —848-x—2.x2 1 X
4 4 2 4

3 3
—Om-(5—6-x+%x2—XTJ+3.75’10'4 rad-(—4+5-x—2-x2+%j

=5.576-10* =1.2114-107% - x + 4.074-10* - x> —=3.485-107 - x° 2m<x<4m
in prav tako predstavlja zgolj priblizek prave tunkcije precnega pomika.

Primerjava pribliznih numeric¢nih in toc¢nih analiticnih funkcij pre¢nega pomika pokaze,
da je razlika med obema resitvama sedaj Se manj opazna (saj je upostevan kvalitetnejsi
robni pogoj), opazna razlika pa nastopi glede na vrednosti pomika, izracunane samo z

upostevanjem upogibnih deformacij.

X [m]

-0.0001 |

-0.0002 |

-0.0003 | —— samo upogibni del

| —— tocna reSitev
-0.0004 —— MKE - HI interpolacijske funkcije
-0.0005 |
v(x) [m]

Slika 176: Primerjava grafov pre¢nega pomika
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3. model — uporaba koninega elementa 3 loceno matriko 3a upostevanje strignib deformaci

Alternativno moznost modeliranja predstavlja pristop, kjer Ze znani togostni matriki
Bernoulli-Eulerjevega (upogibnega) koncnega elementa priStejemo posebno togostno
matriko [ki], s katero upostevamo prispevek striznih deformacij. Izbiramo lahko med

dvema razlicnima moznima matrikama [k, ki sta izpeljani na osnovi razlicnih

predpostavk.
3.1 Splosna oblika togostne matrike [k.]

Splosna oblika (in za vitke elemente “pretoga” resitev) je tako:

I Lz 1 L2
0 0 0 0 L L LoL
EI|0O 1T 0 -1| 5.G-A B

=]+ i = + 232
Le 0 0 O O 6'Le _1 _ e 1 _ e

0 -1 0 2 2

Le Le _Le Le

| 2 6 2 3 ]

Pri uporabi te oblike togostne matrike, imata togostni matriki elementov V-V obliko:

[Kl]: [K2]= 107
41.66666666666667 41.66666666666667 —41.66666666666667 41.66666666666667
41.66666666666667 57.15555555555557 —41.66666666666667 26.177777777777784
—41.66666666666667 —41.66666666666667 41.66666666666667 —41.66666666666667
41.66666666666667  26.177777777777784 —41.66666666666667  57.15555555555557

iz katere vidimo, da so ¢leni opazno vecji kot pri uporabi prejSnjega modela.

Izrac¢unana vrednost pomika pod silo znasa samo -5.3137446197991366-10° m in opazno

premajhna.

Ujemanje fukcije pomika, izracunane s HO interpolacijskimi funkcijami (zaradi
nekvalitetnih resitev uporaba H1 interpolacijskih funkcij ni potrebna, je pa seveda

mogoca), s pravo resitvijo pricakovano pokaze velika odstopanja:
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1 2 3 4
0 ) X [m]
-0.0001 |
-0.0002 |
-0.0003 |
-0.0004 |
] —— tocna resitev
-0.0005 —— MKE resitev z 2 KE + HO interpolacijske funkcije

v(x) [m]

Slika 177: Primerjava grafa to¢ne funkcije pre¢nega pomika z modelom z dvema KE

Z:a dosego kvalitetnih rezultatov primarnih spremenljivk je tako potrebno zgostiti mrezo

koncnih elementov.

Preglednica 2
St. elementov pomik pod silo napaka %
2 -0.000053137446197991366 89.67001434720231
4 -0.00016226418400876207 68.4556407447974
10 -0.0003818226804123698 25.77319587628889
20 -0.00047331373801919095 7.98722044728011
50 -0.000507353424657458 1.369863013713427
100 -0.0005126200692038596 0.34602076130252357
200 -0.0005139538594974649 0.0867302687665103
500 -0.0005143285654765745 0.013886960230424655
1000 -0.0005143821395222244 0.003472099100982745

S povecevanjem Stevila koncnih elementov se povecuje tudi ujemanje pomika vzdolz

nosilca.

0 1 2 3 4
‘ X [m]
-0.0001
-0.0002
10 KE
-0.0003
-0.0004 —— tocna reSitev
—— MKE - HO interpolacijske funkcije
-0.0005
v(x) [m]

Slika 178: Primerjava grafa to¢ne funkcije pre¢nega pomika z modelom z desetimi KE
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1 2 3 4

0 : : : x [m]
-0.0001
-0.0002
-0.0003 100 KE
-0.0004 —— tocna reSitev

—— MKE — HO interpolacijske funkcije

-0.0005

v(x) [m]

Slika 179: Primerjava grafa to¢ne funkcije pre¢nega pomika z modelom s sto KE

Ko pa z izracunano togostno matriko elementa in Ze izracunanim pomikom (iz modela z
2 koncnima elementoma) izracunamo Se notranje staticne kolicine za prvi element, vseeno

dobimo toc¢ne vrednosti sekundarnih spremenljivk in nato Se notranjih stati¢nih kolicin:

6000 v, 6000 N
O le 0
=K, |-{U,}-{E}= S (=
Q=K Hu j-{E} ~6000( |V, s 6000 N

12000 M, o] 12000 Nm

Enako velja tudi za drugi element, kjer prav tako dobimo tocne vrednosti sekundarnih

spremenljivk:

— 6000 V, 2desno —-6000 N
~12000 Y B 12000 Nm
=K, [-{U,—1F, (= ’ =
Q= U= o 12 1 g0
0 Mz,3 0

3.2 Togostna matrika [k 3a vitke elemente

Za vitke elemente uporabimo togostno matriko v obliki:

pkoo L
O 0 0 0 L Le2 L, Le2
EI|0 1 0 —1| 5.-G-A |~ B
] = i, J+ [, 1=~ . 242 e
Le 0 0 0 O 6.Le _1 _ e 1 _ e
0 -1 0 1 2 2
Le Le _Le Le
| 2 4 2 4 |
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Pri uporabi druge oblike togostne matrike, imata togostni matriki elementov V-V obliko:

[Kl]: [Kz]: 107
41.66666666666667 41.66666666666667 —41.66666666666667  41.66666666666667
41.66666666666667 43.26666666666667 —41.66666666666667  40.06666666666668
—41.66666666666667 —41.66666666666667 41.66666666666667 —41.66666666666667
41.66666666666667 40.06666666666668 —41.66666666666667 43.26666666666667

iz katere vidimo, da so ¢leni drugacni, a Se vedno opazno vedji kot pri uporabi prejsnjega

modela.

Posledi¢no je izracunana vrednost pomika pod silo Se vedno premajhna, saj znasa samo -
3.894:10° m, vendar je ujemanje fukcije pomika, izracunane s HO interpolacijskimi
tunkcijami, s pravo resitvijo vseeno ze opazno boljse kot pri uporabi prvega koncnega

elementa:

X [m]

-0.0001 |
-0.0002 |

-0.0003 |

—— tocna resitev

-0.0004 4 —— MKE — HO interpolacijske funkcije

-0.0005
v(x) [m]

Slika 180: Primetjava grafa to¢ne funkcije pre¢nega pomika z modelom z dvema KE

Pri uporabi druge oblike togostne matrike, primernejse za vitke elemente, pa sledi:

Preglednica 3
St. elementov pomik pod silo napaka %
2 -0.0003894 24.30015552099531
4 -0.00048314999999999665 6.075038880249452
10 -0.000509399999999994 0.9720062208409544
20 -0.0005131500000000268 0.24300155520471642
50 -0.0005141999999999901 0.038880248835490426
100 -0.0005143499999995823 0.009720062289571266
200 -0.0005143874999986723 0.0024300158101732755
500 -0.0005143980000007587 0.0003888023408028714
1000 -0.0005143994999979822 0.0000972010143184109
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Vidimo, da je konvergenca sedaj dosezena bistveno hitreje, s povecevanjem Stevila

koncnih elementov pa se povecuje tudi ujemanje pomika vzdolz nosilca.

1 2 3 4
0 ‘ ‘ x [m]
-0.0001 T
-0.0002 |
-0.0003 1
-0.0004 | 10 KE —— toc¢na resitev
—— MKE - HO interpolacijske funkcije
-0.0005 |
v(x) [m]

Slika 181: Primerjava grafa to¢ne fukcije pre¢nega pomika z modelom z desetimi KE

Ko pa z izracunano novo togostno matriko elementa in Ze izracunanim novim pomikom
(iz modela z 2 kon¢nima elementoma) izracunamo Se notranje staticne koli¢ine za prvz
element, vseeno dobimo toc¢ne vrednosti sekundarnih spremenljivk in nato Se notranjih

staticnih kolic¢in:

6000 Vi 6000 N
O le 0
= K . — F = ’ =
{Ql} [ 1] {Ul} { 1} — 6000 = \/‘y,ZIeV0 6000 N

12000 M, 0| (12000 Nm

Enako velja tudi za drugi element, kjer prav tako dobimo to¢ne vrednosti sekundarnih
spremenljivk:

— 6000 V, 2desno —-6000 N
—12000 M, 5 tesno 12000 Nm

= K . — F = ’ =
{ 2} [ 2] {Uz} { 2} 6000 = A - 6000 N

0 M,, 0



Poglavye 111

Precni premiki (upogib nosilcev) 521

Primer 10.b — Nosilec, na levi strani ¢lenkasto podprt, na desni polno vpet

Za dani nosilec pravokotnega prereza (b / h = 0.3 m /0.5 m) doloc¢i pomik in zasuk pod

obtezbo, funkcije notranjih staticnih kolicin in precnega pomika ter reakcije v podporah.

Modul elasticnosti znasa £ = 30 GPa, Poissonov koli¢nik pa v=0.2.

M=20 kNm

A' \
El !
| 3m | 3m |
I | I

Slika 182: Obravnavani nosilec
Resitev
1. diskretizacija — elementa C-V in V-1

Diskretizacijo izvedemo z dvema kon¢nima elementoma. Prvi (levi) konéni element je na
levi ¢lenkasto, na desni pa polno prikljucen (element C-V). Drugi konéni element je na
obeh straneh polno vpet (element V-V). Ker sta oba elementa kolinearna in vzporedna
globalni osi X, pretvorb togostnih matrik iz lokalnih koordinatnih sistemov v globalne ni

potrebno izvesti.

Slika 183: Izbrana diskretizacija

Togostna matrika prvega elementa je (upostevamo lahko samo prostostne stopnje, ki

pripadajo pre¢nim pomikom):

A = 03m-0.5m

S

=0.125m?
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9 N 0.3 m- (0.5 1’1’1)3 7 2
EI, =30-10° — - =9.375-10" Nm
m 12
. 30100 N
m 9
G= ~ =125-10° —
2-(1+v) 2-(1+0.2) m
1,.=3.0m
7 2
oo 12ZEL _ 12 91.\?75 10 Nm 008
G-Li-Ar 125.10° = -(3m)*-0.125 m?
m
1 1 1]
[
1 1 1
0 0 0
K=|_ 1 o, 1 1 2EL
L L’ L}| 4+?®
1 11
7z 0= ¢
| L, L, .

1.0212418300653594 0 —1.0212418300653597  3.063725490196078

0 0 0 0 ;

— O O
0

-1
—1.0212418300653597 1.0212418300653594  —3.063725490196078
3.063725490196078 —-3.063725490196078  9.191176470588236

Pripadajoca togostna matrika drugega elementa pa je

1,=3.0m

® = 12-9.375-10" Nm®

12-EI,

= o

G-Ly A 125100 N . (3m)-0.125m?
m

=0.08

12 6 12 6

L’ L L] L]

6 4+O 3 6 2+0
K,]- L’> L, L’ L. | EI _
212 6 12 6 | 1+®

L’ L L’ L’

L 2+0 3 6 4+0

L Lez Le Lez Le

3.858024691358024
5.787037037037036
—3.85802469135802
5.787037037037036

5.787037037037036
11.80555555555555
—5.787037037037036
5.555555555555555

—3.85802469135802
—5.787037037037036
3.858024691358024
—5.78703703703704

5.787037037037036
5.555555555555555
—-5.78703703703704
11.80555555555555

-107
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Oba obtezna vektorja sta enaka nic.
Sestava bistvenih enalh konstrukcije

Namesto tvorbe celotnega sistema enacb (z upostevanjem togostne matrike konstrukcije
in obteznega vektorja konstrukcije) iz togostnih matrik in obteznih vektorjev elementov
upostevamo zgolj clene, ki pripadajo neznanim primarnim spremenljivkam. Ker imamo
dve neznani primarni spremenljivki (pomik Y7 in zasuk @: drugega vozlisca), sledi sistem
dveh enacb z dvema neznankama. Iz togostne matrike prvega koncnega elementa

odcitamo zgolj ¢lene, ki pripadajo neznanim primarnim spremenljivkam:

~1:0212418300653594---0-- ~1.0212418300653597 ---3.063725490196078
] C1.0212418300653597 0 | 1.0212418300653594 - 3.063725490196078!
3.063725490196078 0 | -3.063725490196078  9.191176470588236 |

Tudi iz togostne matrike drugega koncnega elementa od¢itamo zgolj clene, ki pripadajo

neznanim primarnim spremenljivkam:

'3 858024691358024 5.787037037037036 —3.8580246?135802 5.7870370:3703704
ST8T03037037036_ 1180S555555S55555 | ~STT03703703704 5355553555855 |

=3:85802469135802 - -=5.787037037063704 - - 3: 858024691’358624 “““ =5. 7‘8703763 703704 |-
-5 78703703703704 - - -5:555555555555555 - - =5: 7870376370—37036 --TL. 805555555555555

[K,]=|

Sistem dobi obliko (kjer je Ze upostevan koncentrirani obtezni moment M v vozlis¢u 2):

4.879266521423383 2.723311546840958 107 Y, jO0] | O
2.723311546840958 20.99673202614379 D, ~|M[  |20000

Sistem ima resitvi:

Y,| [-0.5731343283582091-10" m
D, 1.026865671641791-10" rad

Vrednosti pomika in zasuka sta enaki vrednostima iz tocnih reSitev (dveh vezanih)

diferencialnih enacb.
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Poprocesirange rexultatov — iskanje sekundarnih sprementjivk (notranjib staticnib kolitin)

Notranje staticne kolic¢ine za prvi element dobimo tako, da togostno matriko prvega
elementa pomnozimo z vektorjem pomikov prvega elementa, ter odstejemo obtezni
vektor (ki ga v obravnavanem primeru ni). Notranje staticne kolicine oz. sekundarne

spremenljivke dobimo izrazene v koordinatnem sistemu MKE.

Q}=[K]-{u,j-{F}

Qi Y

1[0 0
ol T S R S P B R
Q1,3 Y2 0 Y2
Q1,4 (Dz 0 q)Z
1.0212418300654 0 —1.021241830065 3.0637254901961 0
0 0 0 0 107 0
—1.0212418300654 0 1.0212418300654 —3.063725490196 —0.573134328358-10* m
3.0637254901961 0 —3.063725490196 9.1911764705882 1.02686567164-107* rad
3731.3432835820895 v, 3731.3432835820895 N
_ 0 M, | 0
B —3731.3432835820895 Vy,ZIeVO B 3731.3432835820895 N
11194.02985074627 M 11194.02985074627 Nm

z,2levo

Prvotno izracunane notranje staticne kolic¢ine oz. sekundarne spremenljivke so podane v
koordinatnem sistemu metode koncnih elementov, kar pomeni, da moramo v gacetnem

vozlis¢u spremeniti predznak momenta, v koncnem vozlistn pa predznak preine sile.

Ker k reakciji v levi podpori prispeva zgolj prvi koncni element, vektor sekundarnih
spremenljivk {01} pokaze, da je vertikalna reakcija v levi podpoti usmerjena navzgor in
znasa 3731.3432835820895 N (ki pa ni enaka kot pri analizi z Bernoulli-Eulerjevim
koncnim elementom, saj je konstrukcija staticno nedolocena, in brez upostevanja striznih

deformacij sledi vrednost 3750 N), medtem ko je upogibni moment enak 0.

Notranje staticne koli¢ine za drugi element dobimo tako, da togostno matriko drugega
elementa pomnozimo z vektorjem pomikov drugega elementa, ter odstejemo obtezni
vektor (ki ga v obravnavanem primeru ni). Notranje staticne kolicine oz. sekundarne

spremenljivke dobimo izrazene v koordinatnem sistemu MKE.
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{Qz}:[Kz]’{Uz}_{Fz}
QZ,I Y, 0 Y,
o=l Y oIl o 1
Q2,3 Y3 0 0
Q,., D, 0 0
3.85802469136  5.78703703704 —3.8580246914 5.78703703704 —0.573134328:10* m
[5.78703703704 11.8055555556 —5.7870370370 5.55555555556 107 1.026865672-10™ rad
—3.8580246914 —5.7870370370 3.85802469136 —5.7870370370 0
5.78703703704 5.55555555556 —5.7870370370 11.8055555556 0
Q. 3731.3432835820895 V, 2desno 3731.3432835820895 N
Q.. _ 8805.970149253732 N M, 5ueano _ —8805.970149253732 Nm
Q,; —3731.3432835820895 A\ 3731.3432835820895 N
Q4 2388.0597014925365 M, ; 2388.0597014925365 Nm

Ker k reakciji v desni podpori prispeva zgolj drugi koncni element, vektor sekundarnih
spremenljivk {Q-} pokaze, da je vertikalna reakcija v desni podpori dejansko usmerjena
navzdol in znasa 3731.3432835820895 N (oz. 3750 N brez upostevanja striznih
deformacij), medtem ko je upogibni moment v tej podpoti usmetjen protiurno in je enak

2388.0597014925365 Nm (oz. 2500 Nm brez upostevanja striznih deformacij).

Vse izracunane reakcije so tocne.

M=20 kNm 5388 kN
. m
AI /-\\ y
El B
3m ‘ 3m
[
|3.731 kN *3.731 kN

Slika 184: Reakcije

Poprocesirange rexultatov — igracun funkcij precne sile ter upogibnega momenta

Ker sta koncna elementa kolinearna, je funkcije smiselno zapisati za globalni koordinatni

sistem.
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—  igralun funkcij notranjib staticnib kolicin 2a 1. konini element

Priblizna funkcija upogibnega momenta za prvi koncni element je (kljub temu, da gre za
koncni element, ki je na zacetku clenkasto vpet, uporabimo H1 interpolacijske funkcije za
obojestransko polnovpet konéni element):

MZ,IN(X)= M, "N, (X)+Vy,l 'Nl,z(X)+M 'Nl,a(x)+Vy,2 ‘N1,4(X)

z,2levo

2 3 2 3
=0-(1—3—’2‘+2 . J+3731.3432835820895N-(x—zLX +X—j

L L’ 2
2 3 2 3
+11194.02985074627 Nim | > . —2—2‘ +3731.3432835820895 N | -+ =
2 L L L
— 3731.3432835820895 - x 0<x<3m

ki je enaka tocni razporeditvi momenta.

Se enostavnejsa je uporaba izraza iz superpozicije, kajti zvezne obtezbe na elementu ni in

tako velja kar:

MO(X) — MZ’1 + MZ,Zdeer _Mz,l X

. 11194.02985074627 Nm~0
3
M, (x)=M,(x)=3731.3432835820895 - x 0<x<3m

=0

Priblizna funkcija precne sile za prvi koncni element je:

(X) _ sz,lN(X)

dx

Vv

Y,IN

=3731.3432835820895 N 0<x<3m

ki je, zaradi korektnosti izraza za upogibni moment, enaka to¢ni razporeditvi precne sile.
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—  igralun funkcij notranjib staticnib kolicin 3a 2. konini element
Priblizna funkcija upogibnega momenta za drugi koncni element je:

M, ,x (X) =M : NZ,I(X)+ Vy,Z ‘N, (X)"' M,;-N,; (X)+ Vy,3 ‘N, , (X)

z,2desno

3
= -8805.970149253732 Nm - (— 4+d-x—x"+ 22;‘ j

2 3

3
X 4 "9} +2388.0597014925365 Nm~(5 —4.x+x2— 22 J

+3731.3432835820895 N - (— 12+8-x -

2 3
+3731.3432835820895 N -(—6 r5x-2 3" +X9]

=-20000+3731.3432835821004 - x Jm<x<6m

ki je prav tako enaka tocni razporeditvi momenta.

Se enostavnejsa je ponovno uporaba izraza iz superpozicije, kajti zvezne obtezbe ni in tako

s pomocjo linearne interpolacije sledi:

M, (x)=-20000 +3731.3432835821004 - x 3m<x<6m
M, ,\(x)=M, (x)=-20000 +3731.3432835821004 - x 3m<x<6m
M,(x) [Nm] -8806
-5000]
| | ‘ ) 6 x m]
1 2 B 4 5 |2388
5000 |
. ,
0000 11194
Slika 185: Graf upogibnega momenta
Priblizna funkcija precne sile za drugi koncni element je:
sz 2N (X)
V, (%)= —22"2 =3731.3432835820895 N 3m<x<6m

dx
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ki je, zaradi korektnosti izraza za upogibni moment, tudi enaka tocni razporeditvi precne

sile (in je tudi enaka kot za prvi konéni element).

Poprocesirange rezultatov — iskanje pribligne funkcije precnega pomika

Priblizna funkcija pre¢nega pomika za prvi konéni element, izracunana z ustreznimi
(standardnimi) H1 interpolacijskimi funkcijami Bernoulli-Eulerjevega kon¢nega elementa,

je:

VIN(X)=Y1 'Nl,l(x)+q)1 'Nl,z(x)"'Yz 'N1,3(X)+q)z ‘N1,4(X)

3 3 3
=0 1-2+2 |+ ®,-0-0.5731343283-10* m-| =~ |+1.02686567 10" rad -| — =+ —
2 54 2 54 2 18

= -8.107 - x +6.766169154228856-10° - x° 0<x<3m

in predstavlja zgolj priblizek prave funkcije precnega pomika. Prava resitev je namrec:
v, (x)=-7.880597014925553-107 - x + 6.633499170812681-10° - x° 0<x<3m

Priblizna funkcija pre¢nega pomika za drugi koncni element, izracunana z ustreznimi H1

interpolacijskimi funkcijami Bernoulli-Eulerjevega konénega elementa, je:

V2N(X)= Y, Ny, (X)+CD2 'Nz,z(X)+Y3 ’N2,3(X)+ O, 'N274(X)

3
= —0.5731343283-10"* m-(—4+ 4-x—x*+ 22;‘ ]

5.x2 x°

+?j+O-N273(X)+O-N2,4(x)

+1.02686567-10™ rad~(—12+8-x -

=-1.0029850746268655-10" +5.922388059701493-10* - x
—1.1383084577114428-10™ - x* + 7.164179104477611-10° - x° 3m<x<6m

in prav tako predstavlja zgolj priblizek prave funkcije pre¢nega pomika. Prava resitev je:

V,, (%) =-0.96-107 +5.611940298507377-10" - x
~1.0666666666666-10* - x* + 6.63349917081243-10°° - x* 3m<x<6m

Kljub temu pa primerjava priblizka numeri¢nih in analiticnih precnih pomikov pokaze, da

razlika ni posebej velika.
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/—\4
0 : : : ! : X [m]

1 2 3 4 5 6
-0.00002 |
-0.00004 |
-0.00006 |

i — tocCna reSitev
-0.00008 — MKE - HI interpolacijske funkcije
-0.0001

v(x) [m]

Slika 186: Primerjava funkcij preCnega pomika

Pri uporabi priblizne resitve maksimalni pre¢ni pomik nastopi na razdalji

x =1.9852396506689653 m
od leve podpore, njegova vrednost pa znasa:

Vin (1.985) =-8-107-1.985+6.766169154228856-10° -1.985" = —1.0587944803567817-10" m
Iz tocne resitve pa sledi:

x =1.989974874213251 m
vrednost maksimalnega precnega pomika pa znasa:

v,,(1.9)=-7.880597014925553-10° - 1.9 + 6.633499170812681-10° - 1.9°
=—1.04547933690012-10“ m

kar pokaze, da znasa napaka priblizne oz. numericne resitve 1.273 %.
2. diskretizacija — elementa V-1 in V=17

Diskretizacijo ponovno izvedemo z dvema koncnima elementoma, pri ¢emer sta sedaj
uporabljena osnovna oz. standardna koncna elementa (elementa tipa V-V). Ker sta oba
elementa kolinearna in vzporedna globalni osi X, pretvorb togostnih matrik iz lokalnih

koordinatnih sistemov v globalne ni potrebno izvesti.
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4Y,V
N 3 b
1 1
L o de ®
1 A
8 1 S y T Q
VA 3m | [ 3m MB
|

Slika 187: Izbrana diskretizacija

Togostni matriki obeh elementov sta medsebojno enaki (in Ze znani iz prvega modela):
Li=1,=30m

[Kl]z[Kz]z
3.858024691358024  5.787037037037036 —3.858024691358024 5.787037037037036

_ 5.787037037037036  11.805555555555555 —5.787037037037036  5.555555555555555 107
—3.858024691358024 —5.787037037037036 3.858024691358024 —5.787037037037036
5.787037037037036  5.555555555555555 —5.787037037037036 11.805555555555555

Oba obtezna vektorja sta ponovno enaka nic.
Sestava bistvenih enach konstrukcije

Sistem bistvenih enacb konstrukcije sedaj dobi obliko:

11.805555555555555 —5.787037037037036 5.555555555555555 D, 0 0
—5.787037037037036  7.716049382716048 0 1079Y, +=40 = 0
5.555555555555555 0 23.61111111111111 D, M 20000

Sistem ima resitve:

D, ~7.641791044776119-10" rad
Y, + =4—-0.5731343283582091-10* m
D, 1.026865671641791-10™* rad

Primerjava resitev za pomik in zasuk na sredini nosilca z vrednostima iz prej$njega modela

pokaze, da sta enaki.
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Poprocesirange rexultatov — iskanje sekundarnih spremenljivk (notranjib staticnib kolitin)

Sekundarne spremenljivke za 1. konc¢ni element so:

{Ql}:[Kl]'{Ul}_{Fl}

Q. 3731.3432835820895 \ 3731.3432835820895 N
Ql,z — O = Mz,l — O

Q[ |-3731.3432835820895 Vo || 3731.3432835820895 N
Q.4 11194.02985074627 M, 50 11194.02985074627 Nm

in so identicne resitvam iz prvega modela.

Notranje staticne kolicine oz. sekundarne spremenljivke za drugi element so:

{Qz}: [Kz]'{Uz}_{Fz}

Q,,] [ 3731.3432835820895 V, 2o 3731.3432835820895 N

Q,, 8805.970149253732 M, 5o | |—8805.970149253732 Nm
’ = - =

Q,; —3731.3432835820895 V, 3 3731.3432835820895 N

O 2388.0597014925365 M, 2388.0597014925365 Nm

in so prav tako identicne resitvam iz drugega modela.
Poprocesirange rexultatov — izracun funkcij precne sile ter upogibnega momenta

Dobljeni funkciji upogibnega momenta ter precne sile sta identi¢ni funkcijama iz prvega

modela.

Poprocesirange rezultatov — iskanje funkcije precnega pomika

Priblizna funkcija precnega pomika za prvi koncni element, izracunana z ustreznimi H1

interpolacijskimi funkcijami Bernoulli-Eulerjevega kon¢nega elementa, je:

VIN(X):YI 'Nl,l(x)"'q)l 'Nl,z(x)+Y2 A X)"'(Dz 'N1,4(X)

2 3 2 3 2 3
=o-(1—3—’2‘+2—xj+c1>1 -[x—z X +X—2J—0.5731343283-10'4 m(3—x—2—xj
L L L

L’ 15 L’

2 3
+1.02686567-10"* rad-(—x—+x_2]
L L

=—7.641791044776119-10” - x —2.3880597014925406-10° - x*
+7.164179104477613-10°¢ - x° 0<x<3m
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ki pa #i enaka kot v prvi diskretizaciji (in Se vedno predstavlja zgolj pribligek prave funkcije

precnega pomika).

Priblizna funkcija pre¢nega pomika za drugi koncni element, izracunana z ustreznimi H1
interpolacijskimi funkcijami Bernoulli-Eulerjevega konc¢nega elementa, pa je enaka

tunkciji, izracunani ze v prvi diskretizaciji.

T~
0 I S x [m]

1 2 3 4 5 6
-0.00002 |
-0.00004 |
-0.00006 |

— tocna reSitev
-0.00008 | —— MKE - H1 interpolacijske funkcije
-0.0001 [
v(x) [m]

Slika 188: Primerjava funkcij precnega pomika

Pri uporabi te priblizne resitve maksimalni precni pomik nastopi na razdalji
X=2m
od leve podpore, njegova vrednost pa je:

v,n(2)=—-1.0507462686567165-10" m

napaka v primerjavi s tocno oz. analiticno resitvijo pa znasa 0.503 % in je manjsa kot v

prvi diskretizaciji.
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Uporaba rocnzh interpolacijskih funkcij za prvi konéni pa vodi do:

VIN(X) =Y, 'Nz,l(x)+ o, -N“(X)+ Y, -N2’3(X)+ o, 'N2,4(X)

2 3
=0- ! -1—3X2+2)§+(D~ 1-x
1+® L, L, L,

2 3 2
7641791044810 rad - —— | x -2 Xy X P X
1+® L

L

€ €

. 2 . 3
—0.5731343283-10'4m-1 ! -(3 X2 +®-XJ

+o (L L] L,

2 3 2

+1.0268656710% rad —— .| - X X B X
o (L, L” 20 L

=0- (1 —0.024691358024691357 - x —0.30864197530864196 - x* + 0.06858710562414265 - x3)
~7.6417910448-10"* rad -

(0.9629629629629628 X —0.6296296296296295 - x* +0.10288065843621398 - x3)
-0.5731343283-10" m-

(0.024691358024691353 -x +0.30864197530864196 - x* —0.06858710562414265 - x3)
+1.02686567 107 -

(— 0.037037037037037035 - x — 0.2962962962962963 - x> + 0.10288065843621398 - x3)
=-7.880597014925373-10° - x + 6.633499170812602-10°° - x° Om<x<3m

kar predstavlja tocno resitev (malenkostne razlike nastopijo zgolj zaradi zaokrozevanja),

saj element ni obremenjen z zvezno obtezbo.
Uporaba #ocnzh interpolacijskih funkcij za drugi konéni pa vodi do:

VZN(X) =Y, 'Nz,l(x)"' o, ‘Nz,z(x)+ Y, 'N2,3(X)+ o, 'N2,4(X)

2 3
—0.5731343283-10% m- |12 X 2 X L g [ X
1+0

L> L’

¢ &

2 3 2
+1.02686567-10" rad-l-(x— 2-x +X+(§-[x—xn

&

1+® L L’ L

€ € S

2 3 2 3 2
g0 L [3X 22X g X L X x P X
1+® | L, L L 1+® L, L~ 2 L

€ €

=-0.5731343283-10" m-

(1 —0.024691358024691357 - x —0.30864197530864196 - x* + 0.06858710562414265 - x3)
+1.02686567 10 rad -

(0.9629629629629628 -x —0.6296296296296295 - x* +0.10288065843621398 - x3)

+0- (0.024691358024691353 X +0.30864197530864196 - x* —0.06858710562414265 - x3)
+0- (— 0.037037037037037035 - x —0.2962962962962963 - x* + 0.10288065843621398 - x3)
=-5.731343283582091-10" +1.0029850746268656-10™* - x —4.696517412935324-107 - x*
+6.633499170812603-10° - x° Om<x<3m
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Ko zapisano funkcijo pretvorimo iz lokalnega v globalni koordinatni sistem, sledi:

Von(x)==0.96 10 +5.611940298507463 - 10 - x —1.06666666666667 10 - x>
+6.633499170812603-10° - x* 3m<x<6m

kar predstavlja toc¢no reSitev (malenkostne razlike nastopijo zgolj zaradi zaokrozevanja),

saj element ni obremenjen z zvezno obtezbo.

Podobno velja za zasuk. Uporaba standardnih interpolacijskih funkcij (Bernoulli-
Eulerjevega koncnega elementa) za izracun pomika vodi do priblizkov zasuka, uporaba
posebnih tocnih interpolacijskih funkcij za zasuk pa do tocnega zasuka (saj element ni

obremenjen z zvezno obtezbo):

0.(x)
0.0001

0.000075
0.00005
0.000025

1 2 3 4 3= ¢
-0.000025

-0.00005 — toc¢na regitev
-0.000075 — MKE - interpolacijske funkcije

Slika 189: Primerjava funkcij zasuka
3. diskretizaciia — uporaba 4 elementov: enega C-V in treh 17-17

Ce uporabimo model s Stirimi kon¢nimi elementi, pa izkazuje slika pomika, izracunana z
ustreznimi H1 interpolacijskimi funkcijami Bernoulli-Eulerjevega koncnega elementa,

(pricakovano) boljse ujemanje (¢eprav gre Se vedno za priblizke):

0 == x[m]
1 2 3 /4 5 6
-0.00002 | \ /
-0.00004
-0.00006 / — to¢na resitev
/ — MKE - HI interpolacijske funkcije
-0.00008 /
-0.0001 P
V(x) [m]

Slika 190: Primerjava funkcij precnega pomika
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Pri uporabi te priblizne resitve maksimalni precni pomik nastopi na razdalji
X=2m
od leve podpore, njegova vrednost pa znasa:

v, (2)=—1.0427860696517417-10* m

napaka proti tocni oz. analiti¢ni resitvi pa znasa -0.258 % in je najmanjsa izmed vseh treh

prikazanih diskretizacij.
Primer 11 — Osni in pre¢ni pomiki nosilca zaradi temperaturne obtezZbe
Doloc¢i upogibnico in razporeditev notranjih staticnih koli¢in nosilca pravokotnega

prereza (b= 0.1 m, » = 0.2 m) z dolzino 6 m na sliki, ki je na levem koncu polno vpet, na

desni pa clenkasto podprt, obremenjenega s temperaturno obtezbo. Modul elasti¢nosti

znasa E = 30 GPa, linearni koeficient toplotnega raztezka pa znasa ar = 10> /°C.

8 °C

| 6 m

|
El, 20°C A

|

|

Slika 191: Obravnavani nosilec
Resitev

Osna in upogibna togost prereza znasata:

EA:30-109lz-o.lm-O.Zm:GlOg N
m

N 0.1m-(0.2m)
El, =30-10" — - (0:2m)
m 12

=2-10° N-m?
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1. diskretizacija — resitev 3 enim standardnim koncnim elementom

Ce uporabimo (najmanj§o mogoc¢o) diskretizacijo z enim standardnim kon¢nim
elementom, nastopita 2 vozli§¢i, in sicer pri x1=0, in x2=6.0 m, racunski model pa ima dve
prostostni stopnji: vodoravni pomik # (oz. splosnejse X5) in pripadajoci zasuk @, desnega
konca.

Slika 192: Diskretizacija z enim standardnim kon¢nim elementom

Togostna matrika edinega koncnega elementa je tako:

10 R 0 N LE A oo 0 |
S0 THHELIT 333333330 =THTHLIT 33333333
]| 033333333 1333330 =33333335 66666667
-1:10° 0 0 1107 ¢ 1 0.
~0 =111 =33333333 0 11111L11 - —333333.33
|0 33333333 666666.67 10| —333333.33 1133333333

Nadomestni osni vozli§¢ni sili, ki sta posledica spremembe temperature, sta:

1-107 8°C+20°C
°C

H,=a, AT -E-A= -30-10” Pa-0.1m-0.2 m =84000 N

Nadomestna vozlis¢na momenta, ki sta posledica spremembe temperature, sta:

AT,y = AT, ou 10° 8°C—-20° : ?
M, =, - A Toeon ods gy 1107 8°C=20°C 34 1o p, 0.1m (02m) _

h °C 0.2m 12

—1200 Nm
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Obtezni vektor elementa je:

—H, ~AL oA =84000
0
o | A At | | g
Angoraj - ATspodaj i I
ColH AT, -A :84000;
0 ar e | T A
_ . _ zgoraj - spodaj IZ [i_é_f)_b__i

Bistveni enacbi konstrukcije (zz7emz0ma celo nevezani, ker bi lahko problem osnih pomikov

obravnavali loceno od problema prec¢nih pomikov) po upostevanju nic¢elnih pomikov ter
zasuka v tocki A (1=X;=0, »,=Y;=0 in @=0), ter precnega pomika v tocki B (v:=Y>=0)

konstrukcije sta:

1-10° 0 u, | [84000
0  1333333.333] |®, 1200
Iz enacb tako sledita vozliscni vrednosti osnega pomika in zasuka (primarnih

spremenljivk) v kon¢nem vozlis¢u oz. desni podpori:
u,| [0.00084m| [8.4:10*m
®,[ 10.0009rad| |9-10* rad

ki sta identi¢ni pravima vrednostima.

Poprocesirange rezultatov — igracun voglistnib vrednosti notranjib staticnib kolicin

Sekundarne spremenljivke (osni in precni sili ter vrednosti upogibnega momenta na

koncih elementa) sledijo iz:

{Ql}:[Kl]'{Ul}*{Fl}:

[1-10° 0 0 ~1-10° 0 0
0 1111111 333333.33 0 —111111.11  333333.33 0
0 33333333 133333333 0 —33333333  666666.67
~1-10° 0 0 1-10° 0 0 18.4-10*
0  —111111.11 —33333333 0 11111 —333333.33 0
| 0 33333333 66666667 0  —333333.33 133333333 [ 9-10°
84000 0 N, 0
0 300 v, 300 N
~1200 | | 1800 M,,| |-1800 Nm
184000 [T] 0 [TINL[T 0
0 ~300 V,, 300N
1200 0 M,, 0
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Resitve pokazejo, da osne sile zaradi temperaturne obtezbe v obravnavanem primeru ni.
Poprocesirange rezultatov — izracun reakcij iz NSK
Iz ravnotezja sil in momentov v skladu z izbranimi usmeritvami sledijo:
V.-V, =05V, =V, =300N
usmerjena navzgor

M, +M,, =0>M, =-M_, =—(~1800) Nm =1800 Nm

z,1
deluje protiurno

Vo +V,, =0V, =V, ,=-300N

ki pokaze, da je vertikalna reakcija v desni podpori usmerjena navzdol.

Enake velikosti in usmeritve reakcij sledijo tudi neposredno iz vektorja sekundarnih

spremenljivk:

Slika 193: Reakcije

Poprocesirange rexultatov — igracun funfkcij osnega in precnega pomika
Priblizna funkcija osnega pomika je:

uxlN(X): . Ut — 'u2:O'6_X+8.4-lO'4m-X_O
’ X, =X, X, =X, 6-0 6-0

=14-10"-x 0<x<6m

in je enaka toc¢ni resitvi.
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0.0008 | " Im]
0.0006 |
0.0004 |
0.0002 |
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X [m]
0 1 2 3 4 5
Slika 194: Graf funkcije osnega pomika
Priblizna funkcija precnega pomika je (x4= 0 in .= 6 m):
Yl
q)]
Vi N(X) = {Nl,l(X)’NI,Z(X)’N1,3(X)’N1,4(X)} v
2
CI)Z
0
x> x’ x> x xX x x' x 0
= __+_9 R R N S R G
12 108 3 3612 108 6 36 0
9-10™ rad
=-1.5-10"-x*+2.5-10°-x> 0<x<6m
in je prav tako enaka toc¢ni resitvi.
0 1 2 3 4 5 o xml
-0.0002 |
-0.0004 |
-0.0006 |
-0.0008 *
v(x) [m]

Slika 195: Pre¢ni pomik
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Na sredini nosilca nastopi precni pomik:
v (3m)=-1.5-10%-3"+2.5-10"-3’ =-6.75-10" m

medtem ko maksimalni pre¢ni pomik nastopi pri:

d
VI%(X):—&O-IO"‘-X+7.5-10'5-x2 0> (-3.0-10*+7.5:10"-x)-x =0
X
4
7510°x=3.0-10% > x =20 10 _
7.5-10

in znasa:

viy(4m)=-15-10*-4°+25-10°-4=-8-10* m

'

Poprocesirange rexultatov — iskanje funkcije upogibnega momenta g interpolacijo vozliscnibh vrednosti

Z uporabo H1 interpolacijskih funkcij (ze znanih iz interpolacije za izracun funkcije

precnega pomika) sledi:

M, x (X): M,, 'Nl,l(X)+ Vy,l ‘N, (X)+ M,,-Ny; (X)+ Vy,Z "Ny, (X)
=-1800-N,,(x)+300-N,,(x)+0-N,,(x)+300-N, ,(x)=-1800+300-x 0<x<6m

kar pokaze, da je razporeditev momenta linearna.
Poprocesirange rexultatov — iskanje funkcije upogibnega momenta i3, funkcije precnega pomika
Ker pa je funkcija precnega pomika tocna, bi to¢no funkcijo upogibnega momenta lahko

dobili tudi s pomocjo dvakratnega odvoda funkcije pre¢nega pomika, pri cemer izhajamo

1z diferencialne zveze:
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2 AT — .
d \(;:(Nz(X) _ Mzgil (X) —alp - zgorg) - spodaj 0<x<6m

M, \(x)  1:10° 8°C-20°C

-3.0-10" +15-10° - x =—= 5 0<x<6m
2-10°N-m*  °C 0.2m
M

—3.0-10'4+15-10'5-x:zé#x)z+60-10‘5 0<x<6m
2-10°N-m

M

%:—6-10—4—3.0-104+15-10'5.x=—9-10-4+15-10-5-x 0<x<6m

2-10°N-m

M, \(x)=-1800+300-x 0<x<6m

Poprocesirange rexultatov — iskanje funkcije upogibnega momenta s superpogicijo
Funkcija linearne razporeditve momenta za edini element sledi iz robnih pogojev:

M, (0)=-1800 Nm

in
M, (6m)=0
kar vodi do:
M, (x)=-1800+300-x 0<x<6m

Ker na elementu ni zvezne obtezbe, je to tudi konéna vrednost upogibnega momenta:

M, . (x)=-1800+300-x 0<x<6m
Funkcija precne sile je tako:

sz,lN (X)

dx

V, ()= =300 N 0<x<6m
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2. diskretizacija — uporaba enega koncnega elementa s llenkom

Ce uporabimo (najmanjso mogoco) diskretizacijo z enim koncénim elementom V-C,
nastopita 2 vozlisci, in sicer pri x1=0, in x»=6.0 m, racunski model pa ima eno prostostno

stopnjo: vodoravni pomik #> (0z. splosnejse X5).

BA

Vi

W

Slika 196: Diskretizacija s kon¢nim elementom V-C

Togostna matrika edinega koncnega elementa je tako:

[ 110° 0 0 ~1-10° 0 0
0 27777.777777777785  166666.66666666672 0 =27777.777777777785 0
[k, ]= 0 166666.66666666672 1000000.0 0 —166666.66666666672 0
Yo -1010° 0 0 1-10° 0 0
0 —27777.777777777785 —166666.66666666672 0 27777.777777777785 0
| 0 0 0 0 0 0]
Osni vozliséni sili, ki sta posledica spremembe temperature, sta:
1-107 8°C+20°C
H,=a,-AT, -E-A= o :30-10° Pa-0.1m-0.2 m = 84000 N
Vozlis¢na momenta, ki sta posledica spremembe temperature, sta:
AT, — AT, 0 10~ 8°C—20° : )
M, = oty - —2 ot .y 1107 B°C=20°C 4 ygop, 0Am-(02m) _ 45000

h ? °C 0.2m 12



Poglayje 111
Precni premiki (upogib nosilcev)

343

Obtezni vektor elementa je:

{FArT}: E.MT

—-84000
-300
—1800
84000
300

Matri¢na enacba koncnega elementa je:

1-10% -u, = 84000

iz katere sledi vozlis¢na vrednost osnega pomika (primarne spremenljivke) v desni

podpori:

u, =X, =0.00084 m

=84-10"m

ki je identicna pravi vrednosti.

Poprocesirange rezultatov — igracun voglistnih vrednosti notranjib staticnib kolicin

Sekundarne spremenljivke (osni in precni sili ter vrednosti upogibnega momenta na

koncih elementa) sledijo iz:

{ 1}: [Kl]'{Ul}_{Fl}:
[ 1-10° 0
0 27777.7778
0 166666.6667

—-1-10° 0
0 —-27777.7778
| o 0
0 N,
300 vy,
1800 M,,
= 0 —> NX,2 =
-300 V,,
0 M,,

0
166666.6667
1000000.0
0

—166666.6667

0

300N
—1800 Nm

300N

-1-10°
0

1-10°

0
=27777.7778
—166666.6667
0
27777.7778
0

S O O O o O

—-84000
=300
—1800
84000
300
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in so tocne vrednosti.
Poprocesirange rexultatov — izracun funkcij osnega in precnega pomika
Priblizna funkcija osnega pomika je:

u, . (x)= 5% U, + " -u2=0-6_x+8.4-10'4m-x_0
’ X, =X X, =X 6-0 6-0

1 2 1

=14-10"-x 0<x<6m

in je enaka toc¢ni resitvi.

u(x) [m]
0.0008 |
0.0006 |
0.0004 |
0.0002 |
- xm]
0 1 2 3 4 5 6
Slika 197: Osni pomik
Priblizna funkcija precnega pomika je (x4= 0 in L= 6 m):
Yl
(Dl
Vin (X): {N1,1(X)’N1,2(X)>N1,3 (X)=N1,4 (X)} v
2
q)Z
0
2 3 2 3 2 3 0
D RTINS S ) | 00 B 0<x<6m
24 432 4 7224 432 0
O

2

kar pokaze, da s taksno diskretizacijo in temi interpolacijskimi funkcijami ne moremo

dobiti funkcije precnega pomika.
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Ce Zzelimo uporabiti interpolacijo, moramo uporabiti interpolacijske funkcije H2, s
katerimi v analizo zajamemo tudi druga odvoda funkcije pomika (»ukrivljenosti«) v
zacetnem in konénem vozliscu, ki znasata (vrednost v desnem vozliscu ni enaka ni¢, pa
ceprav je tam vrednost upogibnega momenta enaka 0):

d’v,x(0) _ M, (0) AT,y = AT ~1800Nm__ 1-10~° 8°C-20°C

K O = = — Ol spodaj =
) dx? El ! h 2-10°N-m*> °C 0.2m
= 20,0003 =3.10% -
m m
ter
K(6): szl,N (6) — MZI,N (6) — O - A'ngoraj _ATspodaj — O Nm _ 1 ‘10_5 . 8 OC —20 OC
dx’ El ! h 2:10°N-m*>  °C 0.2m
—0.0006-=6.10" -
m m

Priblizna funkcija pre¢nega pomika je (x4= 0 in [= 6 m):

Y,
o,
Vl,N(X):{Nl,l(X)aNl,z(X)eN1,3(X)aN1,4(X)aN1,5(X)}' K O) =
Y2
«(6)
0
0
{ x’ x* x> x' x* 5x x' X x* x’ x4} 4
=31-—4 X ——t—,—— + , - ——+—1¢-1—-3-10
108 1296 18 216 2 36 108 108 1296 36 216 0
6-10"

=-1.5-10"-x>+2.5-10° - x* 0<x<6m

in je enaka toc¢ni resitvi.
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Poglavje IV

Ravninske linijske konstrukcije

Primer 12 — Enostavna okvirna konstrukcija

Izracunaj vozliscne pomike, reakcije in notranje staticne kolicine za okvirno konstrukcijo

na sliki. Pois¢i tudi ekstremni vrednosti upogibnega momenta v stebru.

Prerez stebra je pravokotnik z dimenzijama /5 = 0.3/0.3 m, prerez precke pa pravokotnik
z dimenzijama 4// = 0.3/0.6 m. Oba elementa sta iz betona, ki ima modul elasticnosti
E=30.5 GPa.

Enakomerna zvezna obtezba znasa w= 1000 N/m’.

4.0m

I+++++++

| 5.0m

Slika 198: Obravnavani okvir
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Resitev

Zaradi dveh nekolinearnih konstrukcijskih elementov diskretizacijo konstrukcije
izvedemo z vsaj dvema konc¢nima elementoma in oznac¢imo vozlisca, elemente in njihove

orientacije ter globalne prostostne stopnje:

4.0m

50m

Slika 199: Izbrana diskretizacija

Ker so vozlis¢ni pomiki Xi, Y7, @1, X5, Y5 in @s enaki ni¢, so prostostne stopnje dva

pomika (X in Y?) ter en zasuk (@).
Za oba elementa sedaj izracunamo globalni togostni matriki.
Element 1 — standardni konini element -1

L..=5.0m

EA=30.5-10° .03 m-0.6m=549-10' N
m

o N 0.3m-(0.6m)’
=

El =30.5-1 =1.647-10° N-m’
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Lokalna togostna matrika je:

EA 0 0o _EA 0 0
LC LC
12-EI,  6-EI 12.EI,  6-EI
L} L’ O T L.
. 6.-EL  4.EL C6-EI,  2-E
k] L’ L, L’ L,
1=
Le €
12-EI,  6-EL 12.E,  6-EL
L T L’ L
6-E.  2-EL 6-El  4-EL
0 2 0 - 2
L Le Le Le Le i
[ --109:8 ------- S g------ ~109.8------- O 0----
S, F— 1.58112----3.9528- - ) S 1:58112---3.9528 -
fe0-e--3.9528 - -13.176---—--- ¥\ I 395286588
~109.8 0 3 11098 o 0
0 ~1.58112 -3.9528 1 0 158112 —3.9528
0 39528 6588 1 0 ~3.9528  13.176 |

_______________________________

Kot, ki ga lokalna x os prvega koncnega elementa oklepa z globalno osjo X, je 0°, in tako

velja:

Rotacijska matrika je:

[ cosa.  —sina 0 0 0 0 1 00000
sina cosa 0 0 0 0 01 00 0O
0 0 1 0 0 0 001 0 0 O

[1]= . = =[]
0 0 0 coso.  —sina 0 0O 0 01 0O
0 0 0 sina cos o 0 0 000 1O0
0 0 0 0 0 I | {0000 0 1]

in tako je globalna togostna matrika prvega koncnega elementa enaka lokalni togostni

matriki: [K1=[k/],
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Ker na element ne deluje nobena zunanja obtezba, je pripadajoci obtezni vektor enak 0.

Element 2 — standardni koncni element

Le=4.0m
EA =30.5-10° % .0.3m-0.3m=2.745-10° N
m
3
EL =30.5-10° .02 m-l(;).3 ) ) 05875107 N-m’
m

Lokalna togostna matrika je:

68.625 0 0 —68.625 0 0 ]
0 0.3860156  0.7720313 0 ~0.3860156  0.7720313
] 0 0.7720313  2.05875 0 —0.7720313  1.029375 10
? —68.625 0 0 68.625 0 0
0 —-0.3860156 —0.7720313 0 0.3860156 —0.7720313
i 0 0.7720313  1.029375 0 ~0.7720313  2.05875 |

Kot, ki ga lokalna x os drugega konénega elementa oklepa z globalno osjo X, je 270°

(oziroma -90°), in tako velja:

s =sin(270)= -1

a=270°=-90° -
¢ =c0s(270)=0

kar vodi do transformacijske matrike:

[ cosa  —sino 0 0 0 0 0 1 0 0 0 O

sin o cosal 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 O
] 0 0 1 0 0 0 | |0 0 1 0 0 0
: 0 0 0 coso. —sino. 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 sino.  cosal 0 O 0 o0 -1 0 O

0 0 0 0 0 1 ][0 0o 0 0 0 1]
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Globalna togostna matrika drugega koncnega elementa je tako:

10.3860156 0707720313 £0.3860156 é) 0.772(1:)313 ]
L0 68.625 0 o ~68.625 0}
[K]:io.7720313 0 2.05875 5—0.7,720313 ) 1.029375 10
T ARG S IGO0 S T 0:38601 567 - {------==0:7730313
————— = 68.625 0O 68625 O
-0.7720313 -~ O 1:029375- -~ +-6:1720313-- -~~~ {3—————————2.65%—75——j

Lokalni obtezni vektor zaradi enakomerne zvezne obtezbe » na drugem koncnem
elementu je (glede na izbrano orientacijo 2. koncnega elementa moramo upostevati

pozitivno vrednost velikosti obtezbe):

0
2000
1333.333333
0
2000
—1333.33333

Globalni obtezni vektor drugega koncnega elementa zaradi enakomerne zvezne obtezbe

na drugem konénem elementu dobimo z uporabo Ze znane transformacijske matrike:

_____________

—6-sina| | 2000

6-cosa i 0 i

q-L L 11333.333333

El=[T.] {1 == _ 30222933239,
)=n) )=k b o
6-cosa | |- 0-----

-L —=1333.33333

Opombea: ker gre za enostavno transfomacijo, je mogoce ¢lene globalnega vektorja zapisati

tudi brez uporabe rotacijske matrike.
Togostna matrika konstrukcije je tako:

110.186015625 0 0.77203125
[K]= 0 70.20612  —3.9528
0.77203125  —3.9528  15.23475
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obtezni vektor pa:

2000
{F}= 0
1333.333333333

Neznana pomika in zasuk (primarne spremenljivke) sledijo iz sistema, ki predstavlja

bistvene enacbe konstrukcije:
[K]-{U}={F}
oziroma
110.186015625 0 0.77203125 2000

XZ
0 70.20612  -3.9528 |-10"-1Y, = 0
0.77203125  -3.9528  15.23475 D, 1333.333333333

Resitve sistema so:

X, 1.753513767726749-10° m
Y, ¢ =1 4.949853303944393-10 " m
®,| |8.791489451505679-107° rad

Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in notranjib staticnib kolicin

—  igracun notranjibh staticnibh kolicin 3a 1. koncni element

Vektor globalnih pomikov prvega koncnega elementa je:

X, 0 0
Y, 0 0
{Ul } = ;‘21 = )? = X 6
> 2 1.753513767726749-10° m
Y, Y, 4.949853303944393-10" m
®,] |D,] |8.791489451505679-10° rad
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Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:
{Ql}: [Kl]'{Ul}_{Fl}
[ 109.8 0 0 -109.8 0 0 ] 0
0 1.58112 3.9528 0 —1.58112  3.9528 0
B 0 3.9528 13.176 0 —3.9528 6.588 107 0
| —109.8 0 0 109.8 0 0 1.75351-10° m
0 —-1.58112 —-3.9528 0 1.58112  —3.9528 4.94985-107 m
L 0 3.9528 6.588 0 —3.9528 13.176 | 8.79149-107° rad
Q. —1925.35811696397 N

Q.| [ 339.6836829831839 N

Q.|  [559.6175449253627 Nm
Q[ ] 1925358116963971N |
Q5| [-339.6836829831839 N

Q6 1138.800869990556 Nm

Reakcijski sili in moment v levem oz. zacetnem vozliscu horizontalnega elementa, ki jih

odcitamo iz prvih treh clenov vektorja sekundarnih spremenljivk, so:

559.617 Nm
1925.358 N \
| J

339.684 N

! EEEEER
£

Slika 200: Reakcije v levi podpori

in seveda predstavljajo reakcije v tej podpori.

Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk, ki je za ta konéni element enak globalnemu (prvi
koncni element je namrec¢ horizontalen in rotacijska matrika je enotska matrika), je

formalno izracunljiv kot:

—1925.35811696397 N N, 1925.35811696397 N
339.6836829831839 N Vy',I 339.6836829831839 N
{(11}: [T1]T '{Q1}: 559.6175449253627 Nm N MIZ,l _ —559.6175449253627 Nm
1925.358116963971 N N 1925.358116963971 N
—339.6836829831839 N V;'“ 339.6836829831839 N
1138.800869990556 Nm M, 1138.800869990556 Nm
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kjer indeks I oznacuje zacetno vozlisce elementa, II pa koncno vozliS¢e koncnega

elementa.

Sekundarne spremenljivke oz. notranje staticne kolic¢ine pa lahko alternativno izracunamo

tudi tako, da globalni vektor pomikov {U;} najprej pretvorimo v lokalni vektor pomikov:

{ul}: [Tl]T '{Ul}

Ker pa je prvi konéni element horizontalen in je rotacijska matrika enotska matrika, za tak

element velja kar:

0

0

0
1.753513767726749-10° m
4.949853303944393-107" m
8.791489451505679-10° rad

Tako sledi:

{Ch}:[kl]'{ul}_{fl}

Q| [ 109.8 0 0 -109.8 0 0
9, 0 1.58112  3.9528 0 ~1.58112  3.9528
s | _ 0 3.9528  13.176 0 -39528 6388 |
9.4 ~109.8 0 0 109.8 0 0
Qus 0 ~1.58112  -3.9528 0 1.58112  —3.9528
Q| | O 3.9528 6.588 0 ~3.9528  13.176 |
0 —1925.358116964 N N, 1925.358116964 N
0 339.68368298318 N \A 339.6836829832 N
0 559.6175449254 Nm M), | |-559.6175449254 Nm
1.75351376773-10° m | | 1925.3581169640N | Ny ~| 1925.3581169640 N
4.94985330394-10" m —339.6836829832 N Vou 339.68368298318 N
8.79148945151-10° rad| |1138.8008699906 Nm M, , 1138.80086999 Nm
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—  igralun notranjih staticnih kolicin 3a 2. konini element

Vektor globalnih pomikov drugega koncnega elementa je:

X, X, 1.753513767726749-10° m

Y, Y, 4.949853303944393-10" m
U, D, _ )P, | _)8.791489451505679-10"° rad

X, 0 0

Y, 0 0

@, 0 0

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

Q)= ]-{u,}-{r}

[ 0.38602 0 0.77203 —0.38602 0 0.77203 | 1.753514-10°°
0 68.625 0 0 —68.625 0 4.94985-1077
_ 0.77203 0 2.05875 —0.77203 0 1.02938 107 8.79149.107°
—-0.38602 0 —-0.77203  0.38602 0 —-0.77203 0
0 —68.625 0 0 68.625 0 0
| 0.77203 0 1.02938 —-0.77203 0 2.05875 | 0
2000 —1925.358116963971 N
0 339.68368298318404 N
1333.333333 —1138.8008699905572 Nm
- 2000 - { —2074.641883036029 N |
0 —339.68368298318404 N
—1333.33333 1437.3684021346728 Nmé

Reakcijski sili in moment v kon¢nem vozlis¢u vertikalnega elementa, ki jih od¢itamo iz

zadnjih treh ¢lenov vektorja sekundarnih spremenljivk, so:

559.617 Nm
1925.358 N
l)

339.684 N

1437.368 Nm

2074.642 N

339.684 N

Slika 201: Reakcije v konstrukciji
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in seveda predstavljajo reakcije v tej podpori.

Lokalni vektor vozlis¢nih vrednosti notranjih staticnih kolicin oziroma sekundarnih

spremenljivk je tako:

0 -1 0 0 0 07 -1925358116963971 N

1 0 0 0 0 0]/ 339.68368298318404 N

) 0 0 1 0 0 0] |-11388008699905572 Nm

t.}=[L.] Q)= 0 0 0 0 -1 0] —2074.641883036029 N

0 0 0 1 0 0] |-339.68368298318404 N

(0 0 0 0 0 1] |1437.3684021346728 Nm
—339.68368298318404 N NZ, 339.68368298318404 N
~1925.358116963971 N & ~1925.358116963971 N
fq,} = | ~1138.8008699905572 Nm | M, | _ |1138.8008699905572 Nm
339.68368298318404 N N2, [T 339.68368298318404 N
—2074.641883036029 N V2, 2074.641883036029 N
1437.3684021346728 Nm M2, | (1437.3684021346728 Nm

Vozlis¢ne vrednosti notranjih stati¢nih koli¢in lahko alternativno izra¢unamo tudi tako, da

globalni vektor pomikov {U,} pretvorimo v lokalni vektor pomikov kot:

[0 -1 0 0 0 O 1.753513767726749-10° m —4.949853303944393-107" m
1 0 0 0 0 O 4.949853303944393-10" m 1.753513767726749-10° m
0 0 1 0 0 0] 8.791489451505679-107° rad| _ 8.791489451505679-10°° rad
0 0 0 0 -1 0] 0 B 0
0o 0 o0 1 0 O 0 0

(00 0 0 0 1] 0 0

Opomba: v obravnanem primeru, ko je kot 270°, bi lahko lokalni vektor pomikov odcitali

kar iz slike.
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Tako (ponovno) sledi lokalni vektor sekundarnih spremenljivk:
{%}: [k2]~{u2}—{f2}
q,,| [ 68.625 0 0 ~68.625 0 0o ]
Q.5 0 0.386016  0.772031 0 —0.386016  0.772031
Qs 0 0.772031  2.05875 0 ~0772031 102938 |,
Qs 4 ~68.625 0 0 68.625 0 0
Q5 0 ~0.386016 —0.772031 0 0.386016  —0.772031
Gbe| |0 0.772031  1.029375 0 —0.772031  2.05875 |
1.753513767726749-10° m 0 —339.68368298318404 N
4.949853303944393-107 m 2000 ~1925.358116963971 N
/8.791489451505679-10° rad | _ | 1333.333333 | _ |-1138.8008699905572 Nm
0 0 339.68368298318404 N
0 2000 ~2074.641883036029 N
0 —1333.33333 1437.3684021346728 Nm
NG 339.68368298318404 N
Vi ~1925.358116963971 N
M, | _ J1138.8008699905572 Nm
N2, 339.68368298318404 N
V2, 2074.641883036029 N
M2, | (1437.3684021346728 Nm

Poprocesirange: igralun funkcij notrangib staticnib kolicin

Ker sta osni sili v obeh elementih konstantni, iskanje njunih funkcij ni potrebno.

iskanje funkcije upogibnega momenta in precne sile 3a prvi konini element

Ker je iz elementarne mehanike jasno, da bo funkcija upogibnega momenta linearna

funkcija, jo lahko izracunamo z uporabo HO interpolacijskih funkcij (ali pa s

superpozicijo), pri ¢emer sledi to¢na funkcija za upogibni moment:

le,N(X): Mz,l : Nl,l(x)+ M,,- NI,Z(X)
— _559.6175449254 Nm - [1 —%j +1138.80086999 Nm%

=-559.6175449254 +339.683682983184 - x 0<x<5m
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Funkcija precne sile je tako:

(X) _ dM, (X)

dx

Vv

y.IN

=339.683682983184 N 0<x<4m

Opomba: ker sta znani reakciji v levem koncu elementa, lahko za pridobitev izrazov

uporabimo tudi Newtonove zakone.
— iskanje funkcije upogibnega momenta a drugi koncni element 3 interpolacijo

Priblizna funkcija upogibnega momenta za drugi element, dobljena z uporabo HI

interpolacijskih funkcij, je (v lokalnem koordinatnem sistemu):

M, ox (X) = Mi,l 'Nz,l(x)+ V;,I 'Nz,z(x)"' Mi,n ‘N, (X)"' Vyz,n ‘N, , (X)

2 3 2 3
— 1138.8008699905572 Nm.(1—31’6‘ 2 ;‘ J—1925.358116963971N~(X—X7+X—]

16
3-x? x° x? x°
+1437.3684021346728 Nm - —— [+2074.641883036029 N-| ——+ —
16 32 4 16
=—500-x>-1925.358116963971-x +1138.8008699905572 0<x<4m

in je enaka tocni razporeditvi upogibnega momenta (morebitni nenicelni koeficient, ki se
morebiti pojavi pti ¢lenu x°, je zgolj posledica zaradi zaokrozevanja, in mora biti majhen,

ter ga zato zanemarimo).

—  iskanje funkcije upogibnega momenta a drugi koncni element s superpogicijo

Pri tem pristopu najprej linearno povezemo vozliséni vrednosti upogibnega momenta,
nato pa tej funkciji pristejemo funkcijo razporeditve upogibnih momentov zaradi

morebitne na koncni element delujoce zvezne obtezbe na prostolezecem nosilcu.

Funkcija linearne razporeditve momenta za prvi element sledi iz robnih pogojev:

M, (0)=1138.8008699905572 Nm

in
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M, (4 m)=1437.3684021346728 Nm
kar (npr. z uporabo HO interpolacijskih funkcij) vodi do:

Mo(x) =1138.8008699905572 Nm - (1 —%j +1437.3684021346728 Nm %

=1138.8008699905572 + 74.6418830360289 - x 0<x<4m

Za pomozni prostolezeci nosilec dolzine 4 m, obremenjen z enakomerno zvezno obtezbo

1000 N/m, ki deluje v smeri pozitivne lokalne osi y, sledi funkcija upogibnega momenta:
M, (x)=-2000+500-x* Om<x<4m

Sestevek obeh funkcij je:
Mzz,N(X) =500-x"—1925.358116963971-x +1138.8008699905572 Om<x<4m

Rezultat je enak kot uporabi interpolacijskih funkcij.

Funkcija precne sile je tako:

(X) _ dM, , (X)

dx

V. =-1925.358116963971+1000- x 0<x<4m

y.2N

Mesto maksimalnega upogibnega momenta nastopi, ko velja:

v

Lan(X)=0->-1925.358116963971+1000-x =0 — x =1.925358116963971m <4 m
od zacetnega vozlis¢a drugega koncnega elementa, torej od stika precke in stebra.

Maksimalni negativni upogibni moment je tako:

M,, (1.92535811696397 m)=1138.8008699905572 —1925.358116963971-1.92535811696397 m
+500-(1.92535811696397 m)* = —~714.7010692889671 Nm

Maksimalni pozitivni upogibni moment pa nastopi na mestu vpetja stebra in znasa
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1437.3684021346728 Nm_

Poprocesiranye: igralun funkcij precnega in osnega pomika

—  iskanje funkcij 3a prvi koncni element

Z uporabo HO interpolacijskih funkcij sledi funkcija osnega pomika:
u(x)=X, N, (x)+ X, N, (x) = 0.(1 —%j +1.753513767726749-10°° m - =
=3.5070275354535-107 m-x 0<x<5m

ki predstavlja toc¢no resitev.

Funkcija precnega pomika za prvi element, dobljena z uporabo H1 interpolacijskih funkcij,

je:

VlN( ) Y, - ( ) (X)+Y 'N1,3(X)+CD2'N1,4(X)
3 2 3
_o1o3 X 2 o[ Z X X)L 049853303944393.107 m.| 2 _ 27X
25 125 5 25 25 125
X2 X3
+8.791489451505679-107 rad | — ~—+
5 25
=—1.6988996506538-10"° - x* + 3.43739812773916-10 - x> 0<x<5m

in je enaka to¢ni razporeditvi precnega pomika.
—  iskanje funkcij 3a drugi koncni element

Ce se odlo¢imo, da bomo obe funkciji pomika zapisali v lokalnem koordinatnem sistemu,
je pri izracunu obeh funkcij potrebno upostevati orientacijo lokalnega koordinatnega
sistema glede na globalni koordinatni sistem, v katerem so zapisane vse vrednosti
vozlisénih pomikov. Tako z uporabo interpolacijskih funkcij HO sledi funkcija osnega (=
navpicnega) pomika v lokalnem koordinatnem sistemu (ne gativni predznaki nastopijo

zaradi usmeritve pomikov v lokalnem koordinatnem sistemu):

U, (x)=(=Y,)- N, (x)+ (= Y;)- N, , (x) = —4.949853303944393-10 7 m- [1 —%) +0 %

=—4.949853303944393-10"" +1.2374633259861-1077 - x 0<x<4m
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ki predstavlja to¢no resitev.

Priblizna funkcija precnega (= vodoravnega) pomika za drugi element, dobljena z uporabo

H1 interpolacijskih funkcij, v lokalnem koordinatnem sistemu je:

VN (X) =X, NZ,I(X)+ D, - Nz,z(x)"' X;3:Nys (X)"' D, - N2,4(X)

2 3 2 3
—1.753513767726749-10° m-| 1- > + X |1 8.791489451505679-10° rad | x - +
16 32 2 16
3.x> x’ x> x’ 6 6
+0. _ X b0 =2 X | 21.753513767726749 10 +8.79148945150569-10°° - x
16 32 4 16
—4.72452855720161-10°° - x2 +6.04265395960566 - 10~ - x° 0<x<4m

in predstavlja priblizno razporeditev precnega pomika, saj je prava resitev polinom cetrte

stopnje.

Ce pa zelimo dobiti to¢no funkcijo pre¢nega pomika drugega elementa, moramo bodisi
resiti diferencialno enacbo 2. reda (ker je funkcija upogibnega momenta toc¢na), ali pa
uporabiti kvalitetnejSo interpolacijo, npr. H2 interpolacijske funkcije, ki v interpolacijo
vkljucijo se vozliscni vrednosti drugega odvoda pre¢nega pomika, ki sta povezani z

vozlis¢énima vrednostima upogibnega momenta.

Tocna funkcija precnega pomika v lokalnem koordinatnem sistemu je tako:

V2NH2(X): X, 'Nz,l(x)"‘(bz 'Nz,z(x)"‘Mz,z 'N2,3(X)+ X, 'N2,4(X)+®3 'Nz,s(x)"‘ M, s 'Nz,s(X)
5-x° N 15-x* _3-X5
32 256 512
3-x7 x! 3-XSJ

=1.753513767726749-10° -(1 -

+

8 8 256
x> _3-x3 N 3-x* B X’
2-EI &-EI 32-EI 128-EI

5-.x° 15-x* 3.x° 3-x* 7-x* 3.x°
+0- - + +0-| - + -

32 256 512 4 64 256
3-x° x* X’ j

+8.791489451505679-10°° -(X -

+1138.8008699905572 [

- +
8-EI 16-EI 128-EI
=1.753513767726749-10"° +8.79148945150569-10° - x + 2.765758032763952-10° - x>
—1.558678904646-107° - x> +2.0238818053025705-10°° - x* 0<x<4m

1138.8008699905572 - (
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Ceprav so posamezne interpolacijske funkcije polinomi 5. stopnje, je resitev polinom 4.
stopnje (motrebitni nenicelni koeficient, ki pripada ¢lenu x°, se lahko pojavi zgolj zaradi

zaokrozevanja, in mora biti majhen).

Primerjava grafov obeh funkcij precnega (= vodoravnega) pomika pa pokaze, da
predstavlja prva funkcija zelo slab priblizek, kar je posledica neupostevanja partikularne
resitve. Taksna razlika je lahko izjemno problemati¢na pri preverjanju mejnega stanja

uporabnosti, saj zelo podceni vrednosti pomika.

Vo(x) [mm]

0.035 | Vama(X)
0.03 |
0.025 |
0.02 |

0.015 |
0.01 | Var(X)

5100 |

‘ ‘ ‘ — X |m
0 1 2 3 4 [m]
Slika 202: Primerjava funkciji pre€nega pomika v stebru

Kadar je torej analiza pomika zelo pomembna, je tam, kjer nastopa zvezna obtezba,

priporocljivo uporabiti diskretizacijo z vec kot enim samim konc¢nim elementom!
Primer 13 — Enostavna ¢lenkasta konstrukcija
Izracunaj vozlis¢ne pomike, reakcije, notranje staticne kolicine in reakcije za jekleno palicje

(z modulom elasticnosti E = 210 GPa) na sliki. Izbran je jekleni profil 1160 s ploscino A

= 22.8 cm? in vztrajnostnim momentom [ = 935 cm*.
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Slika 203: Obravnavano palicje

Izracun izvedi loceno z uporabo koncénih elementov nosilcev in z uporabo pali¢nih

konc¢nih elementov.

Resitev

Skupno je mogocih vec kot 10 diskretizacij z dvema koncénima elementoma nosilcev.
1. pristop — uporaba dveh koncnih elementov nosilcev

1. nalin diskretizacije — eden najobsegnejsib po racunsken naporn

V tej diskretizaciji kot prostostne stopnje nastopata dva pomika in trije zasuki.

¢F=1 MN

6 m

Slika 204: Prva diskretizacija in prostostne stopnje
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Lokalna togostna matrika prvega koncnega elementa je:

[kl]:
[ 56427.1211 0 0 —56427.1211 0 0 |
0 38.5667825 163.625 0 —38.5667825  163.625
0 163.625 925.602777 0 —-163.625 462.801388 10°
—~56427.1211 0 0 56427.1211 0 0
0 —38.5667825 —163.625 0 38.5667825  —163.625
| 0 163.625 462.801388 0 —163.625  925.602777 |

Transformacijska matrika prvega koncnega elementa je (0.=45°):

1 1
— —— 0 0 0 0
V2o A2
1 1
—_ — 0 0 0 0
V2o 2
0 0 1 0 0 0
[Tl]: 1 1
0 0 0 —_ - 0
V22
1 1
0 0 0 — — 0
V2o 2
0 0 0 0 0 1

Globalna togostna matrika prvega koncnega elementa je tako:

[K,]=10"-
[-28233.84396 - 28194:27718 -~ 115.70035---=28232:84396 - 2819427718~ 115.70035]
2819427718 2823284396 14570035 - —28194:27718-- —28232:84396 --—+15.70035 -
~115{70035  115.70035
~28232.84396  -28194.27718
~28194.27718  —28232i84396

| —11570035 115.70035

[ 925.60278 115.70035 —115.70035 462.80139 i
115.70035 28232.84396 28194.27718 115.70035 i
—115.70035  28194.27718 28232.84396  —115.70035
462.80139 115.70035 —115.70035 925.60278 ir

_____________________________________________________
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Lokalna togostna matrika drugega elementa je:

[ 56427.12114 0 0 —-56427.12114 0 0
0 9.6416955893 0 0 —-9.6416955893 81.8125
[k _ 0 0 0 0 0 0
21 —56427.12114 0 0 56427.12114 0 0
0 -9.6416955893 0 0 9.6416955893 —-81.8125
L 0 81.8125 0 0 -81.8125 694.20208243 | 10?

Transformacijska matrika prvega koncnega elementa je (0=315° oz. -45°):

1 1
— — 0 0 0 0
V242
1 1
_— — 0 0 0 0
V22
0 0 1 0 0 0
[Tz]: 1 1
0 0 0 — — 0
V22
1 1
0 0 0 -— — 0
V242
0 0 0 0 0 1

Globalna togostna matrika drugega elementa je tako:

M T T A T T T T T ST oo r-=-=-=======
1
1

1 28218.38142  —28208.73972: 0 —28218.38142  28208.73972 57.8501745_
5—28208.73972 28218.38142 1 0 28208.73972  —28218.38142 557.8501745
= o il
—28218.38142  28208.73972 0 28218.38142 —28208.73972 —-57.850174

28208.73972  —-28218.38142 0 -—28208.73972  28218.38142  -57.850174

1 57.850174 57.850174 + 0 —57.850174 —~57.850174  1694.202082

1
1
I e e i

Globalna togostna matrika konstrukcije je:

[ 925.6027766  115.7003471 —115.7003471 462.8013883 0
115.7003471  56451.22537 —14.4625434  115.7003471 57.8501735
[K]= —115.7003471 —14.4625434  56451.22537 —115.7003471 57.8501735 |-10°
462.8013883  115.7003471 —115.7003471 925.6027766 0
0 57.8501735 57.8501735 0 694.2020824 |
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Obtezni vektor konstrukcije pa ima obliko:

0
0
{F} = {-1000000
0
0

Pomike in zasuke izracunamo iz bistvenih enacb konstrukcije oz. sistema:

[K]-{U} = {F}
@, [-0.001476831205485687| [-0.001476831205485687 rad
X,| |4.644813009941317-107%° 0m
[K]'-{F}={U} > {U}=1Y, } =4 —0.01772197446582826 { =1 —0.01772197446582826 m
®,| |-0.001476831205485688| |—0.001476831205485688 rad
o, 0.001476831205485688 0.001476831205485688 rad

Izredno majhna nenicelna vrednost izracunanega pomika X je posledica numericnega

zaokrozevanja, saj je zaradi simetrije konstrukcije jasno, da mora biti ta vrednost enaka 0!
Poprocesirange: igracun vozlistnih vrednosti notranjib staticnih kolicin
Element 1

Vozlis¢ne vrednosti notranjih staticnih koli¢in lahko dobimo tako, da lokalno togostno
matriko elementa pomnozimo z lokalnim vektorjem pomikov elementa. Lokalna togostna

matrika je ze znana, globalni vektor pomikov elementa pa je:

0
0

—0.001476831205485687
v) ’

—0.01772197446582826
—0.001476831205485688
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Prva moznost je, da ga pretvorimo v lokalni vektor pomikov:
- | _
e 0 0 0 0
V2o 42
1 1
-——= = 0 0 0 0
NERNG) X
0 0 1 0 0 0
—0.001476831205485687
{ul}_[Tl]T'{Ul}: 1 1 : 0
0 0 0 - - 0
242 —0.01772197446582826
1 1
0 0 0 —— — 0 —0.001476831205485688
V2o A2
0 0 0 0 0 1
0
0
_]—0.001476831205485687 rad
B —0.012531328320802 m
—0.012531328320802 m
—0.001476831205485688 rad

Tako sledi lokalni vektor sekundarnih spremenljivk prvega koncnega elementa (ob

upostevanju {f;} = {0}):

707106.7811865476 ~707106.7811865476 N
0 0
0 0
af=l ] fu = —707106.7811865476|  |~707106.7811865476 N
0 0
0 0

Dobljene vrednosti so podane v koordinatnem sistemu metode konénih elementov, kar
pomeni, da je potrebno nekatere predznake spremeniti, da se notranje staticne kolic¢ine

izrazijo v standardnem dogovoru iz mehanike.

Iz vektorja notranjih stati¢nih kolicin vidimo, da v elementu nastopa samo konstantna

vrednost osne sile (palica je tlacena) in je zato iskanje njene funkcije brezpredmetno.
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Postopek ponovimo Se za drugi koncni element
Tudi ta lokalna togostna matrika je ze znana, globalni vektor pomikov je:

0
—0.01772197446582826 m

—0.001476831205485687 rad
{Uz}: 0

0
0.001476831205485688 rad

Nato iz globalnega vektorja pomikov izracunamo lokalni vektor pomikov:

o | _
—_ —— 0 0 0 0
22
1 1
— — 0 0 0 0
2z 2 0
0 0 . 0 0 0 —0.01772197446582826
T —0.001476831205485687
{uz}_[T2] '{U2}= 1 1 ' 0
0 0 0 —_— —— 0
V22 0
1 1
0 0 0 — — 0 0.001476831205485688
V22
0 0 0 0 0 1
0.012531328320802006
—0.012531328320802006
_]—0.0014768312054856886
N 0
0
0.0014768312054856886

in z njegovo pomocjo tako sledi lokalni vektor sekundarnih spremenljivk (ob upostevanju

{f2} = {0}):

707106.7811865475 ~707106.7811865475 N
0 0
0 0
)=k oo} —~707106.7811865475 —~707106.7811865475 N
0 0
0 0
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iz katerega s spremembo nekaterih predznakov dobimo vektor notranjih staticnih koli¢in
v standardnem zapisu oz. dogovoru. Tudi iz tega vektorja notranjih staticnih kolicin
vidimo, da v elementu nastopa samo konstantna vrednost osne sile (palica je tlacena) in je

zato iskanje njene funkcije brezpredmetno.

Poznavanje vrednosti osne sile v posamezni podpori sedaj omogodi izracun reakcij s

pomocjo Newtonovih zakonov.
2. nacin diskretizacije (eden izmed modelov s skoraj najmany racunskega napora)

V tej diskretizaciji kot prostostne stopnje nastopata dva pomika in en zasuk.

Slika 205: Druga diskretizacija in prostostne stopnje

Globalna togostna matrika prvega koncnega elementa je sedaj:

28213156057 28213:560570-~~28213:56057 - ~28213:56057 0"
28213156057 28213:56057 0= 2821356057~ 28213:56057-0-
= Q ””””””””””””” 0 ””””””” 0 S 4 (T
~28213,56057  —28213,56057

0 128213.56057 2821356057 0
—28213;.56057 —28213,556057 (b 528213.56057 28213.56057 O
0 0 0 ! 0
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Globalna togostna matrika drugega koncnega elementa pa je:

2821838142 —28208.73972  57.85017 12821838142  28208.73972 0
|-28208.73972 2821838142  57.85017 | 28208.73972 282183814 O
57.85017 57.85017  694.20208 | —57.85017 ~57.85017 0
0
0

! . -10°
2821838142~ 2820873972 - —57:85017 - ---28218.38142 - — 282081739720} -

2820873972 - —28218:3814 - —57:85017 - — 28208173972 - 2821838142 O}
———————— B | | | SRR ]

Globalna togostna matrika in obtezni vektor konstrukcije imata sedaj obliko:

5.6431942-107  4820.8477956  57850.1735 0
[K]=| 4820.8477956 5.6431942-10" 57850.17354|  {F}=1{-1000000
57850.1735  57850.17354  694202.0824 0

Pomika in zasuk izracunamo iz sistema:

[K]-{U}={F}
K] {F}={U}
X,] [-1.575197455545316-10" m 0m
{U}=1Y, t={ —0.01772197446582826 m | =1 —0.01772197446582826 m

D, 0.001476831205485688 rad 0.001476831205485688 rad

Dobljene vrednosti so enake kot v prvi diskretizaciji, majhna nenicelna vrednost pomika

X> pa je ponovno zgolj posledica numeri¢nega zaokrozevanja.
II. pristop — uporaba dveh palicnih koncnih elementov

Uporabimo naslednjo diskretizacijo, v kateri kot prostostni stopnji nastopata zgolj dva

pomika:

Slika 206: Tretja diskretizacija in prostostne stopnje
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1. konini element

L, =6-+/2 =8.485281374238571 m

s = sin(45°) = —= = 0.7071067811865475

1
a, =45 - ‘/15
2

¢ = cos(45° )= —= = 0.7071067811865475

2. koncni element

L, =6-+/2 =8.485281374238571 m

s =sin(45° )= —% =—0.7071067811865475
o, =—-45" > 12
¢ = cos(45°) = 5 =0.7071067811863475
Globalna togostna matrika je:

B

-1 1 =l
[K,]=2.821356056934324- iy | 10

1

Globalna togostna matrika konstrukcije je:
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11 1 -1
[K]=2.821356056934324-L 1]107+2.821356056934324.[ | 1}107

20 1 0
:2.821356056934324{0 2]107:5.64271211.’)236864236~L) 1]107

Obtezni vektor konstrukcije pa je:

tF}= {— 10(?0000}

in neznana vozlis¢na pomika izracunamo iz sistema:

K] {u} = {F}

{U}= X, _ 0
Y, —0.01772197446582826 m

Tudi sedaj je nenicelna vrednost pomika X posledica numericnega zaokrozevanja.
Poprocesirange: igralun sekundarnib spremenljivk in voliscnibh vrednosti notranjib statiinib kolicin
—  igralun notranjih staticnih kolicin 3a 1. konini element

Vektor globalnih pomikov prvega koncnega elementa je:

0 Om
0 Om
{Ul}: ¢ = 0
) m
Y, —0.01772197446582826 m

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F;} = {0}):

{Ql}: [Kl]'{Ul}:
1 1 -1 -1 0 Q1,1 50000 N
1 1 -1 -1 ; 0 Q. 50000 N
2.821356056934324 - -10° - = 2=
-1 -1 1 1 0Om Q1,3 —50000 N

-1 -1 1 1 ~0.01772197446583m| |Q,,| [-50000N
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Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je nato:

qu 707106.7811865474 N NX’I —707106.7811865474 N

a 0N v, N
{ql}:[Tl]T'{Ql}: M= —>q =

as[ |-707106.7811865474 N[ |N_, [~ |-707106.7811865474 N

Qiy ON Vy,n ON

kjer indeks I oznacuje zacetno vozlisce elementa, II pa kon¢no vozlisce elementa. Palica 1

je tako tlacena.
—  iracun notranjih staticnibh kolicin Za 2. konini element
Vektor globalnih pomikov drugega koncnega elementa pa je:

X, Om

Y, —0.01772197446582826 m
0 Om
0

Om

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F,} = {0}):

{Qz}: [Kz]'{Uz}

1 -1 -1 1 0m Q,, 50000 N
-1 1 1 —1|_ . |-0.01772197446583 m| |Q,,| |—50000N
=2.821356056934324- 107 =2l
-1 1 1 -1 0m Q,;| |-50000N
1 -1 -1 1 0m Q4 50000 N

Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

q,, 707106.7811865474 N N,, —707106.7811865474 N

q ON Vv, ON
{qz}:[Tz]T'{Qz}: 2= —q Y=

a5 —707106.7811865474 N N, i —707106.7811865474 N

Aoy ON Vy,II ON

Tudi palica 2 je tlacena.
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Reakciji v vozliscu 1, ki ju od¢itamo iz prvih dveh clenov iz vektorja {Q,}, sta tako:

H, =30000 N (ysmerjena v desno)

Va =50000 N (usmerjena navzgor)

Reakciji v vozlis¢u 3, ki pa ju od¢itamo iz zadnjih dveh clenov vektorja {Q,}, sta:

Hy ==50000 N (ysmerjena v levo)
Vg =50000 N (usmerjena navzgor)

50000 N 50000 N

50000 N 50000 N

Slika 207: Reakcije

Primer 14 — Ravninska okvirna konstrukcija

Izracunaj vozliscne pomike, reakcije in funkcije notranjih staticnih koli¢in za ravninsko
konstrukcijo na sliki:

‘ 6.0 m

10 kN/m'
v v v v v v v

]
|:| gredi 0.25/0.4 m

|:| steber 0.25/0.25 m
5.0 m

O diagonala 0.1/0.1 m

| } 4.0m | 4.0 m

Slika 208: Analizirana konstrukcija
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Vsi elementi imajo pravokotni prerez, pri ¢emer sta dimenziji prereza stebra b/h =
0.25/0.25 m, vodoravne in posevne grede 4/h = 0.25/0.4 m, ter ¢lenkasto prikljucene
diagonale pa 4/h = 0.1/0.1 m. Vsi element so iz betona C20/25, ki ima modul elasti¢nosti
E=30 GPa.

Resitev

Minimalni racunski model zahteva uporabo stirih konénih elementov. Mogocih je vec

razlicnih diskretizacij, ki se razlikujejo tudi v Stevilu bistvenih prostostnih stopen;.

Obravnavana je diskretizacija, v kateri nastopajo vsi stirje tipi konénih elementov nosilcev,

hkrati pa tudi vodi do najmanjse togostne matrike konstrukcije:

Slika 210: Oznacbe prostostnih stopenj
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Ker so pom1k1 oz. zasuki X7, Y7, @7, X}, Y}, @3, X4, Y4, @4, X5, Ysin @5 v uporabljeni

diskretizaciji enaki ni¢, bo uporabljeni racunski model imel samo tri prostostne stopnje

(X5 Y2 in @) in posledicno tri bistvene enacbe.

Izralun togostnib matrik in obtegnib vektorjev elementov

1. koncni element — greda, na levi llenkasto, na desni togo prikljucena

Zanj velja:
1,=6.0 m
9 N 9
EA, =30-10 —2-0.25m-0.4m:3-10 N
m
s N 025m-(0.4m) S
El, =30-10" —- =4.10" Nm
m
Lokalna togostna matrika je:
% 0 0 - EA 0 0
L L
o FEL 4 3EL 3Bl
Ll I‘l Ll
0 0 0 0 0
[k,]=| _EA EA 0
Ll Ll
0 _3-15311 0 o El _3EL
Ll Ll Ll
o XEL o o _3EL 3E|
i L, L, L]
500 0 0 -500 0
0 0.5555555555555557 0 0 —0.5555555555555557
| o 0 0 0 0
=500 0 0 500 0
0 —0.5555555555555557 0 0 0.5555555555555557
0 3.3333333333333344 0 0 —3.3333333333333344

0
3.3333333333333344
0
0
—3.3333333333333344
20

-10°
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Lokalni obtezni vektor je:

0 0
3-L, 3-6 0
8
8 —22500
0 0 0
{t}t=q- =—-10000- =1 0
0 0
~37500
5Ly 2611 45000
8 8
L &
8 8

Pretvorba togostne matrike in obteznega vektorja v globalni koordinatni system

s = sin(O"): 0
1

o =0 _)c=cos(0°)=

Rotacijska matrika je:

1 0 00 0O

01 0 0 0O

0 01 0 0O
[Tl]:

0001 0O

0 0001 O

00 0 0 0 I]

in tako sta globalna togostna matrika in obtezni vektor prvega elementa enaka lokalnima

([K1] = [ky] In {F;} = {f1}>
2. koncini element — diagonala, na zacetken in koncu clenkasto prifljucena

Zanj velja:

L, =42 +5% =41 = 6.4031242374328485 m
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EA, =3O-109£2-0.1m-0.1m=3~108 N
m

3
.O.Im-(O.lm) 250000 Nir

N
EIL, =30-10’ —

Lokalna togostna matrika je:

EA, 0 0 _EA, 0 0
L2 L2
0 0 0 0 0 0
k,]= OA 0 0 ?\ 0 0
_EA, 0 0 B4, 0 0
L2 L2
0 0 0 0 0 0
. 0 0 0 0 0 0]
[ 4.685212856658183 0 0 —4.685212856658183 0 O]
0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0 107
| -4.685212856658183 0 0  4.685212856658183 0 0
0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0]

Opomba: enake ¢lene bi dobili, ¢e bi uporabili konéni element za palicje.

Obtezni vektor je enak 0.

Za pretvorbo togostne matrike in obteznega vektorja v globalni koordinatni sistem

potrebujemo kot (merjen protiurno), ki ga lokalna x os oklepa z globalno osjo X, ki znasa:

o, = arctan(%) =51.340191745909905°

in tako sledita:

s= sin(S 1 .340191745909905°)= 0.7808688094430304
c= cos(S 1 .3401917459099050)2 0.6246950475544243
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Rotacijska oz. transformacijska matrika je:

[ 0.624695
0.780869
0

0
0
0

—-0.780869
0.624695
0

0
0
0

0

0

0
0.624695
0.780869

0

in tako sledi globalna togostna matrika drugega elementa:

[Kz]: [Tz]'[kz]'[Tz]T =

[ 1.8283757489
2.2854696862
0
—1.8283757489
—2.2854696862
0

2.2854696862
2.8568371077
0
—2.2854696862
—2.8568371077
0

S O O o O O

—1.8283757489
—2.2854696862
0
1.82837574899
2.2854696862
0

0
0
0

—-0.780869
0.624695

0

—2.2854696862
—2.8568371077
0
2.2854696862
2.8568371077
0

- o O O o O

S O O O O O

107

3. konini element — steber, na aletku in koncu togo prikljucen — standardni koncni element

Zanj velja:

EA, =30-10° lz-o.zs m-0.25m=1.875-10" N

m

El, =30-109£2
m

10.25m-(0.25 m)’

12

= 9765625 Nm’
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Lokalna togostna matrika je:

EA, 0 0
L3
12-EI,  6-EI,
L’ L’
6-EI, 4-EIL
O 2
[k,]- Ls ks
_EA, 0 0
L3
12-EI,  6-EI,
0 T T
3 3
6-EI, 2-EL
0 L.’ L
L 3 3
[ 375 0 0
0 0.09375  0.234375
| 0 0234375 0.78125
=375 0 0
0 -0.09375 —0.234375
0 0234375 0.390625

Obtezni vektor je enak 0.

Za pretvorbo togostne matrike in obteznega vektorja v globalni koordinatni sistem

potrebujemo Se kot, ki znasa:

= sin(90°
o, =90° > in

Rotacijska matrika je:

o O o o = O
S O O O O

S O O = O O
S R O O O O

)=1
c= cos(90°)= 0

- O O O O O

EA,
L

0

=375
0
0
37.5
0
0

0 0
12.El, 6-EL
L L
6-El, 2-EL
B L32 L3
0 0
12-El,  6-EL
L’ L]
6-El, 4.EIL
L L, |
0 0
~0.09375  0.234375
0234375 0.390625
0 0
0.09375  —0.234375
~0.234375  0.78125

10’
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in tako sledi globalna togostna matrika tretjega elementa:

[Ks]: [Ts]'[k3]'[T3]T =

- 0.09375 0 —0.234375 —0.09375 0 —0.234375 |
0 37.5 0 0 -37.5 0
—0.234375 0 0.78125  0.234375 -0.234375 0.390625 107
—0.09375 0 0.234375  0.09375 0 0.234375
0 -37.5 0 0 37.5 0
| —0.234375 0 0.390625  0.234375 0 0.78125 |
4. konini element — greda, na zacetkn togo prikljucena, na koncu pa clenkasto
Zanj pa velja:
L, = V4> +5> =+/41 = 6.4031242374328485 m
9 N 9
EA,=30-100 —-0.25m-04m=3-10" N
m
N 025m-(0.4m)
EI, =30-10° — - m04m) 4 107 N
m
Lokalna togostna matrika je:
EA, 0 0 EA, 0 0
L, L,
0 3EL - 3:EL o _3EL
L, L, L,
3-El 3.El 3-El
0 4 4 _ 4 0
[k.]= L, L, L _
_EA, 0 0 EA, 0 0
L4 L4
o _3EL _3-1«:214 0 3-EL,
4 L4 L4
0 0 0 0 0 0
[ 46.852128566 0 0 —46.852128566 0
0 0.045709394  0.2926829268 0 —0.045709394
0 0.2926829268 1.8740851427 0 —0.292682926
—46.852128566 0 0 46.8521285666 0
0 —0.045709394 —0.292682926 0 0.045709394
I 0 0 0 0 0

S O O O o O

-107
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Za izracun obteznega vektorja moramo navpicno delujoco zvezno obtezbo pretvoriti v

nadomestno precno in osno zvezno obtezbo.

Kot, ki ga lokalna x os elementa oklepa z globalno osjo X je:

o, = —arctan(%) =-51.340191745909905° = 308.6598082540901°

s= sin(— 51.3401917459099050): —-0.7808688094430304
c= cos(— 51.340191745909905° ) =0.6246950475544243

Rezultanta vertikalne zvezne obtezbe je:

Q=q,, -4 m=10000 E-4m:4OOOON

m

Komponenta rezultante O v smeri precno na element znasa:

Q,=Q- cos(oc4) =40000 N-0.6246950475544243 = 24987.801902176972 N

Velikost porazdeljene precne zvezne obtezbe je tako:

. _Q, _ 24987.801902176972 N —3902.4390243902444 ¥
L, 6.4031242374328485 m ' m

ker pa deluje v nasprotni smeri kot lokalna y os elementa, moramo upostevati negativni

predznak:

q, = —q, = —3902.4390243902444 N

m

Komponenta rezultante O v smeri vzdolz elementa znasa:

Q,=Q- sin(oc4)= 40000 N -0.7808688094430304 =31234.752377721215 N

Velikost porazdeljene precne zvezne obtezbe je tako:

Q. _ 31234752377721215N _ oog o ancisereos N

b L, T 6.4031242374328485 m m
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ki pa deluje v smeri lokalne x osi elementa, in zato upostevamo pozitivni predznak:

q, =q, =4878.048780487806 N
m

Velikost osne zvezne obtezbe lahko izracunamo tudi direktno kot:

q. = .. -COS @, -sin a, =—10000 .. 0.6246950475544243 - (= 0.7808688094430304)

m

=4878.048780487806 N
m

Tudi velikost prec¢ne zvezne obtezbe lahko izracunamo direktno kot:

4, =0, - €05’ o, =—10000 N 0.6246950475544243° = —3902.439024390244

m m

Lokalni obtezni vektor, ki zajame vpliva zvezne obtezbe v precni in vzdolzni smeri, je
tako:

L, 4878.0487804878 V. 6-40312423743285 m
5 ' m 2
q. - 5-8L4 3002.4390243902 . 5-6.403124823743285m oo 3 e 8a00001
m
~15617.37618886061
L’ N (6.40312423743285 m)’
. qy-T“ | ~3902:4390243902 —- 3 ) 20000
) q Lo 4878.0487804878 V. 6-40312423743285 m 15617.37618886061
) ' m 2 -9370.425713316365
3Ll | 3000.4300043000 N, 376:40312423743285 m 0
1y ' m 8
0 0

Rotacijska matrika, potrebna za pretvorbo togostne matrike in obteznega vektorja

elementa v globalni koordinatni sistem je:

[0.62469505  0.7808688 0 0 0 0
~0.7808688  0.62469505 0 0 0 0
- 0 0 1 0 0 0
) 0 0 0 0.62469505  0.7808688 0
0 0 0 ~0.7808688  0.62469505 0

0 0 0 0 0 ]
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in tako sledi globalna togostna matrika cetrtega elementa:

[K4]: [T4]' [k4]'[T4]T =

[ 18.311629071  —22.83239960  0.2285469686 —18.311629071 22.8323995965
—22.83239960 28.586208889  0.1828375749  22.8323995965 —28.58620889
0.2285469686  0.1828375749  1.87408514266 —0.2285469686 —0.1828375749
—18.311629071 22.8323995965 —0.2285469686 18.311629071 —22.83239960
22.8323995965 —28.58620889 —0.1828375749 —22.83239960  28.586208889

0
0
0 -107
0
0

0 0 0 0 0 0

Obtezni vektor v globalnem koordinatnem sistemu pa je:

—2439.0243902439015
—21951.219512195123
—20000
2439.0243902439033
—18048.78048780488
0

Posredno lahko ¢lene vektorja preverimo tako, da uporabimo ravnotezne enacbe (ki sicer
niso samostojno uporabne za dolocitev nadomestnih vozli§¢nih sil in momentov,
omogocajo pa posredno kontrolo dobljenth vrednosti), ki jih apliciramo za kontrolo
mehanske enakovrednosti. Tako izracunamo rezultanti vozlisénih sil v vodoravni in
navpicni smeri, in ju nato primerjamo z dejansko aplicirano obtezbo.
V vodoravni smert tako sledi:

—2439.0243902439015 +2439.0243902439033 = 0
kar ustreza vertikalno aplicirani obtezbi.
V navpicni smeri pa sledi:

—21951.219512195126 N —18048.78048780488 N =—-40000 N

kar prav tako ustreza aplicirani obtezbi.
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Ce pa izracunamo moment nadomestnih vozlis¢nih sil in momentov na desno podporo,

sledi:
—2439.0243902439015 N-5m—21951.219512195123 N -4 m + 20000 Nm = —-80000 Nm
kar prav tako ustreza momentu aplicirane zvezne obtezbe.

Ker so v izbranem modelu stiri vozlis¢a modelirana kot polno vpeta, kar pomeni, da so
tam pomiki in zasuki znani in enaki ni¢
Xi=Y1=0:1=X5=Y3;=D:=X4=Y,=D4=X;5=Y5=D5=0), sestavimo samo tiste dele globalne
togostne matrike in globalnega obteznega vektorja, ki pripadajo nenicelnim prostostnim
stopnjam (torej Xo=Y>=®d,), ali pa v celotnem sistemu 15*15 wvrstice in stolpce, ki

pripadajo nic¢elnim pomikom in zasukom, preprosto precrtamo.

Iz posameznih globalnih togostnih matrik in globalnih obteznih vektorjev tako v sistem

enacb prepisemo naslednje oznacene clene:

500 0o =500 0o 0] [ 0
00355 0 0 —0555 3333 =22500

B S | N (I 0. P 0

K = i : [ ity .10 F =5y"—""-—~"~n
] -500 0 01500 0 0 i} 0 |
0 —0.f55§ 010 0.555 -3.333} —375005

0 3333 0 i___o_____—_g._3_3_§_____2_0____i 45000'

[ -1:8283757489 - 2:2854696862 0 —1.8283757489 - —2:28546968620]
~2:2854696862 2:8568371077 0~

K] O Qo (“?’"_”_’_"_’_"_’_’?_”_’_’;’_’;’;’_’_”_’_”_’_”_’_"_’_9::_"_’;:_”_:?; 107
7| -1.8283757489  -2.2854696862 0 !1.82837574899  2.2854696862 0!
~22854606862 —2.8568371077 0 | 22854696862  2.8568371077 O
I 0 0 0 0 0 0}
0093750 0234375~ 0:09375 - = 0:234375]
------- 937509—3750
K,]- =0:234375 ¢ &78‘125"‘;’9;;2§f*_3_7_5__;:.Q.%%%%??.‘:‘.‘?.%????ﬁ_I 107
Y1 -0.00375 0 0234375} 0.09375 0 0.234375 |
0 =375 0 i 0 37.5 0o
0234375 0 0390625 |0.234375 0 0.78125 |

___________________________________
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in
[ 1831163  -22.83240 022855 :—18.31163  22.83240 | 0]
~2283240 28.58621  0.18284 22.8%240 ~28.58621! 0
K] 022855 018284  1.87409 | -0.22855 018284 | 0 .
YOET83TT63 2283240 =0.22855 183163+ ~22:83240¢0 | |
22.83240- - —28.58621-—0.18284 2283240 - 28.58621 |0
[ S—— T T I O N S— ]
[ —2439.021)
~21951.22]
| ~20000 |
Rl ReEor e
=18048.78
_______ 0_______

Tako sledi sistem 3 treh bistvenih enacb konstrukcije s tremi neznankami:
[K]-{U} = {F}
oziroma

70.23375481987628  —20.54692991034154 0.4629219686174724 X,
—20.54692991034154  68.99860155264277  —0.15049575843935553 |-107 -1 Y,
0.4629219686174724 —0.15049575843935553  4.655335142663275 D,
—2439.0243902439015
=4 —59451.21951219512
25000

Resitve sistema so:

X, —0.34921231780038703 m
Y, ¢ =1 —0.9538988356068556 m ;-10™*
D, 5.374070729217129 rad
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Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in notranjib staticnib kolicin

—  igracun notranjih staticnibh kolicin 3a 1. koncni element
Vektor globalnih pomikov prvega koncnega elementa je:

0

0

0

~0.34921231780038703 m |

—0.9538988356068556 m
5.374070729217129 rad

oS o O

<

]

S

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

....................................

Q! | 17460.61589001935 N !
Q) | 24344.35128949498 N |
Q; 0

Q= ]-u)- ) Q) ~17460.61589001935 N
Q! 35655.64871050502 N
Q.| [-33933.89226303012 Nm

Reakciji v podpori horizontalnega elementa, ki jih od¢itamo iz prvih dveh clenov vektorja

sekundarnih spremenljivk, sta prikazani na sliki.

10 kN/m’
17460.62 N 1 1 ! 1 T ¥ T |

A

2434435 N

Slika 211: Reakciji v podpori horizontalnega elementa
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Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk, ki je za ta konéni element enak globalnemu (prvi
koncni element je namrec¢ horizontalen in rotacijska matrika je enotska matrika), je
formalno izracunljiv kot:

17460.61589001935 N,,| [~a.] [ -17460.61589001935 N
24344.35128949498 Vil | a 24344.35128949498 N
0 M, | |-q 0
ad=[mI Q=1 7460.61589001935[ N: - qu "] —17460.61589001935 N
35655.64871050502 V,,| |-a,| | -35655.64871050502 N
~33933.89226303012)  [M,,| |q. | |-33933.89226303012 Nm

Sekundarne spremenljivke oz. notranje staticne koli¢ine lahko izracunamo tudi tako, da

globalni vektor pomikov {U;} najprej pretvorimo v lokalni vektor pomikov:

{ul}: [Tl ]T '{Ul}

Ker pa je prvi konéni element horizontalen in je rotacijska matrika enotska matrika, za tak
element velja kar:

0
0
0
4
fut=1{u}= 10
—0.34921231780038703 m
—0.9538988356068556 m
5.374070729217129 rad
Tako sledi:
faf=lk]-fu -6}
q.,| [ 500 0 0 -500 0 0 0
Qi 0 0555 0 0 -0555 3333 0
qs| | 0 0 0 0 0 0 | o 0 10
Qs [-500 0 0 500 0 0 —0.34921231780038703
Qus 0 -0555 0 0 0555 -3.333 —0.9538988356068556
Qe | 0 3333 0 0 -3333 20 | 5.374070729217129
0 17460.61589001935 Nul| [~au —17460.61589001935 N
—22500| | 24344.35128949498 v, Qs 24344.35128949498 N
0 _ 0 N Ml =aus| 0
0 [ |-17460.61589001935 N[ | qu | | —17460.61589001935 N
—37500 35655.64871050502 Vo | |-dus —35655.64871050502 N
45000 | |-33933.89226303012 M,, Qe —33933.89226303012 Nm
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—  igralun notranjih staticnih kolicin 3a 2. konini element
Vektor globalnih pomikov drugega koncnega elementa je:

0
0
0
{Uz}: = 107
—0.34921231780038703 m
—0.9538988356068556 m

5.374070729217129 rad

[ e B )

< X

[

S

in je (zaradi izbrane diskretizacije) slucajno enak vektorju za prvi koncéni element. Globalni
vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

| 2818.5982055541135 N
| 3523.247756942642 N |

Q=K U R =1 g6 somnosssatizs

—3523.247756942642 N
0

Reakciji v podporti levega posevnega elementa/diagonale, ki ju odc¢itamo iz prvih dveh

clenov vektorja sekundarnih spremenljivk, sta:

10 kN/m'
17460.62 N S T T T T L —
A
2434435 N
P818.60 N
i
3523.25N

Slika 212: Reakciji v podpori levega poSevnega elementa

Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:
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l,)=[T]'{Q,)=

4511.958621392068 N
0
0
—4511.958621392068 N
0
0

N, ; —
Vys SER

N M, _ )7 | _
N,, qQ.4
Vo a5
M., Qa6

—4511.95862139207 N

—4511.95862139207 N

0
0

0
0

Opomba: obravnavani primer sluzi zgolj za demonstracijo uporabe metode konc¢nih

elementov za analizo konstrukcije in analizo ustreznih velicin, in zato kontrola uklonske

sile za ta element ni narejena.

Alternativno lahko globalni vektor pomikov {U,} v lokalni vektor pomikov pretvorimo

kot:

{u2}= [TZ]T '{Uz}

[0.624695  0.78087 0 0
~0.78087  0.62469 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0.624695
0 0 0 —~0.78087
0 0 0 0
0
0
= 0 10
~0.9630210535643217 m
—0.3232068716279052 m
5.374070729217129 rad

0

0

0
0.78087
0.62469

0

- o O O © O

Tako (ponovno) sledi lokalni vektor sekundarnih spremenljivk:

{qz}: [kz]' {uz}_ {fz}

q,,| [ 46852128567
4z, 0
CEE] _ 0
Qy4| |—4.6852128567
a5 0
Qa6 L 0
4511.958621392068
0
0
7 ]-4511.958621392068
0
0

0 0 —4.6852128567 0 O 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 107 0
0 0 4.6852128567 0 O —-0.9630210535643217
0 0 0 0 0 —0.3232068716279052
0 0 0 0 0] 5.374070729217129
N,; —q,, —4511.958621392068 N
Vs 92,2 0
N M,; _ )% 0
N,, Aoy —4511.958621392068 N
V., —Qys 0
M,, Qa6 0

1-0.3492123178 m

0
0
0
10
—0.953898836 m
5.374070729 rad

.10
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—  igralun notranjih staticnih kolicin 3a 3. konini element

Tudi vektor globalnih pomikov tretjega kon¢nega elementa je slucajno (zaradi izbrane

diskretizacije) enak vektorju za prvi in drugi koncni element:

0

0

0

~0.34921231780038703 m |

—0.9538988356068556 m
5.374070729217129 rad

oS O O

<R

LS}

o

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

----------------------------------- 3
'

| 35771.206335257084 N |
2017.3997416159752 Nm |
Q)=[K]-{u)-1E )= 1226.8091723664784 N

—35771.206335257084 N
4116.646120216416 Nm

Reakcije v podpori vertikalnega elementa, ki jih odcitamo iz prvih treh ¢lenov vektorja

sekundarnih spremenljivk, so:

10 kN/m'
17460.62 N S T T T T L —
A
2434435 N
2017.39 Njn
P818.60 N 1226.81 N
o ‘q—
3523.25N 35771.21 N

Slika 213: Reakcije v podpori stebra
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Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

35771.206335257084 N N, ~35771.206335257084 N
1226.8091723664784 N v, ., 1226.8091723664784 N
. 2017.3997416159752 Nm M,,| |-2017.3997416159752 Nm
taj=[m]" i) —35771.206335257084 N N,, ~35771.206335257084 N
~1226.8091723664784 N V., 1226.8091723664784 N
4116.646120216416 Nm M,, 4116.646120216416 Nm

Alternativno lahko globalni vektor pomikov {Us} v lokalni vektor pomikov pretvorimo
kot:

o 1 0 o0 0 0 0
-1 0 0 0 0 O 0
T (3 TN I ; 10°
0O 0 O O 1 0] [-0.34921231780038703 m
O 0 o0 -1 0 O —0.9538988356068556 m
00 0 0 0 1] | 5374070729217129 rad
0
0
= 0 .10
—0.9538988356068556 m
0.34921231780038703 m
5.374070729217129 rad

Opomba: ker gre za navpicni element, bi lahko lokalni vektor pomikov zapisali tudi brez

formalne transformacije.
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Tako ponovno sledi:

s} =l ] {us }- )

q.] [375 0 0 -375 0 0

s 0 009375 023438 0  —0.09375 0.23438

Gs_| 0 023438 078125 0 023438 039063 | .,

Q| |-375 0 0 37.5 0 0

Qs s 0 —009375 —023438 0  0.09375 —0.23438

QGe] | O 023438 039063 0  —0.23438 0.78125 |
35771.206335257084 Nl [~au ~35771.206335257084 N
1226.8091723664784 V.. Qs 1226.8091723664784 N

] 2017.3997416159752 M,,| |-q,,| |-2017.3997416159752 Nm

T1-35771.206335257084 [N [ | dss || —35771.206335257084 N
~1226.8091723664784 Voo | |-qss 1226.8091723664784 N
4116.646120216416 M, , s 4116.646120216416 Nm

—  igralun notranjih staticnih kolicin 3a 4. konini element

Vektor globalnih pomikov cetrtega koncnega elementa je:

X, X, —0.34921231780038703 m

Y, Y, —0.9538988356068556 m

D, D, 5.374070729217129 rad 4
{U4}: = = -10

X 0 0

Y, 0 0

(8 0 0

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

19052.40492320699 N
3638.805381694692 N
29817.2461428137 Nm

=K, | {U, = F, =
Qu}= [k U -] —19052.40492320699 N
36361.19461830531 N

0
0
0

1-0.9538988 m

0.34921232m
5.3740707 rad

10
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Reakciji v podpori desnega posevnega elementa, ki ju od¢itamo iz Cetrtega in petega clena

vektorja sekundarnih spremenljivk, sta:

10 kKN/m'
17460.62 N T T s T T ¥ | S
i
2434435 N
2017.39 Nhn

P818.60 N 1226.81 N 19052.40 N

—— —
{

3523.25N 3577121 N 36361.19 N

Slika 214: Vse izrac¢unane reakcije

Reakcije lahko posredno preverimo z izracunom vsote sil v posamezni smeri. V

horizontalni smeri tako sledi:

17460.61589001935 N +2818.5982055541135 N -1226.8091723664784 N
—-19052.40492320699 N =0

V vertikalni smeri pa sledi:

24344.35128949498 N +3523.247756942642 N +35771.206335257084 N
+36361.19461830531 N =100000 N

Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

9060.5133733301 N N,, — Q4 —9060.5133733301 N
17150.572450370 N V. Q42 17150.572450370 N
{q4}: [T4]T '{Q4}= 29817.246142814 Nm N M,, )| —29817.24614281 Nm
—40295.26575105 N N, Qas —40295.265751051 N
7837.2294518067 N Vs —Qys 7837.2294518067 N
0 M, s 46 0
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Alternativno lahko globalni vektor pomikov {U,} v lokalni vektor pomikov pretvorimo

kot:

{u4}= [T4]T '{U4}

[0.624695 —0.78087 0
0.78087  0.624695 0
oo 0 1
- 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.5267186426145147 m
—0.8685848853151639 m
_ 5.374070729217129 rad 10%
0
0
0
Tako ponovno sledi sledi:
fa, = [k, ] u f- e}
Qay 46.85212 0 0
dis 0 0.04571  0.29268
as| | o 029268  1.87409
Qug| |—46.85212 0 0
Qs 0 —0.04571 —0.29268
Qe |0 0 0
15617.376188861 9060.5133733301
~15617.376188861| | 17150.57245037
~20000 29817.246142814
- 15617.376188861 - —40295.26575105
—-9370.425713316 7837.2294518067
0 0

0
0
0

0.624695
0.78087

0

-46.85212

0
0

46.85212

0

0

0

0
—0.78087
0.624695

0

0
—0.04571
—-0.29268

0

0.04571

0

—q4,
4
—Q43
Q44
—4s
a6

—_- o O O o O

0.5267186427
—0.868584885
5.3740707292

0

0

0

107 -

S O O O o O

-9060.5133733301 N
17150.5724503702 N
—29817.24614281 Nm
—40295.265751051 N
7837.2294518067 N
0

Poprocesirange: igralun funkcij osne in precne sile ter upogibnega momenta

—0.34921232 m
—0.9538988 m
5.37407073 rad

0

0

0

10*

.10

Ker se lege konc¢nih elementov medsebojno precej razlikujejo, funkcij ni smiselno zapisati

za globalni koordinatni sistem. Vsako funkcijo tako raje enakovredno zapisemo v

lokalnem koordinatnem sistemu, interpolacijske funkcije pa zaradi tega (saj velja x4=0)

dobijo enostavnejso obliko.
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—  igralun funkcij notranjib staticnib kolicin 2a 1. konini element

Ker je jasno, da bo osna sila vzdolz 1. kon¢nega elementa konstantna, iskanje funkcije

osne sile z interpolacijo ni smiselno.

Funkcija upogibnega momenta za prvi element je (kljub temu, da gre za konc¢ni element,
ki je na zacetku clenkasto vpet, uporabimo H1 interpolacijske funkcije za obojestransko
polnovpet koncni element):
M, x (X) = Mlz,l ) NI,I(X)+ V}ll,l ) NI,Z(X)+ Mlz,u "Ny, (X)"‘ Vyl,u ) N1,4 (X)
X

2 3 2 3
20 1- 22 27X )L 4344.35128949498 N[ x— 25 4 X
L L L

3-x% 2-x°

2 3
—33933.89226303012 Nm - (T —TJ —35655.64871050502 N - (_XT + %j

=24344.35128949498 - x — 5000 - x* 0<x<6m
ki je enaka tocni razporeditvi momenta.

M, [Nm]
-30000

-20000 |

-10000 |

0 1 2 3 4 5 ¢ X[ml
10000

20000 |

30000 *

Slika 215: Razporeditev upogibnega momenta na vodoravnem elementu

Enaka razporeditev momenta sledi tudi, ¢e uporabimo superpozicijo funkcije linearne
razporeditve momenta, ki sledi iz vozliscnih vrednosti momenta, s funkcijo upogibnega
momenta prostolezecega nosilca, obremenjenega z enakomerno zvezno obtezbo 10
kN/m'. Funkcijo linearne razporeditve momenta lahko pois¢emo 2z razlicnimi

matematicnimi pristopi. Ker pa je vrednost momenta v zacetnem vozliscu enaka 0,
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funkcijo za tak§no razporeditev momenta najlazje pridobimo s podobnimi trikotniki (oz.

sklepnim ra¢unom), kar vodi do:

M, (x)==-M,, ==-M,(L)=2(~33933.89226303012 Nm) = —5655.648710505019 - x
L L

x
6

Funkcija upogibnega momenta prostolezecega nosilca, obremenjenega z zvezno obtezbo
10000 N/m', pa je:

2
M, (x)=30000-x ~10000-
2
kar vodi do:

2

M, (x)=-5655.648710505019 - x +30000- x —10000-"7 =24344.35128949498 - x — 5000 - X

0<x<6m

Opombea: ker sta znani reakciji na levem koncu elementa, lahko funkcijo momenta (in tudi
precne sile) dobimo tudi z uporabo Newtonovih zakonov ravnotezja momentov in

precnih sil.

Priblizna funkcija precne sile za prvi element je:

V, )——dM“N(X) =24344.35128949498 — 10000 0<x<6
yn X )= & = . - R =x=06m

ki je, zaradi tocnosti izraza za upogibni moment, enaka tocni razporeditvi precne sile.
Vy[N]

20000 t

10000 |

0 1 2 4 5 6
-10000 |

-20000 |

-30000 |

Slika 216: Razporeditev precne sile na vodoravnem elementu
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Mesto, kjer nastopi maksimalni upogibni moment, nastopi pri:
V,x (x)=0—24344.35128949498 — 10000 - x = 0 — x = 2.434435128949498 m < 6 m

in maksimalni pozitivni upogibni moment v prvem konc¢nem elementu je tako:

M, (2.434435128949498 m)

=24344.35128949498 -2.434435128949498 m — 5000 - (2.434435 128949498 m)2
=29632.371985316793 Nm

Maksimalni negativni upogibni moment pa nastopi v koncnem vozliscu elementa.
—  iracun funkcij notranjib staticnih koliin 3a 2. koncni element

Ker je jasno, da bo osna sila (edina notranja staticna kolic¢ina) vzdolz 2. kon¢nega elementa

konstantna, iskanje funkcije osne sile ni smiselno.
—  iracun _funkcij notranjib staticnih koliin 3a 3. koncni element

Ker je jasno, da bo osna sila vzdolz 3. kon¢nega elementa konstantna, iskanje funkcije

osne sile tudi v tem elementu ni smiselno.

Funkcijo linearne razporeditve momenta, ki sledi iz vozlis¢nih momentnih vrednosti
vrednosti (zvezne obtezbe na elementu ni), lahko pois¢emo z razlicnimi matemati¢nimi
pristopi. Ce uporabimo splosni izraz za linearno funkcijo, izhajamo iz:

Mo(x):A1+A2-x

kjer konstanti A; in A» doloc¢imo iz robnih pogojev, torej vozlis¢ni vrednosti momenta, in

sicefr:

od koder je razvidno, da vedno sledi
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Al = Mz,l

konstanto Az pa izracunamo kot:

4115.646120216416 —(—2017.3997416159752)

=-2017.3997416159752 + 5 -X
MO(X) =-2017.3997416159752 +1226.8091723664784 - x 0<x<5m
Ker pa na elementu ni precne obtezbe, dalje sledi:
M, (x)= M, (x) = —2017.3997416159752 +1226.8091723664784 - x 0<x<5m

ki je enaka tocni funkciji razporeditvi momenta.

Enako funkcijo dobimo tudi, ¢e uporabimo HO interpolacijski funkeiji:

X X
Mo(X): Mz,l ’(1 _fj"" Mz,n f
= —2017.3997416159752-(1—%}—#41 15.646120216416-%

=-2017.3997416159752 +1226.8091723664784 - x 0<x<5m

Funkcija precne sile za tretji element je:

\% N(x)zw=1226.8091723664784 0<x<5m
v dx

ki je, zaradi korektnosti izraza za upogibni moment, tudi enaka tocni razporeditvi precne

sile.
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—  iracun funkcij notranjib staticnih koliin za 4. koncni element

Ker je jasno, da (zaradi prisotnosti osne zvezne obtezbe) osna sila vzdolz 4. koncnega
elementa ne bo ve¢ konstantna, moramo izvesti iskanje njene funkcije. Najlazje to storimo

s smiselno uporabo funkcije za linearno medvozlis¢no razporeditev upogibnega momena:

Nx,4N (X): Nx,l + w X

—0060.513373330097 + —40295.265751051316 — (- 9060.513373330097) .

6.4031242374328485
N, un (X)= -9060.513373330097 —4878.048780487806 - x 0<x<6.4031242374328485 m

ali z uporabo HO interpolacijskih funkcij:

N a(x)=N_ [ 1-2 |+ N, -2 =-9060.513373330097 -| 1 - X
: UL L 6.4031242374328485
+(~40295.265751051316)- X
6.4031242374328485

=-9060.513373330097 — 4878.048780487806 - x 0<x<6.4031242374328485 m

Ker na elementu deluje enakomerna osna zvezna obtezba, je funkcija osne sile to¢na.

Funkcija upogibnega momenta za cetrti element je (kljub temu, da gre za kon¢ni element,
ki je na koncu ¢lenkasto vpet, uporabimo H1 interpolacijske funkcije za obojestransko

polnovpet koncni element):

M, ix (X) = Mil Ny, (X)+ Vy4,1 "Ny, (X)"' Mj,n "Ny 3 (X)+ vy4,11 "Ny, (X)

2 3 2 3
= 29817.2461428137 Nm-(l - 3L’2‘ +2T§J+17150.57245037023 N-[x - ZLX +X—]

I? |
=-29817.2461428137 +17150.57245037023-x —1951.2195121951222 - x>
0<x<6.4031242374328485 m

2 3 2 3
+o-(3 XT_ 2 J—7837.229451806742 N~(—%+%}

ki je enaka tocni razporeditvi momenta (ker je ta (kvadratna) funkcija dobljena s
seStevanjem kubnih funkcij, se lahko zaradi zaokroZevanja pojavi majhen koeficient pri

¢lenu x°, ki pa ga zanemarimo).
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M, [Nm]
-30000 »

-25000
-20000 |
-15000 |
-10000 f

-5000 {

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X [m]
0 1 2 3 4 5
5000 |

Slika 217: Razporeditev upogibnega momenta v Cetrtem elementu

Enaka razporeditev momenta sledi tudi, ¢e uporabimo superpozicijo, torej sestejemo

funkcijo linearne razporeditve momenta, ki sledi iz vozlis¢nih momentnih vrednosti:

M, (x)=—-29817.2461428137 Nm-| 1 - = |+ 0- =
° L) L

=-29817.2461428137 + 4656.671499281744 - x 0<x<6.4031242374328485 m

s funkcijo upogibnega momenta prostolezecega nosilca, obremenjenega z zvezno pre¢no

obtezbo 3902.439 kN/m":

M, (x)=12493.900951088484 - x —1951.219512195122 - X

kar ponovno vodi do:

M, ,\(x)=—29817.2461428137 +17150.57245037023 - x —1951.2195121951222 -
0 < x <6.4031242374328485 m

Funkcija precne sile za cetrti koncni element je:

dM, ,(x
Vy,4N (X) = &;N ( )

=17150.57245037023 -3902.439024390244 - x 0<x<6.4031242374328485m

ki je, zaradi to¢nosti izraza za upogibni moment, enaka to¢ni razporeditvi precne sile.
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VyIN]
15000
10000

5000

0 1 2 3 4 6
-5000

Slika 218: Razporeditev precne sile v Cetrtem elementu

Mesto, kjer nastopi maksimalni upogibni moment, je pri:

0=17150.57245037023 -3902.439024390244 - x
. 17150.57245037023
3902.439024390244

=4.39483419040737 m <6.4031242374328485 m

Maksimalni pozitivni upogibni moment je tako:

M, ix (x) =—-29817.2461428137 +17150.57245037023-4.39483419040737

~1951.2195121951222-4.39483419040737°
=7869.714952159210 Nm

Maksimalni negativni upogibni moment pa nastopi v zacetnem vozlis¢u elementa.
Primer 15 — Ravninska pali¢na konstrukcija

Izracunaj pomike, reakcije in notranje staticne kolicine za ravninsko pali¢no konstrukcijo

na sliki:

1.5m
10000 N
profil IPE 200
A =285 cm’
20m I,=1943 cm*
' 20000N" E =210 GPa
B 20m ‘ 20m
I T

Slika 219: Analizirano palicje
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Vsi elementi so iz jekla in profila IPE 200, ki ima modul elasticnosti £ = 210 GPa.
Resitev

Minimalni (in hkrati popolnoma zadosten) racunski model zahteva uporabo stirih kon¢nih
elementov. Izbrana je naslednja diskretizacija, pri ¢emer bomo uporabili koncne elemente
za palicja, s ¢cimer bomo obcutno zmanjsali racunski napor (resevali bomo zgolj 4 enacbe

namesto 6 oz. celo 11 enacb):

Slika 221: Oznacbe prostostnih stopenj
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Togostne matrike elementov (vsi obtezni vektorji so enaki nic)

Vsi elementi imajo enako osno togost:

EA, =210-10° %-28.5-10‘4 m’ =5.985-10° N
m

1. konini element

Li=4.0m

Globalna togostna matrika (ki je tudi enaka lokalni togostni matriki) je:

1.49625 0 -1.49625 0

0 0 0 0
712149625 0 149625 0
0 0 0 0

10°

[K,]

2. koncni element

L,=+2"+15=25m

s = sin(-36.86989764584402° ) = 0.6

o, = —36.86989764584402° —
’ ¢ = cos(—36.86989764584402° )= 0.8

kar vodi do transformacijske matrike:

08 06 O 0
-06 08 0 0
0 0 08 06
0 0 -06 08

[Tz] =
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Globalna togostna matrika drugega elementa je:

1.53216 —-1.14912 -1.53216 1.14912
-1.14912 0.86184 1.14912 -0.86184
T1-153216  1.14912 153216 —1.14912]
1.14912 -0.86184 —1.14912 0.86184

8

K]

3. koncni element
L, = A2% +2% =2.8284271247461903 m

. s=sin(45°)=0.7071067811865475
o, =45 -
¢ = cos(45° )= 0.7071067811865475

kar vodi do transformacijske matrike:

-1

[T,]=0.7071067811865475-

O O =
(e

Globalna togostna matrika tretjega elementa je:

11 -1 -1

1 -1
-1 1 1]
12111

[K,]=1.0580085213503716- 10°

4. koncni element
L,=v2"+15" =25m

s = sin(36.86989764584402°) = 0.6

o, = 36.86989764584402° —
¢ = c0s(36.86989764584402° )= 0.8
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kar vodi do transformacijske matrike:

08 -06 O 0
06 08 O 0
0 0 08 -06
0 0 06 038

[T4] =

Globalna togostna matrika Cetrtega elementa je:

1.53216  1.14912 —-1.53216 —1.14912

[K ]: 1.14912  0.86184 —1.14912 -0.86184 1
1-1.53216 —1.14912 1.53216  1.14912
-1.14912 -0.86184 1.14912  0.86184

8

Ker v konstrukciji nastopata dve podprti vozlisci, kar pomeni, da so tam pomiki znani in
enaki ni¢ (X;=Y1=X3=Y3=0), sestavimo samo tiste dele globalne togostne matrike in
obteznega vektorja, ki pripadajo nenicelnim prostostnim stopnjam (torej Xo, Y2, X4 in Y4),
ali pa v sistemu 8*8 enacb vrstice in stolpce z nicelnimi pomiki preprosto precrtamo. Tako

sledi sistem Stirih enacb s $tirimi neznankami.

Pri sestavi globalne togostne matrike se kot najprirocnejsa izkaze uporaba neznanih
vozlisénih pomikov v (neobicajnem, a vseeno korektnem) vrstnem redu Xy, Y4, Xz in Yo,
saj lahko globalno togostno matriko enostavno tvorimo na osnovi togostne matrike

elementa 4:

4.122328521350372 1.0580085213503714 —1.53216 —1.14912 X, 0

1.0580085213503714 2.7816885213503717 —1.14912 -0.86184 10 Y, | _]—20000
-1.53216 —1.14912 3.02841  1.14912 X, 0
—1.14912 -0.86184 1.14912  0.86184 Y, —10000

Resitve sistema so:

—0.5706863666273423 m
—1.5897067111117213 m
0.8911166805903649 m |
—4.699085618587368 m

alie

IS

4

=< X
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Poprocesirange rezultatov — iskanje sekundarnib spremenljivk (vozlistnib vrednosti notranjibh statitnib

kolitin)
—  igralun notranjih staticnih kolicin 3a 1. konini element

Vektor globalnih pomikov prvega koncnega elementa je:

0 0
U)=1y = X 10°
! X, 0.8911166805903649 m
Y, —4.699085618587368 m

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F;} = {0}):

1.49625 0 -1.49625 0O 0
0 0 0 0 0
{Ql}z[Kl]'{Ul}: -10°- 10"
—-1.49625 0 1.49625 O 0.8911166805903649 m
0 0 0 0 —4.699085618587368 m
Ql,l —13333.333333333334 N
_ QL2 _ ON
Q1,3 13333.333333333334 N
Q4 0N

Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je formalno tako:

q;, —13333.333333333334 N NXJ 13333.333333333334 N

q, ON v, ON
{ql}:[Tl]T'{Ql}: = - v =

di3 13333.333333333334 N N, 13333.333333333334 N

1.4 ON Vo ON

kjer indeks I oznacuje zacetno vozlisce elementa, II pa kon¢no vozlis¢e elementa.

Palica 1 je tako tegnjena.
—  igracun notranjib staticnib kolicin Za 2. koncni element

Vektor globalnih pomikov drugega koncnega elementa je:
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0 0

=121 ) 10*
X4 —0.5706863666273423 m
Y4 —1.5897067111117213 m

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F,} = {0}):

{Qz}:[Kz]'{Uz}

1.53216 —1.14912 —1.53216 1.14912 0
|-1.14912 0.86184  1.14912  -0.86184 | 0 104
T[-1.53216  1.14912 153216 —1.14912 —0.5706863666273423 m
1.14912  —0.86184 —1.14912 0.86184 ~1.5897067111117213 m
Q,,| [-9523.809523809525 N

Q. 7142.857142857144 N

Q,.[ | 9523.809523809525 N
Q,, —7142.857142857144 N

Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

q,, —11904.761904761906 N N, 11904.761904761906 N

qs, ON V.. ON
{qz}:[Tz]T'{Qz}: 2= - Y=

da5 11904.761904761906 N N,y 11904.761904761906 N

Aoy ON Vou ON

kjer indeks I oznacuje zacetno vozlisce elementa, II pa kon¢no vozlisce elementa.

Tudi palica 2 je tegnjena.

Reakciji v vozliscu 1, ki ju izracunamo oz. odc¢itamo iz komponent vektorjev {Q;} in {Q,},

sta tako:

H, =-13333.333333333334 N+ (— 9523.809523809525 N): —22857.14285714286 N (V ICVO)

V, =7142.857142857144 N (usrnerjena navzgor)
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22857.14 N

B —

)

10000 N

7142.86 N

20000 N

Slika 222: Reakciji v to¢ki A oz. vozli§¢u 1

—  igralun notranjih staticnibh kolicin 3a 3. konini element

Vektor globalnih pomikov tretjega koncnega elementa je (slucajno) enak vektorju

globalnih pomikov drugega kon¢nega elementa:

0 0

=121 0 10°
X4 —0.5706863666273423 m
Y4 —1.5897067111117213 m

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F;} = {0}):

11 -1 -1 0
-1 -1 0 _4
Q,}=[K,]-{U,} =1.05800852135 - 108 1
-1 -1 1 1 ~0.5706863666273423 m
-1 -1 1 1 ~1.5897067111117213 m
Q., 22857.142857142848 N
Q.| | 22857.142857142848 N
Qs |-22857.142857142848 N

Q;, —22857.142857142848 N
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Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

ds, 32324.88142567073 N N, —32324.88142567073 N

qs, ON \'S ON
{a:f=[L] Q== AT

ds3 —32324.88142567073 N N —32324.88142567073 N

Q34 ON Vi ON

Palica 3 je tako tlacena.
Reakciji v vozlis¢u 3, ki ju direktno odcitamo iz vektorja {Qs}, sta tako:

H,, =22857.142857142848 N (ysmerjena v desno)

Vy =22857.142857142848 N (usmerjena navzgor)

22857.14 N
—g—— o)
/)
7142.86 N 10000 N
20000 N
22857.14 N
——
1
22857.14 N

Slika 223: Reakcije v podporah
—  igracun notranjih staticnibh kolicin 3a 4. koncni element
Vektor globalnih pomikov cetrtega koncnega elementa je:

—0.5706863666273423 m
—-1.5897067111117213 m 4

{U4}: = -10
0.8911166805903649 m

—4.699085618587368 m
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Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F,} = {0}):
{ 4}: [K4]' {U4}
1.53216  1.14912 -1.53216 -1.14912 —0.5706863666273423 m
| 1L.14912 0.86184 —1.14912 -0.86184 ¢ |—1.5897067111117213 m “
| -1.53216 —1.14912  1.53216  1.14912 0.8911166805903649 m
-1.14912 -0.86184 1.14912  0.86184 —4.699085618587368 m
(O 13333.333333333328 N
Q.. 10000 N
Q.. [ ]-13333.333333333328 N
Q.. ~10000 N
Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:
A4, 16666.666666666664 N N, —-16666.666666666664 N
ON V. 0N
{q4}:[T4]T'{ = ozl -3 =
Aus —16666.666666666664 N N, —-16666.666666666664 N
ys ON \ ON

Tudi palica 4 je tlacena.

Ker pa je globalni vektor sekundarnih spremenljivk tega elementa nezanimiv (vozli§éi
elementa ne pripadata podporam), lahko postopamo tudi tako, da globalni vektor

pomikov {U,} pretvorimo v lokalni vektor pomikov:

—1.4103731199689067 m
—0.9293535489129718 rad
—2.1065580266801294 m |
—4.293938503224114 rad

-4

Tako sledi (ob uposevanju morebitnega vektorja {f,}):

16666.666666666664 N N, —16666.666666666664 N
ON V ON
{q4}: [k4]~{u4}= —q Y=
—16666.666666666664 N N,y —16666.666666666664 N
ON v, ON

Yy,
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Primer 16 — Enostavni okvir s poSevno drsno podporo

Za prikazani betonski okvir (z elementoma pravokotnih dimenzij /5 = 0.2m/0.4 m in
modulom elasti¢nosti E = 30 GPa), pri katerem je drsna ploskev desne pomicne podpore
nagnjena proti horizontali za kot 30°, dolo¢i pomik in zasuk desnega konca nosilca,
tunkciji upogibnega momenta in precéne sile ter reakcije v podporah. Poisci tudi ekstremni

vrednosti upogibnega momenta, ter izracunaj upogibnico za gredo.

q= 10 kN/m’
o or=20knN [ IR PP PRI RR IR ITHIEE]

B Bl b
\ 4 m |
[

A

Slika 224: Okvir s posevno drsno podporo

Resitev

Zaradi dveh nekolinearnih konstrukcijskih elementov moramo uporabiti diskretizacijo z

(najmanj) dvema koncnima elementoma.
L. racunski model
Najprej se odlo¢imo za dva standardna konc¢na elementa:

Y>
\ 5
®, } o= 10kN/m

AN T LA

F=20kN >

Y;

~ o
S
i

i

S

i

1

i

i

e

TR

Xy
D,

Slika 225: Izbrana diskretizacija in zacetne prostostne stopnje
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Prostostne stopnje bodo trije pomiki (X2 in Y2 ter X5) ter dva zasuka (@ in @;).
1. pristop — globalna transformacija enach konstrukcije
Prvi koncni element (steber)
Lokalna togostna matrika prvega elementa je:
L=3.0m
9 N 9
EA=30-100 —-02m-04m=24-10" N
m
N 0.2m-(0.4 m)
El=30-10" —- ( ) =3.2:10' N-m’
m 12
Lokalna togostna matrika je tako:
i 80 0 0 -80 0 0 ]
0 1.4222222  2.1333333 0 —1.4222222  2.1333333
[k ]_ 0 2.1333333  4.2666667 0 —2.1333333  2.1333333 107
Yl -80 0 0 80 0 0
0 —1.4222222 —2.1333333 0 1.4222222  —2.1333333
i 0 2.1333333  2.1333333 0 —2.1333333  4.2666667 |

Kot, ki ga lokalna x os prvega koncnega elementa oklepa z globalno osjo X, je 90°, in tako

je rotacijska matrika:

O -1 0 0 0 O
1 O 0 0 o0 o0
0 O 1 0O 0 O
[Tl]:
O 0o o0 O -1 0
O 0 O 1 0 O
00 0 0 O 1|
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Globalna togostna matrika prvega koncnega elementa je tako:

14292220 O ~2:1333333 142222220 =2:1333333]
ffffffff . L .| S|
K ]= ~2:1§33333 - A 42666667 ~~2:1333333 0 21333333 107
Y] - 14222022 0 2.1333333 1 1.4222222 0 2.1333333!
0 ~80 of i o0 80 0 |
|—2.1333333 0 21333333 121333333 ______ 0. 4.2666667! |

Obtezni vektor elementa je enak 0.
Drugi koncni element (greda)

Za drugi element velja L. = 4.0 m in lokalna togostna matrika drugega elementa je:

- | 107

0 : 0
— 60000 —20000
{f}:l. ~40000| _ }13333.333333333334
3]0 | 0
—60000| | —20000
40000 5_1_3_33_3_-333_3_3_3_3_3_33_34_,

Kot, ki ga lokalna x os drugega konc¢nega elementa oklepa z globalno osjo X, je 0°, in tako
pretvorba togostne matrike in obteznega vektorja ni potrebna, saj velja [K,] = [k,] in
{f2} = {F;}. Ker pa ima element posevno drsno podporo, katere drsna ravnina ni vzporedna
osi X, bomo najprej sestavili togostno matriko konstrukcije, kakor da gre na mestu

posevne drsne podpore za prosti konec.
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Togostna matrika bistvenih enacb konstrukcije, ki pripada Sestim prostostnim stopnjam

vozlis¢ 2 in 3, je tako:

[61.4222222 0 2.1333333 - 60 0 0 ]
0 80.6 1.2 0 -0.6 1.2
2.1333333 1.2 7.4666667 0 -1.2 1.6 ;
[K]= .10
- 60 0 0 60 0 0
0 -0.6 -1.2 0 0.6 -1.2
L 0 1.2 1.6 0 -1.2 3.2 |

pripadajoci obtezni vektor pa je:

0+20000 20000
—20000 —20000
—13333.333333333334 —13333.333333333334

{F}= -
0 0
—-20000 —-20000

13333.333333333334 13333.333333333334

Ker gibanje vozlis¢a 3 dejansko ni popolnoma svobodno oz. prosto, temvec¢ ima gibanje
omejeno zgolj v eni smeri, ki pa ni vzporedna nobeni izmed osi globalnega koordinatnega
sistema, moramo za vpeljavo te informacije v tem vozli§¢u upostevati ustrezno prilagojeni

koordinatni sistem X’Y”. Ce merimo kot v protiurni smeri od ciline osi X’ proti aktualni

osi X, ta znasa 330° oziroma ¢ = -30°. Tako lahko zapiSemo kinematicni zvezi:

X, = X,"cos(—30°)- Y,"sin(~ 30°) = X,"cos30° + Y,"sin 30°
Y, = X3'-sin(— 30°)+ Y, '-cos(— 30"): -X,"sin30° +Y,"cos30°
X, cos30° sin30° 0] (X'
Y, t=|—sin30° cos30° O0-1Y,'
D, 0 0 1| |o,

in iz zveze odcitamo rotacijsko oz. transformacijsko matriko.

Rotacijsko oz. transformacijsko matriko vozlis¢a 3 pa lahko izracunamo neposredno

hitreje z uporabo bolj splosnega izraza:
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cos¢p —sing O c0s330° —sin330° 0 cos(—30°) —sin(—30°) 0
[T.]=|sing cosp 0|=|sin330° cos330° O|= sin(—30°) cos(—30°) 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
cos30° sin30° 0] |0.8660254037844387 0.5 0
=|—-sin30° cos30° O0|= -0.5 0.8660254037844387 0
0 0 1 0 0 1

Tako lahko zapisemo transfomacijsko matriko konstrukcije, s katero matricne enacbe

konstrukcije transformiramo v ustrezno obliko:

[r]= Hoj] [LOJ ﬂ - H(I)]] [EOE ]}

___________________________________

- P~ = T T T s S s oo ———m——mm - 1

o1 0 0 0 0 0
L0 1 0f ¢ 0 0 0!

— :L '_'_'9 _'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_9'_'_'_'_'_'_'_'_ ''''''' 'l'_'_‘: i """ Q """""" Q """""" D - i

o 0 0 i 10.86602540 05 0 !
L0 0 0 -0.5 0.86602540 0!

[ T U O S A N Qoo Lt

Transformirana togostna matrika konstrukcije tako dobi obliko:

[K]=[T]- [K][T]

[ 61.4222222 0 2.1333333 -51.9615242 30 0
0 80.6 1.2 -0.3 -0.5196152 1.2
2.1333333 1.2 7.4666667 -0.6 —-1.0392305 1.6 ;
T -51.9615242 -0.3 -0.6 45.15 —25.7209545 -0.6 10
30 -0.5196152 —1.0392305 —25.7209545 15.45 —-1.0392305
| 0 1.2 1.6 -0.6 —-1.0392305 3.2

Prav tako moramo transformirati Se obtezni vektor konstrukcije, ki pa je:

20000
—20000
—13333.333333333334
—10000
—17320.508075688773
13333.333333333334
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in transformirani sistem enacb dobi obliko:

X2
YZ
)
K] {0 = )+ Q)
X'
Y,'
(DS
[ 61.422222 0 2.133333 —51.961524 30 0 1 X,
0 80.6 1.2 -03 —0.519615 1.2 Y,
2.133333 1.2 7.466667 -0.6 —1.039231 1.6 107 D,
—51.961524 -0.3 -0.6 45.15 —25.720955 -0.6 X'
30 —-0.519615 —1.039231 —25.720955 15.45 —1.039231 Y,'
L 0 1.2 1.6 -0.6 —1.039231 3.2 ] D,
20000
—20000
—13333.333333333334 ,
= +{Q!
—10000
—17320.508075688773
13333.333333333334
Y:
A Y3’
o, ' qg=10kN/m> | _ \ X2
V4 3
IRTNRENRRINIY) "N
F=20 kN - S 3
12 X, @ 3 /)
' D3=03’

l.
==

7=

: —=

—_

S
B

Slika 226: Izbrana diskretizacija in transfomirane prostostne stopnje v tocki C

Ker pa velja Y3=0, preostale pomike ter zasuke izra¢unamo iz sistema enacb, ki sledi po

crtanju pete vrstice in stolpca, ki pripadata znanemu precnemu (nicelnemu) pomiku:
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(6142222 0 213333 -51962 30 0 X, 20000
0 80.6 1.2 ~03  -0519 1.2 Y, —~20000
213333 12 74667  —0.6 —1.@392 16 | g @] _]-1333333
~51.962 0.3 ~0.6 4515  -25721  -0.6 X,'[ ] -10000
—————— 30--mere ;5196 - 1.:0392---—25:F2d - 1545 -~ 10392 ----- - 1 ¥ -~ 17320:5
0 1.2 1.6 —06  -1.0392 32 | @, ] 1333333
[ 61422222 0 2.133333 -51.961524 0 ] X, 20000
0 80.6 1.2 -0.3 1.2 Y, —20000
2133333 12 7466667  —0.6 1.6 |-10"-{®, t ={—13333.333333333334
~51.961524 -03  -0.6 4515 —0.6 X, ~10000
0 1.2 1.6 ~0.6 32 | @, | | 13333.333333333334

Resitve sistema so:

X, 1.6783613116760079-10° m
Y, —2.379455280101018-10° m
@, »=1-7.487721159137676-10"* rad
X,' 1.9147109793436463-10° m
OR 1.158983990550863 10" rad

Pomiki {U3} vozlisca 3 v koordinatnem sistemu XY sledijo kot:

X, X, 1.9147109793436463-10° m
{Uz}: Y, :[Tv3].{U3'}=[Tv3]. Y, :[Tv3]' 0m
D, D, 1.158983990550863-107 rad

1.6581883490165794-10° m
9.573554896718231-10" m
1.158983990550863-107 rad

Prepricamo se lahko, da je rezultanta obeh komponent pomika enaka prej izracunanemu

pomiku X5, torej da velja:

VXY =X

J(1.6581883490165794-10° | +(0.573554896718231-10* =1.9147109793436463 10 m
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Prav tako se lahko (neobvezno) prepri¢amo, da izracunani rezultirajoc¢i pomik resnicno

oklepa kot 30° z globalno osjo X:

1.6581883490165794-107

Y, 9.573554896718231-10" o
arctan| —- | = arctan| 30

3
Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnih spremenljivk in notranjib staticnibh kolicin

Vektor globalnih pomikov prvega koncnega elementa je (v koordinatnem sistemu, v

katerem je zapisana njegova globalna togostna matrika):

0
0
0
1.6783613116760079-10° m
—2.379455280101018-10° m
—7.487721159137676-10" rad

)
i

X Xo o o
I

S

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

{Ql}: [Kl] {Ul}_ {Fl}
[—7896.222404342847 N;
; 19035.642240808145 N i
119831.236176261133 N
7896.222404342847 N
—19035.642240808145 N

3857.431036767419 Nm

Tako sledijo reakcije v levi podpori, ki jih od¢itamo iz prvih treh clenov tega vektorja:

H, = -7896.222404342847 N (v levo)
V, =19035.642240808145 N (navzgor)
M, =19831.236176261133 Nm (protiurno)
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q= 10 KN/m’
F=20kN | § y 4y 4y v YV VYV YV IV Y V|
B El B
44>

7896 N

19831 NmT19036 N

Slika 227: Reakcije v vpetem delu stebra

Nato izracunamo lokalni vektor sekundarnih spremenljivk in iz njega pridobimo vozlis¢ne

vrednosti notranjih stati¢nih koli¢in prvega konc¢nega elementa:

19035.642240808145 N N, —19035.642240808145 N
7896.222404342847 N \ 7896.222404342847 N
{q1}=[T1]T '{Q1}= 19831.236176261133 Nm IR M, _ —19831.236176261133 Nm
—19035.642240808145 N N, —19035.642240808145 N
—7896.222404342847 N \ 7896.222404342847 N
3857.431036767419 Nm M, , 3857.431036767419 Nm

Analizo ponovimo Se za drugi koncni element, pri cemer je njegov vektor globalnih
pomikov:

X, 1.6783613116760079-10° m
Y, —2.379455280101018-10° m
v, @, | _]-7487721159137676-10" rad
X, 1.6581883490165794-10° m
Y, 9.573554896718231-10* m
@, 1.158983990550863-107 rad
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Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je tako:

{ 2}: [Kz] {Uz}_{Fz}
12103.77759565704 N
19035.642240808145 N

—3857.431036767428 Nm

Tako sledijo reakcije v desni podpori (v skupnem globalnem koordinatnem sistemu), ki

jih odc¢itamo iz zadnjih treh ¢lenov globalnega vektorja sekundarnih spremenljivk:

H. =-12103.77759565704 N (vlevo)
V. =20964.357759191855 N (navzgor)
M. =0 Nm

pri cemer reakcijski sili predstavljata komponenti reakcijske sile v desni drsni podpori.

q= 10 kKN/m’
F=20kN| yy ¥4 oV v 9V VW V498 ¥c 10104 N
B El
20964 N

A

1 7896 N

19831 Nm %19036 N

Slika 228: Komponente reakcij v podporah konstrukcije

Rezultirajoca sila v desni podpori je:

R = H. + V" =4/(~12103.77759565704 N) +(20964.357759191855 N’
=24207.555191314077 N
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g= 10 kN/m’

F=20kN | ¥V vy ¥y v Vo vvvvvvvels 12i04N

- 20964 N
.@ 24208 N
:
1

1L\ 7896 N

19036 N 19831 Nm

Slika 229: Reakcije v konstrukciji

Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk je enak globalnemu in tako sledijo Se vozlis¢ne

vrednosti notranjih staticnih koli¢in drugega kon¢nega elementa:

N,, —12103.77759565704 N
V., 19035.642240808145 N
01=10,) M, , 3857.431036767428 Nm
= —> ’ =
= ? N,, —12103.77759565704 N
V., —20964.357759191855 N
M, ; 0 Nm

Poprocesirange: iskanje funkcije upogibnega momenta s superpozicijo
Steber

Funkcija linearne razporeditve momenta za prvi element — steber — sledi iz robnih

pogojev:
M, (0)=—-19831.236176261133 Nm . M, (3 m)=3857.431036767419 Nm

kar ob uporabi HO interpolacijskih funkcij vodi do:

M,,(x)=-19831.236176261133 Nm(l —§j+3857.431036767419 ng

=—-19831.236176261133 + 7896.2224043428505 - x 0<x<3m
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ki je tudi kar konéna in tudi tocna funkcija upogibnega momenta, saj steber ni obremenjen

7z enakomerno zvezno obtezbo.

Funkcija precne sile je tako:

(x)= dMS—IN(X) = 7896.2224043428505 0<x<3m
X

Ker gre za linearno razporeditev upogibnega momenta, ekstremni vrednosti upogibnega

momenta nastopita v krajnih tockah stebra oz. vozlis¢ih kon¢nega elementa.
Greda

Funkcija linearne razporeditve momenta za drugi element — gredo — sledi iz robnih

pogojev:
M,(0) = 3857.431036767428 Nm in M,(4 m) = 0 Nm

kar ob uporabi HO interpolacijskih funkcij vodi do:

M, (x)=3857.431036767428 Nm - (1 —%) +0 Nm%

=3857.431036767428 —964.3577591918547 - x 0<x<4m

Za prostolezeci nosilec dolzine 4 m, obremenjen z enakomerno zvezno obtezbo 10000

N/m, ki deluje navzdol, pa sledi funkcija upogibnega momenta:
M, (x)=-5000-x +20000- x Om<x<4m
Sestevek obeh funkcij je tocna funkcija upogibnega momenta:

M,, (x)=—-5000-x> +19035.642240808145 - x + 3857.431036767428 Om<x<4m

Enak rezultat sledi tudi neposredno z uporabo interpolacijskih funkecij H1 in dodatnim

upostevanjem dveh vozlis¢nih vrednosti precne sile.
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Funkcija precne sile je tako:

(x) _ dM, ,y (X)

dx

v

y.2N

=-10000-x +19035.642240808145 0<x<4m

in je tocna funkcija.
Mesto maksimalnega pozitivhega upogibnega momenta nastopi, ko velja:

V, o (x) =0— —10000-x +19035.642240808145 =0 — x =1.9035642240808146 m

od zacetnega vozlis¢a drugega koncnega elementa.
Maksimalni pozitivni upogibni moment na gredi je tako:

M,, .. (1.9036) = — 5000 -1.9036> +19035.642240808145 -1.9036 + 3857.431036767428
=21975.214812769394 Nm

5000 |

10000 |

15000 [

20000 |

M,(x) [Nm]

Slika 230: Graf funkcije upogibnega momenta na gredi

Iz diagrama upogibnega momenta na gredi vidimo, da na gredi negativni moment ne
nastopi. Maksimalni negativni moment na konstrukciji torej nastopi kar v vpetem koncu
stebra in znasa -19831.236 Nm.
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Poprocesirange: iskange funkcije precnega pomika grede 3 interpolacijskimi funtkcijami HT
Priblizna funkcija precnega pomika za drugi koncni element oz. gredo je:

V2N,H1(X):Y2 'Nz,l(X)+q)2 sz(X +Y N23( )+CD N24( )
3-x?

x* X’
j 7.487721159137676-10™ rad - (X_TJFEJ

=-2.379455280101018-107 [1
3.

x? 2 3

2 3
+9.573554896718231-10* m- ( J+1 158983990550863-10" rad - [_XTJFX_J

16 32 16
=-2.3794552801010184 10" —7.487721159137677-10™ - x
+2.6860569328282426-10™ - x* —5.022696662457561-10° - x° 0<x<4m

in predstavlja zgolj priblizek prave funkcije precnega pomika, ki je polinom 4. stopnje.
Ekstrema te funkcije nastopita pri:

x =1.4530321396184978 m <4 m
x =34.199222858582395 m >4 m

in priblizek maksimalnega pre¢nega pomika znasa:
VZN’HI(I 4530321396184978 m) = —5.600852377329857-10* m

Iz grafa funkcije pomika vidimo, da tako dobljena funkcija precnega pomika 7z najboljsa:

v [mm]

0.75
0.5

0.25
0 ‘ ‘ — X [m]

-0.25
-0.5 ¢
-0.75 1

— MKE +HI1
— GDE

Slika 231: Primerjava upogibnic iz razli¢nih pristopov in racunskih modelov
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Napaka pri maksimalnem pomiku znasa kar -25.00374877009181 % in tudi podcenjuje
tocno vrednost. Taka napaka je problematicna pri analizi mejnega stanja uporabnosti.
Kwvalitetnejse resitve lahko dobimo bodisi z uporabo dveh koné¢nih elementov na gredi
(kar vodi do kvalitetnejSega priblizka), ali pa izracun funkcije pre¢nega pomika grede
uporabimo kvalitetnejSe interpolacijske funkcije, npr. H2, ki upostevajo se vrednosti
upogibnega momenta v vozliscih tega koncnega elementa (kar pa vodi do tocne funkcije

precnega pomika). Tako sledi nova funkcija:

VZN,HZ(X):YZ 'Nz,l(X)"'CDz'sz(X +M,,- st( )"’Y N24( )"‘q)s'Nz,s(X)+Mz,3'N2,6(X)

4
—-2.379455280101018-10° m-| 1— 5x7 15.x% 3%
512
4 3'X5
—7.487721159137676-10" rad -
256
2 4 5
+3857.431036767428 Nm | X 3%, 3 x"  x
2-EI, 8-EI, 32-EL 128-EL
3 4 5
19.573554896718231.10% m | 2% 13X | 3-x
32 256 512
3 4 5
11.158983990550863-10° rad.| - X+ X 3%
4 64 256

3 4 5
+ONm:| —— % 4 %
8-EI, 16-EI, 128-EIl

=-2.3794552801010184-10° —7.487721159137677-10™ - x + 6.0272359949491-107 - x*
+9.914397000420903-107 - x> —1.3020833333333255-107 - x* 0<x<4m

ki je tocna funkcija precnega pomika (pri izracunu se sicer pojavi zelo majhen koeficient

pti ¢lenu x°, ki pa je posledica zaokrozevanja in ga zanemarimo).
2. pristop — lokalna transformacija enalh 2. koncnega elementa

V tem pristopu ohranimo osnovno diskretizacijo iz prejsnjega pristopa, vendar bistvene

globalne enacbe konstrukcije tvorimo drugace.
Prvi koncni element (steber)

Lokalna in globalna togostna matrika ter obtezni vektor so enaki kot v prvem pristopu.
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Drugi konéni element (greda)

Za drugi element veljata enaka lokalna togostna matrika in obtezni vektor kot v prvem
pristopu, vendar bomo sedaj matricne enacbe elementa pretvorili iz zapisa s

“standardnimi” globalnimi prostostnimi stopnjami:

\Y2 \Y;
Va
(Dz — y B
B' X c B X
41’1’1 |
| | o,

\

Slika 232: Kon¢ni element s standardnimi prostostnimi stopnjami

v zapis z modiciranimi globalnimi prostostnimi stopnjami:

A Y2 Y3,
Va | X3’
©; —\—|—> 203
B! X2 C }) X3
| 4m

— 2
| - ®5=0;
Slika 233: Koncni element z modificiranimi prostostnimi stopnjami v koncnem vozliscu

kar bo omogocilo enostavno vpeljavo informacije o preprecenem precnem pomiku

posevne podpore v tocki C se pred sestavo bistvenih enacb konstrukcije.

Rotacijska matrika drugega elementa ima obliko (kjer se indeks kota nanasa na stevilko

vozlis¢a in ne na Stevilko elementa, kot & pa znasa 330 ° oz. —30°):

cosa, —sina, 0 0 0 0
sinat,  cosaL, 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[Tz]: .
0 0 0 coso; —Sina, 0
0 0 0 sino;,  coso., 0
0 0 0 0 0 1]

oziroma
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[cos0° —sin0° 0 0 0 0
sin0® cos0° 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[Tz]: o . 0
0 0 0 cos330° -sin330° O
0 0 0 sin330° cos330° O
0 0 0 0 0 1]
[cos0° —sin0° 0 0 0 0]
sin0° cos0° 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
= 0 0 cos(-30°) —sin(-30°) 0
0 0 0 sin(-30°) cos(-30°) 0
0 0 0 0 0 1]
1 0 0 0 0 0]
010 0 0 0
1o 01 0 0 0
10 0 0 0.8660254037844387 0.5 0
000 -0.5 0.8660254037844387 0
0 0 0 0 0 1]

Globalna togostna matrika elementa, zapisana z izbranimi globalnimi prostostnimi

stopnjami X0, Yo, @2, X 5', Y5 in @3, je tako:

60 0 0 Z51.961524 30 o

0 0.6 1.2 -03 | -0.51961524 | 12

0 1.2 3.2 ~0.6 | 103923049 | 1.6
~51.961524 -03 ~0.6 45.15 | -257209545 | —0.6 |
RIS 061524 ST 03923049 T35 7500545 15.45—=1:0393304
_________________ 0 L2 L6 06 ] -103923049 |32 | |

Globalni obtezni vektor elementa, zapisan z izbranimi globalnimi prostostnimi stopnjami,

je tako:
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"""""""" 0 T
| 20000
(1] | |13333.333333333334
SRR ~10000
=17320:5080756887731
13333.333333333334
Togostna matrika bistvenih enacb konstrukcije je tako reda 5*5:
[ 61.42222222222222 0 2.133333333333333 —-51.96152422706632 0 |
0 80.6 1.2 -0.3 1.2
[K]=| 2.133333333333333 1.2 7.4666667 ~0.6 1.6 |-107
—51.96152422706632 -0.3 -0.6 45.15 -0.6
i 0 1.2 1.6 -0.6 3.2 ]

pripadajoci obtezni vektor po upostevanju vozlis¢ne obtezne sile, ki deluje v vozliscu 2,

pa je:

0+20000 20000
—-20000 —-20000
{F}z —13333.333333333334 , =1-13333.333333333334
—-10000 —-10000
13333.333333333334 13333.333333333334

Neznane vozlis¢ne pomike ter zasuke izracunamo iz sistema enacb:

[61.422222222 0 2.1333333333 —51.96152423 0 | X, 20000

0 80.6 1.2 -0.3 1.2 Y, —-20000
2.1333333333 1.2 7.4666667 -0.6 1.6 [-107-{®, + =<-13333.3333333
-51.96152423 -0.3 -0.6 45.15 -0.6 X' -10000
i 0 1.2 1.6 -0.6 3.2 (O 13333.3333333
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Resitve sistema so:

1.6783613116760083-10° m
—2.3794552801010184-10° m
=1-7.487721159137677-10"* rad
1.9147109793436463-10° m
1.1589839905508633-10 rad

in so seveda enake kot v prejsnjem pristopu.

Poprocesirange: iskange sekundarnibh spremenljivk in vozliscnibh vrednosti notranjib staticnib kolicin

Iskanje sekundarnih spremenljivk in vozlis¢nih vrednosti notranjih stati¢nih koli¢in za prvi

koncni element je enako kot v 1. pristopu.

Vektor globalnih pomikov drugega koncnega elementa pa je:

1.6783613116760083-10° m
—2.3794552801010184-10° m
—7.487721159137677-10"* rad

1.9147109793436463-10° m

@, 1.1589839905508633 10 rad

Om

Lokalni vektor pomikov je:

1.6783613116760083-10" m
—2.3794552801010184-10° m
—7.487721159137677-10" rad

1.6581883490165794-10° m

9.573554896718231-10°* m
1.1589839905508633-10" rad




Poglayje 1T 431
Ravninske linijske konstrukcije

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk je:

12103.77759565739 N
19035.64224080815 N

—3857.4310367674243 N
{Qz}:[Kz]'{Uz}_{Fz}: ON "

Tako sledi reakcija v desni podpori:

R =24207.555191314157 N (vsmeriosi Y,')

M. =0Nm
g= 10 kN/m’
F=20kN | VIyode e vivvvevvedls
R O R R
:@ 24.208 kN
L 7.896 kKN

NIY]

19.036 kN 19.8312 kNm

Slika 234: Reakcije v konstrukciji

Lokalni vektor sekundarnih spremenljivk ni enak globalnemu in tako sledijo najprej

lokalne vrednosti in nato $e vrednosti notranjih staticnih kolicin:

12103.77759565739 N N,, —12103.77759565739 N
19035.64224080815 N V.., 19035.64224080815 N
- —3857.4310367674243 Nm M,, 3857.4310367674243 Nm
{qz}z[Tz] '{Qz}z - =
—12103.777595657217 N N, —12103.777595657217 N
20964.357759191847 N Vs —20964.357759191847 N
0 Nm M, 0 Nm
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Vrednosti osne in precne sile v tocki C lahko uporabimo za izracun navpicne in vodoravne
komponente reakcije, ali pa komponenti reakcije (Se enostavneje) kar odéitamo v lokalnem
vektorju sekundarnih spremenljivk.

Poprocesirange: iskanje funkcije upogibnega momenta s superpogicijo

Iskanje funkcij notranjih staticnih kolicin je enako kot v 1. pristopu.

Poprocesirange rexultatov — iskanje funkcije precnega pomika grede

Funkcija pre¢nega pomika je enaka kot v prejsnjem pristopu.

II. racunski model

Tudi v tem pristopu bomo izvedli lokalno transformacijo enacb 2. koncnega elementa,
kjer pa bomo sedaj za modeliranje grede uporabili kon¢ni element V-C s ¢lenkom na

desnem koncu, s ¢imer bomo zmanjsali Stevilo bistvenih enacb konstrukcije.

Y,
| s
D, | T 10 kN/m

1, !
ARNRERIRETRRRININR

F=20 kN >

o

5
@
v

: —=

N
e _ YR

—_

il |

Slika 235: Izbrana diskretizacija in zacetne prostostne stopnje
Prostostne stopnje bodo trije pomiki (X2 in Y2 ter X5) ter en zasuk (@y).
Prvi koncni element (steber)

Lokalna in globalna togostna matrika ter obtezni vektor so enaki kot v prvih dveh

pristopih.
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Drugi konéni element (greda)

Za drugi element velja L = 4.0 m in lokalna togostna matrika drugega elementa je sedaj
tipa V-C:

[ 60 0 0 -60 0 0 |
0 0.15 0.6 0 -015 0
0 0.6 2.4 0 -0.6 0 ,
[k,]= 10
-60 0 0 60 0 0
0 -0.15 -06 0 0.15 0
0 0 0 0 0 0 |

Za pretvorbo matricne enacbe elementa bomo uporabili ze iz 2. pristopa 1. modela znano

rotacijsko matriko drugega elementa:

100 0 0
01 0 0 0
]=|® O ! 0 0
710 0 0 0.8660254037844387 0.5 0
000 -0.5 0.8660254037844387 0
00 0 0 0 1

Togostna matrika elementa, zapisana z izbranimi globalnimi prostostnimi stopnjami, je
tako:

S 0O Tsiesisa 0 0]

0 0.15 0.6 ~0.075 | —0.129903811 0
E 0 0.6 2.4 ~0.3 —0.519:615242 (?_107
1—51.9615242 —-0.075 -0.3 45.0375 | —25.915581021 0
A 1390038 11 T 0519613243 T35 1581031 154125 0
— T [ E— [
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Lokalni obtezni vektor zaradi enakomerne zvezne obtezbe je:

—25000
—20000

-15000

Globalni obtezni vektor elementa, zapisan z izbranimi globalnimi prostostnimi stopnjami,

je tako:

....................

=12990:38105676658
______________ .6______________,

Togostna matrika bistvenih enacb konstrukcije je tako sedaj reda 4*4:

61.422222222222224 0 2.1333333333333337 —51.96152422706632

[K]— 0 80.15 0.6 —-0.075 107
| 2.1333333333333337 0.6 6.666666666666669 -0.3
-51.96152422706632 —0.075 -0.3 45.0375

pripadajoci obtezni vektor konstrukcije po upostevanju vozlis¢ne obtezne sile v vozlis¢u

2 paje:
0+ 20000 20000
(£} = ~25000 | |-25000
1 =20000 [ ]-20000

—-7500 —-7500
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Resitve sistema, ki je manjsi kot v prejsnjih diskretizacijah, so:

X, 1.678361311676008-10° m
Y, | |-2.3794552801010174-10° m
o, —7.487721159137676-10"* rad

X;' 1.9147109793436461-10° m

ze znane iz 1. modela.
Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in notranjib staticnib kolicin
Izracun za prvi konéni element je enak kot v prejsnjem modelu.

Vektor globalnih pomikov drugega koncnega elementa je:

X, 1.678361311676008-10° m
Y, —2.3794552801010174-10° m
{U2}= ;i()% _ —7.487721 159137676-1()': rad
3 1.9147109793436461-10° m
Y Om
@, (OR

Lokalni vektor pomikov je:

1.678361311676008-10° m
—2.3794552801010174-10° m
—7.487721159137676-10"* rad

1.6581883490165792-10° m

9.57355489671823-10* m

q)3

Globalni vektor sekundarnih spremenljivk pa je:

12103.77759565739 N
19035.64224080814 N
—3857.4310367674298 Nm
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Tako sledi reakcija v desni podpori:

R, =24207.555191314284 N (vsmeriosiY,')
M. =0Nm

Poprocesirange: iskanje funkcije upogibnega momenta s superpozicijo

Funkciji upogibnega momenta in precne sile za steber in gredo so enake kot v prejsnjem

pristopu.
Poprocesirany: iskanje funkcije precnega pomika grede

Priblizna funkcija pre¢nega pomika za drugi konéni element je (sedaj so uporabljene

ustrezne interpolacijske funkcije za konéni element V-C, torej drugacne kot v prejsnjem

modelu):
VzN(X):Yz'Nzl( )+(D ‘N, X) ( ) ( )
3 2 3

=-2.379455280101018-10° (1 J 7.487721159137676-10* rad - ( 3 8" +;‘—2J

4 3-x x3
+9.573554896718231-10 +@,-0

32 128

=-2.3794552801010174-10° —7.487721159137676-10™* - x
+3.7277235994949095-10™* - x* —3.1064363329124246-107 - x* 0<x<4m

in predstavlja zgolj priblizek prave funkcije precnega pomika.
Ekstrema te funkcije nastopita pri:

x=1.1777015183062733 m <4 m
X =6.822298481693727 m >4 m

in priblizek maksimalnega precnega pomika znasa:
v, (1.1777015183062733 m) = —4.3933854775038867 10 m

Iz grafa funkcije pomika vidimo, da je tako dobljena funkcija pre¢nega pomika e slabsi
priblizek kot v prejsnjih dveh pristopih:
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v [mm]

0.751 MKE model VC

05! —— MKE model VV

025 GDE

. x [m]

-0.25 ¢
-0.5 ¢
-0.75 1

Slika 236: Primerjava upogibnic iz razli¢nih pristopov in racunskih modelov

Napaka pri maksimalnem pomiku sedaj znasa kar -41.171911197953904 %.

Opomba: ¢eprav je stopnja polinoma enaka v pribliznih resitvah obeh modelov, je resitev
iz prvega modela kvalitetnejsa, saj je bila v kon¢nem vozliscu upostevana kvalitetnejsa
informacija o zasuku (oz. prvem odvodu iskane funkcije), sedaj informacija o momentu
(oz. drugem odvodu iskane funkcije). Z zgoscevanjem diskretizacije elementov na gredi
pa bi se razlike med upogibnicama razlicnih modeliranj ¢lenka v desni podpori

zmanjSevale!
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A/ ST Univerzitetna zalozba
L‘j\I. S‘lé/fﬂﬂ/ Univerze v Mariboru

Poglavje V

Alternativni pristopi analiz

Primer 17 — Analiza obojestransko polnovpetega nosilca s staticno in Guyanovo

kondenzacijo

Izrac¢unaj pomike pod silami, reakcije v podporah in razporeditve notranjih staticnih
koli¢in za obojestransko polnovpeti betonski nosilec (E = 30 GPa) pravokotnega prereza
(b/h=0.3m/0.4 m) na sliki:

Slika 237: Obravnavani nosilec

Resitev

Najmanjse smiselno stevilo kon¢nih elementov za diskretizacijo je $tiri, kar je hkrati tudi

popolnoma zadostno stevilo.
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VY,V
Y; Y3 Y YS
vy, O t b . B Ao, © 1, o, b
At D2 a4 ]
\‘- \‘. \‘u \‘- E)
N . 3/ 4 ] Mx_}
2m # 2m | 2m | 2m
VA VB

Slika 238: Oznacbe vozlis¢ in elementov ter prostostnih stopen;j

Ker osni pomiki ne nastopajo, so prostostne stopnje Y7, @, Yo, @2, Y3, @5, Y4, @y, Y5 in
@s, ki predstavljajo vozlis¢ne vertikalne pomike in zasuke, od katerih je neznanih Sest
vrednosti (Y2, @2, Y3, @5, Y, in @y).

Vsi elementi imajo enako upogibno togost:

N 0.30m-(0.40 mY
EI=30-10" —- ( )
m 12

=4.8-10" Nm’

Ker so vsi konc¢ni elementi tudi enakih dolzin, so togostne matrike vseh koncnih

elementov enake (vsi obtezni vektorji pa so enaki nic):

7.2 72 =72 72
7.2 96 -72 72
[Kl]:[Kz]:[K3]:[K4]: 10

-72 =72 72 =72
72 72 =72 96

Zaradi kolinearnosti vseh konc¢nih elementov so lokalne togostne matrike kar enake

globalnim in posebna pretvorba ni potrebna.

»Klasicno« tvorjena globalna togostna matrika oz. togostna matrika konstrukcije bistvenih
prostostnih stopenj je tako:
(144 0 -72 72 0 0]
0 192 =72 438 0 0
=72 =72 144 0 =72 172
72 438 0 192 -72 438
0 0 -72 -72 144 0
0 0 72 48 0 19.2]
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medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor konstrukcije naslednja:

Y, —~15000
@, 0
Y. —20000

ul=1{ "’ Fl=

Wlgr  F=1
Y, —~10000
@, 0

Ceprav je resitve sistema {F} = [K] - {U} mogoce poiskati neposredno, jih bomo poiskali s
pomocjo kondenzacije. Ker imamo obtezbe samo v prostostnih stopnjah, ki pripadajo
pomikom, bomo le te smatrali kot bistvene prostostne stopnje, zasuke pa kot nebistvene

prostostne stopnje.

Zato najprej z zamenjavami vrstic preuredimo zapis togostne matrike konstrukcije tako,
da v prvih treh vrsticah zapiSemo clene, ki pripadajo precnim pomikom oz. bistvenim
prostostnim stopnjam, preostale vrstice pa zasukom oz. nebistvenim prostostnim
stopnjam (opomba: e bi bistvene, kot tudi nebistvene prostostne stopnje ze pri tvorbi
togostne matrikie konstrukcije zapisali v »neurejenem, a prav tako korektnem, vrstnem
redu Y2, Yy in Y ter @, @;in @y, bi zamenjave vrstic in stolpcev sedaj odpadle), kar vodi
do stirth podmatrik:

(144 0 -72 72 0 0 (144 0 -72 72 0 0
0 192 -72 48 0 0 ~72 =72 144 0 -72 72
~72 =72 144 0 -72 72| . | 0 0 -72 -72 144 0 |
107 - 10
72 48 0 192 -72 48 0 192 -72 48 0 0
~72 =72 144 0 72 48 0 192 -72 48
0 0 72 48 0 192] 0 0 72 48 0 192

Nato v istem vrstnem redu prostostnih stopenj (da ohranimo simetrijo matrike) uredimo

Se stolpce:

144 =72 0 L 0 72 0
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pri cemer mora biti dobljena togostna matrika, kot tudi podmatriki /Ki/ in /K.,

simetricna.

Tako urejeni togostni matriki pripadata enako urejena vektor neznank in obtezni vektor:

YZ
Y, Y. )
Y U ’ ’
TR AR NS TS
CDZ {Un} Y (I)
D, ) )
(D4
—15000
—20000 15000 0
= =l =200l 1o
0 " —10000 0
0

Tako sledijo podmatrike (ki so v obravnavanem primeru slucajno vse enakega reda [3*3]):

(144 -72 0
K., ]=|-72 144 -72]|10
0 72 144
0 72 0 0 -72 0
K, ]=|-72 0o 72100 [K,]=|72 0 -72/10"=[K,][
0 -72 0 0 72 0
(1920 48 0
[K,.]=| 48 192 48|10
0 48 192

1. pristop — iskanje kondenzirane togostne matrike in obtegnega vektorja s staticno kondenzacijo

Gre za »klasi¢ni« pristop, ki pa ni uporaben za kondenziranje masne matrike pri problemih

dinamike konstrukcij.
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Kondenzirana togostna matrika konstrukcije, ki mora biti simetri¢na, je tako:
[Kc] = [Kbb ]_ [Kbn]' [Knn ]_l ’ [Knb]
(144 -72 0 0 72 0 1920 48 0 0 =72 0
=|-72 144 -72]10'-|-72 0 72|10 48 192 48| -107-/72 0 -72/10
| 0 =72 144 0 -72 0 0 48 19.2 0 72 0
[11.31428571428572 —7.2 3.085714285714287
= ~72 9 ~72 107
13.085714285714287 —7.2 11.31428571428572

Do enakega rezultata lahko pridemo tudi po druga¢ni (in nekoliko daljgi) poti. Ce

izracunamo podajnostno matriko konstrukcije, sledi:

(144 o0 -72 72 o0 o]

-72 =72 144 0 =72 72
ld]=[K]" = 0 0 -72 -72 144 0 107 =

0 192 -72 48 0 0

72 48 0 192 -72 48

| 0 0 72 48 0 19.2]
2.34375 1.171875 2777777 -0.5208333  1.12847222 ~0.91145833 ]
1171875 13671875 - 2 :083333,,,,:0.26041666,,0.,91445833?,:,017461,545835
2.7777777 2.08;33337 5.5555555 05 B 2.77777777 —2.08323333? 10
-=0.5208333...=026041666 ... 0. 1.041666666...0.52083333. ... =.0.26041666..
1.12847222  0.911458333  2.77777777  0.52088333 2.34375 ~1.171875
| =0.91145833 __ =0.716145833.__=2.08333333.__=0.26041666.__ —1.171875______1.367]875__.

Kondenzirano podajnostno matriko sedaj dobimo s c¢rtanjem vrstic in stolpcev, ki

pripadajo nebistvenim prostostnim stopnjam (torej druge, Cetrte in Seste vrstice in

stolpca):
2.34375 2.777777  1.12847222
[d.]=| 2777777  5.5555555  2.77777777 |-10°*
1.12847222 2.77777777  2.34375

Z inverzijo kondenzirane podajnostne matrike ponovno sledi kondenzirana togostna
matrika (ki pa je sedaj prakticno nezanimiva, saj za reSevanje sistema lahko uporabimo kar

kondenzirano podajnostno matriko):
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234375 2777777 1.12847222 |
K. ]=[d.]"'=| 2.777777  5.5555555 2.77777777| -10°
112847222 277777777  2.34375

11.314285714285715 —7.2 3.085714285714285
= -72 9 -7.2 107
3.085714285714285 —7.2 11.314285714285718

Pripadajoci kondenzirani obtezni vektor konstrukcije pa je:

—15000 0 —15000
{Fc } = {Fb }_ [Kbn ] ’ [Knn ]_1 ’ {Fn } =4—20000 ;- [Kbn ] ) [Knn ]_1 10 ¢=1—20000
—10000 0 —10000

2. pristop — iskanje kondenzirane fogostne matrike in obtegnega vektorja 3 uporabo Guyanove

transformaciiske matrike

Gre za splosnejsi (in posledicno obsirnejsi) pristop, ki je uporaben tudi za kondenziranje

masne matrike konstrukcije.

Izbrane nebistvene prostostne stopnje moramo najprej izraziti s pomocjo bistvenih

prostostnih stopenj, kar storimo kot:

U =K I - [K T [K G U = =K T K U S =[] {U )
®,] [0.10714285714285716 0375 —0.10714285714285716] (Y,
@, | =| —04285714285714286 0 0.4285714285714286 |-1Y,
®,] |0.10714285714285716 —0.375 —0.10714285714285716] |Y,

ter nato tvorimo Guyanovo transformacijsko matriko, ki jo sestavljata dve podmatriki,

enotska in pravkar izracunana matrika, ki povezuje nebistvene in bistvene prostostne

stopnje:
- 1 0 0 ]
0 1 0
T ]={ [I]}= O O L
“te]] 10.10714285714285716 0375 —0.10714285714285716
—0.4285714285714286 0 0.4285714285714286
| 0.10714285714285716  —0.375 —0.10714285714285716 |
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za katero velja zveza:

<o

& & 8

N

Guyanova (kondenzirana) togostna matrika je tako (uporabimo togostno matriko /KJ, ki

ima clene urejene v ustreznem vrstnem redu prostostnih stopenj v Guyanovi

transformacijski matriki, torej Y2, Yy, Y3, @, @5 in @y, in je ze znana iz 1. pristopa):

[Kol= [T ] - [K] 1]

144 -72 0 0 72 0
-72 144 -72 -72 0 72
0 -72 144 0 -72 0
0 -72 0 192 48 0
72 0 -72 48 192 48
0 72 0 0 48 192

11.314285714285718 —7.2 3.0857142857142876
-72 9 ~-7.2 107

3.0857142857142876 —7.2 11.314285714285718

:[TG]T' '107'[TG]

Ta matrika je enaka kot v prejSnjem pristopu.

Kondenzirani obtezni vektor izracunamo kot (tudi tukaj uporabimo obtezni vektor, ki ima
clene urejene v ustreznem vrstnem redu prostostnih stopenj v Guyanovi transformacijski

matriki in je ze znan iz 1. pristopa):

~15000
~20000
o000 15000
E=[T ] AR =[Te] - 7 =1-20000
~10000
0
0
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Ta vektor je enak kot v prejSnjem pristopu.
Analiza vrednosti v bistvenih prostostnih stopnjab

Tako smo iskanje (delnih) resitev sistema 6*6 {F} = [K] - {U} prevedli v reSevanje sistema
3%*3;

Fi=K ] {uj=[K]{u,}

-15000 11.31428571428572 7.2 3.085714285714287 Y,
—20000 ;= -7.2 9 -7.2 107 1Y,
-10000 3.085714285714287 —7.2 11.31428571428572 Y,

Resitve sistema — vrednosti primarnih spremenljivk v bistvenih prostostnih stopnjah — so:

Y,) (-1.0199652777777775 m
{U,}=4Y,+=14-1.8055555555555551m ;-10"°
Y,] [-0.9592013888888886 m

Analiza vrednosti v NEbistvenih prostostnih stopnjah

Vrednosti »manjkajocih« pripadajocih zasukov (= izbranih nebistvenih prostostnih

stopenj) izracunamo kot (v prvem pristopu):

U=, I (F - [K U, )

-1

1920 48 0 0 0 =72 0 —1.0199652777777775 m
=| 48 192 48| -107-/{0¢—{72 0 —7.2]-107-{-1.8055555555555551m ;-10°
0 48 192 0 0 72 0 —0.9592013888888886 m

@, ~0.68359375 rad
{U,}=1®, t =10.026041666666666564 rad { -10~°
@, 0.6705729166666665 rad

Alternativha moznost je uporaba (bolj splosne) zveze, znane iz Guyanove kondenzacije:
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~1.0199652777777775 m
—1.8055555555555551 m
~0.9592013888888886 m |
U =T {u, )= —0.68359375 rad 10
0.026041666666666564 rad

0.6705729166666665 rad

ali krajSe zveze:

Ua)=lte U,

Poprocesirange: iskanje vozlistnib vrednosti sekundarnib spremenljivk in notranjib staticnib kolicin
- i3racun notranjih staticnibh kolicin 3a 1. konini element

Vektor globalnih (= lokalnih) pomikov prvega kon¢nega elementa je:

Y, 0
=101 ’ 10°
Y, —1.0199652777777775 m
@, —0.68359375 rad

Globalni (= lokalni) vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F;} = {0}):

7272 =72 72 0
7296 =72 72 0
{Ql}:[Kl]'{Ul}: 107 107
-72 =72 72 =72 —~1.0199652777777775 m
7272 -72 96 ~0.68359375 rad
| 24218.75N| v, 24218.75 N
| 40625 Nm | M, —40625 Nm
= % 2 —
—2421875N[ " |V, [ |2421875N
7812.5Nm M,, | [7812.5Nm

Reakciji v vozlis¢éu 1 (levi podpori), ki ju odé¢itamo kar neposredno iz prvih dveh clenov

vektotja {01}, sta tako:
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Va=24218.75N (deluje navzgor)

M, =40625 Nm (deluje protiurno)

—  igracun notranjibh staticnibh kolicin 3a 2. koncni element

Vektor globalnih (= lokalnih) pomikov drugega konénega elementa je:

Y, ~1.0199652777777775 m
U= @,| —0.68359375 rad _3
270y, [ ] -1.8055555555555551 m

(ON 0.026041666666666564 rad

Globalni (= lokalni) vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F,} = {0}):

72 72 -72 12 —~1.0199652777777775 m
7296 -72 72| —0.68359375 rad B}
Q)= [K. U2 )= 72 —72 72 -72]"° ) Z1.8055555555555551m [
72 72 -72 96 0.026041666666666564 rad
9218.75 N V, o] [9218.75N
~[-7812.5Nm M,, | |7812.5Nm
o018 75N | Viwe | | 9218.75N
26250 Nm M, , 26250 Nm

—  igracun notranjih staticnib kolicin Za 3. koncni element

Vektor globalnih (= lokalnih) pomikov tretjega koncnega elementa je:

Y, —1.8055555555555551 m

() 0.026041666666666564 rad .
{U3}= = 10

Y, —0.9592013888888886 m

D, 0.6705729166666665 rad



Poglayje 17 449
Alternativni pristopi analiz

Globalni (= lokalni) vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F;} = {0}):

—1.8055555555555551 m
0.026041666666666564 rad 107
—0.9592013888888886 m

7.2 72 =72 172
72 96 -72 72

=K, |'\U, (= 107
{Qz} [ 3]{ 3} ~72 -T2 7.2 -72

72 72 =72 96 0.6705729166666665 rad
~10781.25N] [V, 00| [-10781.25N
| 26250 Nm M,, | | 26250 Nm
“11078125N [ Vo | |-10781.25N
4687.5 Nm M,, 4687.5 Nm

izracun notranjib statitnib kolitin a 4. koncni element

Vektor globalnih (= lokalnih) pomikov cetrtega kon¢nega elementa je:

Y, —0.9592013888888886 m

D, 0.6705729166666665 rad 3
{U4}: = 10

Y, 0

D, 0

Globalni (= lokalni) vektor sekundarnih spremenljivk je tako (ob upostevanju {F,} = {0}):

—0.9592013888888886 m

72 72 =72 72
0.6705729166666665 rad 10°

72 96 -72 72|

Q=K U= 72 -72 72 -12 0
72 72 72 96 0
—20781.25N) [V, s | [~2078125N
_J7A6875Nm |} M, | _ ) 4687.5Nm
120781.25N ' ~20781.25N
| —36875 Nm! M, —36875 Nm

Reakciji v vozliscu 5 (desni podpori), ki ju od¢itamo kar neposredno iz zadnjih dveh ¢lenov

vektotja {Q4}, sta tako:

V, =20781.25 N (deluje navzgor)
M, =—36875Nm  ({eluje sourno)
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El
M, = 40625 Nm 2m  2m , 2m | 2m \TJ

Va=24218.74 N Vi =20781.25N

Slika 239: Izracunane reakcije
Poprocesirange: iskanje funkcij upogibnega momenta

Ker na konstrukciji ne nastopa zvezna obtezba in je zato jasno, da bo razporeditev
upogibnega momenta po posameznih konc¢nih elementih linearna, funkcije momenta po
posamezih koncnih elementth dobimo z linearno interpolacijo vozlis¢nih vrednosti

upogibnega momenta, npr. z uporabo HO interpolacijskih funkcij.

Za prvi element sledi funkcija linearne razporeditve momenta:

M, (%)= —40625-(1—§j+7812.5 % = 40625+ 24218.75-x 0<x<2m

Za drugi element sledi funkcija linearne razporeditve momenta:

4

~X 781254 572
4-2 4

-26250 =-10625+9218.75-x 2m<x<4m

M., x (X):

Za tretji element sledi funkcija linearne razporeditve momenta:

M, (x)= 2‘: 126250 + ’6‘_4

-4687.5=69375-10781.25-x 4m<x<6m

Za cetrti element sledi funkcija linearne razporeditve momenta:

M, (x)= 57X . 46875+ 228 (236875) = 129375 - 20781.25 - x 6m<x<8m
AN 8—6 8—6

Vsi funkcije so enake pravim funkcijam obravnavanega primera.
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M, [Nm]
-40000
-30000
-20000 |
-10000 |

0
10000 |
20000 |

Slika 240: Razporeditev upogibnega momenta

X [m]

Poprocesirange: iskange funkcij precne sile 3 odvajanjenm funfkcij upogibnega momenta

Odvajanje dobljenih izrazov za upogibni moment vodi do funkcij za precno silo:

V, «(x)=24218.75
V,,(x)=9218.75
V,5n(x)=-10781.25
V, . n(x)=-20781.25

y

<

<

0<x<2m

2m<x<4m

dm<x<6m

6m<x<8m

ki so enake pravim funkcijam obravnavanega primera.

Vy[N]

200007

10000

-10000 |

-20000 f

Slika 241: Razporeditev precne sile
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Primer 18 — Levo vpeta konzola — analiza s staticno in Guyanovo kondenzacijo

Za dani betonski konzolni nosilec pravokotnega prereza (b/h = 0.2 m/0.4 m) iz betona
C20/25 (E = 30 GPa) doloci pomik in zasuk desnega konca nosilca, funkcijo pre¢nega

pomika vzdolz konstrukcije, funkciji notranjih stati¢nih kolicin ter reakcije v podpori.

F=20 kN
q= 10 kN/m’

Alsyvvvdviveveveeey

| 4m H |
| |

B

Slika 242: Obravnavana konzola

Resitev

S pomocjo kondenzacije bo analiziran ra¢unski model s stirimi konc¢nimi elementi enakih

dolzin (izbran zgolj zaradi demonstracije kondenzacije):

MYaV
Yo Y Y AYs
“Y A 3 A 4h
1 D, AT ) 4 OF
N _@, %\_@ }J‘\__@ P WA
1|} ‘\ \ 5
Y 2/ 3 ) 4] l
I m I Im I 1m I I m—
Va

Slika 243: Izbrana diskretizacija s Stirimi enako dolgimi kon¢nimi elementi

Pripadajoca »klasicno« tvorjena globalna togostna matrika oz. togostna matrika

konstrukcije tako:

- 768 0 384 192 0 0
0 256 -192 64 0 0
-384 -192 768 0 -384 192
[k ]: 192 64 0 256 -192 64 0 10°
kon -384 -192 768 0 -384 192
192 64 0 256 —-192 64
0 0 384 -192 384 -192

0 0 192 64 —-192 128

S O O
S O O O

oS O O O
oS O O O
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Obtezni vektor pa je:

{Fkon } =

—10000
0
—10000
0
—10000
0
—25000
833.3333333333334

1. izbira nebistvenih prostostnih stopeny - iskanje kondenzirane togostne matrike in obtenega vektorja

V tem postopku kondenzacije bomo eliminirali npr. vse zasuke (ki jih klasifciramo kot

nebistvene prostostne stopnje).

— 1. pristop — uporaba staticne kondenzacije (pristop ni uporaben 3a kondenzacijo masne matrike)

Zato najprej z zamenjavami vrstic preuredimo zapis togostne matrike konstrukcije tako,

da v prvih stirih vrsticah zapisemo clene, ki pripadajo pre¢nim pomikom oz. bistvenim

prostostnim stopnjam, preostale vrstice pa zasukom oz. nebistvenim prostostnim

stopnjam:

[kkon ] =

- 768 0 384 192 0 0 0 0

-384 -192 768 0 384 192 0 0
0 0 384 -192 768 0 384 192
0 0 0 0 384 -192 384 -192

192 64 0 256 -192 64 0 0

0 0 0 0 192 64 —-192 128

-10°
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Enako storimo Se z obteznim vektorjem:

—10000
—10000
—10000 —10000 0
T S B Y ot SR VS ;
0 —25000 833.3333333333334
0
833.3333333333334

ki pa s tem ze dobi dokonc¢no obliko, in ga ze lahko razdelimo na dve komponenti, ki

pripadata bistvenim ter nebistvenim prostostnim stopnjam.

Nato v istem vrstnem redu prostostnih stopenj (da ohranimo simetrijo matrike) uredimo

se stolpce:

(768 -38 0 0 i 0 192 0 0
—-384 768 —384 0 2—192 0 192 0
0 -384 768 -384: 0 -192 0 192

0 0 -384 384 i 0 0 -192 -192 K K
1 e st .106:{[ b"] [ "“]}

K] [K,,]

Matrika mora biti simetricna (opomba: taksno matriko bi lahko dobili tudi brez zamenjav
vrstic in stolpcev, ¢e bi Ze pri njeni sestavi upostevali ustrezni vrstni red prostostnih
stopenj). Tako sledijo podmatrike (ki so v obravhavanem primeru slucajno vse enakega
reda [4*4]), pri Cemer morata biti tudi podmatriki /Kj/ in /K,,/ simetricni:
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768 -384 0 0 256 64 0 O
-384 768 -384 0 . 64 256 64 0 .
[Kbb]: -10 [Knn]: -10
0 384 768 384 0 64 256 o4
0 0 384 384 0 0 64 128
[0 192 0 0 0 =192 0 0
-192 0 192 0 192 0 -192 0
[Kbn]= 106 [Knb]: 106 = [Kbn ]T
0 -192 0 192 0 192 0 -192
0 0 -192 -192 0 0 192 192

Tako urejeni togostni matriki konstrukcije pripadata v enakem vrstnem redu primarnih
spremenljivk urejena vektor neznank (= primarnih spremenljivk) in ze prej zapisani
obtezni vektor konstrukcije:

< <<

<
[l
Il
-
C c;:
o =
N
=)
-

[\

o~

& 6 6 8

W

Kondenzirana togostna matrika konstrukcije, dobljena s staticno kondenzacijo, je tako:

K=Ky =K, K, T [K, =
601.7319587628867 —378.061855670103  142.5154639175258  —23.7525773195876
—378.061855670103  459.216494845361  —306.804123711340  83.13402061855672
142.5154639175258  —306.804123711340  316.7010309278351 —116.7835051546392 |
—23.7525773195876 83.13402061855672 —116.7835051546392 51.463917525773226

6

Pripadajoci kondenzirani obtezni vektor konstrukcije pa je:
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{F

o= F- K KT HF =

—10000
—10000
—10000
—-25000

—-10103.092783505155
-9639.175257731958
—11340.20618556701

—23943.298969072166

— 2. pristop — uporaba Guyanove transformacijske matrike (pristop je uporaben tudi 3a kondenzacijo

masne matrike konstrukcije)

-[K ] K, I

0

0

0
833.3333333333334

Nebistvene prostostne stopnje izrazimo s pomocjo bistvenih prostostnih stopenj kot:

(DZ
U=1?
(D4
(1)5
0.216494845360825
—0.8659793814433
0.24742268041237

—0.1237113402062

ZapiSemo lahko tudi:

U j=[tc]-{u,}

0.7422680412371
0.0309278350515
—0.865979381443
0.4329896907216

=K R KK U =

—0.1855670103093 0.0309278350515
0.7422680412371 —0.123711340206
0.21649484536082  0.4639175257732 |
—1.6082474226804 1.268041237113

Nato tvorimo Guyanovo transformacijsko matriko:

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0
[TG]={ [I]}z R O ] O L
[t.]] 7| 02164948454 07422680412 —0.1855670103 0.03092783514
~0.8659793814  0.0309278351  0.7422680412  —0.1237113403
0.24742268041 —0.8659793814 0.2164948454  0.4639175258
|—0.1237113402  0.43298969075 —1.6082474227  1.2680412371 |

za katero velja:
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Y2

Y3

Y, Y,

YS Y3
W1 =k

(D3 YS

(D4

q)S

Guyanova (kondenzirana) togostna matrika je tako (uporabimo togostno matriko /K/, ze
znano iz staticne kondenzacije, ki ima clene urejene v ustreznem vrstnem redu prostostnih

stopenj v Guyanovi transformacijski matriki):

[Ko]=[Te T - [K] [T ]=
601.7319587628867 —378.061855670103 142.5154639175258  —23.7525773195876
—378.061855670103  459.216494845361 —306.804123711340  83.13402061855672
142.5154639175258 —306.804123711340  316.7010309278351 —116.7835051546392 |
—23.7525773195876  83.13402061855672 —116.7835051546392 51.463917525773226

6

ki je enaka kot v prej$njem pristopu.

Kondenzirani obtezni vektor izracunamo kot (uporabimo obtezni vektor, ki ima clene
urejene v ustreznem vrstnem redu prostostnih stopenj v Guyanovi transformacijski
matriki):

—-10000
—-10000
—-10000 —10103.092783505155
{FC}= [TG ]T {F}= [TG ]T _ —25000 _ —9639.175257731958
0 —11340.20618556701
0 —23943.298969072166
0
833.3333333333334

in je tudi enak kot v prejsnjem pristopu, kjer smo prav tako morali poiskati inverzno
matriko /K,,/ nebistvenih prostostnih stopen;.

Z nekaj manj racunskega napora ga lahko izracunamo tudi kot:
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—10000 0 —~10103.092783505155
—~10000 0 —9639.175257731958

E}={E}+[t;] {F.}= +[tg] - =

E =R+ lt] 1R} —10000 [t] 0 —11340.20618556701
—25000 833.3333333333334 —23943.298969072166

Analiza vozlisinih pomikov

Tako smo iskanje (delnih) resitev izvornega sistema {F} = [K]-{U} reda 8*8 prevedli v
reSevanje sistema reda 4*4, vendar se nismo mogli izogniti racunsko zahtevnemu

invertiranju matrike:

tF=[K]{uj=[K]{U.}

—10103.092784 601.73195876 —378.0618557 142.51546392  —23.75257732 Y,
—9639.175258 —378.0618557 459.21649485 —306.8041237  83.134020620 6 | Y3
~11340.206186 | 142.51546392 —306.8041237 316.701030928 —116.78350516| Y,
—23943.298969 —23.75257732 83.134020620 —116.78350516 51.4639175258 Y,

Resitve sistema — vrednosti primarnih spremenljivk v bistvenih prostostnih stopnjah oz.
prec¢nih pomikov — so:

Y, —2.200520833333321 m

{U }: Y, _ —7.708333333333283 m a3
b Y, —15.117187499999895 m
Y, —23.333333333333164 m

in so enake, kot e bi izvedli klasi¢no analizo celotnega sistema (glej Primer 6.a), ter enake

(to¢nim) resitvam diferencialne enacbe.

Vrednosti »manjkajoc¢ih« nebistvenih primarnih spremenljivk oz. prostostnih stopenj
(pripadajocih zasukov) izracunamo kot :

D, —4.114583333333489-10"° rad
- O —6.666666666666618-107° rad
U, =K. I (F}-[K,]-{U.p)=1 =
{ n} [ nn] ({ n} [ nb] { c}) CD4 _79687510_3 rad
(O] —8.33333333333359-10" rad

ki so prav tako enake vrednostim, dobljenim s klasicno analizo celotnega sistema (glej

Primer 6.2), ter enake (to¢nim) resitvam diferencialne enacbe.
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Nadaljevanje analize, torej faza poprocesiranja, je sedaj enaka kot pri klasicni analizi (glej

Primer 6.a).
2. izbira nebistvenih prostostnih stopenj

V postopku analize bomo kot bistveni prostostni stopnji upostevali zgolj prostostni
stopnji vozlis¢a 3. Zato najprej z zamenjavami vrstic preuredimo zapis prvotne togostne
matrike konstrukcije tako, da v prvih dveh vrsticah zapisemo clene, ki pripadajo pre¢nemu
pomiku in zasuku vozli§¢a 3:

[-384 -192 768 0 384 192

256 -192 64 0 0 0

-384 -192 768 0 =384 192
192 64 0 256 -192 64
0 0 384 -192 384 -192
0 0 192 64 —-192 128

[kkon]: 106

Enako storimo $e z obteznim vektorjem (ki pa po ureditvi slucajno navidezno ostane isti):

~10000
0 ~10000
© -10000 0
L e S S 1% e
0 ~25000
~25000 833.3333333333334
833.3333333333334

Vektor s tem ze dobi dokonc¢no obliko, in ga lahko razdelimo na dve komponenti (¢lene,
ki pripadajo bistvenim prostostnim stopnjam, kot tudi clene, ki pripadajo nebistvenim

prostostnim stopnjam).

Nato v istem vrstnem redu prostostnih stopenj (da ohranimo simetrijo matrike) uredimo

$e stolpce:



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

460

(768 0 i-384 —192 —384 192
0 256|192 64 —192 64

- -192 64 { 0 256 0 0 0 .loé{[Kbb] [Kbn]}
=384 1921 0 0 768 0 —384 192 K,] [K,.]
192 64 | 0 0 0 25 -192 64
0 0 0 0 —384 —-192 384 —192
0 0 0 0 192 64 192 128

ki mora biti simetricna, tako kot tudi podmatriki /Ky/ in /K,,/. Tako sledijo naslednje

podmatrike (ki pa niso ve¢ vse enakih velikosti):

(768 0 0 0 0 0
0 25 0 0 0 0
768 0 0 0 768 0 -384 192
] 10 [k 100
0 256 0 0 0 256 -192 64
0 0 -384 —192 384 -192
0 0 192 64 -192 128
[-384 192 ]
-192 64
[Kbn]=[_384 -192 -384 192 0 0]106 K] -384 —192 10°=[K, T
192 64 -192 64 0 0 192 64
0 0
L 0 0 .

Tako urejeni togostni matriki konstrukcije pripadata enako urejena vektor neznank in ze

zapisani obtezni vektor konstrukcije:

Y3
D, Y,
Y, ®,
q)z {Ub} Y3 Y4
e i S I AR
@, Y,
YS (DS
(I)S

Pripadajoci kondenzirani obtezni vektor konstrukcije je tako:
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b=t Il = s cocesntsrt o

0 56666.66666666674 Nm

461

B —50000 N
| -56666.66666666674 Nm
Analiza vozliscnih pomikov in zasukov

Najprej poiscemo pomik in zasuk v bistvenih prostostnih stopnjah:

i - Y —~7.708333333333283-107 m
U, =Ky, - [Ko, KT KD - E =] 2 b=
W=l ] (0] R {d%} {—6.666666666666902-10‘3 rad}

kjer izraz v klepaju predstavlja kondenzirano togostno matriko konstrukcije:

-48 64

[KC]:[KM—[KM]{KM]*~[Knb]=[

438 —4.8} ;
10

nato pa se pomike in zasuke v nebistvenih prostostnih stopnjah kot:

Y, —2.200520833333321-10° m
o, —4.114583333333489-10° rad
. _ Y —15.117187499999895-10> m
Ul=[K T"{FI-[K T' K. J{u =1 4l=
{ n} [ nn] {n} [ nn] [ nb]{ b} (I)4 —7.96875'10731'3(1
Y, —23.333333333333164-10° m
D, —8.33333333333359-10° rad

Dobljene vrednosti so toc¢ne, torej enake resitvam diferencialne enacbe.

Ko so vse vrednosti primarnih spremenljivk znane, je faza poprocesiranja enaka kot pri

klasi¢ni analizi (glej Primer 6.a).
Primer 19 — Ravninska okvirna konstrukcija - analiza s staticno kondenzacijo

Za betonski okvir s skice doloc¢i vrednosti pomikov in zasukov v obeh koncih grede.
Stebra imata prerez dimenzij 4/h = 0.3/0.5 m, greda pa 4/h = 0.3/0.6 m. Modul
elasticnosti znasa E = 32 GPa. Konstrukcija je obremenjena z enakomerno zvezno

obtezbo ¢ = 30 kN/m' na gredi in vetrom » = 5 kN/m’ na desnem stebru.
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q v ul . \ L J L
ElL, w
EL, EL 4.0 m
\ 8.0 m ‘
[
Slika 244: Obravnavani okvir

Resitev

Uporabimo minimalno diskretizacijo konstrukcije s tremi kon¢nimi elementi. K togostni
matriki konstrukcije tako prispeva 6 prostostnih stopenj (dva vodoravna pomika, dva

vertikalna pomika ter dva zasuka).

8.0m

| |

[ I

Slika 245: Izbrana diskretizacija

1. konini element — standardni koncni element

L =4m

EA, =32-109i2-0.3m-0.5m=4.8-109 N
m

=10-10" Nm’

N 03m-(0.5m)
El, =32-10" —- (05m)
m 12
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Lokalna togostna matrika je:

0 0o _EA 0 0
L L
12-EI  6-EI 12-EI  6-EI
0 I 12 O =5 I
6-E1  4.EI 6-EI 2-EI
0 - = 0 = =
fel=| gs * - EA . -
== 0 0 = 0 0
L L
12-EI  6-EI 12-EI  6-EI
O ¢ & [ET
6-EI  2-EI 6-EI  4-EI
0 2 0 T2
L L L L L
[ 1200 0 0 -1200 0 0
0 18.75 375 0 -—1875 375
oo 375 100 0 =375 50 |
“|-1200 0 0 1200 0 0
0 -1875 -375 0 18.75 —-37.5
0 37.5 50 0 -37.5 100 |

Kot, ki ga lokalni koordinatni sistem 1. kon¢nega elementa oklepa z globalnim, znasa 90°:

o —90° s=sin(90°):1
b c:cos(90°)=0

in transformacijska matrika je:

S O O O = O
oS O O o O

S O O = O O
S = O O O O
—_ O O O O O

in tako sledi globalna togostna matrika prvega kon¢nega elementa:

[18.75 - 0----=37:5--=1875---0 =375
|- 1200 - G -9 -----=1200 ----6--
ST A A e A1
1 0o 1200 0 0o 1200 0
L-375 0 50 1375 0 100 |
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2. koncni element — standardni fkonini element

L,=8m

EA, =32-109£2-0.3 m-0.6m=>5.76-10" N
m

=17.28-10" Nm®

N 03m-(0.6mY
El, =32-10° —- (06 m)
m 12

Lokalna togostna matrika drugega kon¢nega elementa je:

EA 0 o _EA 0 0
L L
12-EI  6-El 12.EI  6-EI
0 L B O - 12
6-El  4-EI 6-El  2-EI
0 2 0 - 2
[k.]= EA L L EA -
=8 0 0 =0 0 0
L L
12.EI  6-EI 12.EI  6-EI
0 - T 0 12
6-El  2-EI 6-El  4-EI
0 2 0 - 2
i L L L L |
720 0 0 —720 0 0

0 4.05 16.2 0 -4.05 16.2

0 16.2  86.4 0 —-162 432
—720 0 0 720 0 0

0 -4.05 -162 0 4.05 -16.2
0 16.2 432 0 -16.2 86.4

10°!

Kot, ki ga lokalni koordinatni sistem 2. kon¢nega elementa oklepa z globalnim, je 0 in tako

sta lokalna in globalna togostna matrika enaki ([K,] = [k,]).
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Tudi lokalni obtezni vektor elementa je enak globalnemu obteznemu vektorju:

~120000!

~160000
0

—120000

160000

1

1

1
_________ Fd

EA, =EA, =32-10° lz-os m-0.5m=4.8-10° N
m

3
-th@jm):MJWNmz

N
1513=EII=32-109;1—2

Lokalna togostna matrika tretjega koncnega elementa je enaka kot za prvi konc¢ni element:

_EA

T 0 0 0 0
12-E1  6-EI 12-EI  6-EI
0 e 12 O - 12
6-E1  4-EI 6-EI 2-EI
0 2 0 - 2 y
[k, ]= R L L R L L
_EA 0 0 EA 0 0
L L
12-EI  6-EI 12-EI 6-EI
0 - T 0 T T
6-E1  2-EI 6-El  4-EI
0 2 0 )
i L L L L |
[ 1200 0 0 ~1200 0 0
0 18.75 375 0 -1875 375
oo 37.5 100 0 —1875 50 of
1 -1200 0 0 1200 0 0
0 —1875 —1875 0 18.75 —37.5
0 37.5 50 0 ~37.5 100 |




METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

466

Kot, ki ga lokalni koordinatni sistem 3. konc¢nega elementa oklepa z globalnim, znasa:

s= sin(270°)= -1

o, =270"=-90" > c= cos(270°)= 0

in transformacijska matrika je:

S O O O
S O = O O O
—_ o O O o O

S O O O O =
oS O O = O O

in tako sledi globalna togostna matrika tretjega koncnega elementa:

| 1875 0 37.5
L0 1200 0 ! 0 —1200 0

37.5 0 100 | -37.5 0 50
Kl=[T] k] [L] =" : : 10
[Ka]= [} e I (1875 0o =375 4875 -0 =35 0
-0 — 1200----0------- G--—---1200----0-
375 - 0 50 ----~3:5----f--- - 100

Lokalni obtezni vektor elementa je:

0
—10000
- 6666.666666666667
0
—-10000
6666.666666666667
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Obtezni vektor v globalnem koordinatnem sistemu pa je:

- 6666:666666666667

Globalna togostna matrika konstrukcije je:

[738.75 0 375 =720 0 0
0 1204.05 162 0 -4.05 162
37.5 162 1864 0 -16.2 432 ]
[K]= 10
—-720 0 0  738.75 0 37.5
0 —4.05 -16.2 0 1204.05 —16.2
0 16.2 432 375  -162 1864

Globalni obtezni vektor konstrukcije pa je:

0 0
—-120000 —-120000
{F} _ —160000 _ —160000
0-10000 —-10000
—-120000+0 —120000
160000 - 6666.666666666667 153333.33333333334

Kot nebistveni prostostni stopnji bomo izbrali hotizontalna pomika X in X5, s ¢cimer po
ureditvi dobi togostna matrika naslednjo obliko:

[1204.05 162 —4.05 162 | 0 0
162 1864 -162 432 375 0
K] —4.05 -16.2 1204.05 —16.25 0 0 _106{[1(%] [Kbn]}
162 432 -162 73875 0 37.5 K,] [K,]
""" 0 375 0 0 73875 -162
0 0 0 375 | -162 738.75]
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kjer so podmatrike naslednje:

[1204.05 162 -4.05 16.2
162 1864 —162 432 738.75 —16.2
K, 0 k] Jo
~4.05 -162 1204.05 -16.2 ~16.2  738.75
162 432 -162 73875
0 0
O O
0 375
Kondenzirana togostna matrika konstrukcije je tako
(K. J= (Ko ]= (K [K T [K
(120405 162 —4.05 162
| 162 1864 -162 432 |
T| —405 -162 120405 -162 |
162 432 —162 73875
00
375 0 | {73&75 —16.2]1 y {0 375 0 0 } ]
- 10°- 107 10
0 0 ~162 738.75 0 0 0 375
0 375
[1204.05 16.2 ~4.05 16.2
_| 162 148.41799485861182  —162  6.182005141388193 |
~4.05 ~16.2 1204.05 ~16.2
| 162 6.182005141388193  —16.2  148.41799485861185

Globalni obtezni vektor konstrukcije pa preuredimo v obliko:

—120000
—160000
—-120000

153333.33333333334

~120000
~160000 () 0
~120000 "1 210000

153333.33333333334
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Tako urejeni togostni matriki in obteznemu vektorju pripada enako urejen vektor

neznank:
Y,
D, Y,
or-tay -l ()
X, @,
X3

Kondenzirani obtezni vektor konstrukcije pa je:

) Ky, K, IR, )=
—120000 i 0
{ —160000 1375 0 -106‘{738.75 —16.2}1-106{ 0 }
—120000 0 0 ~-16.2  738.75 —10000
153333.33333333334] | 0 375
—120000
—150128.5347043702
B — 120000
163461.8680377035

Tako smo iskanje (delnih oz »bistvenih«) resitev sistema 6*6 {F} = [K]-{U} prevedli v

resevanje sistema 4*4:

=K ]{uj=[K]{u,)

120000
150128.5347043702

120000 -
163461.8680377035
1204.05 16.2 —4.05 16.2 Y,
162 14841799485861182 162 6.182005141388193 | . |o,
—4.05 ~16.2 1204.05 ~16.2 Y,

16.2 6.182005141388193  —16.2 148.41799485861185

i
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Resitve sistema so:

Y,] [-1.0116302548156523-10* m
U1 ®,| | —1.05899377405417-10° rad
YTy, —9.883697451843477-10° m

D, 1.1457253224664513-107 rad

Vrednosti »manjkajocih« nebistvenih prostostnih stopenj (= horizontalnih pomikov)

izracunamo kot:

U, )=[K,, " ()= [k, ] {U, )=
~1.011630254815652-10* m

73875 -1627" 10 0 |_[0375 0 0] . |-105899377405417-10" rad
~162 738.75 ~10000/ |0 0 0 375 ~9.88369745184348-10° m

1.1457253224664513-10° rad

U, )= X,| [ -3.216323312333531-10* m
" —3.8516409892454294-10* m

Ko so vse vrednosti primarnih spremenljivk znane, je faza poprocesiranja enaka kot pri

klasi¢ni analizi.
Primer 20.a — Levo vpeta konzola — analiza z uporabo podkonstrukcij I

Za dani konzolni nosilec (/) = 0.2 m/0.4 m) iz betona C20/25 (E = 30 GPa) doloci
pomik in zasuk desnega konca nosilca, funkcijo precnega pomika vzdolz konstrukcije,
tunkciji notranjih stati¢nih kolicin ter reakcije v podpori.

F=20 kN
q= 10 kN/m’

AlSyvvvdviveveveeey

El
| 4 m |
| |

B

Slika 246: Obravnavana konzola
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Resitev

Izberemo npr. diskretizacijo s stirimi enako dolgimi konc¢nimi elementi:

AY,V
Y Y Y
A > 3 Y, AYs
Q1Y (1) D, A ¢ 19 ® D, 4 D;
QO 1@ e f [© Uy 1@ %
15 X B 3
' N A ey
I m I I m I Im I I m Il
Va

Slika 247: Izbrana diskretizacija s Stirimi enako dolgimi kon¢nimi elementi

Pri resevanju z metodo podkonstrukcij konstrukcijo razdelimo na dve (lahko tudi vec)
izbrani podkonstrukciji, npr.:

F=20|kN
q= 10 kN/m’ =10 kN/m’

THYIIYYIVIINIIIYY FRIREERRRNYY

1

2m i I 2m I

Slika 248: Izbrani podkonstrukciji

pri ¢emer vsako podkonstrukcijo sestavljata dva enako dolga koncna elementa. Za vsako
izmed podkonstrukcij moramo izracunati togostno matriko mejnih vozlis¢ (v
obravnavanem primeru nastopa eno samo mejno vozlisce). Vsako podkonstrukcijo tako
najprej loceno obremenjujemo izkljucno z enotskimi pomiki oz. zasuki v mejnih podporah
(na podkonstrukcijah 7e upostevamo morebitnih »zunanjih« obtezb) ter odcitujemo

reakcije v mejnih podporah.

Iskange togostne matrike menega vozlista prve oz. leve podkonstrukcije

Najprej izvedemo pozitivni enotski pomik desnega konca prve podkonstrukcije:

y,v
A
AY = Y Y5 1
D=0 D, A
lr\ N @ P
AR Y 3‘1’320
i1' 2 / 3l

Slika 249: Obremenitev mejnega vozliS€a z enotskim preCnim pomikom



METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

472

Togostne matrike vseh elementov obeh podkonstrukeij, ki so (slucajno) medsebojno

enake, so:
3.84 192 -384 1.92 Y,
192 128 -1.92 0.64 @
K ]=[K,]=[K,]=[K,]= 10%-9 *
K=K ]=k =[] ~-3.84 -192 384 -192 Y,
192 0.64 -1.92 128 @,

Prvi dve matriki zdruzimo v togostno matriko prve podkonstrukcije (zaradi vpetega levega

konca nas dejansko zanimata samo prvi dve vrstici):

.........................................

768 0
0256 —192 64
—-384 -192

192 64

in zapisemo splosni sistem enach:

YZ
7.68-10° 0 ~-3.84:10° 1.92:10° | |®, O
0 2.56-10° -1.92-10° 0.64-10° | |Y, 0
O

3

ki po upostevanju enotskega pomika in nicelnega zasuka desnega konca dobi obliko:

Y,

7.68-10° 0 ~3.84-10° o =10 7.68-10° 0 Y,| 3.84-10°
0 2.56-10° -1.92-10° 12 0 0 2.56-10° | | @, 1.92-10%
ki ima resitvi:

o~ loos

Opomba: enaki vrednosti pomika in zasuka sledita tudi z uporabo interpolacijskih funkcij

;v__/

H1 ob upostevanju znanih vozlis¢nih pomikov in zasukov za nosilec dolzine 2 m.
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Nato izracunamo pripadajoci reakciji v vozliscu 3:

384 192 -384 1.92 Y,
192 128 —-1.92 0.64 @

Q)= ]-{u. 1= 384 _192 384 —192|10 Yj
192 064 -192 128 @,

384 192 -384 1.92 05) [ -48-10°N
| 192 128 —192 064 | J075| | ONm
—-3.84 -192 384 -192 1 48-10° N |
192 064 -192 128 0| |-48.10°Nm

V vozlis¢u 3 nastopi vertikalna reakcija velikosti 48 MN (usmerjena navzgor) in sourni
upogibni moment velikosti 48 MNm.

Sedaj izvedemo $e pozitivni enotski zasuk desnega konca prve oz. leve podkonstrukcije

Y,V

A

Slika 250: Obremenitev mejnega vozlis¢a z enotskim zasukom

in ob upostevanju enotskega zasuka in nicelnega pomika desnega konca zapisemo nov

pripadajoci sistem enacb:
YZ
7.68-10° 0 1.92-10° | o 10, 7.68-10° 0 | [Y,]_J-192-10°
0 2.56-10° 0.64-10° 12 0 0 2.56-10° | |®@, —-0.64-10°

ki ima resitvi:

oo

Opomba: tudi sedaj enaki vrednosti sledita z uporabo interpolacijskih funkcij H1 ob

upostevanju znanih vozlis¢nih pomikov in zasukov za nosilec dolzine 2 m.
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Nato izracunamo Se pripadajoci reakciji v vozliscu 3:

3.84 192 -3.84 1.92 -0.25 48-10° N
192 128 -1.92 0.64 ~0.25| |-16-10° Nm
Q,}=[K,]-{U,}= -10°- = e
~3.84 -1.92 384 -1.92 0 [T48°10°N

192 0.64 -1.92 128 1 164-10° Nm

___________________

V vozliscu 3 tako nastopi vertikalna reakcija velikosti 48 MN (usmerjena navzdol) in
protiurni upogibni moment velikosti 64 MNm.

Za prvo podkonstrukcijo tako sledi togostna matrika mejnega vozlisca:

k! |- {_4:8 _48} 10°

64

Iskange togostne matrike mejnega volisia druge 03, desne podkonstrukcije

3 ¢ !
M 9% ©%

\ 3 5
3/ 4

Slika 251: Obremenitev mejnega vozlis€a z enotskim preCnim pomikom in zasukom

N

Ker pa je druga konstrukcija staticno dolocena, zanjo sledi:

Mejna togostna matrika konstrukcije je tako:

K, ]-[] +[K:;]=[ 4 -48]106

_48 64

Sedaj poiS¢emo reakcije v mejnih vozliscih zaradi dejanskih obtezb na posamezni
podkonstrukciji.
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Reakcije v mejnem volisiu proe og. leve podkonstrukcije

IY =0 £ Y3=0
(DIZO ! @ \
A 3@320
1 2 ] @ 3

llml |

Slika 252: Obremenitev prve podkonstrukcije z dejansko obteZbo

Za prvo podkonstrukcijo tako zapiSemo sistem enacb:

7.68-10° 0 Y,| [-10000
0 256-10°| |®@,] | o0

ki ima resitvi:

Y,  [-1.30208333333333-10° m
D, 0

Nato izracunamo pripadajoci reakciji v vozliscu 3:

{Qz}:[Kz]'{Uz}_{Fz}:

384 192 -384 1.92 ~1.30208333333333-10°° 5000
192 128 -192 064 | 0 —833.333333333333
T1-384 —1.92 384 -192| 0 - —~5000
192 064 —192 128 0 833.333333333333
ON
_1666.6666666667 Nm
B IOOOON
 —3333.333333333 Nm!

V vozliscu 3 torej nastopita vertikalna reakcija velikosti 10 kN (usmerjena navgor) in
sourni upogibni moment velikosti 3.333333 kNm. Tako sledi vektor reakcij v mejnem

vozlis¢u prve podkonstrukcije:

e )= 10000 N
™| -3333.333333333 Nm
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g

Reakcije v megnenm vozliscu druge og. desne podkonstrukcije

Y,“" Y, F=20 kN

1Y 3

3 4/ (@)
—|—1m+1m~|—

Slika 253: Obremenitev druge oz. desne podkonstrukcije z dejansko obteZbo

Ker je druga podkonstrukcija konzola, in je torej staticno dolocena, lahko reakciji
izracunamo kar z ravnoteznima enacbama. V vozliscu 3 nastopi tako vertikalna reakcija
velikosti 40 kN (usmerjena navgor) in protiurni upogibni moment velikosti 60 kNm. Tako

sledi vektor reakcij v mejnem vozlis¢u druge podkonstrukcije:
) 40000 N
" 60000 Nm

Rezultirajoci vektor obtezb mejnega vozlisca {S,} je tako (v vozliscu ne deluje nobena

neposredna koncentrirana obtezba):

| I 0 10000 40000 —-50000
{Sm}Z{Fm}_{Rm}_{Rm}Z 0 | -3333.333333333[ |60000[ |- 56666.666666667

Vektor konénih pomikov mejnih vozlis¢ konstrukcije {S,,} je tako:

! Y —7.708333333333354-10° m
U} Z[Km]l'{sm}z{c;}:{ 6.666666666666687 10" }
3 —6. . rad

ki je tocen.
Analiza pomikov in zasukov prve oz. leve podkonstrukcije
Prvo podkonstrukcijo sedaj hkrati obremenimo z njenimi dejanskimi obtezbami in pravkar

izracunanimi pomiki {U,,} mejnih vozlis¢, kar pripelje do konc¢nih pomikov vseh vozlis¢ in

notranjih staticnih koli¢in prve podkonstrukcije.
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y.v

CDIZ 0 ‘

A

Y>

i 103
lY =0 @2* q Y3=—-7.70833333-10° m

o~

A

1

ol

; 3@1)3: ~6.666666-10"
2/ Q) 3
—1m —f

1O)

1m

[

Slika 254: Obremenitev prve podkonstrukcije z dejansko obteZbo in mejnima pomikoma

Za prvo podkonstrukcijo tako zapiSemo sistem enacb:

Y2
7.68-10° 0 —3.84:10° 1.92-10° | |®,| [-10000
0 2.56-10° —1.92-10° 0.64-10°| |Y, 0
cD3
oziroma
Y2
7.68-10° 0 ~3.84-10° 1.92-10° D, B
0 2.56-10° —1.92-10° 0.64-10° | | —7.708333333333354-10° m
—6.666666666666687 -107 rad
kar po ureditvi vodi do:
YZ
7.68-10° 0 —3.84.10° 1.92:10°] @, ~
0 2.56-10° —1.92-10° 0.64-10° | | —7.708333333333354-10° m |
—6.666666666666687 -10~ rad
[7.68-10° Y. —-10000) [-3.84-10°
7.68-10 0 Gl = _m384 108 -(—7.708333333333354-10‘3
|0 2.56-10° | | @, 0 -1.92-10
1.92-10° ~1.69-10°
920 L (6 66666666666668710° rad)= 010"
0.64-10 —1.0533333333333-10

ki ima resitvi:

o

Y,
@,

—2.20052083333333-10"° m
—4.11458333333333-10° rad

!

—10000
0

}

10000
0

}

m)
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Analiza pomikov in zasukov druge 0g. desne podkonstrukcije

Nato $e drugo podkonstrukcijo obremenimo z njenimi dejanskimi obtezbami in

izracunanimi pomiki {Up,} mejnih vozlis¢:

v B
Yi=—7.70833333-10° A o) q by,
¢)=-—6666666165/—\ - \
o 33 4/l @ 5%
—|—1 m +1 m *|-

Slika 255: Obremenitev druge podkonstrukcije z dejansko obteZbo in mejnima pomikoma

Za drugo podkonstrukcijo tako zapiSemo sistem enacb:

YS
~-3.84-10° -1.92-10° 7.68-10° 0 ~-3.84-10° 1.92-10° | | @,
1.92-10°  0.64-10° 0 2.56-10° -1.92-10° 0.64-10° | |Y,

0 0 ~3.84-10° —1.92-10° 3.84-10° —1.92-10°| |®,
0 0 1.92-10°  0.64-10° -1.92-10° 1.28-10° | |Y;
cDS
~10000
~ 0
- —25000

833.3333333339542

oziroma
—7.708333333333354-10° m
-3.84 -192 7.68 0 -3.84 192 —6.666666666666687-10~ rad
1.92 0.64 0 256 -192 0.64 10°. Y,
0 0 -3.84 -192 384 -1.92 D,
0 0 1.92 064 -192 1.28 Y,
cDS
—10000
B 0
- —25000

833.3333333339542
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kar dalje vodi do sistema:

768 0 —384 1.92 Y, ~10000
0 256 -192 064 | |0 0
~384 —192 384 -192 Y, —25000
192 064 —192 128 ®,] [833.3333333339542
~3.84 ~1.92
192 | B 0.64 | _3
-1, [0 (-7.708333333333354-10° m)- , 110 (- 6.666666666666687 -10° rad)
0 0
—4.25-10°
_ |1.9066666667 -10°
] —25-10°
8.333-10°

ki ima resitve:

Y, —15.1171875-10° m

o, —7.96875-107° rad

Y, | | —23.3333333333332:10° m
D, —8.33333333333324-10° rad

Tako so znani kon¢ni pomiki oz. primarne spremenljivke vseh vozIis¢, faza poprocesiranja
v nadaljevanju pa je enaka kot pri klasicni analizi (glej 4. racunski model s 4 koncnimi

elementi Primera 6.a).

Primer 20.b — Levo vpeta konzola — analiza podkonstrukcij s staticno kondenzacijo
—-1I

Za konzolo iz Primera 20.a, modelirano s stirimi kon¢nimi elementi enakih dolzin, bo
ponovno narejena analiza s podkonstrukcijami, za katere pa bodo togostne matrike in

obtezni vektotji tokrat dobljeni s kondenzacijo. Uporabljena bosta dva racunska modela.

F=20 kN
=10 kN/m’

AlSyvvvdviveveveeyy

| 4m H |
| |

B

Slika 256: Obravnavana konzola
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Resitev
L racunski model - uporaba ene podkonstrukcije

Pri tem racunskem modelu konstrukcijo razdelimo na izbrano podkonstrukcijo in

preostanek konstrukcije, npr.:

Slika 257: Podkonstrukcija in preostanek konstrukcije

Podfkonstrukcija

Togostni matriki elementov podkonstrukcije sta:

384192 ~384-192- 384 192 -384 192
192128 ---—192--64-- 192 128 -192 64
[kl]: i : 10° [kz]: -10°
384 192 384 —192 384 192 384 —192
192 64 -192 128 o 192 64 -192 128

Zdruzimo jo v togostno matriko podkonstrukcije (ob upostevanju nicelnih vrednosti

pomika Y7 in zasuka @, v levi podpori):

768 0 -384 192
[El]z 0 256 —-192 64 ’

-384 -192 384 -192
192 64 —192 128

6

Obtezna vektorja elementov sta enaka:

-5000
—833.3333333333334
-5000
833.3333333333334

{FI}Z{FZ}:
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in tudi njiju zdruzimo v obtezni vektor podkonstrukcije:

—10000

}: 0

—-5000
833.3333333333334

Matricne enacbe podkonstrukcije imajo sedaj obliko:

768 0 384 192 Y, —10000
0 256 —-192 64 10° - D, _ 0
-384 —-192 384 -192 Y, —-5000
192 64 —192 128 D, 833.3333333333334

Togostno matriko mejnih vozlis¢ podkonstrukcije izracunamo s szaticno kondenzacijo, kjer
kot bistveni prostostni stopnji upostevamo prostostni stopnji mejnega vozlisca, torej Y
in @;, kot nebistveni prostostni stopnji pa upostevamo prostostni stopnji notranjega
vozlisca, torej Y2 in @». Zato moramo iz matricne enacbe podkonstrukcije s kondenzacijo
odstraniti prostostni stopnji notranjega vozlisca (Y2 in @). Tako sistem naprej zapisemo

v obliko, kjer ustrezno zamenjamo vrstni red vrstic:

-384 —-192 384 -192 Y, —5000
192 _______ 64 ______ - 192 _____ 1 28 10°. D, _ 833.3333333333334
768 0 -384 192 Y, —10000

0 256 —-192 64 D, 0

384 192 {-384 —192 Y, —~5000
192 128 {192 64 | o O [833.3333333333334
~384 192 1768 0 Y, —~10000
-192 64 i 0 256 D 0

[
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Oziroma

[K ]_ 384 —192 10° [K ]_ 384 —-192 10°

ol 192 128 R I Y
—~384 192 768 0

K. |= 10° =K K . |= -10°

Ko, ] {—192 64} Ko I K] {0 256}
ter

{F }_ ~5000 {F }_ —~10000

> 1833.3333333333334 ml 0

Z ze znanim postopkom stati¢ne kondenzacije tako sledita kondenzirana togostna matrika

in obtezni vektor podkonstrukcije:

—48 64

[m=[Kbb,ll—[Km,l]-[KmJl-[Kn,,,l]{48 -48]106

in

— —10000

F {=Fy. f— Ko | Koy | 1 f=

{ l} { b,l} [ bn,l] [ nn,l} { n,l} {3333'3333333333335}

Kondenzirana togostna matrika je enaka kot v Primeru 20.a, sedaj dobljeni obtezni vektor

podkonstrukcije pa je enak negativhemu vektorju reakcij prve podkonstrukcije iz Primera
20.a.

Preostanek konstrukcije
Togostni matriki elementov sta (slucajno enaki kot za prvo oz. edino podkonstrukcijo):
384 192 -384 192
192 128 -192 64 p
10

T|-384 —192 384 -192]
192 64 —192 128

[ks] = [k4]
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Zdruzimo jo v togostno matriko celotnega preostanka konstrukcije:

(384 192 -384 192 0 0
192 128 -192 64 0 0
] -384 192 768 0 -384 192 |
192 64 0 256 -192 64
0 0 -384 -192 384 —192
0 0 192 64 —192 128 |

Obtezna vektorja elementov sta (slucajno enaka kot za podkonstrukcijo):

—-5000
—833.3333333333334
—-5000
833.3333333333334

{F3 } = {F4 }

in tudi njiju zdruzimo v obtezni vektor preostanka konstrukcije:

—-5000
—833.3333333333334
} —10000

0
—-5000
833.3333333333334

Matri¢ne enacbe konstrukcije imajo sedaj obliko:

(384 +48 192-48% —384 192 0 0 | Y,
192-48 1284480 -192 64 0 0 @,
-384  —192 768 0 -384 192 '106'Y4
192 64 0 256 -—192 64 o,
0 0 —-384 -192 384 —192 Y,
| 0 0 192 64 -192 128 | @,
(o Z5000-10000 T !
—833.3333333333334 +3333.3333333333335
"""""""""""" ~10000
- 0
—5000
833.3333333333334
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oziroma:

432 144  -384 192 0 0 Y, —15000
144 192 -192 64 0 0 o, 2500
—-384 —-192 768 0 -384 192 106 Y, ~10000
192 64 0 256 -192 64 @, 0
0 0 -384 -192 384 -192 Y, ~5000
0 0 192 64 -192 128 | @, | [833.3333333333334

ki ima resitve:

Y, —7.708333333333237-10° m —7.708333333333237-10° m
OR —6.666666666666585-107 rad | | —6.666666666666585-10° rad
Y, | |-15.117187499999811-10° m | _ —15.1171875-10"° m

o, ~7.96875-10° rad - ~7.96875-10" rad

Y, —23.333333333333046-10° m| |—23.333333333333046-10° m
o, —8.333333333333238-10 ° rad| |—8.333333333333238-10"° rad

Manjkajoce pomike in zasuke notranjih vozlis¢ (= nebitvene prostostne stopnje) edine

podkonstrukcije izra¢unamo kot:
Y - —
o (-l 10
2

[768 0T Lo [[10000] [-384 192] 0 [-0.7708333333-10°
0 256 0 ~192 64 —6.6666666667 107
[ =2.200520833333333-10 m
—4.114583333333333-10° rad

Tako so znani konéni pomiki oz. primarne spremenljivke vseh vozIis¢, faza poprocesiranja

v nadaljevanju pa je enaka kot pri klasicni analizi, prikazani v cetrti diskretizaciji Primera
0.a.

1. ralunski model - uporaba dyeb podkonstrukcs
V tem modelu ohranimo (prvo) podkonstrukcijo (in pripadajoco kondenzirano togostno

matriko ter obtezni vektor) iz prvega pristopa, preostanek konstrukcije pa modeliramo kot

drugo podkonstrukcijo, s ¢imer bomo konéno Stevilo enacb konstrukcije $e zmanjsali.
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Togostni matriki elementov druge podkonstrukcije sta (slu¢ajno enaki kot za prvo

podkonstrukcijo):

384 192 —-384 192

192 128 —-192 64 p

[k3]:[k4]: -10
—-384 -192 384 -192
192 64 -192 128

Zdruzimo jo v togostno matriko druge podkonstrukcije:

384 192 —-384 192 0 0 |
192 128 -192 64 0 0
. -384 —-192 768 0 -384 192 ]
[kz]: -10
192 64 0 256 —192 64
0 0 —384 —192 384 -—192
0 0 192 64 —192 128 |

Obtezna vektorja elementov sta (slucajno enaka kot za prvo podkonstrukcijo):

—-5000
—833.3333333333334
—-5000
833.3333333333334

Ef={F,}=

in tudi njiju zdruzimo v obtezni vektor druge podkonstrukcije, ki mu dodamo Sse

koncentrirano silo F:

~5000
—833.3333333333334
I ~10000
0
~25000
833.3333333333334

Matricne enacbe druge podkonstrukcije imajo sedaj obliko iz katere s kondenzacijo

odstranimo nebistvene prostostne stopnje notranjih vozlis¢ (Ys in @y ter Ys in @), pri

cemer preurejanje sistema, torej zamenjava vrstnega reda vrstic in stolpcev (slucajno) ni

potrebna:
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384 192 —-384 192 0 0 Y3 —5000
192 128 —-192 64 0 0 CD3 —833.3333333333334
- 384 —192; 768 0 —-384 192 106 Y4 B —10000
192 64 0 256 —-192 64 CD4 B 0
0 0 —-384 -192 384 -192 Y5 —25000
i 0 0 192 64 -192 128 | (O 833.3333333333334
kar vodi do:
768 0 —-384 192
384 192 p 0 256 —-192 64 p
[Kbb,Z]: 10 [ nn,Z]: 10
_192 128 -384 -192 -384 -192
192 64 192 64
[—384 192
192 64 -384 -192 0 O
Kopal= -10° K, ,|= 100 =k T
L 0 0
ter
—10000
-5000 0
{Fb,Z}: {Fn,z}:
—833.3333333333334 —25000

833.3333333333334

S postopkom stati¢ne kondenzacije tako sledita kondenzirana togostna matrika in obtezni

vektor druge podkonstrukcije:

i 0 0

[k2 ] = [Kbb,z ]_ [Kbn,Z ] [Knn,Z ]‘l ’ [Knb,Z ] - |:0 Oi| ' 106
in

B M 1 -]
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Enacbe obeh podkonstrukcij sedaj zdruzimo v matricno enacbo bistvenih prostostnih

stopen;j:

48 —48 10° Y, B —10000 N —40000 3 —50000

—48 64 (OR 13333.3333333333335 —60000 | |—56666.66666666674
ki ima reSitvi:

Y5 | —0.7708333333333589-10° m
- 6.666666666666881-10~ rad

(I)3
ki so enake reSitvam iz klasicne analize (manjSa odstopanja so zgolj posledica

zaokrozevanj).

Pomike v nebistvenih prostostnih stopnjah prve podkonstrukcije izracunamo enako kot v
I. pristopu, za drugo podkonstrukcijo pa manjkajoce pomike in zasuke notranjih vozlis¢

podkonstrukcije izra¢unamo kot:

Y, 768 0 —384 192
@, ¥ _ 0 256 -192 64 )
Y = [ 1" (o )= [Ko |- {02)- 3ga 102 _3sa 02| 1O
5
@, 192 64 192 64

~10000 ~384 192

0 | 192 64 106 —0.7708333333-10~
25000 0 0 — 6.6666666667 10

833.3333333333334 0 0

-1.51171875-10° m
—7.96875-10" rad
—2.3333333333334042-10° m
—8.33333333333357-107 rad

Tudi te vrednosti so enake resitvam iz klasi¢ne analize (manjSa odstopanja so zgolj

posledica zaokrozevanj).

Tako so znani konéni pomiki oz. primarne spremenljivke vseh vozIis¢, faza poprocesiranja
v nadaljevanju pa je enaka kot pri klasicni analizi, prikazani v Cetrti diskretizaciji Primera
0.a.
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Primer 21 — Levo vpeta konzola — uporaba superkonstrukcij

Za dani betonski konzolni nosilec pravkotnega prereza (b/h = 0.2 m/0.4 m) iz betona
C20/25 (E = 30 GPa) doloci pomik in zasuk desnega konca nosilca, funkcijo pre¢nega

pomika vzdolz konstrukcije, funkciji notranjih stati¢nih kolicin ter reakcije v podpori.

F=20 kN
q= 10 kN/m’

Alsyvvvdviveveveeey

| 4m H |

\ \

B

Slika 258: Obravnavana konzola

Resitev

Analizirali bomo rac¢unski model z dvema superkonstrukcijama enakih dolzin (nivo
diskretizacije ena):

AY,V
Y
|\ Y> A3
(I)l Y1 A o) A (I)3
N L O A 0 ~
1 Y 3
T 2 } l
2m I 2m |
Va

Slika 259: Izbrana diskretizacija z dvema superkonstrukcijama in »master« prostostnimi stopnjami

Vsako superkonstrukcijo bomo loceno modelirali z dvema koncnima elementoma enakih

dolzin (nivo diskretizacije dva), kar bo v analizo vpeljajo dodatne nove notranje prostostne
stopnje:

MY7V
Y, Y, Y

‘Y @ 2 @ ‘Ys q)‘
F\ICD 41\\@% A D, n\ @}_t\ @)3_
\
1

\ ) Y : 5
2./ 5

1 4/ 2
—|—1m+1m—|— i| I m I lmﬁl—

Slika 260: Izbrani superkonstrukciji z enako dolgimi kon¢nimi elementi

| Y5

=

N~
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Prva superkonstrukcija

Togostni matriki elementov, ki tvorita prvo superkonstrukcijo, sta (medsebojno enaki):

384 192 -384 192 384 192 -384 192
19212819264 | 192 128 -192 64 ]
[k,]=] . i 10 [k, ]= 10

—384--—~192----384-----192 -384 -192 384 -192

192 64 —-192 128 in 192 64 -192 128

Zdruzimo jo v togostno matriko prve superkonstrukcije (ob upostevanju nicelnih

vrednosti pomika in zasuka v levi podpori):

768 0 384 192
- 0 256 192 64 6
[kl]: 10
-384 -192 384 -192
192 64 192 128

Obtezna vektorja obeh elementov sta enaka:

-5000

fF 1= fF 1= ~833.3333333333334
v ~5000

833.3333333333334

in tudi njiju zdruzimo v obtezni vektor prve superkonstrukcije:

—~10000
_ 0
Fi=
{‘} —~5000
833.3333333333334

Matri¢ne enacbe prve superkonstrukcije imajo sedaj obliko:

768 0 —384 192 Y, —10000
0 256 -192 64 | o O, _ 0
—384 —192 384 —192 Y, [ ~5000

192 64 —192 128 833.3333333333334

S
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in iz njth moramo s kondenzacijo odstraniti prostostni stopnji notranjega vozlisca (Y in

@y), in zato sistem naprej zapisemo v obliko, kjer ustrezno zamenjamo vrstni red vrstic:

-384 —-192 384 -192 Y, —-5000
192 64 —192 128 10° @, | ]833.3333333333334
768 0 384 192 Y, - —10000

0 256 —-192 64 D, 0

ter nato $e v obliko, kjer ustrezno zamenjamo vrstni red stolpcev:

384 —192 {-384 -192 Y, ~5000
Tl 128 192 G4 | ge Bl [833:3333333333334
~384 192 [ 768 0 Y, ~10000
~192 64 | 0 256 D, 0

in matrika razpade na §tiri podmatrike:

384 —-192 —384 —-192
[Kbbl]{ ]mé [Kbm]{ ]106

—-192 128 192 64
384 192] oo 768 07
LS edi AU S S R 1

obtezni vektor pa na dva dela:

(1 ~5000 (F 1= ~10000
7 1833.3333333333334 ol 0

Z ze znanim postopkom staticne kondenzacije tako sledita kondenzirana togostna matrika

in obtezni vektor prve superkonstrukcije:

A B T A i B

=1, }—[Km]-[Km]«{Fm}:{ ~10000 }

3333.3333333333335
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Druga superkonstrukcija

Togostni matriki elementov sta (zaradi izbrane diskretizacije sluc¢ajno enaki kot za prvo

superkonstrukcijo):

384 192 384 192

[k3]:[k4]: 192 128 -192 64 106
-384 -192 384 -192
192 64 —-192 128

Zdruzimo jo v togostno matriko druge superkonstrukcije:

[ 384 192 —-384 192 0 0
192 128 -—192 64 0 0
_ —384 —192 768 0 -384 192 ]
[kz]: -10
192 64 0 256 -192 64
0 0 384 —192 384 -—192
0 0 192 64 -192 128 |

Obtezna vektorja elementov sta (slucajno enaka kot za prvo superkonstrukcijo):

—-5000
—833.3333333333334
-5000
833.3333333333334

{F3}: {F4}:

in tudi njiju zdruzimo v obtezni vektor druge superkonstrukeije:

5000
—833.3333333333334
} 10000
- 0

—-5000
833.3333333333334
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Matricne enacbe druge superkonstrukcije imajo sedaj obliko:

[ 384
192
—384
192

0
0

in iz njega s kondenzacijo odstranimo prostostni stopnji notranjega vozlisca (Ysin @), in

192
128
-192
64
0
0

—384
-192
768
0
—-384
192

192 0 0
64 0 0
0 —384 192 |
.10° .
256 —192 64
~192 384 —192
64 —192 128 |

< & <8 <

w

B

—-5000
—833.3333333333334
—10000
0
-5000
833.3333333333334

zato sistem naprej zapiSemo v obliko, kjer ustrezno zamenjamo vrstni red vrstic:

[ 384
192
0

—-384
192

192
128
0

-192
64

—-384
-192
—-384

768

192 0 0

64 0 0

-192 384 -192) o
64 —192 128
0 —38 192

256 192 64 |

< & <8 <

w

B

ter nato $e v obliko, kjer ustrezno zamenjamo vrstni red stolpcev:

384
192
0

—-384
192

192
128
0

-192
64

0
0
384

—-384
-192

______________________________________________________________

0 i-384 192 ]

0 {-192 64
~192 5—384 192 o6
128 1192 64

192 1768 0

64 0 256 |

in matrika razpade na $tiri podmatrike:

[Kbe]:

[Knb2 ] =

384

192
0
0

[—384

192

< 8 <&

w

L

192 0 0
128 0 0 . 768
10 [Knn2]:
0 3846 -192 0
0 -192 128
—384
-192 -384 192 6 -192
10 [Kbn2]=
64 —192 64 —384

192

—5000
—833.3333333333334
—-5000
833.3333333333334
—~10000
0
—5000
—833.3333333333334
—~5000
833.3333333333334
—~10000
0
0
-10°
256
192
64
100 =[K, |
_192 [ bn]
64
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obtezni vektor pa na dva dela:

~5000
(E ) —833.3333333333334 E ) —~10000
b2 ~5000 "2 0

833.3333333333334

S postopkom staticne kondenzacije tako sledita kondenzirana togostna matrika in obtezni

vektor druge superkonstrukcije:

48 48 —48 48
48 64 48 32|
—48 -48 48 —48

48 32 -48 64

[Ez]: [Kbbz]_ [Kbnz]' [Knnz]i1 ) [Knbz] =

in

—10000

— _ —3333.3333333333335
{FZ}: {FbZ}_[KbHZ].[KnHZ] 1 .{FnZ}: _10000

3333.3333333333335
Opomba: ker sta obe superkonstrukciji pravzaprav enaki (razlika je samo v robnih
pogojih), bi za sestavo matricne enacbe cele konstrukcije zadoscalo ze poznavanje samo

togostne matrike druge superkonstrukcije in pripadajocega obteznega vektorja.

Opomba: ker gre za enostavni demonstraciski primer metode, je vsaka izmed

superkonstrukeij pravzaprav enaka koncnemu elementu dolzine 2 m.

Enacbe obeh superkonstrukeij zdruzimo v matricne enacbe cele konstrukcije ter v

obteznem vektorju konstrukcije upostevamo se koncentrirano silo F:

196 0 |-48 48 Y, [ 20000 0 —20000
128 | —48 32 LA i 0 L0 [ 0
—48 48 —48 Y, [ —10000 -20000( —30000

32 -48 64 @, 3333.3333333333335 0 3333.33333333333
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ki imajo resitve:

Y, —0.7708333333333325-10° m
O, —6.66666666666666 10 rad
Y, | -2.3333333333333327-10% m
D, —8.333333333333331-10" rad

ki so enake to¢nim resitvam iz klasicne analize.

Manjkajoce pomike in zasuke notranjih vozli§¢ posamezne superkonstrukcije izracunamo

loceno za vsako superkonstrukcijo, kar za prvo superkonstrukcijo vodi do:

o T - -01)

@,
{768 0 }1 10 ‘[{—10000 }_[—384 192]106 _{—0.7708333333.10'2 }]
0 256 0 ~192 64 ~ 6.6666666667 -10”
~ { ~2.200520833333333-107 m }
~4.114583333333333-10” rad

Za drugo superkonstrukcijo pa sledi:

o T (0

CDS

768 0
- 10
0 256
~0.7708333333333325-10% m
~10000| [-384 -192 -384 192] o | ~6.66666666666666-10" rad
0 192 64 192 64 ~2.3333333333333327-10 m
~8.333333333333331-10" rad

_[-1.51171875-10° m
—7.96875-10" rad

Ko so vrednosti primarnih spremenljivk znane, je faza poprocesiranja enaka kot pri

klasi¢ni analizi (glej 4. racunski model s 4 kon¢nimi elementi primera 6.a).
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Primer 22" — Levo vpeta konzola — analiza s frontalno metodo

Za dani betonski konzolni nosilec (4/h = 0.2 m/0.4 m) iz betona C20/25 (E = 30 GPa)
dolo¢i pomik in zasuk desnega konca nosilca, funkcijo precnega pomika vzdolz

konstrukcije, funkciji notranjih stati¢nih kolicin ter reakcije v podpori.

F=20 kN
q= 10 kN/m’

Alsyvvvdvivrveveevy

| 4m H |
| |

B

Slika 261: Obravnavana konzola
Resitev

Za demonstracijo analize konstrukcije s pomoc¢jo frontalne metode je izbran rac¢unski

model s $tirimi kon¢nimi elementi enakih dolzin, ki so ostevilceni od leve proti desni:

AY,V
Y Y Y
A 2 3 Y, AYs
oMY Do, k4 ® 4 Dy 144 D
QOO Qo ) [ O LLTO %
13 . B 3
' 2/ 3 ) 4/
I m I I m I Im I I m Il
Va

Slika 262: Izbrana diskretizacija s Stirimi enako dolgimi kon¢nimi elementi

Matri¢ne enacbe za prvi konéni element (brez vektorja sekundarnih spremenljivk) so:

[Kl]'{Ul}:{Fl}

384 192 -384 192 Y, — 5000
192 128 192 64 | . |®| |-8333333333333334
~384 -192 384 -192|  |Y,[ ~5000

192 64 -192 128 @, | 833.3333333333334
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Ker sta pomik Y7 in zasuk @, znana in enaka ni¢, iz zadnjih dveh enacb sledi:

384 —192 106 Y, | —5000

-192 128 D, ~833.3333333333334
Opozoriti je potrebno, da dobljeni enacbi, ki sta formalno resljivi, ne vodita do korektnih
rezultatov, temve¢ samo predstavljata ekvivalent “originalnim” enacbam v matricnem
zapisu.

Matri¢ne enacbe za drugi konéni element (brez vektorja sekundarnih spremenljivk) so:

[Kz]'{Uz}:{Fz}

384 192 -384 192 Y, — 5000
192 128 192 64 | . |®,| |-833.3333333333334
~384 -192 384 -192|  |Y,[ ~5000
192 64 -192 128 ®,| | 833.3333333333334

Zdruzitev ustreznih clenov enacb prvega in drugega koncénega elementa vodi do:

384+384 192-192 —-384 192 Y, —5000-5000
192—-192 128+128 —-192 64 10°. D, _ —833.3333333333334+833.3333333333334
—384 —-192 384 —-192 Y, —5000
192 64 —-192 128 D, 833.3333333333334
oziroma
768 0 —384 192 Y, —10000
0 256 —-192 64 10° - D, _ 0
—384 -—-192 384 -192 Y, —-5000
192 64 —-192 128 D, 833.3333333333334

Tudi ta sistem je sicer formalno resljiv, vendar ne vodi do pravilnih rezultatov konstrukcije.

V enacbah nastopata pomik Y2 in zasuk @, ki pa ne nastopata vec¢ v nobeni izmed enacb
preostalih koncnih elementov. Zato je potrebno te enacbe preurediti tako, da nastaneta
dve skupini enacb. V prvi skupini bodo ostale vse neznanke, enacb pa je toliko, kot je

spremenljivk, ki ne nastopajo v enacbah preostalih kon¢nih elementov (v obravnavanem
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primeru torej 2). To skupino enacb, v kateri nastopajo vse neznanke, uredimo tako, da v

prvi enacbi nastopajo vse neznanke, v vsaki naslednji pa ena manj.

V drugi skupini enacb pa nastopajo samo tiste neznanke, ki nastopajo Se v preostalih

konénih elementih oz. vsaj enem izmed njih (torej pomik Y3 in zasuk @j). V

obravnavanem primeru bosta tudi v tej skupini dve enacbi.

Kon¢ni cilj za obravnavani primer je torej oblika sistema:

ki ok, ko kg, Y, f,
0 ky ky ky 10° . @, _ f,
0 0 ki ky Y, f,
0 0 ki ky @, f,

k, k, O 0 Y, f,
ky ky 0 0 10° . 0, _ f
ky ki ki 0 Y, f;
kg kg ki kg o, f,

kjer v prvih dveh vrsticah nastopata samo neznanki, ki se pojavita Se v preostalih kon¢nih
elementih.

Zato enacbe (npr. z medsebojno zamenjavo 1. in 4. stolpca ter 2. in 3. stolpca matrike)

preuredimo tako, da pomik Y in zasuk @ (v poljubnem vrstnem redu) nastopata v zadnjih

dveh clenih vektorja neznank (vektor na desni strani se zaradi tega ne spremeni):

192 384 0 768 D, —-10000
64 —192 256 0 10°. Y, _ 0
-192 384 192 -384 D, -5000
128 -192 64 192 Y, 833.3333333333334

Opomba: enakovreden sistem bi lahko dobili tudi z zamenjavo 1. in 3. stolpca ter 2. in 4.

stolpca matrike.



498 METODA KONCNIH ELEMENTOV V ANALIZI STATICNEGA ODZIVA
RAVNINSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ

Ceprav je sistem ze korekten, je, zaradi prednosti, ki jih prinasa Gaussova eleminacija
simetri¢ne matrike, smiselno enacbe dalje preurediti tako, da se ohrani simetrija matrike.
Tako npr. medsebojno zamenjamo 1. in 4. vrstico matrike ter 1. in 4. ¢len vektorja na desni
strani, nato pa Se medsebojno zamenjamo 2. in 3. vrstico matrike ter 2. in 3. ¢len vektorja

na desni strani (mozne so tudi druge zamenjave):

128 —192 64 192 ®,) (833.3333333333334
192 384 -192 -384) Y| _ —5000

64 —192 256 0 D, 0

192 -384 0 768 Y, ~10000

Opomba: dobljeno obliko bi dobili direktno, ¢e bi izvedli transponiranje matrike preko
sekundarne diagonale, ter medsebojno obrnili vrstni red ¢lenov obteznega vektorja na

desni.

Iz prvih dveh enacb moramo sedaj eliminirati ne vec zanimivi oz. ze nepotrebni prostostni

stopnji (pomik Y2 in zasuk @), ki ne nastopata v preostalih elementih. Sistem moramo
spremeniti na delno spodnjo levo trikotno obliko, za kar formalno potrebujemo pet
eliminacij, saj moramo formalno eliminirati pet clenov (ker pa je eden izmed c¢lenov ze

slucajno nic, tega clena seveda ni potrebno eleminirati):

128 -192 {641 1192 ®,) [833.3333333333334
—192 384 :r_;_—l_—?—_ii :r_l}:é?li 106 . Yil_ —>000

64 —192 256 10 @, 0

192 -384 0 768 Y, —10000

Za eliminacijo 4. clena prve vrstice zato izracunamo pomozni faktor kot razmerje med
clenom, ki ga Zelimo eliminirati in (nenicelnim) istoleznim ¢lenom neke druge vrstice, npr.

cetrte:

S faktorjem », imenovanim tudi pivot, sedaj pomnozimo ¢lene od 1 do 4 Cetrte vrstice (in
tudi pripadajoci clen obteznega vektorja) in jih odstejemo od clenov prve vrstice, kamor

zapiSemo tudi posamezne rezultate:
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128-0.25-192 —192-0.25-(~384) 64-025-0 192-0.25-768 @,
~192 384 ~192 ~384 100 )Y
64 ~192 256 0 D,
192 —384 0 768 Y,
833.3333333333334-0.25-(~10000 )
B —5000
- 0
~10000

kar vodi do nove oblike sistema:

80 -96 64 0 D, 3333.33333333333
-192 384 -192 -384 10°. Y, _ -5000

64 —192 256 0 D, 0

192 -384 0 768 Y, —10000

Za eliminacijo 4. ¢lena druge vrstice izracunamo nov faktor

S faktorjem w sedaj pomnozimo clene cCetrte vrstice (in tudi pripadajoci ¢len obteznega

vektorja) in jih odstejemo od ¢lenov druge vrstice, kamor zapisemo tudi posamezne

rezultate:
80 -96 64 0 @,
~192-(~0.5)-192 384—(-0.5)-(-384) —192—(~0.5)-0 —384—(~0.5)-768 1o Y
64 -192 256 0 @,
192 ~384 0 768 Y,
3333.33333333333
_ |-5000-(-0.5)-(~10000 )
0

—-10000
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kar vodi do:

80 -96 64 0 D, 3333.33333333333
-9 192 -192 0 10° - Y, _ —10000

64 —-192 256 O D, 0

192 -384 0 768 Y, —10000

Naslednji korak bi bila eliminacija 4. ¢lena tretje vrstice. Ker pa velja:

in je tako (slucajno) cetrti clen 3. vrstice ze enak 0, nadaljujemo z eleminacijo 3. ¢lena prve

vrstice. Tako pois¢emo naslednji faktor:

o

5 _ 64-10°
k,, 256-10°

w= =0.25

in izvedemo eliminacijo in s faktorjem » pomnozimo ¢lene od 1 do 3 tretje vrstice (in tudi
pripadajoci clen obteznega vektorja) in jih odstejemo od clenov prve vrstice, kamor

zapiSemo tudi posamezne rezultate:

80-0.25-64 —96-0.25-(-192) 64-0.25-256 0 D,
-96 192 -192 0| )Y
64 ~192 256 0 @,
192 —384 0 768 Y,
3333.33333333333-0.25-0
~10000
B 0
~10000
kar vodi do:

64 —48 0 0 D, 3333.33333333333
-9 192 -192 0 10°. Y, _ —10000

64 —-192 256 O D, 0

192 -384 0 768 Y, —10000
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Poiscemo se naslednji pivot, ki bo eliminiral 3. ¢len druge vrstice:

Nato izvedemo eliminacijo edinega preostalega clena prve vrstice in s faktorjem » sedaj
pomnozimo clena od 2 do 3 tretje vrstice (in tudi pripadajoci clen obteznega vektorja) in

jih odstejemo od ¢lenov druge vrstice, kamor tudi zapisemo posamezne rezultate:

64 ~48 0 0 Gl

~96-(-0.75)-64 192-(~0.75)-(-192) —192—(~0.75)-256 0 qoe ) Vel
64 ~192 256 0 @,
192 - 384 0 768 Y,

3333.33333333333

—10000—(-0.75)-0

0
~10000
in po izracunu sledi:

64 —48 0 0 ®,) [3333.33333333333

48 48 0 0| o Vs ~10000

64 —192 256 0 @, 0

192 -384 0 768 Y, ~10000

Sistem je sicer formalno resljiv, resitve pa nimajo inzenirske in uporabne vrednosti
Razdelimo ga na dva sistema:

3333.33333333333

< O
|
=
S
S
S

64 -—-192 256 O
192 -384 0 768

<8
|
—_
S
S
S
(=)
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Spodnji dve enachi, v katerih e nastopata Y2 in @, sta v prvi fazi nadaljevanja analize

nezanimivi:
cDB
64 -192 256 O s | Y5 0
10° - =
192 —-384 0 768 D, —10000
Y2

@

V nadaljevanju analize uporabimo prvi oz. zgornji dve enacbi, v katerih prostostni stopniji

Y>in @; ne nastopata vec¢ (temvec samo Se Y3 in @):
64 —48 108 @, | [3333.33333333333
—48 48 Y, [ ~10000
Enacbe za tretji koncni element (brez vektorja sekundarnih spremenljivk) so:

[K3]'{U3}:{F3}

384 192 -384 192 Y, ~ 5000
192 128 192 64 | . |d,| |-833.3333333333334
~384 —192 384 -192| Y, ~5000
192 64 -192 128 @, | 833.3333333333334

Ustrezna zdruzitev clenov »preostalih« enacb drugega in vseh enacb tretjega koncnega

elementa vodi do:

384+48 192-48 —384 192 Y, —5000—10000

192-48 128+64 —192 64 | o |®| |-8333333333333334+3333.33333333333

~384  -192 384 —192 Y, | ~5000

192 64  —-192 128 D, 833.3333333333334
oziroma

432 144 384 192 Y, —15000

144 192 -192 64 AN 2500

—384 —-192 384 —192 Y, [ —5000

N

192 64 —192 128

S

833.3333333333334
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V enacbah nastopata pomik Y in zasuk @, ki pa ne nastopata vec v nobeni izmed enacb

preostalih koncnih elementov. Zato enacbe preuredimo tako, da pomik Y3 in zasuk @;
nastopata kot zadnja dva clena vektorja neznank (njun medsebojni vrstni red ni
pomemben). Ce npr. medsebojno zamenjamo prvi in tretji stolpec ter drugi in Cetrti

stolpec, sledi (vektor na desni strani se ne spremeni):

—-384 192 432 144 Y, —15000
-192 64 144 192 10°. D, 2500
384 —192 -384 -192 Y, —-5000
-192 128 192 64 D, 833.3333333333334

Ce zamenjamo Se prvi in drugi stolpec, sledi (vektor na desni strani se ne sprement):

192 -384 432 144 D, —-15000

64 192 144 192 10°. Y, _ 2500
-192 384 -384 -192 Y, —-5000

128 -192 192 64 D, 833.3333333333334

Ceprav je sistem Ze korekten, je, zaradi prednosti, ki jih prinaga Gaussova eliminacija
simetri¢ne matrike, smiselno enacbe dalje preurediti tako, da se ohrani simetrija matrike.
Da pridobimo simetricen zapis matrike, medsebojno zamenjamo prvo in cetrto vrstico
matrike in pripadajoca clena vektorja desne strani, kot tudi drugo in tretjo vrstico matrike

in pripadajoca clena vektorja desne strani:

128  -192 192 64 D, 833.3333333333334
-192 384 -384 -192 10°. Y, _ -5000

64 192 144 192 Y, 2500

192 -384 432 144 D, —-15000

nato pa medsebojno zamenjamo Se tretjo in Cetrto vrstico matrike in pripadajoca clena

vektorja desne strani:

128 -192 192 64 D, 833.3333333333334
-192 384 384 192 10°. Y, _ —-5000

192 —-384 432 144 Y, —15000

64 —192 144 192 D, 2500
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Iz prvih dveh enacb moramo sedaj eliminirati (trenutno) ne vec potrebni prostostni stopnji
(pomik Y3 in zasuk @j). Sistem moramo spremeniti na delno spodnjo trikotno obliko, za

kar potrebujemo 5 eliminacij.

Za eliminacijo 4. ¢lena prve vrstice zato izracunamo faktor oz. pivot

S faktorjem » sedaj pomnozimo clene od 1 do 4 cetrte vrstice matrike (in tudi obteznega

vektorja) in jih odstejemo od clenov prve vrstice, kamor zapisemo tudi posamezne

rezultate:
[ | | . ® |
128—5-64 —192—5‘(—192) 192—5.144 64—5-192 4 833.3333333—5-2500
~192 384 384 —192 |0 Vel ~5000
192 384 432 144 Y, 15000
64 ~192 144 192 | o, 2500
kar vodi do:
3200 128 144 0 D, 0
~192 384 —384 —192].jqs.) Ve[ _ ) —5000
192 —384 432 144 Y| |—15000
64 —192 144 192 D, 2500

Za eliminacijo 4. ¢lena druge vrstice izracunamo faktor -

S faktorjem w sedaj pomnozimo vse ¢lene Cetrte vrstice in jih ods$tejemo od ¢lenov vrstice

2, kamor zapiSemo tudi rezultat:
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%0 -128 144 0 @,
~192—(~1)-64 384—(~1)-(~=192) —384—(-1)-144 —192—(=1)-192].10°. Y,
192 —384 432 144 Y;
i 64 ~192 144 192 | @,
0
~5000—(~1)-2500
- ~15000
2500
kar vodi do:
% ~128 144 0 D, 0
~128 192 —240 0 |qgo.) Yal_J 2300
192 -384 432 144 Y; | |-15000
64 —192 144 192] D, 2500
% ~128 144 0 @, 0
~128 192 -240 0 |qg6.) Yal_J 2300
192 —384 432 144 Y, —15000
64 —192 144 192 @, 2500

Naslednji pivot je namenjen eliminaciji 4. ¢lena tretje vrstice in znasa:

6
k144 106 o
k, 192:10

in z njim pomnozimo vse ¢lene Cetrte vrstice matrike (in tudi obteznega vektorja) in jih

odstejemo od ¢lenov vrstice 3, kamor tudi zapiSemo posamezne rezultate:

320 128 144 0 @,
3 Y
—-128 192 -240 0 1064 4l
192-0.75-64 —384-0.75-(=192) 432-0.75-144 144-0.75-192 Y;
64 ~192 144 192 @,
0
—2500

—-15000-0.75-2500
2500
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kar vodi do sistema:

200 128 144 0 D, 0

~128 192 —240 0 [.q6.) Yel_J 2300
144 -240 324 0 Ys| 716875
64 192 144 192 ®;) L 2500

Cetrti oz. predzadnji pivot je namenjen 3. ¢lenu prve vrstice in znasa:

ki, _144:-10° _4

Z njim izvedemo eliminacijo tako, da s faktorjem » pomnozimo clene od 1 do 3 tretje
vrstice matrike (in tudi obteznega vektorja) in jih odstejemo od ¢lenov prve vrstice, kamor

zapiSemo tudi posamezne rezultate:

(320 4 4 4 4

T 144 —128-—-(-240) 144-—--324 0 D, |0-—-(-16875)
309 9 9 v 9
128 192 —240 0 |.qoe.d Yelo) 2500
144 — 240 324 Y; —16875
64 192 144 192] @, 2500
kar vodi do:
2864 D, 7500
3 3
—128 192 —240 0 [qqe.)Yel_) 2500
144 240 324 Ys | | 716875
64 192 144 192 ®;) L 2500

Pois¢emo $e zadnji pivot, namenjen eliminaciji 3. ¢lena druge vrstice:

k

-240-10°

w=—23=————=-0.740740740740741

k33

324-10°
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in izvedemo eliminacijo edinega preostalega clena in s faktorjem » sedaj pomnozimo clene

tretje vrstice matrike (in tudi obteznega vektorja) in jih odstejemo od c¢lenov vrstice 2,

kamor tudi zapiSemo posamezne rezultate:

128

128 _64 0 0 D, 7500
3 3
128 w-144 192-w.(-240) —240-w-324 0 | jgs.) Yo|_)2500-w-(~16875)
144 — 240 324 Y; Rt
o4 ~192 144 192 (P 2500
in po izracunu sledi:
(128 64 ]
3 T3 0 0 D, 7500
Y _
64 18 || |-15000
14 240 324 0 Nl o|TIesn
- @, 2500
64 —192 144 192]

Sistem enacb razdelimo na dva sistema. V prvem sistemu zajamemo spodnji dve enacbi,

v katerih Se nastopata (trenutno ne vec zanimivi) prostostni stopnji Y in @s:

< 8

144 -240 324 O 10° 4| 16875
64 —192 144 192 ] 2500

o <

an

V drugem sistemu nastopata enacbi, v katerih nastopata samo Se za nadaljevanje analize

zanimivi prostostni stopnji Yy in @

128 _64
33 g [ ] 7500
64 128 Y,| [-15000
309

Zadnji sistem je sicer formalno resljiv, resitvi pa nimata inZzenirske in uporabne vrednosti.
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Enacbe za Cetrti koncni element (brez vektorja sekundarnih spremenljivk) so:

[K4]'{U4}: {F4}

384 192 -384 192 Y, —-5000

192 128 -192 64 106 @, | ]—833.3333333333334
-384 -192 384 -192 Y, —5000-20000
192 64 -192 128 D, 833.3333333333334

Ustrezna zdruzitev ¢lenov enacb tretjega in Cetrtega koncnega elementa vodi do:

384+% 192—% -384 192 Y, ~5000=15000
1025 15128 1oy ga | goe. )Pl _ | —833:333333333333+7500
384 195 384 _192 s 3000
B B B @ 833.3333333333334
192 64 -192 128 |
oziroma
% % -384 192 Y, —20000
5120512 100 ga |goe. Pl | 6666.66666666667
4 192 384 192 s 2000
- B B @, | [833.3333333333334
192 64 —192 128 |
oziroma:
398.22222222222223 170.66666666666666 —384 192 Y, —20000
170.66666666666666 170.66666666666666 —192 64 | |®,| | 6666.66666666667
~384 -192 384 —192 Y, [ —25000
192 64 -192 128 @, [833.3333333333334

Ker smo v analizi zajeli ze vse konc¢ne elemente, vse nastopajoce neznanke nastopajo
»zadnji¢«. Sistem ima resitve (nacin resevanja sistema je sedaj poljuben, najhitrejsi nacin je

verjetno Gaussova eleminacija ob upostevanju simetrije matrike):
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Y, ~1.51171875-107 m

@, —7.96875-10" rad

Y, [ ] -2.3333333333333327-10° m
D, —8.333333333333331-10 rad

Iz enacb (II) za tretji element:

< 8

144 -240 324 O 10° 4| 16875
64 —192 144 192 | 2500

we ‘:<

najprej iz prve enacbe (v njej nastopa samo ena neznanka) sledi:

Y, =-0.7708333333333352:10” m

nato pa Se iz druge enacbe (tudi v njej nastopa samo ena neznanka):
g

D, =—6.66666666666668 -10~ rad

Iz enacb (I)

cD3
64 -192 256 0 . |Y, 0
10° - =
192 -384 0 768 @, |-10000
Y2

iz prve enacbe (v njej nastopa samo ena neznanka) najprej sledi:

®, =—4.1145833333333426-10" rad

ter nato Se iz druge enacbe (tudi v njej nastopa samo ena neznanka):

Y, =-0.22005208333333376-10° m
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Dobljene vrednosti se popolnoma ujemajo z vrednostmi, prej dobljenimi s klasi¢nim
zdruZevanjem enacb konstrukcije. Ceprav prikazani postopek izgleda zamuden, se pri
velikih sistemih enacb ob primernem stevilcenju elementov dejansko izkaze kot izredno
(¢asovno) ucinkovit v primetjavi s tvorbo togostne matrike konstrukcije in reSevanjem
celotnega sistema bistvenih enacb. Prikazani postopek lahko se celo nekoliko pospesimo,
¢e upostevamo, da mora biti po zakljucenih eleminacijah po vkljucitvi posameznega
koncnega elementa podmatrika, ki pripada prostostnim stopnjam, potrebnim za

nadaljevanje, simetri¢na.

Ucinkovitost metode je odvisna od ostevicenja oz. vrstnega reda elementov, ki vplivajo na

sirino fronte oz. stevilo enacb, ki jih resujemo v posameznih korakih.

AY,V

Y Y

A 2 3 Y4 |

q) Yl“ q) “ A @ A 4 A Q)S
@0l 1@ o) O Uy %]
113 \ . A 5

2/ 3 ) 4]
Im ——1Im——1Im :

E

1m
Va

Slika 263: Manj primerna diskretizacija s Stirimi enako dolgimi kon¢nimi elementi

Primer 23" — Ravninska okvirna konstrukcija — analiza s frontalno metodo

Za betonski okvir s skice doloc¢i vrednosti pomikov in zasukov na koncu grede. Stebra
imata prerez dimenzij 4/h = 0.3/0.5 m, greda pa /5 = 0.3/0.6 m. Modul elasti¢nosti znasa
E = 32 GPa. Konstrukcija je obremenjena z enakomerno zvezno obtezbo ¢ = 30 kN/m'

na gredi in vetrom » = 5 kN/m’ na desnem stebru.

o TR
EIQ w

ElL, El, 4.0m

‘ 8.0m

Slika 264: Obravnavani okvir
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Resitev

Uporabimo minimalno diskretizacijo konstrukcije s tremi kon¢nimi elementi.

8.0m

| . |

[ I

Slika 265: Izbrana diskretizacija

Pri analizi s frontalno metodo na obseg dela bistveno vpliva vrstni red upostevanja
konénih elementov. Med analizo element obicajno upostevamo v vrstnem redu, ki se
ujema z izbranim ostevilcenjem elementov pri diskretizaciji, vendar to ni nujno. Elemente
je zato med samo analizo smiselno upostevati v tak§nem vrstnem redu, da v procesu ¢im

hitreje obdelamo vse informacije o prostostnih stopnjah vsakega posameznega vozlisca.

Analizo bomo zaceli v levem stebru oziroma prvem konénem elementu, njegova globalna

togostna matrika pa je ze znana iz primera 19:

[ 18.75 0 -375 -18.75 0 -37.5]
0 1200 0 0 -1200 0
-375 0 100 37.5 0 50 ]
[Kl]: -10
~18.75 0 375  18.75 0 37.5
0 ~1200 0 0 1200 0
| 375 0 50 37.5 0 100 |

medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor enaka:

< KB <X

]

S

S O O o o O
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Ker sta pomika in zasuk v vozlis¢u 1 prepreceni, iz zadnjih treh enacb sledi sistem:

1875 0 375 X,] (o
0 1200 0 |-107-{Y,t={0
375 0 100 @, |0

Analizo je najprimernejSe nadaljevati z drugim konénim elementom oziroma gredo.

Njegova lokalna in globalna togostna matrika sta enaki:

720 0 0 -720 0 0
0 4.05 162 0 —4.05 162
0 162 86.4 0 -162 432 ]
[Kz]: -10
~-720 0 0 720 0 0
0 —-405 -162 0 405 -16.2
0 162 432 0 -162 864

medtem ko sta vektor neznank in globalni/lokalni obtezni vektor enaka:

X, 0
Y, —120000
o —-160000
{Uz } = Xz {Fz } = 0
3
Y, —-120000
D, 160000

Po zdruzitvi ¢lenov obeh togostnih matrik in obteznih vektorjev sledi sistem:

173875 0 3751 =720 0 0 X, 0
0 120405 1621 0 —405 162 Y, —120000
E__3_7__._5_________1_§_._2________1_£_<_6_f1_§ 0 162 432 . |O, —160000
—720 0 0 720 0 0 X, 0

0 -4.05 -162 0 4.05 -16.2 Y, —120000
0 162 432 0 -162 864 | D, 160000

Ker v matri¢ni enachi tretjega elementa ne nastopajo vec¢ prostostne stopnje X, Y2 in @y,
enacbe preuredimo tako, da te prostostne stopnje (v poljubnem vrstnem redu) zdruzimo

na koncu vektorja primarnih spremenljivk. To storimo npr. tako, da najprej zamenjamo
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prvo in Sesto vrstico, drugo in peto vrstico ter Se tretjo in Cetrto vrstico enacb (mozne so

tudi drugacne razporeditve prostostnih stopenj), nato pa po istem redu zamenjamo se

stolpce v matriki, kar vodi do zapisa sistema:

[ 864 —16.2
—-16.2  4.05
0 0

432 -16.2
162 —4.05
0 0

0 432 162 0
0 -162 -405 0
720 0 0 -720
0 1864 162 375
0 162 120405 0
~720 375 0 73875

.107 -

< 8 X < 6

[\S)

Ke

160000
—120000
0
-160000
—120000
0

Tako preurejen zapis enacb je popolnoma enakovreden prvotnem zapisu. Po izvedbi delne

Gaussove eliminacije sistem prevedemo v obliko:

[ 76.1566904917  —12.3796495931 —8.5246905574 0 0 0 |
—12.3796495931  2.6217928729 3.2021626084 0 0 0
| =8.9246905574 _ 3.20216260849  11.0254486019 O ! L O 107
42.9820356297 —16.1455089074 36.5482233503 184.2784823303 0 0
16.2 -4.05 0 16.2 1204.05 0
i 0 0 -720 37.5 0 738.75 |
(OR 198557.165843733
Y, —134280.535595217
Xy | ) 31412.8198597872
O ] —158385.449109256
Y, — 120000
X, 0
Zadnje tri vrstice predstavljajo enacbe, ki vsebujejo prostostne stopnje X, Y2 in @z
42.9820356297496 107 - @, —16.1455089074374 - Y, +36.5482233502538 - X,
+184.278482330257 - @, = -158385.449109256 M
16.2:10" @, -4.05-Y, +16.2- @, +1204.05- Y, =-120000 (an

~720-X, +37.5-®, +738.75-X, =0 (I11)
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prve tri pa sistem:

76.156690491  —12.3796495931 —8.5246905574 D, 198557.165843733
—12.3796495931 2.6217928729 3.2021626084 |-10°-{Y, p =< —134280.535595217
—8.5246905574 3.2021626084 11.0254486019 X, 31412.8198597872

V analizo je potrebno vkljuciti Se desni steber oz. tretji koncni element. Tudi njegova

globalna togostna matrika in obtezni vektor sta ze znana iz primera 19:

[ 18.75 0 375 -1875 0 37.5 ] —10000
0 1200 0 0 -1200 0 0
37.5 0 100 -375 0 50 ] — 6666.666666666667
[Ka]: -10 {F3}=
-1875 0 =375 1875 0 -375 —10000
0 -1200 0 0 1200 0 0
| 375 0 50 -375 0 100 | 6666.666666666667

medtem ko je vektor neznank enak:

R

o~

S

Po upostevanju nicelnosti pomikov in zasuka v vozliscu 4, sledi:

1875 0 375 X, ~10000
0 1200 0 [-107-4Y,¢= 0
375 0 100 D,| |-6666.666666666667

Po zdruzitvi ¢lenov togostne matrike in obteznega vektorja tako sledi sistem:

176.156690491  —12.3796495931  28.9753094426 (ON 191890.499177066
—12.3796495931  1202.6217928729  3.2021626084 |-10°-3Y, +=1{-134280.535595217

3

28.9753094426 3.2021626084 29.7754486019 X, 21412.8198597872
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Ker smo upostevali ze vse konéne elemente, sistem resimo (lahko tudi s kompletno

Gaussovo eliminacijo) in njegove resitve so:

o, 1.14572532246645 107 rad
Y, t=1-9.88369745184348-10" m
X,| |-3.85164098924544-10" m

Nato iz enacb za 2. konc¢ni element postopoma pois¢emo Se preostale resitve. 1z enacbe

(D), v kateri upostevamo ze izracunane vrednosti primarnih spremenljivk:

42.9820356297496-107 -1.14572532246645-10” rad —16.1455089074374 - (—9.88369745184348 . 10'5)
+36.5482233502538 - (— 3.85164098924544 - 10'4)+184.278482330257 -d, =-158385.449109256

najprej sledi:
@, =-1.05899377405417 10" rad
1z enacbe (II):

16.2-107 -1.14572532246645 10" — 4.05-(— 9.88369745184348-10°)
+16.2-(~1.05899377405417-10° )+1204.05 - Y, = —120000

nato sledi:

Y, =-1.01163025481565-10" m
Iz enacbe (III) pa dobimo Se:

—~720-(~3.85164098924544 10 )+ 37.5-(~1.05899377405417 -10° )+ 738.75- X, = 0
zadnjo neznano primarno spremenljivko:

X, =—-3.21632331233354-10" m

Ko so vrednosti primarnih spremenljivk znane, je faza poprocesiranja enaka kot pri

klasi¢ni metodi analize.
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Primer 24" — Ravninska okvirna konstrukcija — analiza s frontalno metodo

Za okvir s slike doloc¢i vozlis¢ne vrednosti pomikov in zasukov. Stebri imajo prerez
dimenzij 4/5=0.3/0.3 m, grede pa b/54=0.3/0.45 m. Modul elasti¢nosti znasa E = 33 GPa.
Konstrukcija je obremenjena z enakomerno zvezno obtezbo ¢ = 20 kN/m' v prvem polju

in s silo H = 10 kN na vrhu desnega stebra.

a [T TTRTTI M

El, El, ElL

EIL El, El, El, 4.2/m

. 54m \ 6.4 m \ 7.5m \

Slika 266: Obravnavana konstrukcija
Resitev

Ker je potrebno izracunati samo vozlis¢ne vrednosti pomikov, lahko uporabimo kar

minimalni racunski model s sedmimi kon¢nimi elementi.

Slika 267: Izbrana diskretizacija

Pri frontalni metodi vrstni red upostevanja konénih elementov v analizi mocno vpliva na
obseg dela. Elemente je zato smiselno upostevati v taksnem vrstnem redu, da v postopku
analize ¢im hitreje obdelamo vse informacije o prostostnih stopnjah vsakega posameznega
vozlisca (kar je Ze bilo upostevano pri ostevilcenju elementov v izbrani diskretizaciji,
vendar to ni nujno). Zato bomo analizo zaceli v levem stebru oziroma prvem koncnem

elementu.
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Njegova lokalna togostna matrika je:
[kl]:
[ 70.7142857143 0 0 —70.7142857143 0 0 1
0 0.3607873324  0.7576533980 0 —0.3607873324  0.7576533980
0 0.7576533980  2.1214295143 0 ~0.7576533980  1.0607147571 | | -
~70.7142857143 0 0 70.7142857143 0 0
0 —0.3607873324 —0.7576533980 0 0.3607873324  —0.7576533980
| 0 0.7576533980  1.0607147571 0 ~0.7576533980  2.1214295143 |
Njegova globalna togostna matrika pa je
[Kl]:
[ 0.36078733236 0 ~0.75765339796 —0.36078733236 0 ~0.75765339796 |
0 70.71428571429 0 0 ~70.71428571429 0
~0.75765339796 0 2.12142951429  —0.75765339796 0 106071475714 |
~0.36078733236 0 ~0.75765339796  0.36078733236 0 0.75765339796
0 ~70.71428571429 0 0 70.71428571429 0
| -0.75765339796 0 1.06071475714  0.75765339796 0 2.12142951429 |

medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor enaka:

X, 0
Y, 0
D, o
{u,}= X, Fi=1,
Y, 0
D, 0

Ker sta pomika in zasuk v vozli§¢u 1 prepreceni, iz zadnjih treh enacb sledi sistem:

0.36078733236 0 0.75765339796 X 0
0 70.71428571429 0 107 3Y, +=10
0.75765339796 0 2.12142951429 (OB 0
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Analizo bomo nadaljevali v levi gredi oz. drugem koncnem elementu. Njena lokalna in

globalna togostna matrika sta enaki:

825 0 0 -82.5 0 0 |
0 0.57291666667  1.546875 0 —0.57291666667 1.546875
K,]- 0 1.546875 5.56875 0 —1.546875 2.784375 10
21825 0 0 82.5 0 0
0 —0.57291666667 —1.546875 0 0.57291666667 —1.546875
L0 1.546875 2.784375 0 —1.546875 5.56875 |

medtem ko sta vektor neznank in globalni/lokalni obtezni vektor enaka:

0

— 54000

— 48600
0

— 54000

| 48600 |

W

wn

{Uz}:

[}

o)}

PR
%
|

[

Po zdruzitvi ¢lenov obeh togostnih matrik in obteznih vektorjev sledi sistem:

T82.36078733236 0 —0.75765339796 i -82.5 0 0 1 X
0 71.2872023809524 1.546875 0 —0.57291666667 1.546875 Y,
-0.75765339796 1546875 7.690179514285711 0 —1.546875 2784375 1 7 | Ps
-82.5 0 0 82.5 0 0 X
0 —0.57291666667 —1.546875 0 0.57291666667 —1.546875 Y,
L 0 1.546875 2.784375 0 —1.546875 5.56875 ] [OP
0
—54000
| -48600
] o
—54000
48600

Ce pregledamo preostale se neupostevane konéne elemente, se lahko prepricamo, da v

njthovih matri¢nih enacbah elementov prostostne stopnje X5, Y5 in @5 ne nastopajo vec.
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Sedaj zgornje enacbe torej preuredimo tako, da te prostostne stopnje (v poljubnem
vrstnem redu) zdruzimo na koncu vektorja primarnih spremenljivk. To storimo npr. tako,
da najprej zamenjamo prvo in Sesto vrstico, drugo in peto vrstico ter tretjo in cetrto vrstico

enacb (mozne so tudi drugacne razporeditve prostostnih stopenj).

0 1.546875 2.784375 0 ~1.546875 5.56875 X,
0 ~0.57291666667 ~1.546875 0  0.57291666667 —1.546875 Y,
~82.5 0 0 82.5 0 0 LS
~0.75765339796 1.546875 7.69017951428571 0 ~1.546875 2.784375 X,
0 71.2872023809524 1.546875 0  —0.57291666667 1.546875 Y,
| 82.36078733236 0 ~0.75765339796 —82.5 0 0| @,
48600
—54000
0
~1-48600
—54000
0
Sedaj po istem redu zamenjamo $e stolpce v matriki, kar vodi do:
[ 5.56875 ~1.546875 0 2.784375 1.546875 0 @,
~1.546875  0.57291666667 0 —1.546875 ~0.57291666667 0 Y,
0 0 82.5 0 0 ~82.5 e
2.784375 ~1.546875 0  7.69017951428571 1.546875 ~0.75765339796 @,
1.546875  —0.57291666667 0 1.546875 71.2872023809524 0 Y,
|0 0 ~82.5  —0.75765339796 0 82.36078733236 | X,
48600
—54000
0
~1-48600
—54000
0

Tako preurejen zapis enacb je popolnoma enakovreden prvotnem zapisu. Po izvedbi delne

Gaussove eliminacije sistem prevedemo v obliko:
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[ 4.5459994586 —0.9826609415 —0.2712640090 0 0 0 1
—0.9826609415 0.2605197582 0.1513151939 0 0 0
—0.2712640090  0.1513151939 0.2848275490 0 0 0
2.7508090557 —1.5344431688  0.7543541364 7.6496848850 0 0
1.546875 —0.5729166667 0 1.546875 71.2872023810 0
L 0 0 —-82.5 —0.7576530612 0 82.8607871720 |
D, 66826.8436275506
Y, | |-63947.5711112427
o7 JXe 4677.01508347415
O, [ | -47428.2433983927
Y, — 54000
X, 0

in po odstranitvi zadnjih treh vrstic, ki predstavljajo enacbe:

2.75080905568312-107 - d, —1.53444316877153-10" - Y, +0.754354136429608-10" - X,
+7.64968488504244-107 - @, = —47428.2433983927 @

1.546875-107 - @, —0.57291666667 107 - Y, +0-107 - X, +1.5468754-10 - @
+71.2872023809524-107 - Y, =— 54000

(1D

—-82.5-10’ X —0.75765306122449 -10’ -d, +82.86078717201 17-10’ X5 =0
(1)

tako ostane sistem:

4.5459994586  —0.9826609415 —0.2712640090 (O} 66826.8436275506
-0.9826609415  0.2605197582 0.1513151939 |-107 -1 Y, t =4-63947.5711112427
—-0.2712640090  0.1513151939 0.2848275490 X 4677.01508347415

Naslednjega analiziramo drugi steber z leve oz. tretji konéni element. Njegova globalna

togostna matrika je enaka kot togostna matrika za prvi steber:

[K3] = [Kl]
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medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor enaka:

X, 0
Y, 0
D, o
{U,}= X, =1,
Y, 0
D, 0

Po upostevanju nicelnosti pomikov in zasuka v vozliscu 2, sledi:

0.36078733236 0 0.75765339796 X 0
0 70.71428571429 0 107 -9Y, + =40
0.75765339796 0 2.12142951429 D, 0

Po zdruzitvi ¢lenov togostne matrike in obteznega vektorja tako sledi sistem:

6.6674280300  —0.9826609415 —0.4863890522 (O 66826.8436275506
—0.9826609415  70.9748054725 0.1513151939 |-10"-{ Y, t =1—63947.5711112427
—0.4863890522 0.1513151939 0.6456147210 X 4677.01508347415

Za sredinsko gredo oz. Cetrti koncni element sta njena lokalna in globalna togostna matrika
enaki:

[K4]:

[ 69.609375
0
0
—69.609375
0
0

medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor enaka:

0
0.3441381455
1.1012420654

0

—0.3441381455
1.1012420654

0
1.1012420654
4.6986328125

0

—1.1012420654
2.3493164063

—-69.609375
0
0
69.609375
0
0

0
—0.3441381455
—1.1012420654

0

0.3441381455
—1.1012420654

0
1.1012420654
2.3493164063

0

—1.1012420654

4.6986328125 |

10’
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X, 0
Y, 0
D, 0

= F l=
CHE S T AR
Y, 0
D, 0

Po zdruzitvi ¢lenov togostne matrike in obteznega vektorja tako sledi sistem:

[11.3660608425  0.1185811240 0.4863890522 0 —1.1012420654  2.3493164063 |
0.1185811240  71.3189436179  0.1513151939 0 —0.3441381455 1.1012420654
0.4863890522 0.1513151939  70.2549897210 —69.609375 0 0

0 0 —-69.609375 69.609375 0 0
—1.1012420654 —0.3441381455 0 0 0.3441381455 —1.1012420654
| 2.3493164063 1.1012420654 0 0 —1.1012420654  4.6986328125 |

D, 66826.8436275506

Y, | |-63947.5711112427
o7 Xe| _ | 4677.01508347415

X, 0

Y, 0

D, 0

Ker vozlisce 6 ni povezano z nobenim izmed preostalih konénih elementov, lahko sedaj
prostostne stopnje Xy, Ys in @y, ki pripadajo temu vozliscu, eleminiramo. Po izvedbi delne

Gaussove eliminacije sistem tako prevedemo v obliko:

[ 4.1966326591  —0.8685278534 —0.1018288848 0 0 0
—0.8685278534  0.2358561848 0.0473825903 0 0 0
—0.1018288848  0.0473825903  0.6189478553 0 0 0

—0.1027424430  0.0478076834  —69.609375  70.2338757482 N R

1.0767318517  —0.3326489828 0 0.1462407392  71.3177064713 0

| 2.3493164063  —1.1012420654 0 0.4863890522  11.3660608425 4.6986328125 |
D, —12833.9858399741
Y, 6171.90985750001

1072 L | 1932008830117
X 1949.84437518428
Y, —64644.7697571398
D, 66826.8436275506

in po odstranitvi zadnjih treh vrstic, ki vsebujejo tri enacbe:



Poglayje 17

Alternativni pristopi analiz 523
—0.102742442954435-107 - @, +4.78076833761791-107 - Y, —69.609375-10" - X,
+70.2338757481246-10" - X, =1949.84437518428 IV)

1.07673185174445-10" - @, —0.332648982781821-107 - Y, +0.146240739209401-107 - X,
+71.3177064713479-107 - Y, = —64644.7697571398 V)
2.34931640625 -10" - @, —1.10124206542969 -107-Y, +0.486389052201055 10" - X,
+11.366060842528-10" - Y, + 4.6986328125-10" - @, = 66826.8436275506 (V)
tako ostane sistem:
4.1966326591 —-0.8685278534 —-0.1018288848 D, —12833.9858399741

—-0.8685278534 0.235856184 4.7382590304-107 |-107 -1 Y, ¢ =4 6171.90985750001
—0.1018288848  4.7382590304-107 0.6189478553 X, 1932.50688301176

Kot naslednjega analiziramo peti konc¢ni element oz. drugi steber z desne oz. tretji steber

z leve. Njegova globalna togostna matrika je enaka kot togostna matrika za prvi steber:

[Ks] = [Kl]

medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor enaka:

X, 0
Y, 0
D, 0
{Us}= X, E=1,
Y, 0
@, 0

Po upostevanju nicelnosti pomikov in zasuka v vozliscu 3, sledi:

0.36078733236 0 0.75765339796 X, 0
0 70.71428571429 0 107 3Y, £ =40
0.75765339796 0 2.12142951429 D, 0
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Po zdruzitvi ¢lenov togostne matrike in obteznega vektorja tako sledi sistem:

6.3180612306 —0.8685278534 0.6558241765 D, —12833.9858399741
—0.8685278534 70.9501418991 4.7382590304-107 [-10” -2 Y, t =1 6171.90985750001
0.6558241765  4.7382590304-10° 0.9797350273 X, 1932.50688301176

Za desno gredo oziroma Sesti konéni element sta njena lokalna in globalna togostna
matrika enaki:

594 0 0 —-59.45 0 0
0 0.21384  0.8019 0 —0.213845 0.8019
0 0.8019  4.0095 0 —0.8019  2.00475 ,
[Kﬁ]: -10
-59.4 0 0 59.4 0 0
0 —0.21384 -0.8019 0 0.21384 —0.8019
0 0.8019  2.00475 0 ~0.8019  4.0095 |

medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor enaka:

X, 0
Y, 0
D, 0
= F =
{U} X, =1 10000
Y, 0
D, 0

Po zdruzitvi ¢lenov togostne matrike in obteznega vektorja tako sledi sistem:

(103275612306 —0.0666278534  0.6558241765 0 ~0.8019  2.00475 |
—0.0666278534 71.1639818991  0.0473825903 0 -0.21384 0.8019
0.6558241765 0.0473825903  60.3797350273 -59.4 0 0 107

0 0 -59.4 69.609375 0 0
—-0.8019 -0.21384 0 0 0.21384 —-0.8019
| 2.00475 0.8019 0 0 -0.8019 4.0095 |
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®,) [-12833.9858399741

Y,| | 6171.90985750001

X,| | 1932.50688301176
X, [ ~10000

Y, 0

D, 0

Ker vozlis¢e 7 ni povezano z nobenim izmed preostalih kon¢nih elementov, lahko sedaj
prostostne stopnje X7, Y7 in @, ki pripadajo temu vozli§¢u, eleminiramo. Po izvedbi delne

Gaussove eliminacije sistem tako prevedemo v obliko:

[ 3.6107438841 —0.6436219684 —0.1259089079 0 0 0
—0.6436219684  71.1639818991 0.0502872217 0 0 0
—0.1259089079 0.0502872217 0.9234677289 0 0 0
01278972750 00510813629 Tse4 T Te033s0staan T T T
0.8148335654 —0.2190134262 0 0.05161361407 71.1635520522 0
2.00475 -0.8019 0 0.6558241765  —0.0666278534  10.3275612306 |
D, 2427.38154440941
Y, —980.097705996425
Lo A% | _)=7299.56699504728
X, 2743.07853534187
Y, 6089.11190478044
D, —12833.9858399741

in po odstranitvi zadnjih treh vrstic, ki predstavljajo tri enacbe:

—0.127897275017074-10" - D, +5.10813628993898-10° - Y, —59.4-10" - X,
+60.3380512312171-107 - X, =2743.07853534187 (VID)

0.814833565439784-10" - ®d, +—0.219013426175913-10" - Y,
+5.16136140738636-10° - X, +71.1635520521603-107 - Y, = 6089.11190478044 (VIID)

2.00475-10" - d, —0.8019-10" - Y, +0.655824176461252-10 - X,
—6.66278533528011-10° - Y, +10.327561230576-10" - @, =—12833.9858399741 (IX)
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tako ostane sistem:

3.6107438841 —0.64362196846 —0.1259089080 (0N 2427.38154440941
—0.64362196846 0.1508579107 5.0287221651-107 |-107 -4 Y, =4 —980.097705996425
—0.1259089080 5.0287221651-107 0.9234677289 X —7299.56699504728

Kot zadnjega analiziramo krajni desni steber oziroma sedmi koncni element. Njegova

globalna togostna matrika je enaka kot togostna matrika za prvi steber:

[K6] = [Kl]

medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor enaka:

e

N

<

B
——
\:-f]
S

I

< % 8

S O o o o O

S

=)

Po upostevanju nicelnosti pomikov in zasuka v vozliscu 4, sledi:

0.36078733236 0 0.75765339796 X 0
0 70.71428571429 0 107 3Y, $=40
0.75765339796 0 2.12142951429 D, 0

po zdruzitvi clenov togostne matrike in obteznega vektorja tako sledi sistem

5.7321724556 —0.6436219684 0.6317441533 D, 2427.38154440941
—-0.6436219684 70.8651436250  5.0287221651-107 |-107 -{ Y, ¢ =1 —980.097705996425
0.6317441533 5.0287221651-107 1.2842549009 X —7299.56699504728

Ker smo upostevali Ze vse koncne elemente, sistem resimo in njegove resitve so:

D, 1.11015393103143-10°" rad
Y, t =1 6.73281133448474-10° m
Xs —6.23002030380811-10™* m
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Preostale neznane primarne spremenljivke eno po eno izracunamo iz enacb (IX) od (I), ki

smo jih iz analize izpuscali pri posameznih gredah. Tako sledijo:

X, =—6.0853502681635-10"* m
Y, =7.72692683017539-10° rad
®, =-1.07120729361948-10" m

X, =—6.00509842969889-10~" m
Y, =—8.77586734965154-10° rad
@, =6.3745409270972-10* m

ter

@, =-8.07615285665366-10~* rad
Y, =-7.27628541742776-10° m
X, =-5.90510560199785-10"* m

Ko so vrednosti vseh primarnih spremenljivk znane, je faza poprocesiranja enaka kot pri
klasi¢ni analizi.
Primer 25" — Ravninska okvirna konstrukcija — analiza s tremi podkonstrukcijami

Za okvir s slike doloc¢i vozlis¢ne vrednosti pomikov in zasukov. Stebri imajo prerez
dimenzij 4/5=0.3/0.3 m, grede pa b/54=0.3/0.45 m. Modul elasti¢nosti znasa E = 33 GPa.
Konstrukcija je obremenjena z enakomerno zvezno obtezbo ¢ = 20 kN/m' v prvem polju

in s silo H = 10 kN na vrhu desnega stebra.

a LTI TTRTTI i

EIz E12 E12

ElL El, El, ElL 4.2/m

. S4m \ 6.4 m \ 7.5m \

[ [ [ [

Slika 268: Obravnavana konstrukcija
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Resitev

Ker je potrebno izracunati samo vozlis¢ne vrednosti pomikov, lahko uporabimo kar

minimalni racunski model s sedmimi kon¢nimi elementi.

Slika 269: Izbrana diskretizacija

Analizo bomo izvedli s podkonstrukcijami, ki jih bomo izbrali in analizirali tako, da bomo
z reSevanjem vecjega Stevila manjsih sistemov enacb za celotno analizo porabili manj
racunskega napora kot z analizo celotne konstrukcije. Te podkonstrukcije bodo levi (I) in

desni okvir (I) ter greda na sredini (III) med obema stranskima okvirjema:

| 7.5m |

Slika 270: Izbrane podkonstrukcije

Analiza proe podkonstrukcije — levega okvirja

Globalne togostne matrike vseh treh elementov so podane ze v primeru 24. Ob
upostevanju nicelnih zasukov v vozliscih 1 in 2, lahko zapiSemo globalno togostno
matriko prve podkonstrukcije kot:
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[KI] =10"-

[82.86078717 0 0.757653061 -82.5 0 0 ]
0 71.287202381  1.546875 0 —~0.572916667  1.546875

0.757653061 1.546875 7.690178571 0 —1.546875 2.784375
-82.5 0 0 82.86078717 0 0.757653061

0 —-0.572916667 —1.546875 0 71287202381  —1.546875

i 0 1.546875 2.784375  0.757653061  —1.546875  7.690178571|

medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor enaka:

< X B <

(o))

IS

Sedaj iz enacb

0
—54000
—48600

0
—-54000

48600

kondenziramo prostostne

razdelimo na $tiri podmatrike:

82.8608
0
0.7577

_______________________________________________________________________________________

0 0.7577 | —82.5
712872 15469 | 0
15469  7.6902 i 0

0 0 8238608
~0.5729 -1.5469; 0
1.5469  2.7844 | 0.7577

ter enako urejena vektor neznank

in obtezni vektor:

stopnje, ki pripadajo vozliscu 5, in sistem

0 0
~0.5729 1.5469
~1.5469 2.7844 | {[ i [Knb,lq
107 =

0 0.7577 K...] [Kbb,l]
712872 —1.5469
~1.5469  7.6902 |

XS
{Un,l}z Ys
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0
~ 54000 . 0
(1= |7 480000 o} = {F,;j=1-54000;  {F, }=1-54000
o [lRg T |
’ 48600 —48600
—54000
48600

Tako sledijo Se podmatrike (ki so v obravnavanem primeru slucajno vse enakega reda

[3*3]):

[82.86078717 0 0.757653061
K. ]= 0 71.287202381 —1.546875 |-10’
10757653061 —1.546875  7.690178571
[-82.5 0 0

[K,..]=| 0 —0572916667 —1.546875|-10"

0 1.546875 2.784375

[-82.5 0 0

[K..]=| 0 -0572916667 1546875 |-10" =[K,,,['
0 ~1.546875  2.784375
[82.86078717 0 0.757653061
K...]= 0 71.287202381  1.546875 |-10’
10757653061 1.546875  7.690178571

Kondenzirano togostno matriko prve podkonstrukcije, ki mora biti simetricna, lahko
izracunamo kar s statitho kondenzacijo:

[Kc,l ] = [Kbb,l]_ [Kbn,l]' [Knn,l}l ) [Knb,l]
0.6456147210304857 0.15131519387710496 0.4863890522010547
={0.15131519387710496  70.97480547245138  —0.982660941461597 |-10’
0.4863890522010547 —0.982660941461597  6.667428030027955

Pripadajoci kondenzirani obtezni vektor prve konstrukcije pa je:
4677.0150834741535

Fob= =Ko ) [Koi R, = { - 63947.57111124265
66826.84362755064
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Analiza druge podkonstrukcije — desnega okvirja

Tudi za desni okvir so globalne togostne matrike elementov 5, 6 in 7 Ze podane v primeru
24. Ob upostevanju nicelnih zasukov v vozlis¢ih 3 in 4, lahko zapisemo globalno togostno

matriko druge podkonstrukcije kot:

[Kn] =10"-
59.760787172 0 0.7576530612 -594 0 0 |
0 70.9281257143 0.8019 0 -0.21384 0.8019
0.7576530612 0.8019 6.1309285714 0 —-0.8019 2.00475
-594 0 0 59.760787172 0 0.7576530612
0 -0.21384 —-0.8019 0 70.9281257143 -0.8019
| 0 0.8019 2.00475 0.7576530612 —-0.8019 6.1309285714 |

medtem ko sta vektor neznank in obtezni vektor enaka:

X, 0
Y, 0
D, 0
= F.l=
O vl S S S
Y, 0
D, 0

Sedaj iz enacb kondenziramo prostostne stopnje,

razdelimo na:

ter enako urejena vektor neznank

ki pripadajo

vozlis¢u 8, in sistem

[59.7608 0 0.7577 | —59.4 0 0
0 709281 08019 | 0  —02138 0.8019
07577 08019 61309 | 0 -08019 20048 | . [[Kyu] Ko,
~59.4 0 0 597608 0 0.7577 [Koon) [Kooul
0  -02138 -0.8019. 0 709281 —0.8019
0 08019 2.0048 | 0.7577 —0.8019 6.1309 |
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X7
Y X X
@ U 7 ’
{UII}: X7 = {}Ub’n %} - {Ub,ll}: Y, {Un,ll}: Yy
Y8 n,II q)7 q)8
8
q)S
in obtezni vektor:
0
0
0 {F } 0 —10000
{Fu}— _10000 :{{Fb,l }} - {Fle}: 0 {Fn,“}z 0
. ! 0 0
0

Tako sledijo $e naslednje podmatrike (ki so v obravhavanem primeru slucajno vse enakega

reda [3*3)):

[59.760787172 0 0.7576530612
Ky ]= 0 70.9281257143  0.8019  |-10
0.7576530612 0.8019 6.1309285714
—59.4 0 0
[K,..]=| 0 -021384 08019 |-10"
0 08019 2.00475
[-59.4 0 0
[K..l=| 0 -021384 —08019|-10"=[K,, [
0 08019  2.00475
[59.760787172 0 0.7576530612
[K..l= 0 70.9281257143  —0.8019  |-107
0.7576530612  —0.8019  6.1309285714

Tudi kondenzirano togostno matriko druge podkonstrukcije lahko izracunamo kar s

staticno kondenzacijo:
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[Kc,ll = [Kbb,ll]_ [Kbn,u]’ [Knn,u]il '[Knbm]
0.626610847220556 —0.0985026265897784  0.511768834678554
=|—-0.0985026265897784 70.8229088268401 0.538447186019751 |-10’
0.511768834678554 0.538447186019751 5.4702612061148

Pripadajoci kondenzirani obtezni vektor druge konstrukcije pa je:

—9955.24853952713
{FC,II}: {Fb,u}_ [Kbn,u]' [Knn,ll]_l ) {Fn,ll}: —16.582933769323
—41.3946509336601

Tretja podkonstrukcija — vexna greda med okvirjema

Tudi za koncni element (4) je globalna togostna matrika ze podana v primeru 24, obtezni

vektor pa je enak 0. Ko upostevamo Se togostni matriki podkonstrukcij, dobimo sistem

enachb:
[70.254989721  0.1513151939  0.4863890522  —69.609375 0 0
0.1513151939  71.3189436179  0.1185811240 0 ~0.3441381454  1.1012420654
0.4863890522  0.1185811240  11.3660608425 0 ~1.1012420654  2.3493164063
—69.609375 0 0 70.2359858472  —0.0985026266  0.5117688347
0 ~0.3441381454 —1.1012420654 —0.0985026266 71.1670469723 —0.5627948794
I 0 1.1012420654 23493164063  0.5117688347 —0.5627948794 10.1688940186 |
X, 4677.0150834741535
Y, | |-63947.57111124265
107 ®@e| | 66826.84362755064
X, —9955.248539527125
Y, ~16.58293376932292
O, |-41.394650933659264

Ta sistem je ze re§ljiv in njegove resitve so tocne. Ce pa zelimo Se zmanjsati racunski
napor, s kondenzacijo odstranimo npr. $e prostostne stopnje, ki pripadajo vozlis¢u 7, kar

vodi do naslednjih podmatrik:
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[Khb,[ll]: 0.15131519387710496  71.31894361789816  0.1185811239680903

[ 70.25498972103048  0.15131519387710496 0.4863890522010547
-10
| 0.4863890522010547  0.1185811239680903  11.366060842527956

[-69.609375 0 0
Ky ]= 0 —0.34413814544677723  1.1012420654296873 |-107
|0 ~1.1012420654296873 234931640625
[~ 69.609375 0 0
[Koml= 0 —0.34413814544677723 —1.1012420654296873}-107 =Ky [
o0 1.1012420654296873 234931640625

[K,.n]=|-0.09850262658977815  71.16704697228657  —0.5627948794099393
| 0.5117688346785537  —0.5627948794099393  10.168894018614786

[ 70.23598584722053  —0.09850262658977815 0.5117688346785537}
.10’

in obteznih vektorjev:

4677.0150834741535 —9955.248539527125
{F, | =1—63947.57111124265 {F,uj=1 —16.58293376932292
66826.84362755064 — 41.394650933659264

Kondenzirana togostna matrika je sedaj:

[KC,III]: [Kbb,III]_ [Kbn,m]' [Knn,III}l ’ [Knb,HI]
1.2412596947787762  0.09609035809253302 0.3682170256747383
=10.09609035809253302 71.19851286189491 ~0.13979944823456691 |-10’
0.3682170256747383 —0.13979944823456691 10.80983658098275

Pripadajoci kondenzirani obtezni vektor pa je:

—5190.999767366812
{Fc,m}: {Fb,III }_ [Kbn,ul]' [Knn,III }1 ’ {Fn,III } =1—63951.05979969245
66819.25235936535

Resitve sistema

Xs Xs
[KC,III ) Y6 = {FC,III}_) {Ub,III}: Y6 = [KC,III F ’ {Fc,m}
() D,

6
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SO:
X,] [-6.005098429698744-10* m
{Uy =1 Y,  =1-8.77586734965155-107 rad | = {U,, }
®,| |6.374540927097195}-10 m
Vrednosti obeh pomikov ter zasuka v vozliscu 7 sedaj izracunamo kot
X,] [ -6.085350268163351-10 m
U =K (o= Koo ) (U )= 1 Y, L =1 7.726926830175399-10 rad = {U, , }
@, [-1.0712072936194835-10* m

Vrednosti obeh pomikov ter zasuka v vozliscu 5 sedaj izracunamo kot

X,] [-5.905105601997706-10* m
(U, = Kod (= [Ko [ UL ) =1 Ys b =4 —7.276285417427748-107° m
D, |-8.076152856653669-10~ rad

Vrednosti obeh pomikov ter zasuka v vozliscu 8 sedaj izracunamo kot

Xy —6.230020303807967-10* m
Y, t =1 6.732811334482234-10° m
D, 1.1101539310314119-10* rad

{Un,H } = [Knn,n }1 ' ({Fn,ll }_ [Knb,H ] {Ub,II }) =

Kljub temu, da smo formalno invertirali 4 (manjSe) matrike, je bilo skupno Stevilo
racunskih operacij bistveno manjse, kot ¢e bi invertirali klasicno sestavljeno (vecjo)

togostno matriko celotne konstrukcije (ki ima 12 prostostnih stopenj), za katero bi
pottebovali 2:12°/3 = 1152 operacij. Za inverzijo 4 matrik tretjega reda pa potrebujemo

4-(2:3°/3) = 72 operacij (plus $e nekaj operacij za mnozenje in sestevanje matrik).

Ko so vrednosti vseh primarnih spremenljivk znane, je faza poprocesiranja enaka kot pri

klasi¢ni analizi.
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