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Predgovor

Pric¢ujoca skripta predstavlja studijsko gradivo pri predmetu Osnove analize, ki ga v pr-
vem letniku poslusajo studenti dvopredmetne smeri Izobrazevalna matematika studijskega
programa Predmetni ucitelj na Fakulteti za naravoslovje in matematiko Univerze v Ma-
riboru. Skripta je nastala v okviru priprav na predavanja pri omenjenem predmetu in
vkljucuje tri poglavja: Realna in kompleksna Stevila, Zaporedja in vrste, Zveznost in
limita funkcije. Ker studenti smeri Izobrazevalna matematika Zze pred tem predmetom
obiskujejo predmet Uvod v matematiko, predpostavimo, da ima bralec osnovna znanja o
logiki, mnozicah, naravnih, celih in racionalnih stevilih ter o elementarnih funkcijah, zato
teh vsebin v glavnem ne ponavljamo oziroma jih obnovimo manj temeljito.

Omeniti je treba, da je podrocje, ki ga zajema to studijsko gradivo, seveda obravnavano
ze v veliko drugih uébenikih oziroma skriptah (glejte na primer vire [0, 10, 111, 14, 17, 18|
20}, 22]), vendar imajo posamezni avtorji razli¢ne pristope. Posledi¢no pri¢ujoca skripta
ne vsebuje originalnih prispevkov ali pristopov s podrocja analize, saj vsebino povzema
iz. prej omenjenih ucbenikov in iz gradiv [2, B, 4, [15] (kar je na veliko mestih v skripti
tudi posebej poudarjeno), vendar se po drugi strani od vsakega od omenjenih virov na
dolocenih mestih razlikuje. Ceprav skripta vsebuje tudi zglede, je za dobro pripravo na
pisne izpite oziroma kolokvije seveda treba poseci po zbirkah nalog, kot so [1I [7, [8, 21].
Upam, da bo ta skripta koristen pripomocek predvsem pri Studiju teoreticnega dela osnov
analize.

Iskreno se zahvaljujem prof. dr. Iztoku Banicu in prof. dr. Urosu Milutinovi¢u za pri-
jazno deljenje priprav na predavanja oziroma zapiskov predavanj [3], 14, [T5], ki so mi zelo
pomagali pri pripravi tega gradiva. Prav tako se zahvaljujem svoji druzini — Zeni Nini
in héerki Ajdi — za potrpezljivost, razumevanje in podporo v casu, ko sem se posvecal
pisanju skripte.

Na koncu bi se iskreno zahvalil recenzentu dr. UroSu Kuzmanu za natancen pregled
dela in nasvete, ki so gradivo nedvomno precej izboljsali. Zahvaljujem se tudi Alenki Fujs
za lektoriranje besedila.






Poglavje 1

Realna in kompleksna stevila

Ceprav realna stevila naceloma poznamo, se véasih ne zavedamo dobro njihove definicije
in tistih bistvenih lastnosti (aksiomov), na katerih temeljijo vsa druga pravila. Cilj tega
poglavja je zato predstaviti enega od moznih nacinov za vpeljavo realnih Stevil in opisati
osnovne zakone, ki veljajo za seStevanje in mnozenje ter za relacijo urejenosti. Ob koncu
poglavja se nekoliko natancneje kot v srednji Soli posvetimo tudi kompleksnim stevilom.

1.1 Ponovitev osnovnih pojmov o funkcijah

V tej skripti se bomo ves ¢as srecevali s funkcijami, zato zacnimo s ponovitvijo njihovih
osnovnih lastnosti. Spomnimo tudi, da z N oznac¢ujemo mnozico naravnih §tevil in z Z
mnozico celih stevil, torej N={1,2/3...} imnZ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Definicija 1.1 Naj bosta A in B mnozici. Funkcija (ali preslikava) f : A — B je
predpis, ki vsakemu elementu mnoZice A priredi natanko en element mnozice B. MnoZica
A se imenuje domena ali definicigsko obmodje funkcije f, mnoZica B pa kodomena.
Ce funkcija f elementu a € A priredi element b € B, pisemo b = fla) ali f:aw bin
recemo, da je a original, b pa slika.

Omeniti je treba, da nekateri lo¢ijo med pojmoma funkcija in preslikava, tako da
funkcijo definirajo kot poseben primer preslikave, ki ima za kodomeno neko mmnozico
Stevil. V tej skripti med omenjenima pojmoma ne bomo razlikovali.

Opomba 1.2 Funkcija f : A — B je celota, ki jo tvorita mnoZici A in B ter predpis
funkcije. Na primer, c¢e je funkcija f : N — N podana s predpisom f(n) = n za vsak
n € N in ce je funkcija g : Z — 7 podana s predpisom g(n) = n za vsak n € Z, potem sta
fin g dve razlicni funkcigi.

Dogovorimo se, da bomo pri zapisu predpisa funkcije pogosto izpuscali univerzalni
kvantifikator, ki ga oznacimo s simbolom V in beremo kot za vsak oziroma za vse. Na
primer za funkcijo f : N — N; ki je podana s predpisom Vn € N, f(n) = n, bomo predpis
vcasih zapisali samo v obliki f(n) = n. S tem seveda mislimo, da enakost velja za vse
elemente iz definicijskega obmocja dane funkcije.



Definicija 1.3 Naj bo f : A — B funkcija. Ce je M C A, potem je slika mnoZice M
s funkcijo f definirana na nasledngi nacin:

fM) =A{f(a) | a € M}.

Spomnimo Se, da simbol 3 oznacuje eksistenéni kvantifikator, ki ga beremo kot
obstaja, medtem ko 3! pomeni obstaja natanko en.

Definicija 1.4 Zaloga vrednosti funkcije f : A — B je mnoZica

Zy = f(4) = {f(a) |ac A} = {be B | 3ac A, f(a) =b}.

Definicija 1.5 Funkcija f : A — B je

(1) ingektivna, ce
valua’2 S A7 ay 7£ ay — f(a’l) # f<a2)7

kar je ekvivalentno pogoju
Vai,az € A, fla) = flaz) = a1 = ax;
(2) surjektivna, ce
Vbe B,da€ A, f(a) =0,
kar je ekvivalentno pogoju Z; = B;

(3) bijektivna, ce je injektivna in surjektivna.

Zgled 1.6 Oglejmo si spodnje tri funkcije (pri tem predpostavimo, da so s,t,u,v neki
paroma razlicni elementi).

(1) Naj bosta A = {1,2,3} in B = {s,t,u,v}. Funkcija f : A — B naj bo podana
tako, kot kaze slika[1.1. Opazimo, da f ni injektivna, saj velja f(2) = f(3) = t.
Funkcija prav tako ni surjektivna, saj se na primer v element uw € B ne preslika
noben element mnozice A. Posledicno f ni bijektivna funkcija.

A / B

7
—

Slika 1.1: Funkcija f.

(2) Naj bosta ponovno A = {1,2,3} in B = {s,t,u,v}. Funkcija g : A — B naj bo
podana tako, kot kaze slika [1.9  Opazimo, da g je injektivna funkcija, saj imata
poljubna razlicna elementa iz mnoZice A tudi razlicni sliki. Funkcija g pa ni sur-
jektivna, saj se na primer v element v € B ne preslika noben element mnoZice A.
Posledicno g ni bijektivna funkcija.



A B

/g\
[
|

Slika 1.2: Funkcija g.

(3) Naj bosta A = {1,2,3} in B = {s,t,u}. Funkcija h : A — B naj bo podana tako,
kot kaze slika[1.3. Opazimo, da h je injektivna funkcija, saj imata poljubna razlicna
elementa iz mnoZice A tudi razlicni sliki. Prav tako je h surjektivna, saj je vsak
element mnozice B slika nekega elementa iz mnoZice A. Posledicno je h bijektivna
funkcija.

A B

/ﬁ\
[
|

Slika 1.3: Funkcija h.

Opomba 1.7 Opazimo, da je f: A — B bijekcija natanko tedaj, ko velja
Vbe B,3lac A, f(a) =0.

Torej za vsak b € B mora obstajati natanko en a € A, da je f(a) =b.

Zgornja opomba je podlaga za definicijo inverzne funkcije.

Definicija 1.8 Najbo f : A — B bijektivna funkcija. Funkcija f~1 : B — A je inverzna
funkciga funkcije f, ce velja:

Vac AVbeE B, a= f'(b) < f(a) =b.

Opomba 1.9 [zkaZe se, da za bijektivno funkcijo f : A — B obstaja natanko ena inver-
zna funkcija. 'V primeru, da f ni bijektivna, pa inverzne funkcije ne moremo definirati.
Pokazemo namreé lahko, da v tem primeru ne obstaja funkcija f~' + B — A, ki bi
zadoscala pogoju iz zgornje definicije. Ce namrec funkcija f ni injektivna, potem obsta-
jata taksna ay, a9 € A, da velja ay # ag in f(ay) = f(az) = by. V tem primeru bi funkcija
f~1 element by € B preslikala v dva razlicna elementa (ay in as), kar ni mozno. Po drugi
strani pa v primeru, ko funkcija f ni surjektivna, obstaja element b € B, da za vse a € A
velja f(a) # b. To pomeni, da funkcija f~' elementu b ne priredi nobenega elementa iz
mmnozice A, kar ponovno vodi v protislovje.



Definicija 1.10 Naj bosta f : A — B in g : C — D funkciji, tako da velja Zy C C.
Kompozitum funkcij f in g je funkcija (go f): A — D, ki je definirana s predpisom

Vae A, (g0 f)(a) = g(f(a)).
Slika prikazuje kompozitum funkeij f in g.

A

gof
Slika 1.4: Kompozitum g o f.

Definicija 1.11 Naj bo f : A — B funkcija in naj velja U C A. Funkcijo fy : U — B,
podano s predpisom
Ve U7 fU(x) = f(‘r)a

imenujemo zoZitev funkcije f na mnozico U.

Ob koncu razdelka ponovimo Se definicijo grafa funkcije, primeri pa sledijo v kasnejsih
razdelkih.

Definicija 1.12 Graf funkcije f : A — B je mnoZica
Gy ={(a, f(a)) e AX B |ac A}

1.2 Stevilske mnozice N, Z, Q

V tem razdelku na kratko ponovimo osnovna dejstva o naravnih, celih in racionalnih
stevilih, ki so bila podrobneje obravnavana ze pri predmetu Uvod v matematiko.

(1) Naravna stevila: N ={1,2,3,...}.

Na mnozici naravnih stevil, ki jih lahko vpeljemo s pomoc¢jo Peanovih aksiomov
[20], imamo definirani notranji operaciji seStevanja, + : N x N — N, in mnozZenja,
-+ NxN — N. Z oznako (N, +,-) ponazorimo mnozico N skupaj z operacijama
seStevanja in mnozenja. Ker je na primer operacija sestevanja definirana na mnozici
N x N, bi nac¢eloma morali pisati recimo +((3,8)) = 11, to pa obi¢ajno zapisemo
kar kot 348 = 11.

Za omenjeni operaciji veljajo nekatere izmed lastnosti, ki jih bomo omenjali v raz-
delku (recimo komutativnost in asociativnost), ne obstaja pa enota za sestevanje.
Na primer enacba x + 5 = 5 nima resitve v mnozici N.
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(2) Cela stevila: Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ={0,1,-1,2,-2,...}.

Operaciji sestevanja in mnozenja lahko razsirimo z mnozice N na mnozico Z, da
dobimo operaciji + : ZxZ — Z in - : Z x Z — Z. V mnozici Z obstaja enota za
sestevanje, ki je seveda stevilo 0 (to pomeni, da za vse a € Z veljaa+0 = 0+a = a),
prav tako za vsako Stevilo a € 7Z obstaja nasprotno stevilo —a € Z, tako da je
a+(—a)=0.

Vendar pa stevila v mnozici Z, razen stevil 1 in —1, nimajo inverznega elementa
za mnozenje (Stevilo a je inverzni element za mnozenje za Stevilo b # 0, ¢e velja
a-b=b-a=1). Tako na primer enacbha 3 -z = 1 nima resitve v mnozici Z.

(3) Racionalna stevila: Q = {2 |m € Z, neN, D(m,n) =1}, pri ¢emer D(m,n)
oznacuje najvecji skupni delitelj celega stevila m in naravnega stevila n.

Mnozica racionalnih stevil je torej mnozica okrajsanih ulomkov = kjer je m € Z
in n € N. Pri tem upostevamo, da lahko posamezno racionalno Stevilo zapisemo
v obliki ulomka na neskoncno mnogo ekvivalentnih nacinov. Taksne ulomke, ki
predstavljajo isto racionalno Stevilo, identificiramo tako, da za vsaka a,c € Z in
vsaka b,d € Z\{0} velja:

a
=—- <= a-d=b-c
Na primer % = %. Operaciji sestevanja in mnozenja lahko razsirimo z mnozice Z na

mnozico QQ ter tako dobimo operaciji + : QxQ - Q in - : Q x Q — Q. V mnozici
@ ima vsako nenicelno stevilo inverzni element za mnozenje.

Za poljuben m € Z lahko Stevilo m identificiramo z ulomkom 2, zato seveda velja

10
N C Z C Q. Prav tako oznacimo
Ny ={0,1,2,3,...}.

Kot obicajno se dogovorimo, da ce sta a,b € Q, potem a - b zapisujemo tudi kot ab.

Definiramo $e a® = a - a.

Trditev 1.13 Ne obstaja racionalno stevilo x, za katerega je 2% = 2.

Dokaz. Pa recimo, da obstaja x € Q, tako da je 22 = 2. Potem lahko zapisemo z = T
kjer je a € Z\{0}, b € Nin D(a,b) = 1. Od tod dobimo 2b* = a?. Ker je 20 sodo $tevilo,
je a? sodo stevilo in zato mora biti tudi a sodo &tevilo, torej a = 2k za nek k € Z. Tako
je 20 = 4k? in posledi¢no b? = 2k?. To pomeni, da mora biti tudi b sodo stevilo, kar je v
protislovju s predpostavko, da je D(a,b) = 1. O

Opomba 1.14 Ko enkrat vpeljemo mmnoZico realnih stevil R, zgornja trditev pove, da
Stewvilo /2 ni racionalno Stevilo.



1.3 Linearno urejene mnozice

Vemo, da so mnozice naravnih, celih in racionalnih stevil urejene, kar pomeni, da so na
njih definirane ustrezne relacije urejenosti. Podajmo natancno definicijo.

Definicija 1.15 Naj bo S poljubna mnozZica. Binarna relacija R na mnoZici S je
podmnoZica kartezicnega produkta S x S, torej R C S x S. Ce velja (a,b) € R, pravimo,
da je a v relacigi R z b in pisemo kar aRb.

Zgled 1.16 Primer relacije na mnozici naravnih stevil je relacija =, ki jo v tem zgledu
oznacimo tudi z R. V tem primeru je R = {(1,1),(2,2),(3,3),...} in pidemo 1 =1,2 =2
itn.

Definicija 1.17 Urejen par (S, <) je linearno urejena mnoZica, ce je < binarna
relacija na S, za katero veljajo naslednje lastnosti:

(1) refleksivnost: Va € S, a < a,
(2) antisimetriénost: Va,be S, (a <b)A(b<a) = a=0,

(3) tranzitivnost: Va,b,c € S, (a <b <

JA(b<e) = a<c,
(4) sovisnost: Ya,be S, (a <b)V (b<a).

V tem primeru recemo tudi, da je < linearna ureditev na mnoZici S.

Opomnimo, da v zgornji definiciji toc¢ka (1) dejansko ni potrebna, saj sledi iz tocke (4).

Zgled 1.18 Seveda so (N, <), (Z, <) in (Q, <) linearno urejene mnozice, kjer < oznacuje
standardne ureditve.

Opomba 1.19 Ce za relacijo < na mnozici S velja refleksivnost, antisimetricénost in
tranzitivnost, potem pravimo, da je (S, <) delno urejena mnoZica.

Definicija 1.20 Naj bo (S, <) linearno urejena mnoZica in naj velja a,b € S.
(1) Ce je a < b, potem pisemo tudi b > a.
(2) Ce je a <bina#b, potem pisemo a < b ali b > a.

Opomba 1.21 Opazimo, da v linearno urejeni mnozici (S, <) za vsaka a,b € S velja
natanko ena izmed nasledngjih treh moznosti: a =b, a > b, a < b.



1.4 Aksiomi za urejen komutativen obseg

V nadaljevanju zapi$imo vse bistvene lastnosti ra¢unanja z racionalnimi (in tudi realnimi)
Stevili. Imenovali jih bomo aksiomsz, saj lahko iz njih izpeljemo vsa druga obicajna
pravila. Pri naboru aksiomov v glavnem sledimo knjigi [14], pri obravnavi dodatnih
lastnosti pa si pomagamo tudi z viroma [10], 20].

Naj bo S neka neprazna mnozica, na kateri sta vpeljani notranji operaciji seStevanja,
+: 5 xS — 5, in mnozZenja, - : S x S — S, ter binarna relacija <. Ker zelimo poudariti,
da lahko aksiome obravnavamo na poljubni mnozici z ustreznima operacijama in relacijo,
dano mnozico oznacujemo kot S, predstavljamo pa si lahko, da je to obic¢ajno mnozica
racionalnih ali realnih Stevil. Posledi¢no bomo elemente mnozice S pogosto imenovali kar
Stevila.

Seznam lastnosti oziroma aksiomov (A1l)-(A15) bomo razdelili na ve¢ sklopov. Pri
tem bomo sproti izpeljali nekatere osnovne trditve in na posameznem mestu vedno pred-
postavili, da veljajo vsi do tedaj navedeni aksiomi, ¢eprav tega ne bomo posebej zapisovali.

Aksiomi za seStevanje:
(A1) Komutativnost sestevanja: ¥Ya,b € S, a+b=>b+ a.
(A2) Asociativnost sestevanja: ¥ a,b,c € S, (a+b)+c=a+ (b+¢).

(A3) Obstoj nevtralnega elementa (enote) za sestevanje: 30 € S,Va € S, a+0=0+a =
a. Takemu stevilu 0 pravimo enota za sesStevanje.

(A4) Obstoj inverznih elementov za sestevanje: Ya € S,3b€ S, a+b=>b+a = 0.
Takemu stevilu b pravimo nasprotno Stevilo za stevilo a in ga oznac¢imo z —a.

Zaradi ustreznosti aksiomov (A3) in (A4) se moramo najprej prepricati, da je enota
za seStevanje ena sama in da za dano Stevilo obstaja natanko eno nasprotno stevilo.

Trditev 1.22 Obstaja samo ena enota za sestevanje.

Dokaz. Recimo, da sta 0 in 0/ enoti za seStevanje. Potem velja 0 +0=0"in 0+ 0’ = 0,
zato po aksiomu (Al) dobimo 0/ = 0’4+ 0 = 0+ 0’ = 0. To dokazuje, da je enota ena
sama. OJ

Trditev 1.23 Za dano stevilo a € S obstaja eno samo nasprotno stevilo.

Dokaz. Denimo, da sta b,c € S nasprotni Stevili za a. To pomeni, da velja a +b = 0 in
a+ ¢ = 0. Potem iz aksiomov (A3), (A2) in (A1) sledi

b=b+0=b+(a+c)=(b+a)+c=(a+b)+c=0+c=c+0=c,
zato obstaja eno samo nasprotno stevilo za a. [
Trditev 1.24 Velja —0 = 0.

Dokaz. Opazimo, da iz (A3), (A1) in (A4) sledi —0 = (—-0)+0=0+ (—0) = 0. O



Trditev 1.25 (pravilo krajSanja) Denimo, da za a,b,c € S velja a+c = b+ c. Potem
jea=mb.

Dokaz. Ker je a+c = b+c, velja tudi (a+c¢)+ (—¢) = (b+c¢)+(—¢), od koder z uporabo
(A2) dobimo a+ (¢+ (—c)) = b+ (¢+ (—c)). To pomeni a+0 = b+0 in zato jea =b. O

Trditev 1.26 Za vsak a € S je —(—a) = a.

Dokaz. Po definiciji nasprotnega stevila je (—a) + (—(—a)) = (—(—a)) + (—a) = 0. Po
drugi strani je a + (—a) = 0, zato velja (—(—a)) + (—a) = a+ (—a). Po pravilu krajsanja
sledi —(—a) = a. O

Trditev 1.27 Za poljubna a,b € S obstaja natanko en x € S, da velja a + x = b.

Dokaz. Ce je a+x = b, velja tudi (—a)+ (a+2z) = (—a)+b in poslediéno ((—a)+a)+z =
(—a) + b, zato dobimo 0 + z = (—a) + b oziroma x = b+ (—a). To pomeni, da je z,
¢e obstaja, enolicno dolocen. Seveda zlahka preverimo tudi, da za © = b+ (—a) velja
atz=a+ (b+(—a))=a+ ((—a)+b)=(a+(—a))+b=0+b=b. O

Aksiomi za mnozenje:
(Ab) Komutativnost mnoZenja: Ya,b € S, a-b="b-a.
(A6) Asociativnost mnozenja: Y a,b,c € S, (a-b)-c=a-(b-c).

(A7) Obstoj nevtralnega elementa (enote) za mnozenje: 31 € S,Va € S, a-1=1-a=a.
Takemu stevilu 1 pravimo enota za mnoZenje.

(A8) Obstoj inverznih elementov za mnoZenje: Ya € S\ {0},3be€ S;a-b=0>b-a =1
Takemu stevilu b pravimo obratno Stewvilo ali reciproéno stevilo za Stevilo a in
ga oznac¢imo kot @' ali tudi kot %

Aksioma, ki povezujeta sestevanje in mnozenje:
(A9) 1in O sta razlicni stevili, torej 1 # 0.

(A10) Distributivnost: YV a,b,c € S, a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Opomba 1.28 Zaradi komutativnosti mnozenja velja seveda tudi ¥ a,b,c € S, (a+b)-c =
a-c+b-c.

Ponovno se zaradi ustreznosti aksiomov (A7) in (A8) najprej prepricajmo, da je enota
za mnozenje ena sama in da za dano nenicelno stevilo obstaja samo eno obratno stevilo.

Trditev 1.29 Obstaja samo ena enota za mnoZenje.

Dokaz. Recimo, da sta 1 in 1’ enoti za mnozenje. Potem velja 1’-1=1"in1-1" =
zatosledi I’ =1-1=1-1=1. O

Trditev 1.30 Za dano stevilo a € S\ {0} obstaja natanko eno obratno stevilo.
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Dokaz. Recimo, da sta b,c € S obratni Stevili za a. To pomeni, da velja a-b = 1 in
a-c=1. Potem je

b=b-1=b-(a-¢c)=(b-a)-c=(a-b)-c=1-c=c-1=c¢,
zato je dokaz koncan. O
Trditev 1.31 Velja 17! = 1.
Dokaz. Sevedaje 1™t =1"1t.1=1-1"1 =1. O
Podobno kot pri seStevanju lahko dokazemo tudi naslednji trditvi.

Trditev 1.32 (pravilo krajSanja za mnozenje) Denimo, da za a,b,c € S, pri éemer
jec#0, veljaa-c=1b-c. Potem jea=D0.

Trditev 1.33 Za poljubna a,b € S, kjer je a # 0, obstaja natanko en x € S, da velja
a-x=>.

Trditev 1.34 Za poljuben a € S je a -0 = 0.

Dokaz. Zaradi aksimov (A3) in (A10) veljaa-0=a-(0+0) =a-0+a-0. Po drugi
strani je seveda a-0+0 = a-0, zato dobimo a-0+a-0 = a-040 in po pravilu krajsanja
sledi a -0 = 0. 0
Trditev 1.35 Naj bosta a,b € S. Potem je a-b = 0 natanko tedaj, ko je a =0 ali b = 0.

Dokaz. Ce je a =0 ali b = 0, potem je a - b = 0 zaradi trditve m

Predpostavimo sedaj, da velja a - b = 0. Recimo, da je a # 0 in b # 0. Potem po
trditvi[1.34 velja !+ (a-b) = a~!-0 = 0, od koder dobimo (a~* - a)-b = 0 oziroma b = 0.
To je seveda protislovje, kar dokazuje, da mora biti a = 0 ali b = 0. |

Trditev 1.36 Za vsak a € S\ {0} je a™ # 0 in velja (a™") ' = a.

Dokaz. Najboa €S, a+#0. Kerjea-a ! =1in1# 0, z uporabo trditve dobimo

a! # 0. Po definiciji obratnega stevila je (ofl)_l ca~l =1, pravtakojea-a !t =1. Iz
tega sledi, da velja (a™) ' -a™! = a - a~!. Poslediéno po pravilu krajsanja za mnozenje
dobimo (™)' = a. O

Trditev 1.37 Za poljubna a,b € S velja:
(1) a-(=b) = —(a-b),
(2) (—a)-b=—(a-b),
(3) (—a)-(=b)=a-b.

Dokaz.
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(1) Seveda je0=a-0=a-(b+ (=b)) =a-b+a-(—b). Od tod vidimo, da je a - (—b)
nasprotno Stevilo za a - b. Ker je tudi —(a - b) nasprotno stevilo za a - b, po trditvi

dobimo —(a - b) = a - (=b).
(2) Podobno kot pri tocki (1).

(3) Velja (—a)-(—=b) = —((—a)-b) = —(—(a-b)) = a-b, pri c¢emer smo uporabili prejsnji
tocki in trditev [.26] O

Aksiomi za relacijo <:

(A11) Antisimetricnost: Va,b € S, (a <b)A(b<a) = a=0D.
(A12) Tranzitivnost: Ya,b,c € S, (a <b)AN(b<¢) = a<c.
(A13) Sovisnost: Ya,be€ S, (a <b)V (b<a).

Aksiomi (A11), (A12) in (A13) nam povedo, da je (S, <) linearno urejena mnozica.
Aksioma usklajenosti relacije < z operacijama seStevanja in mnozenja:
(A14) Ya,b,ce S, a<b = a+c<b+ec
(A15) VYa,b,ce S, (a>0)A(b>0) = a-b>0.

Trditev 1.38 Naj bodo a,b,c € S. Resnicne so naslednje trditve:
(1) Ceje a <0, potem je —a > 0.
(2) Cejea<0inb<0, potem jea-b>0.
(3) Ce je a <b, potem je —a > —b.
(4) Cejea<binc<d, potemjea+c<b+d.
Dokaz.
(1) Ker je a <0, po aksiomu (Al4) velja a 4+ (—a) < 0+ (—a), od koder sledi 0 < —a.

(2) Ker je a <0in b <0, zaradi tocke (1) sledi —a > 0 in —b > 0. Po aksiomu (A15)
je zato (—a) - (—b) > 0. Iz enakosti (—a) - (—b) = a - b dobimo a - b > 0.

(3) Ker je a <b, iz aksioma (A14) dobimo
a+((=a) +(=b) < b+ ((=a) + (-0)),
od koder izpeljemo —b < —a.

(4) Po aksiomu (A14) veljaa+c¢ <b+cin b+ c < b+ d, zato iz aksioma (A12) sledi
a+c<b+d. O

Definicija 1.39 Stevilo a € S je pozitivno, ée velja a > 0. Stevilo a € S je negativno,
ce velja a < 0.
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Trditev 1.40 Stevilo 1 je pozitivno Stevilo.

Dokaz. Seveda zaradi aksioma (A9) velja 1 # 0, zato iz aksioma (A13) sledi 1 > 0 ali
1 < 0. Recimo, da je 1 < 0. Potem je tudi 1 < 0 in po prejsnji trditvi sledi —1 > 0.
Zaradi aksioma (A15) velja (—1) - (—1) > 0, ker pa je (—1)-(=1) = 1-1 = 1, dobimo
1 > 0. To je v protislovju s predpostavko 1 < 0, zato smo s tem pokazali, da mora biti
1 > 0. Posledicno je 1 pozitivno stevilo. [

Vpeljemo lahko tudi operaciji odstevanja in deljenja na naslednji nacin:
(1) Za a,b € S definiramo a — b = a + (—b).

(2) Zaa,be S, b#0, definiramoa:b=4¢=a-b"".

Opomba 1.41 Ponowvno poudarimo, da pri mnoZenju namesto a - b pogosto pisemo kar
ab. Prav tako za poljuben a € S uporabljamo oznake a®> = a-a, a®> = a-a-a itn. Induktivno
lahko definiramo potenco a", kjer je n € N (za podrobnejso ponovitev in vec informacij

glejte razdelek .
Zgled 1.42 Naj bosta a,b € S. Za vajo preverite, da veljajo se naslednje trditve:
(1) v¥* —a* = (b+a)- (b—a),
(2) a<b < 0<b—a,
(3) éejea>0inb>0, potem velja: a <b < a® < b2,
(4) ¢e jea>01inb>0, potem jea-b>0.

Definicija 1.43 Komutativen obseg ali polje (S,+,-) je neprazna mnozica S sku-
paj z operacijama sestevanja in mnozZenja, tako da veljajo aksiomi (A1)-(A10). Urejen
komutativen obseg ali urejeno polje (S,+,-, <) je neprazna mnoZica S skupaj z ope-
racijama sestevangja in mnozZenja ter relacijo <, tako da veljajo aksiomi (A1)-(A15).

Zgled 1.44 Urejeno polje je na primer (Q,+,-, <), kjer sta + in - obicajni operaciji
sestevanja in mnozZenja ter < standardna ureditev.

V tem razdelku smo zapisali ve¢ trditev, ki nakazujejo, da lahko samo iz aksiomov
izpeljemo obic¢ajna racunska pravila. V nadaljevanju skripte bomo zato uporabljali vsa
taksna splosno znana pravila, ki jih poznamo ze iz srednje Sole.

1.5 Supremum in infimum

Definicija 1.45 Predpostavimo, da je (S, <) linearno urejena mnoZica in da je A C S
neprazna podmnoZica.

(1) Pravimo, da je M € S zgornja meja mnoZice A, ée za vse a € A velja a < M.
MnoZica A je navzgor omejena, ce ima kaksno zgornjo mejo.

13



(2) Pravimo, da je m € S spodnja meja mnoZice A, ¢e za vse a € A velja a > m.
MnoZica A je navzdol omejena, ce ima kaksno spodnjo mejo.

(3) MnoZica A je omejena, ce je navzdol omejena in navzgor omejena.

Zgled 1.46 Mnozica A={x € Q | 0 <z < 1} C Q je omejena. Njena zgornja meja
je na primer Stevilo 1 € Q. Opazimo pa, da je tudi stevilo 2 zgornja meja mnoZice A.
Dejansko tma mnoZica A neskonéno mnogo zgornjih mej.

Definicija 1.47 Predpostavimo, da je (S, <) linearno urejena mnoZica in da je A C S
neprazna podmnoZica. Pravimo, da je M € S supremum (ali natanéna zgornja meja
ali nagmangia zgornja meja) mnozice A, ce velja:

(1) Va€ A, a <M (torej M je zgornja meja za A) in
(2)VeceS, c<M = (Ja€ A, a>c).
V tem primeru pisemo M = sup A.

Tocka (2) v zgornji definiciji nam pove, da za poljuben ¢ < M element ¢ ve¢ ni zgornja
meja mnozice A, saj obstaja a € A, za katerega je a > ¢ (glejte sliko [1.5)).

A

V4 | | AN|
N

Slika 1.5: Mnozica A in elementi ¢, a, M.

Definicija 1.48 Predpostavimo, da je (S, <) linearno urejena mnozica in da je A C S
neprazna podmnoZica. Pravimo, da je m € S infimum (ali natanéna spodnja meja
ali najveéja spodnja meja) mnozice A, ée velja:

(1) Va € A, a>m (torej m je spodnja meja za A) in
(2)VeceS, c>m = (Jac A a<c).
V tem primeru pisemo m = inf A.

Tocka (2) v zgornji definiciji nam pove, da za poljuben ¢ > m element ¢ ve¢ ni spodnja
meja mnozice A, saj obstaja a € A, za katerega je a < c.

Definicija 1.49 Predpostavimo, da je (S, <) linearno urejena mnozica in da je A C S
neprazna podmnozica. Ce je M zgornja meja mnozice A in ce velja M € A, potem je
M maksimum (ali najveéji element) mnozice A, kar pisemo kot M = max A. Ce je
m spodnja meja mnoZice A in ce velja m € A, potem je m minimum (ali najmanjsi
element) mnoZice A, kar pisemo kot m = min A.

Opomba 1.50 (1) Ce je M = max A, potem je seveda tudi M = sup A. Podobno, ce
je m =min A, potem je m = inf A.
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(2) Ceje M =sup A in M € A, potem je seveda M = max A. Podobno, ée je m = inf A
inm € A, potem je m = min A.

Zgled 1.51 Naj bo
1
A= {2—5 ‘ neN} C Q.

Pokazimo, da je sup A = 2. Takoj vidimo, da za vse a € A velja a < 2.

Naj bo sedaj ¢ € Q poljubno Stevilo, tako da je ¢ < 2. Naj bo se n poljubno naravno
Stevilo, za katerega velja n > QL_C Potem je a = 2 — % € A in hitro lahko preverimo, da
velja a > c. S tem smo pokazali enakost sup A = 2. Opazimo tudi, da max A ne obstaja,
saj 2 ¢ A. Po drugi strani je o¢itno min A = inf A = 1.

Zgled 1.52 Oglejmo si pomemben primer, ki ga najdemo tudi recimo v virih [10, [20)].
Naj bo
A={zecQ | (z>0) A (2*<2)} CQ.

Seveda je mnozZica A neprazna (ocitno je 1 € A) in navzgor omejena na primer z 2, saj
za vsak x € A velja
2 <2 < 4,

od koder sledi x < 2. Dokazimo, da mnozZica A nima supremuma v Q. Pa recimo, da je
M =sup A € Q. Potem seveda mora veljati M > 0.
Najprej se vprasajmo, ali je lahko M? < 2. Ce slednje velja, naj bo
_2M—|—2_M(M+2)—M2+2_ 2 — M?

— =M > M
M+ 2 M+ 2 JrM+2

Opazimo pa, da je

_AMPA8M 44 2(M +2)°  2(M* -2)

2_9_ = 0 2 <2
‘ (M+22  (M+2?  (M+2z 0 “T

To pomeni, da je a € A in a > M, zato M ne more biti supremum mnoZice A, kar je v
protislovju s predpostavko. S tem smo torej dokazali, da je M? > 2.

Nazadnje se vprasajmo Se, ali je lahko M? > 2. 'V tem primeru naj bo
M? +2 M? —2
2M 2M

b < M.

Opazimo, da je

MY+ AM? +4  SM? (M2 —2)? )

b2 — 2

Ker je b* > 2, je b zgornja meja za mnoZico A, pri éemer pa je b < M. To je v protislovju
s predpostavko, da je M supremum mnoZice A.

S tem smo pokazali, da velja M? = 2. Vendar pa iz trdz'tfue sledi, da v tem primeru
M ne more biti racionalno stevilo, kar je spet v protislovju s predpostavko. To dokazuje,
da mnozica A nima supremuma v mnoZict Q.
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1.6 Dedekindov aksiom in realna Stevila

V tem razdelku v glavnem sledimo pristopu iz virov [10] 14, 20]. Naj bo (S, <) linearno
urejena mnozica. Zapisimo Se en aksiom, ki ga imenujemo Dedekindov aksiom:

(A16) Vsaka neprazna in navzgor omejena podmnozica A C S ima natancno zgornjo
mejo (supremum) v mnozici S.

Iz zgleda v prejsnjem razdelku sledi, da racionalna Stevila ne zadoscajo Dedekindo-
vemu aksiomu.

Definicija 1.53 Urejeno polje realnih Stevil je neprazna mnozica S = R skupaj z
operacijama seStevanja in mnoZenja ter binarno relacijo <, tako da veljajo aksiomi (Al)-

(A15) in Se Dedekindov aksiom (A16).

Da taksno urejeno polje (R, +, -, <), ki zadosca vsem zapisanim aksiomom, zares ob-
staja, bomo utemeljili v razdelku [I.10] v katerem se bomo ukvarjali s konstrukcijo realnih
Stevil.

Zaenkrat torej zgolj predpostavimo, da obstaja urejeno polje realnih stevil (R, +, -, <).
Najprej razmislimo, kako znotraj mnozice R dobimo mnozice N, Z in Q oziroma kako te
mnozice vlozimo v R. Po aksiomu (A7) v mnozici R obstaja enota za mnozenje, ki smo
jo oznacili z 1. Posledi¢no je tudi 1+1 € Rin 1+ 1 > 1 (¢e bi namrec veljalo 1 +1 < 1,
bi dobili tudi 1 < 0, kar je protislovje). Oznac¢imo 2 = 1+ 1. Seveda je tudi 2+ 1 € R
in 241 > 2, zato oznac¢imo 3 = 2 4+ 1. Na ta nacin lahko znotraj mnozice R dobimo
predstavnike vseh naravnih stevil, podobno pa pridemo tudi do predstavnikov celih stevil.
Prav tako za poljubna a € Z in b € N ulomek ¢ € Q identificiramo z realnim stevilom
a-b~!, tako da lahko tudi mnozico Q obravnavamo kot podmnozico R. Seveda bi bilo treba
Se preveriti, da seStevanje in mnozenje naravnih, celih ali racionalnih stevil sovpadata z
ustreznima operacijama na predstavnikih teh Stevil v mnozici R.

Zapisimo nekaj pomembnih posledic Dedekindovega aksioma.

Trditev 1.54 Vsaka neprazna in navzdol omejena podmmnozica realnih stevil ima na-
tancno spodnjo mejo (infimum).

Dokaz. Naj bo A neprazna in navzdol omejena podmnozica realnih §tevil. Definiramo
—A={-a|a€ A}

Zlahka preverimo, da je mnozica —A navzgor omejena, zato ima po Dedekindovem aksi-
omu supremum M = sup(—A). Prav tako lahko enostavno pokazemo, da potem velja

infA=-M. O
Trditev 1.55 MnoZica celih stevil Z C R ni navzgor omejena in ni navzdol omejena.

Dokaz. Pa recimo, da je Z navzgor omejena. Potem ima natancéno zgornjo mejo M. To
pomeni, da M — 1 ve¢ ni zgornja meja, zato obstaja tak n € Z, da je n > M — 1 oziroma
n+1 > M. Ker pa je n + 1 spet celo stevilo, ki je vecje od M, dobimo protislovje.
To dokazuje, da mnozica Z ni navzgor omejena. Podobno pokazemo, da mnozica Z ni
navzdol omejena. O
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Trditev 1.56 Za vsak a € R obstajata mi,ms € Z, da je my < a < ms.

Dokaz. Najbo a € R poljuben. Dokazimo najprej, da obstaja my € Z, tako da je a < ms.
Ce zeleni sklep ni resni¢en, potem za vse ms € Z velja my < a. To bi pomenilo, da je
mnozica Z navzgor omejena, kar je v protislovju s prejsnjo trditvijo. Podobno pokazemo
tudi, da obstaja m; € Z, tako da je m; < a. O

Trditev 1.57 (Arhimedov aksiom) Naj bosta a,b € R poljubni pozitivni realni stevili.
Potem obstaja tak n € N, da je na > b.

Dokaz. Po prejsnji trditvi obstaja tak n € Z, da je n > g, zato sledi na > b. Seveda je
tudi n € N. OJ

Trditev 1.58 Naj bo a > 0. Potem obstaja tak n € N, da je % < a.

Dokaz. Uporabimo prejsnjo trditev za b = 1. [

1.7 Intervali

Pomembne podmnozice realnih stevil so entervali. Naj bosta a,b € R, tako da je a < b.
Poznamo naslednje tipe intervalov:

(1) odprti interval: (a,b) ={z € R | a <z < b},
(2) zaprti interval: [a,b] = {r € R | a < x < b},

(3) polodprta (oziroma polzaprta) intervala:
[a,b) ={zx €R |a <z <b}; (a,b] ={z €R | a <z < b},

(4) meomejena odprta intervala (odprta poltraka):
(a,00) ={z €R |z >a}; (—o0,a) ={z €R |z <a},

(5) meomejena zaprta intervala (zaprta poltraka):
[0,00) = {z €R | 2> a}; (—c0,a] = {z €R |z < a},

(6) (—o0,00) =R.

Opomba 1.59 Ce je a = b, potem je (a,b) = [a,b) = (a,b] = 0. Po drugi strani je v tem
primeru [a,b] = {a}, kar imenujemo tudi izrojen zaprti interval.

Naj bo sedaj a < b. Pravimo, da je a levo krajiiée intervalov (a,b), [a,b], [a,b), (a,b],
(a,00) in [a,00). Podobno je b desno krajiscée intervalov (a,b), la,b], [a,b), (a,b],
(—00,b) in (—oo,b.

Pogosto uporabljamo Se naslednje oznake:
(1) pozitivna realna stevila: R = (0, 0o),
(2) negativna realna stevila: R™ = (—o0,0),
(3) nenegativna realna stevila: Rj = [0, c0),
(4)

4) nepozitivna realna stevila: Ry = (—o0, 0].
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1.8 Decimalni zapis in Stevilska premica

V tem razdelku bomo spoznali decimalni zapis realnega stevila in pojasnili, kako zgradimo
stevilsko premico. V prvem delu vecinoma sledimo viroma [10, 20], v drugem delu pa
gradivu [15].

Vemo, da je na primer 234 = 2 - 10? + 3 - 10 + 4. Na podoben nacin bi Zeleli zapisati
tudi Stevila, ki niso cela.

Definicija 1.60 Naj bo v € R. Celi del stevila x, ki ga oznac¢imo kot [z], je najvecje
celo stevilo n, za katerega velja n < x.

Opazimo, da celi del stevila x obstaja, ker po trditvi [1.56 obstajata my, ms € Z, tako da
jem; < x < my.

Predpostavimo sedaj, da je x € R in z > 0. Naj bo n = [z]. To pomeni, da je
x € [n,n+1). Interval [n,n + 1) razdelimo na deset delov in poiséemo najvecje stevilo
ny € {0,1,2,...,9}, da je

+ <

n+— <ux.

10 —

Posledi¢no = pripada intervalu [n + 35, n+ "1131). Sedaj interval [n +5,n+ ”11—?;1) raz-
delimo na deset delov in dolo¢imo najvecje stevilo ny € {0,1,2,...,9}, da je

G S
n — —_— X
10 ' 102 =

To pomeni, da x pripada intervalu [n + %+ n+ g+ ”12551). S tem postopkom na-

daljujemo in dobimo neskon¢no zaporedje stevil n, ny, ng, ns, ...

Izrek 1.61 Naj bo x € R, z > 0. Potem je x = sup A, kjer je

n ny N2 n na ns
.A—{n,n+1—0,n+1—0+1—()2,n+ﬁ+1—02+1—m,...}.
Dokaz. Sledimo dokazu iz vira [10]. Ocitno je x zgornja meja za mnozico A, saj jen < x
in za vse © € N velja
Mo,

n—+ 10 +ee 0 =%
Izberimo poljuben u < x. Dokazati moramo, da u ve¢ ni zgornja meja za A. Pa recimo,
da u je zgornja meja za A. 1z tega sledi u > n, zato je n < u < x < n+ 1 in posledi¢no
xr —u < 1. Izberimo najmanjsi tak k£ € N | da bo

1 <

1_0k ST — U
To pomeni, da velja

[T T
Naj bo
n 2 Ng—1 N
=n+—+— €
a=n+totimt ot T A
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Ker stevilo 2 pripada intervalu [a,a + 35 ), mora biti 2 — a < 3¢ in zato a —x > — 5.

Poslediéno je a —u = (a — ) + (x — u) > —7x + 757 = 0. To pomeni a — u > 0 oziroma
a > u. S tem smo dokazali, da u ni zgornja meja za mnozico A, kar je v protislovju s
predpostavko. Sledi torej, da je x = sup A. O

Stevilo z > 0 obi¢ajno zapisemo tako:
T =n,ningns. ..
Ko bomo spoznali pojem vrste (in njene vsote), bomo videli, da velja

IR L
r=n+-—+-—=+—=+--.
10 102 10°

Stevilo 0 seveda zapisemo v obliki 0 = 0,000. .. Predpostavimo sedaj, da je = negativno
stevilo, torej x < 0. Sledi —x > 0, zato velja —x = n,ninsns. .. Potem pisemo

r = —Nn,ninaoNns. ..
Poljuben zapis n,ninans. .., kjer je n € Z in n; € {0,1,...,9} za vsak i € N, imenujemo
(neskonéni) decimalni zapis. Pri tem stevilom nj,ng, ns,... pravimo Stevke. Ce

obstaja tak £ € N, da za vse i« > k + 1 velja n; = 0, obicajno uporabimo konénz
decimalni zapis, ki je videti tako:

r=nmny...Nng.
Na primer x = 2,368000... = 2,368 = 2 + % + % + %.

Zgled 1.62 Oglejmo si, kako dobimo celi del stevila x iz njegovega decimalnega zapisa. Ce
je x > 0, potem samo odrezemo decimalke (torej Stevke za decimalno vejico). Na primer
[2,368] = 2. Ce pa je x < 0, moramo biti previdnejsi, saj velja na primer [—2,34] = —3.

Naj bo ponovno = = n,ninsns. .. € R. Stevila

Top = N,

r, = n,ni,

T2 = N,NiNg,
I3 = n,nin2ng,

imenujemo decimalni pribliZk: stevila z.

Ce vsaki tocki premice priredimo neko realno stevilo, dobimo tako imenovano stevilsko
premico. Oglejmo si podrobneje, kako lahko to naredimo (kot smo ze omenili, pri tem
v glavnem sledimo gradivu [I5]). Vzemimo evklidsko premico p, ki je dolocena z aksi-
omi evklidske geometrije (za ve¢ informacij glejte na primer knjigo [16]). Naj tej premici
si izberimo dve razliéni tocki (ozna¢imo ju z O in E), ki jima priredimo stevili 0 in 1.
Nato dobljeno daljico nanasamo desno in levo na premico p. Na ta nacin lahko dobljenim
tockam priredimo vsa cela Stevila, glejte sliko [1.6]
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Slika 1.6: Premica p, na kateri smo nekaterim tockam priredili cela Stevila.

Vsako izmed daljic iz prejsnjega koraka razdelimo na 10 skladnih delov in tem tockam
priredimo konéna decimalna stevila tako, kot kaze slika [1.7]

& | ! ! ! ! ! ! ! ! ! |
< i T T T T T T T T T 1

0 LI 12 13 14 15 16 L7 18 19 99 P

Slika 1.7: Interval od 1,0 do 2,0 na premici p.

Sedaj postopek deljenja na po 10 skladnih delov ponovimo z vsako daljico, dobljeno
v prejsnjem koraku; glejte sliko

Slika 1.8: Interval od 1,60 do 1,70 na premici p.

Postopek se naprej ponavljamo, tako da vsako daljico iz predhodnega koraka razdelimo
na 10 delov in dobljenim tockam priredimo konéna decimalna Stevila. Na ta nacin smo
vsem tockam, ki smo jih dobili v nekem koraku, priredili kon¢na decimalna Stevila.

Kaj pa priredimo preostalim toékam na premici p? Ce tocka T' € p v nobenem koraku
ni delitvena, potem v vsakem koraku lezi strogo med dvema zaporednima delitvenima
tockama. V tem primeru dobimo tako imenovano zaporedje vlozenih daljic, torej AgBy 2
A1B; D AsBy DO ---. Za vsak k € Ny naj bosta ay in by Stevili, ki ju priredimo tockama
A in Bg. Recimo, da je ag = n, a; = n,ny, as = n,niny itn. Potem je by = ag + 1,
by = a; + %, by = as + # itn. Zaradi Cantorjevega aksioma iz geometrije premice
[16] sledi, da obstaja natanko ena tocka, ki lezi v vseh dobljenih daljicah — to je seveda
tocka T' (dejansko potrebujemo Se Arhimedov aksiom iz geometrije premice, ki nam pove,
da z deljenjem daljic na 10 skladnih delov postajajo dobljene daljice poljubno majhne).
Enoliéno doloceni tocki 1" tako priredimo stevilo n,ninong. ..

Naredimo lahko tudi obratno, torej za vsak decimalni zapis poiS¢emo tocko na premici,
ki ustreza temu zapisu. Natanc¢neje, ¢e imamo podan nek zapis n,ninsns. . ., kjer jen € Ny
inn; € {0,1,...,9} za vse i € N, obravnavamo decimalne priblizke ag = n, a; = n,nq,
as = n,niny itn. Za vsak k € N definiramo Se b, = a; + #. Na ta naé¢in dobimo
zaporedje vlozenih daljic oziroma intervalov [ag, bg], kjer je k& € Ny. Vemo, da obstaja
natanko ena tocka na premici, ki lezi na vseh teh daljicah (to je seveda tocka, ki ustreza
podanemu decimalnemu zapisu). Podoben razmislek lahko naredimo tudi v primeru, ko
je n negativno celo Stevilo. S tem smo nakazali, da obstaja bijektivna preslikava med
realnimi Stevili in tockami na premici, ve¢ podrobnosti pa lahko najdete v knjigi [16].

Razmislimo Se, kateri tocki na premici ustreza decimalni zapis 0,999. .. Glede na zgor-
nji razmislek takoj opazimo, da se iskana tocka oziroma Stevilo nahaja na daljici od 0 do
1, na daljici od 0,9 do 1,0, na daljici med 0,99 in 1,00 itn. Seveda je edina tocka, ki lezi
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na vseh dobljenih daljicah, tista, ki ustreza Stevilu 1. To pomeni, da je
1 =1,000...=0,999...

Stevilo 1 ima torej dva razlicna neskonéna decimalna zapisa, podobno pa velja za vse
delitvene tocke na Stevilski premici. Zgornjo enakost lahko pokazemo tudi s pomocjo
geometrijske vrste (glejte trditev [2.92)), saj je

9 9 9 =

0999 =04 — 4 > 4 " 4 ...— _
’ +10+102+103+ 1L

Razmisljamo lahko Se tako: ¢e je x = 0,999..., potem je 10z = 9,999... in zato je
9z = 10z — x = 9, kar implicira x = 1.

1.9 Racionalna in iracionalna stevila

Definicija 1.63 MnozZica U C R je gosta v R, ¢e za vsaka a,b € R, za katera je a < b,
obstaja uw € U, da velja a < u < b.

Trditev 1.64 MnoZica racionalnih stevil je gosta v R.

Dokaz. Dokazujemo tako kot v virih [10, 20]. Naj bosta a,b € R, tako da velja a < b, in
naj box = “TH’ Potem je a < x < b. Naj bodo zg, x1, 2, . . . zaporedni decimalni priblizki
stevila x in naj bo

A = {xg, 1, 29, x3,...}.

Izrek nam pove, da je x = sup.A. Ker je a < x, obstaja tak z;, € A, da velja x; > a.
Oznac¢imo u = x,. Potem je u € Q racionalno Stevilo, za katerega je a < u < b. 0

Opomba 1.65 Zgornja trditev nam dejansko pove, da vsak interval (a,b), kjer je a < b,
vsebuje neskoncno mnogo racionalnih stevil.

Periodiént decimalni zapis je tak decimalni zapis, v katerem se od nekega mesta
naprej v neskonénost ponavlja dolo¢eno zaporedje stevk. To obicajno zapiSemo tako, da
naredimo ¢rto nad zaporedjem stevk, ki se ponavlja (seveda je periodi¢ni zapis tudi vsak
koné¢ni decimalni zapis, saj se ponavlja Stevka 0). Na primer

= 0,3333...=0,3,

B~ LWl

= 0,25 = 0,25000... = 0,250.

Preverimo lahko, da je Stevilo z € R racionalno stevilo natanko tedaj, ko ima x
periodicni decimalni zapis [I5, 19]. Recimo, da je ¢ = ¢ pozitivno racionalno stevilo, tako
da sta a,b € N. Ko delimo a z b, so mozni ostanki samo iz mnozice {0,1,...,b—1}. Ker
je ostankov kon¢no mnogo, se morajo zaceti ponavljati, zato dobimo periodi¢ni decimalni
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zapis. Pokazimo to na primeru x = 2—18. Ko pisno delimo stevilo 1 s stevilom 28, dobimo
naslednje racune:

1 = 28-0+1,
10 = 28-0+ 10,
100 = 28-3+ 16,
160 = 28-54 20,
200 = 28-7+4,
40 = 28-1+12,
120 = 28-448,
80 = 28-2+ 24,
240 = 28-8+ 16,

Opazimo torej, da se je v tem primeru ponovil ostanek 16, ki se je pojavil ze v tretji
vrstici. Od tod sklepamo, da je x = % = 0,03571428.

Pokazati je mogoce tudi obratno: ¢e lahko Stevilo x zapiSemo s periodi¢nim decimalnim
zapisom, potem je x € Q. Ponovno naredimo to kar na zgledu, saj taksen postopek deluje
tudi v splognem. Na primer, ¢e je v = 1,1423, je 10z = 11,423 in 10000z = 11423,423.
Tako dobimo 9990z = 11412, zato je

11412
xr= cQ.

9990
Po drugi strani seveda obstajajo tudi realna Stevila, ki niso racionalna. Imenujemo jih
iractonalna Stevila. Taksna Stevila imajo neskonéni decimalni zapis, ki ni periodicen.
Mnozico iracionalnih $tevil oznac¢imo kot R\ Q. Iracionalno stevilo je na primer stevilo
M = sup A, kjer je
A={ze€Q|(z>0) A (z*<2)} CQ.

Zaradi Dedekindovega aksioma to Stevilo obstaja, vendar pa smo v zgledu pokazali,

da M ni racionalno stevilo. Ker velja M? = 2, to tevilo oznac¢imo kot M = /2.
[racionalna stevila se pojavijo naravno pri merjenju dolzin: ¢e na primer nariSemo

kvadrat s stranico a = 1, bo za njegovo diagonalo d po Pitagorovem izreku veljalo d? =

12 412 = 2, zato je d = /2 (glejte sliko .

©

a=1

Slika 1.9: Kvadrat s stranico a = 1 in diagonalo d = V2.

Trditev 1.66 MnoZica iracionalnih stevil je gosta v R.
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Dokaz. Naj bosta a,b € R, tako da je a < b. Potem je tudi a++/2 < b+ /2, zato obstaja
geQ, dajea+v2<qg<b+ 2, od koder sledi a < ¢ — /2 < b. Zlahka preverimo, da
je ¢ — V2 € R\ Q, zato je dokaz koncan. O

1.10 Konstrukcija realnih stevil

V razdelku smo vpeljali realna stevila s pomocjo aksiomov, vendar pa nismo pokazali,
da sploh obstaja kaksna mnozica (z ustreznima operacijama in relacijo <), ki zadosca
vsem naStetim aksiomom. Obstaja ve¢ razliénih pristopov za konstrukcijo realnih Stevil,
mi pa se bomo v tem razdelku seznanili z dvema. Na podlagi tega ugotovimo, da iz
predpostavke o obstoju naravnih stevil (Peanovi aksiomi) sledi tudi obstoj realnih stevil.
Izkaze se, da obstaja samo en sistem realnih stevil: namrec, poljubna urejena komutativna
obsega, ki izpolnjujeta tudi aksiom (A16), sta izomorfna (za ve¢ informacij glejte knjigo
114)).

1.10.1 Realna stevila kot neskon¢na decimalna Stevila

Mnozico realnih stevil lahko definiramo kot mnozico vseh neskonénih decimalnih stevil, pri
¢emer pod neskonéno decimalno Stevilo razumemo vsak neskonéni decimalni zapis
(¢eprav smo decimalni zapis realnega Stevila izpeljali iz aksiomov, je lahko to tudi nacin
za konstrukcijo realnih stevil). To pomeni, da je

R ={nnnons... |n€Z inn; € {0,1,...,9} za vsak i € N},

pri ¢emer je treba upostevati, da lahko nekatera realna stevila zapiSemo na dva nacina
kot neskon¢éno decimalno stevilo. Natancneje, vsako neskoncno decimalno stevilo, ki ima
same Stevke 9 od nekega mesta naprej, predstavlja realno Stevilo, ki ga lahko zapisemo
tudi kot neskoncno decimalno stevilo, ki ima same stevke 0 od nekega mesta napre;j.
Taksna neskonc¢na decimalna Stevila med seboj identificiramo, na primer

0,999... =1,000...
in
28,26999. .. = 28,27000. . .
Zato bi lahko mnozico R definirali tudi kot mnozico vseh neskon¢nih decimalnih stevil, ki
nimajo samih stevk 9 od nekega mesta naprej. Opomnimo Se, da v tem razdelku sledimo
pristopu iz vira [15], ve¢ podrobnosti pa lahko najdemo v ¢lanku [9].

Sedaj se vprasajmo, kako definiramo sestevanje za neskoncna decimalna sStevila. Naj
bosta x in y dve neskoncni decimalni stevili:

Tr = a,ajaqas...,
Yy = b,blbgbg. ..
Vpeljimo decimalne priblizke, ki so seveda vsi racionalna Stevila:
To = a,
rr = a,as,
T2 = G,a102,
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Podobno definiramo decimalne priblizke yg, y1, y2 itn. Opazimo, da za vse n € Ny velja:

An+1 + bny1

Tpt1l + Ynp1 = Tp + Yn + 1on+1

Seveda je ani1 + by € {0,1,...,18}. Sledi:

(1) Ce je ani1 + bny1 € {0,1,...,8}, je any1 + buy1 zadnja Stevka stevila z,11 + Y1,
stevke na predhodnih decimalnih mestih pa se v naslednjih korakih ve¢ ne spreme-
nijo.

(2) Ceje anp1 +bpir = 9, je 9 zadnja Stevka stevila 2,41 + yns1. Stevke na predhodnih
decimalnih mestih se v tem koraku ne spremenijo, lahko pa se spremenijo v katerem
od kasnejsih korakov. Ampak ko se enkrat spremenijo, se za tem ve¢ ne spremenijo.

(3) Ce je api1 + buyr € {10,11,...,18}, je any1 + b1 — 10 zadnja Stevka stevila
Tpt1 + Yny1. Stevke na predhodnih decimalnih mestih se v tem koraku spremenijo,
ampak se v naslednjih korakih ve¢ ne spremenijo.

Iz zgornjega sklepanja sledi, da se Stevke za dovolj velike n na vsakem mestu ustalijo, zato
je mogoce definirati stevilo z 4y kot neskonéno decimalno stevilo. Oglejmo si dva zgleda.

Zgled 1.67 Naj bosta x = 17,6715653. .. in y = 21,3524362. .. Potem je

ro+yo = 38,

r1+y1 = 389,

To+ Y = 39,02,

T3+ Y3 39,023,

Ty +ys = 39,0239,
rs+ys = 39,02399,
e +vys = 39,024001,
rr+y; = 39,0240015,

Opazimo torej, da velja x +y = 39,024001. ..
Zgled 1.68 Naj bosta x = 17,2340593. .. in y = 21,5259406. .. Potem je

ro+yo = 38,

r1+y1 = 38,7,
To+ys = 38,75,
r3+ys = 38,759,
re+ys = 38,7599,
r5+ys = 38,75999,
e+ 1ys = 38,759999,
rr+yr; = 38,7599999,

Ce se tudi naprej pojavljajo samo Stevke 9, potem dobimo = +y = 38,76.
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Pri mnozenju postopamo podobno, je pa sprememba iz x,y,, V Z,+1yn+1 bolj zapletena.
Vseeno se izkaze, da se tudi tukaj stevke na vsakem mestu ustalijo (za dovolj velike n).

Lastnosti sestevanja in mnozenja izpeljemo iz lastnosti teh operacij na racionalnih
stevilih. Na primer, ker za vsak n € N velja x,, + v, = y, + x,, mora biti x +y =y + x.

Tudi relacijo < definiramo s pomocjo priblizkov. Najprej izberemo zapisa za x in vy,
ki nimata samih stevk 9 od nekega mesta naprej. Potem definiramo, da velja z < y
natanko tedaj, ko za vse n € N velja x,, < y,,. Preverjanje aksiomov bomo tukaj izpustili,
zainteresirani bralec pa lahko ve¢ informacij o takem pristopu najde na primer v ¢lanku

[9].

1.10.2 Realna stevila kot Dedekindovi rezi

Realna stevila si lahko predstavljamo tudi kot dolo¢ene podmnozice racionalnih stevil, ki
jih imenujemo Dedekindovi rezi. Na ta nacin je mozno iz racionalnih Stevil konstruirati
realna Stevila, omenjeni pristop pa je v matematicni literaturi pogosto uporabljen za
konstrukcijo realnih stevil; glejte na primer vire [6l [10] 13, 14, 17, [I8]. V tej skripti se
drzimo definicije iz virov [10, [I7, 18], pri dokazih pa si pomagamo tudi s knjigo [6].

Definicija 1.69 Podmnozica racionalnih stevii A C Q je Dedekindov rez, ce veljajo
naslednji trije pogoji:

(1) A0 in A4£Q,
(2) za vsak p € A in za vsak q € Q velja: ¢ <p = q € A,

(3) za vsak p € A obstaja q € A, tako da je p < q (torej A ne vsebuje najvecjega
elementa oziroma maksimuma,).

Dedekindov rez si predstavljamo tako, kot kaze slika [1.10| Pri tem se seveda moramo
zavedati, da mnozica A vsebuje le racionalna Stevila.

A

AN
7

N

Slika 1.10: Dedekindov rez A.

Hitro ugotovimo, da lahko namesto pogoja (2) preverjamo drug pogoj, ki ga ozna¢imo
z (2a).

Lema 1.70 Pogoj (2) v zgornji definiciji je ekvivalenten pogoju (2a): za vsak p € A in
za vsak y € Q\A velja p < y.

Dokaz. Recimo, da velja (2). Naj bosta p € Ain y € Q\A. Ce je y < p, potem po (2)
sledi y € A, kar je protislovje. Ker seveda y # p, sledi p < y.

Sedaj predpostavimo, da velja (2a). Naj bosta p € A in ¢ € Q, pri Gemer je ¢ < p. Ce
je ¢ € Q\A, potem velja p < ¢, kar je protislovje. Sledi torej ¢ € A. O

Mnozico realnih stevil v okviru te konstrukcije definiramo tako:

R ={A CQ | A je Dedekindov rez}.
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Zgled 1.71 Naj bo r € Q poljubno racionalno stevilo. Potem zlahka preverimo, da je
A ={zeQ |z<r}
Dedekindov rez, ki nam predstavlja realno stevilo r € Q.

Zgled 1.72 Kako bi z Dedekindovim rezom predstavili pozitivno realno stevilo, katerega
kvadrat je 2, torej stevilo /22 Naj bo

B={ze€Q |[z<0} U {z€Q |(z>0)A (2*<2)}.
Takoj vidimo, da tocki (1) in (2) iz definicije Dedekindovega reza veljata. DokaZimo $e,
da velja tocka (3): naj bo p € B in p > 0, kar pomeni p> < 2. Podobno kot v zgledu

02nacimo

2p+2 2 —p?
1 p+2 P p+2 b
Seveda je q € B, saj velja
2(p” —2)
2
—2=—<0.
! (p+2)?

Ce je po drugi strani p € B in p < 0, potem ocitno obstaja ¢ € B, da je p < q. To
pomeni, da je B Dedekindov rez, ki nam predstavlja stevilo /2.

V nadaljevanju razdelka si bomo ogledali, kako za Dedekindove reze definiramo ope-
raciji seStevanja in mnozenja ter relacijo <, prav tako bomo preverili nekatere izmed
aksiomov. Opomniti moramo, da ne bomo zapisali vseh definicij, prav tako ne bomo
preverjali vseh aksiomov. Ve¢ podrobnosti o takem pristopu lahko najdemo na primer v
knjigah [0l 13]. Za¢nimo z operacijo seStevanja.

Definicija 1.73 Naj bosta A in B poljubna Dedekindova reza. Vsota Dedekindovih
rezov je definirana kot

A+B={a+b|a€A, be B}.

Trditev 1.74 Naj bosta A in B poljubna Dedekindova reza. Potem je vsota A+ B spet
Dedekindov rez.

Dokaz. Preverimo vse tri tocke iz definicije.

(1) Izberimo poljubna a € Ain b € B. Potem je a +b € A+ B, zato je A+ B # ().
Naj bosta a’ € Q\A in ¥ € Q\B. Potem za vsak a € A in za vsak b € B po lemi
1.70|velja a < @’ in b < ¥/, kar implicira a+b < a’+b". To pomeni, da so vsi elementi
iz A + B strogo manjsi od @’ +bV'. Sledi o’ + 0 ¢ A+ B, zato A+ B # Q.

(2) Naj bosta p € A+ B in ¢ € Q, tako da velja ¢ < p. Potem je p = a + b za nek
a € Ain za nek b € B. Opazimo, da je b+ (¢ —p) € B, saj je ¢ —p < 0. Posledi¢no
dobimo

g=p+(g—p)=a+b+(g—p)=a+(b+(¢—p) € A+ B.
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(3) Naj bop € A+ B. Potem je p=a+b, pri cemer je a € Ain b € B. Ker sta A in
B Dedekindova reza, obstajata a; € A in by € B, da velja a; > a in by > b. Zato je

a;+b; >a+b.
Seveda velja tudi a; + b, € A+ B. O

Ze iz definicije vsote Dedekindovih rezov sledi, da velja A + B = B + A, tako da je
izpolnjen aksiom (A1l). Enota za sestevanje je Dedekindov rez

0"=A={x€Q | z <0}
Trditev 1.75 Za vsak Dedekindov rez A velja A+ 0* = A.

Dokaz. Naj bo p € A+ Ay poljuben. Potem je p = a+ b, kjer jea € A in b < 0. Zato
je a4+ b < a, kar pomeni p = a+ b € A. Po drugi strani naj bo a € A poljuben. Potem
obstaja tak ¢ € A, da je a < ¢q. Opazimo, da veljaa =q+ (a —q) € A+ Ap. O

Naj bo A poljuben Dedekindov rez. Inverzni element za sestevanje (nasprotni Dede-
kindov rez) definiramo tako:

—A={-b|(b€Q) N (b>uzanekuecQ\A)}.

Lema 1.76 Naj bo A Dedekindov rez in naj bo € > 0 racionalno stevilo. Potem obstajata
tak a € A in tak b€ Q\A, dajee =b—a inb>u za neku € Q\A.

Dokaz. Ker je mnozica A neprazna, obstaja nek a; € A. Prav tako obstaja y € Q\A.
Po lemi je seveda y — a; > 0. Dolocimo tak ng € N, da je ng > *=*. To pomeni, da
velja ay + noe > y in zato a; +noe ¢ A. Naj bo n; € {1,...,n¢} najmanjse stevilo, za
katerega velja a; + nie ¢ A. To pomeni a; + (ny — 1)e € A. Locimo dve moznosti.

(1) Recimo, da obstaja tak u € Q\A, da je a; + nie > u. Naj bo
a=a;+ (ng—1)e in b=a; + ne.
Ocitno velja b —a = €.

(2) Recimo, da za vsak u € Q\ A velja a;+nie < u. Seveda je a1+(n1 — %
zato mora biti a; + (n1 — %) e € A. Po drugi strani je a; + (n1 + %)
zato velja a; + (m + %) e ¢ A. Naj bo

)5 < a;+nqe,
€ > a1 + niE,

1 . 1
a=aj+ n1—§ ¢ in b=a; + n1+§ €.

Ocitno je b —a = ¢.

V obeh primerih smo nasli taka a € A in b € Q\A, da je b —a = . Dokaz je torej
zakljucen. O

Trditev 1.77 Za poljuben Dedekindov rez A velja

A+ (-A)=0".

27



Dokaz. Naj bo najprej p € A+ (—A). Potem je p =a+ (—b), kjer jea € Ain b € Q,
b > u za nek u € Q\A. Seveda v tem primeru velja a < b, saj bi v nasprotnem primeru
po lemi [I.70] dobili b € A. Torej je p=a — b < 0, zato je p € Ay = 0*.

Za drugo smer predpostavimo, da je x € 0* = Ay, torej x < 0. Po lemi [1.76| obstajata
takn a € Ainb € Q\A, daje —xr =b—ain b > u za nek u € Q\A. Posledi¢no je
r=a—b=a+ (=b)in —b € (—A), zato dobimo z € A + (—A). O

Oglejmo si se, kako vpeljemo relacijo <. Za poljubna Dedekindova reza A, B defini-
ramo:

A< B<+<= ACB.

Prav tako pisemo A < B (oziroma B > A) natanko tedaj, ko je A C B in A # B.
Dedekindov rez A je pozitiven, ce je A > 0*. Podobno je A negativen, ¢e je A < 0*.
Seveda takoj opazimo, da za pozitiven Dedekindov rez A obstaja a € A, tako da je a > 0.

Razmislimo tudi, kako definiramo mnozenje pozitivnih Dedekindovih rezov (v prime-
rih, ko vsaj eden izmed Dedekindovih rezov ni pozitiven, pa si pomagamo z nasprotnimi
Dedekindovimi rezi). Naj bosta A, B poljubna pozitivha Dedekindova reza. Potem defi-
niramo

A-B={zxe€Q |2<0} U {ablac A a>0, be B, b>0}.

Zlahka ugotovimo, da je 1* = A; = {z € Q | x < 1} enota za mnozenje, saj za poljuben
(pozitiven) Dedekindov rez A velja A - 1* = A.

Ce je A pozitiven rez, potem inverzni element za mnozenje definiramo tako:

Al'={ze€eQ |z<0} U {H(be@) A (b>uzaneku€Q\A)}.

Preverimo lahko, da velja na primer A - A~! = 1*. Prav tako se izkaZe, da veljajo vsi
aksiomi (A1)—(A15). Kot smo ze omenili, ve¢ podrobnosti najdemo na primer v knjigah
[6, 13].

Za konec pokazimo Se, da tako definirana mnozica R z ureditvijo < zadosca Dede-
kindovemu aksiomu (A16). Naj bo A neprazna in navzgor omejena podmnozica mnozice
vseh Dedekindovih rezov R. Definirajmo

C=|JA={rcQ|TAc A xecA}
AcA

Pokazimo najprej, da je C' sploh Dedekindov rez:

(1) Ker A ni prazna mnozica, obstaja A € A. Ker pa tudi A ni prazna mnozica in ker
je A C C, sledi, da C' ni prazna.
Mnozica A je navzgor omejena, zato obstaja tak Dedekindov rez B, da je A C B
za vse A € A. Seveda takoj vidimo, da je potem tudi C' C B. Ker obstaja y € Q,
tako da velja y ¢ B, sledi y ¢ C. To pomeni C # Q.

(2) Naj bo p € C in naj bo ¢ € Q tak, da je ¢ < p. Potem obstaja tak A € A, da je
p € A. Sledi, da je g € A, zato velja se q € C.

(3) Naj bo p € C. Potem obstaja tak A € A, da je p € A. Naj bo g € A tak, da je
p < q. Potem je g € C'in p < q.
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7 zgornjimi tockami smo preverili, da je C' Dedekindov rez. Pokazimo Se, da velja C' =
sup A:

(1) Seveda takoj vidimo, da je C' zgornja meja za A, saj iz definicije mnozice C' sledi,
da za vsak A € A velja A C C' (kar pomeni A < ().

(2) Naj bo D poljuben Dedekindov rez, za katerega velja D < C, torej D C C' in
D # C. Potem obstaja tak ¢ € C, da ¢ ne pripada mnozici D. Ker je ¢ € C,
obstaja tak A € A, da je ¢ € A. Mnozici A in D sta seveda Dedekindova reza, pri
¢emer velja ¢ € Ain ¢ ¢ D, zato mora biti D C A. Namre¢, ¢e izberemo poljuben
x € D, potem iz ¢ ¢ D sledi xz < ¢, zato iz ¢ € A sledi se x € A. To pomeni, da je
D C Ain D # A, kar nam da D < A. Posledicno D ve¢ ni zgornja meja mnozice

A.

Zgornji dve tocki dokazujeta, da je C' = sup A.

1.11 Absolutna vrednost

Definicija 1.78 Naj bo x € R. Absolutna vrednost stevila x je definirana kot

x ;x>0
|z| =

—z ;x<0

Spodnja slika prikazuje graf funkcije f : R — R, podane s predpisom f(x) = |z|.

Slika 1.11: Graf funkcije f : R — R, podane s predpisom f(z) = |z|.

V nadaljevanju bomo izpeljali nekaj pomemebnih lastnosti absolutne vrednosti, pri
¢emer si pomagamo z viroma [4, [10].

Trditev 1.79 Za poljubna x,y € R velja:
(1) |z =0,
(2) |z| =0 < x =0,
(3) —la] <@ <z,

(4) |zy| = |z[ - |yl,
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(5) | = x| = ||,

(6) |af? = 22
Dokaz.

(1) Sledi iz definicije.

(2) Sledi iz definicije.

(3) Ceje x > 0, potem je zapisana neenakost ekvivalentna —z < z < z, kar drzi. Ce je
x < 0, potem je zapisana neenakost ekvivalentna r < x < —z, kar o¢itno drzi.

(4) Obravnavamo $tiri moznosti in opazimo, da v vsaki situaciji formula drzi:

(i

) cejex >01iny > 0, dobimo |zy| = zy = |z| - |y|,

(17) ¢e je x > 0in y < 0, dobimo |zy| = —zy = z(—y) = |z| - |y|,
)
)

(13i) Ce je x < 0in y > 0, dobimo |zy| = —zy = (—x)y = |z| - |y|,
(iv) ¢e je x < 0iny < 0, dobimo |zy| = xy = (—z)(—y) = |z| - |y|.
(5) Uporabimo tocko (4): | —z| = [(—=1)z| =] —1| - || = |z|.
(6) Uporabimo tocko (4): |z|* = |z| - |z| = |z - z| = |2?| = 2% O

Opomba 1.80 Spomnimo se definicije korenske funkcije. Naj bo funkcija f : R — R
podana s predpisom f(x) = 2. Takoj opazimo (slika[1.13), da funkcija f ni bijektivna.

Y

Slika 1.12:  Graf funkcije f : R — R, podane s predpisom f(z) = z?.

Funkciji f zato nekoliko spremenimo domeno in kodomeno ter definiramo Se funkcijo
g:10,00) = [0,00), podano s predpisom g(x) = x*. Opazimo, da je funkcija g bijektivna
(to lahko sicer razberemo iz grafa funkcije g, ki je prikazan na sliki natancnejso
utemeljitev pa najdemo v izreku m zgledu. Posledicno je njena inverzna funkcija
g1 :[0,00) — [0, 00) tudi bijektivna. Funkcija g~' se imenuje funkcija kvadratni koren,
njen graf pa prikazuje slika[1.13. Za vsak x € [0, 00) pisemo

9 (@) = Va.
Opazimo, da za vsak x € R velja x? = |z|* in |x| > 0, zato dobimo enakost

Va2 = |z
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0 1 x 0 1 x

Slika 1.13:  Grafa funkcij g (levo) in ¢! (desno) iz opombe

Opomba 1.81 Na Stevilski premici je |x| razdalja med Steviloma x in 0. Podobno je
razdalja med Steviloma x,y € R enaka |z —y|.

Trditev 1.82 (trikotniska neenakost) Za vsaka z,y € R velja
|z +yl < [z + [y|.
Dokaz. I[zracunajmo

2 +y? = (x+y)? =2 +2zy+y* = x>+ 22y + |y
<z +202) -yl + [y)2 = (] + Jy))°.

Ker je [z +y| > 0in |z + |y| > 0, sledi
2+ yl < f| + lyl,
zato je dokaz zakljucen. O

Opomba 1.83 Omenimo se tako imenovano posploseno trikotnisko neenakost, ki jo eno-
stavno dokazemo s pomodcjo matematicne indukcije (in zgornjega izreka). Natancneje, naj
bo n € N in predpostavimo, da so x1,xs,...,x, poljubna realna stevila. Potem velja

E R e e I U o E T o S
Posledica 1.84 Za vsaka z,y € R velja:
(1) | —y| <z +yl,
(2) llx] = |yl < o —yl,
(3) x| = lyll < |z +yl.
Dokaz.

(1) Iz trikotniske neenakosti sledi |z — y| = |z + (—y)| < |z| + | —y| = |z| + |y|.
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(2) Najprej opazimo, da je |z| = |z —y+y| < |[z—y|+]|y|, zato dobimo |z|—|y| < |z—yl.
Podobno je [y| = |y — 2z +z| < [y — x|+ 2|, zato dobimo [y| — |z| < [y — 2| = |z —y|
in |z| — |y| > —|z — y|. Velja torej

—lz —y| < x| = |y| < |z -y,

od koder sledi
2] = Jy[| <[z —yl.

(3) Uporabimo tocko (2): ||| — [yl = [|z] = | =yl < [z = (=y)| = |z +y|. 0]
Ob koncu razdelka si oglejmo dva zgleda.
Zgled 1.85 Poiscimo vse x € R, za katere velja |v — 1| + |x + 2| < 5. Najprej opazimo,

da je
| 1 z—1 s x—12>0 x—1 ;xz>1
r—1| = —
—(x—=1) ; 2—-1<0 —r+1 ;<1
m

r+2 5 x+2>0 r+2 ;x>-2
|z +2| =

(x+2) ; 24+2<0 —r -2 ;< -2

Locimo tri mozZnosti:

(1) Ce je v < —2, lahko dano neenacbo zapisemo v obliki (—x + 1) + (—x —2) < 5,
katere resitev je x > —3. Ce hkrati upostevamo Se pogoj x < —2, ugotovimo, da je
mnoZica resitev za ta primer Ry = (=3, —2).

(2) Ceje —2 < x <1, lahko dano neenacho zapisemo v obliki (—x+1)+x+2 < 5, ki jo
resi vsak x. Ce hkrati upostevamo Se pogoj —2 < x < 1, ugotovimo, da je mnoZica
resitev za ta primer Ry = [—2,1).

(3) Ce je x > 1, lahko dano neenacbo zapisemo v obliki  — 1 +x +2 < 5, katere resitev
jex < 2. Ce hkrati upostevamo Se pogoj x > 1, ugotovimo, da je mnoZica resitev za
ta primer Rs = [1,2).

Skupna mnoZica resitev je tako R = Rq1 U R UR3 = (—3,2).

Zgled 1.86 Predpis funkcije f(x) = |2* — 3z| zapisimo brez znakov za absolutno vrednost.
Opazimo, da je z* — 3z = z(x — 3) > 0 natanko tedaj, ko velja x € (—o0,0]U|[3,00). Zato
dobimo

[\

B -3z ; x€(—00,0lU[3,00)
f(x)—{_$2+3$ ; x € (0,3) '
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1.12 O modci stevilskih mnozic

V tem kratkem razdelku bomo predstavili nekaj dejstev o tem, koliko elementov imajo
stevilske mnozice, ki smo jih obravnavali v prejsnjih razdelkih (za ve¢ informacij glejte na
primer knjigo [5]). Pri zadnjem primeru v zgledu [1.6|opazimo, da nam bijektivna funkcija
f A — B elemente obeh mnozic uredi po parih. Zato je smiselna naslednja definicija.

Definicija 1.87 Pravimo, da imata mnozici A in B enako moé (ali da sta ekvipolen-
tni), ce obstaja bijektivna funkcija f : A — B. V tem primeru pisemo |A| = |B|. Ce ne
velja, da imata mnoZici A in B enako moc, potem pisemo |A| # | B.

Definicija 1.88 MnoZica A je konéna, ce je A = () ali ¢e ima A enako moé kot mnoZica
{1,2,...,n} za nek n € N. Po drugi strani pravimo, da je mnoZica A Stevno nes-
konéna, ce velja |A| = |N|. Mnozica A je Stevna, ce je konéna ali Stevno neskoncna.

Izkaze se, da sta Z in Q stevno neskon¢ni mnozici.
Trditev 1.89 Mnozica celih Stevil je stevno neskonéna mnoZica, torej |Z| = | N|.

Dokaz. Definirajmo funkcijo f : Z — N, tako da za vse m € Z velja

2m ;m >0
f(m)_{—Qm—l—l m<0

Zlahka preverimo, da je f bijekcija. O
Trditev 1.90 MnoZica racionalnih Stevil je stevno neskonéna mnozica, torej | Q| = |N|.

Dokaz. Vemo, da lahko vsako nenicelno racionalno stevilo zapisemo kot ulomek oblike
+2, kjer sta m,n € N. Vse take ulomke pa lahko razvrstimo v seznam glede na
narasc¢ajoco vrednost izraza m + n:

12 1 2
Y 17 17 2’ 17

- ) )

3 .
1 U2 3

Wl

1 13 2
1 2° 1" 2

Sedaj na zacetek seznama dodamo Stevilo 0 in v seznamu precrtamo vse ulomke, ki pred-
stavljajo racionalna Stevila, ki so se ze predhodno pojavila v seznamu:

1o 121 2 1.321 3/ 1
717 17 17 27 17 27 17 737 17 27 37"‘

V zgornjem seznamu se torej vsako racionalno Stevilo pojavi natanko enkrat, zato lahko
definiramo bijektivno funkcijo f : N — @, tako da za poljuben n € N dolocimo f(n) kot
n-ti zaporedni element seznama. U

V nadaljevanju bomo pokazali, da mnozica R ni Stevna. Najprej opazimo naslednje.

Trditev 1.91 MnoZica realnih Stevil ima enako moc kot interval (0,1), torej |R| =

(0, )]
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Dokaz. Sledimo ideji iz knjige [12] in najprej definiramo funkcijo g : R — (—1,1) s
predpisom

Graf funkcije g prikazuje slika [1.14}

Slika 1.14: Graf funkcije g : R — (—1,1), ki je podana s predpisom g(x) = %Iw\

Opazimo, da za vsak = € R velja

jofa)] = 0 < 1
1+ |z] 14 | ’

s ¢imer se prepricamo, da je res g(x) € (—1,1) za vse x € R. Zlahka se pokaze, da je
funkcija g bijektivna. Posledi¢no je funkcija f : R — (0, 1), podana s predpisom

1 1 T 1
f(x)—§g($)+§—m+§,
prav tako bijektivna (glejte sliko [1.15]). O
Y
1

Slika 1.15: Graf funkcije f iz dokaza trditve [1.91]

Opomba 1.92 Seveda bi v dokazu trditve lahko uporabili tudi katero drugo funkcijg.
Naj bo na primer funkcija h : R — (0,1) podana s predpisom h(x) = %arctanw + 1. Ce
se sklicemo na znano dejstvo, da je funkcija arctan : R — ( z E) bijekcija, ugotovimo,

T 202
da je tudi h bijekcija.
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Definicija 1.93 Za mnozici A in B pisemo |A| < |B|, c¢e obstaja injektivna funkcija
f:A— B. Prav tako pisemo |A| < |B|, ¢e velja |A| < |B| in |A| # |B|.

Izrek 1.94 Velja |[N| < [(0,1)].

Dokaz. Seveda obstaja injektivna funkcija f : N — (0, 1), zato je | N| < [(0,1)|. Funkcijo

f lahko na primer definiramo s predpisom f(n) = n+r1 za vse n € N. Pa recimo, da je

IN| = |(0,1)|. Potem obstaja bijekcija g : N — (0,1). Stevila g(1), g(2), 9(3), ... lahko

zapiSemo z neskoncnim decimalnim zapisom:

9(1) = 0,an1a12a13. . .,
9(2) = 0,a21a220a923. . .,
9(3) = 0,az1a30a33. . .,

Za vsak n € N izberimo b, € {1,2,...,8} \ {au,} in naj bo
Yy = O,blbgbg. ..

Seveda je y € (0, 1), vendar pa za vsak n € N velja y # g(n). To pomeni, da g ni bijekcija,
kar je protislovje. S tem smo pokazali, da velja |[N| < |(0,1)]. O

Opomnimo, da se nacin dokazovanja, ki smo ga uporabili v zgornjem dokazu za ute-
meljitev dejstva, da funkcija ¢ : N — (0,1) ni bijekcija, imenuje Cantorjev diagonalni
postopek.

Enostavno lahko preverimo, da ¢e sta f : A — B in g : B — C bijektivni funkciji,
tedaj je tudi funkcija (g o f) : A — C bijektivna (podobno velja za injektivne oziroma
surjektivne funkcije). Iz tega koncno dobimo Se naslednji izrek.

Izrek 1.95 Veljo |[N| < |R].

Dokaz. Seveda obstaja injektivna funkcija f: N — R, zato sledi |[N| < |R|.
Recimo, da velja |[N| = |R|. Potem obstaja bijektivna funkcija g : N — R. Ker po
trditvi[l.91|obstaja $e bijektivna funkcija f : R — (0, 1), je tudi funkcija (fog) : N — (0, 1)

bijektivna. To je v protislovju s prejsnjim izrekom, zato sledi |N| < |R]|. OJ
Ugotovili smo torej, da mnozica R ni Stevna in da velja
IN|=1Z|=]Q[| <[R].

Pravimo tudi, da ima mnozica R moé kontinuuma.

1.13 Kompleksna Stevila: definicija in osnovne last-
nosti

Opazimo, da enacba x? + 1 = 0 nima resitev v mnozici R. To je eden izmed razlogov, da
vpeljemo mnozico kompleksnih stevil. Opomnimo, da pri obravnavi kompleksnih stevil
vecinoma uporabljamo vire [4], 10, 20].
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Definicija 1.96 Kompleksno Stevilo je urejen par realnih Stevil (x,y), pri cemer sta
torej x,y € R. MnoZica kompleksnih stevil je mnozica

C=RxR=R*={(z,9) eR® | z,y e R}.

Definicija 1.97 Na mnoZici C definiramo operaciji sestevanja, + : CxC — C, in
mnoZenja, - : C x C — C, na nasledngi nac¢in: za vsaka (x1,y1), (x2,y2) € C je

(1) (:El;yl) + ($27y2) = (‘Tl + T2, U1 + ?/2);
(2) (x1,91) - (22,92) = (¥12T2 — Y1Y2, T1Y2 + Y122).

Izrek 1.98 Mnozica kompleksnih stevil z operacijama sestevanja in mnozenja, (C,+, "),
je komutativen obseg.

Dokaz. Skozi celoten dokaz naj velja z = (a,b), w = (¢,d) in v = (e, f), kjer so
a,b,c,d, e, f € R. Preveriti moramo, da veljajo aksiomi (A1)-(A10).

(Al) Zavsaka z,w € Cje z+w = (a+c¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d)+ (a,b) = w+ 2.
(A2) Za vse z,w,v € C je

(z+tw)+v = ((a,b) +(c,d)) + (e, f) = (a+ ¢, b+ d) + (e, f)
((a+c)+e, (b+d)+ f)=(a+(c+e)b+(d+ [))
(a,0) + ((c,d) + (e, f)) = 2z + (w +v).

(A3) Enota za sestevanje je (0,0), saj za vse z € C velja
+(0,0) = (a,b) + (0,0) = (a,b) =
(A4) Za poljuben z = (a,b) € C je nasprotno stevilo —z = (—a, —b):
z+ (—2) = (a,b) + (—a,—b) = (0,0).
(A5) Za vsaka z,w € C je
z-w = (a,b)-(c,d) = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db, cb + da) = (¢,d) - (a,b) = w - 2.
(A6) Za vse z,w,v € C velja

,b) - (¢,d)) - (e, f) = (ac = bd, ad + be) - (e, f)
ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + bc)e)

(z-w)- v

(a
(

(
(
(ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee)

= (a(ce —df) — b(de + cf),a(cf + de) + b(ce — df))
(
(

a,b) - (ce — df,cf + de)
a,b) - ((¢,d) - (e, f)) =z - (w - v).
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(A7) Enota za mnozenje je (1,0), saj za vse z € C velja

z-(1,0) = (a,b) - (1,0) = (a — 0,0 + b) = (a,b) = z.

(A8) Naj bo z = (a,b) # (0,0), iz cesar sledi a® + b* # 0. Inverzni element za mnozenje
(obratno stevilo) je

o= ()
- a2+b2’a2—|—62 ’

saj velja

2 2
1 a —b —ab ab )
27l = — = (1,0).
“ (a2+b2 a2+b2’a2+b2+a2+b2 (1,0)

(A9) Ocitno sledi (1,0) # (0,0).
(A10) Za vse z,w,v € C velja

2 (w+v) a,b) - ((c,d)+ (e, f)) = (a,b) - (c+e,d+ f)
alc+e)=b(d+ f),a(d+ f)+blc+e))
ac+ ae —bd —bf,ad + af + bc + be)

ac — bd, ad + bc) + (ae — bf, af + be)

a,b) - (c,d) + (a,b) - (e, f)

I
~ o~~~

S tem smo preverili, da je (C, +, -) komutativen obseg oziroma polje. O

Opomba 1.99 Dogovorimo se, da bomo za vsak x € R $tevilo (z,0) oznacevali kar z x,
torej v = (x,0). Za vsaka x1, x5 € R namreé velja:

(1) (%1,0) + (LCQ,O) = (1'1 +£C2,0),
(2) (131,0) : (LUQ,O) = (.ﬁClIQ,O).

Definicija 1.100 Stevilo

i=(0,1)
imenujemo tmaginarna enota.
Trditev 1.101 Velja i> = —1.
Dokaz. Izracunamo > =i-i= (0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1. O

Seveda tudi pri mnozenju kompleksnih stevil pogosto izpus¢amo oznako za mnozenje
in piSemo kar zw namesto z - w.

Trditev 1.102 Za poljubna =,y € R velja zveza (x,y) = x + yi.
Dokaz. Izracunamo z + yi = (x,0) + (y,0) - (0,1) = (x,0) 4+ (0,y) = (z,y). O
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Opomba 1.103 Dogovorimo se, da bomo kompleksno Stevilo z = (x,y) zapisovali kar v
obliki z = x + y1.

Definicija 1.104 Naj bo z = x +yi € C, kjer sta x,y € R. Tedaj je x realni del stevila
z, y pa tmaginarni del stevila z, kar oznacimo tako:

r=Rez, y=Imz.

Definicija 1.105 Naj bo z = x + yi € C, kjer sta x,y € R. Kompleksnemu Stevilu
Z =2+ (—y)i = z — yi pravimo konjugirano kompleksno Stevilo Stevila z.

Definicija 1.106 Naj bo z = x + yi € C, kjer sta x,y € R. Absolutna vrednost
kompleksnega stevila z je definirana kot

|z = Va2 +y? = \/(Rez)2 + (Im 2)2.
Opomba 1.107 Ce je z = x € R, potem velja
7| = |z] = Va? + 0 = Va2,

kar sovpada z ugotovitvijo v opombi[1.80,

Naj bo z = (z,y) = 2+yi € C, kjer sta x, y € R. Stevilo z lahko ponazorimo kot tocko
v kompleksni ravnini, véasih pa nariSemo tudi vektor od izhodis¢a do ustrezne tocke (glejte
sliko @ . Pri tem se abscisna os imenuje realna os, ordinatna os pa tmaginarna os.
Slika [I.16] prikazuje tudi konjugirano kompleksno stevilo z in absolutno vrednost stevila
z, ki predstavlja dolzino ustreznega vektorja.

Im
T z=x+ Yy
&
0 T Re
B Z=x—yi

Slika 1.16: Kompleksni stevili z = x + yi in 2 = x — y1.

Opomba 1.108 Ugotovili smo Ze, da |z| predstavlja razdaljo med steviloma 0 in z. Po-
dobno |z — w| predstavlja razdaljo med kompleksnima Steviloma z in w. Namreé, za
z=x+yt inw=a-+bi, kjer so x,y,a,b € R, velja

2 —w| = |(x — a) + (y = b)i| = \/(z — a)2 + (y — )2
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Trditev 1.109 Za vsaka z,w € C velja:

(1) |z| = Vz - Z oziroma |2|* = 2 - Z,

(2) ce jew # 0, potem je = = 5.

Dokaz.

“w

|w]

(1) Naj bo z = x + yi, kjer sta z,y € R. Izra¢unamo lahko

(2) Ocitno velja =

z2-Z= (x4 yi)(x —yi) = 2°

Zw
w]

S

— Z
w-

gl
[

Zapisimo Se nekaj lastnosti konjugiranja.

Trditev 1.110 Za vsaka z,w € C velja:

(1) (2) = 2,
(2) z+w=7%+w,

Z—w=2Z—w,

(3) Z-w =% -w,
(4) zaw#0je (3) = 2,
(5) Rez = 22, Imz = %=

Dokaz. Naj bosta z = x + yi in w = a + bt kompleksni stevili, kjer so x,y,a,b € R.

—y2i2 — $2+y2 — |Z|2

(1) Opazimo, daje (Z) =x+ (—y)i=z— (—y)i=x+yi = z.

(2) Sklepamo tako:

ztw=zc+yi+a+bi=(r+a)—(y+dbi=x—yi+a—b=7Z+w.

(3) Izra¢unamo Z-w in Z - w ter opazimo, da velja enakost:

wl N
gl &

(4) Ocitno je

)= (Gr) = o)

(5) Opazimo, da velja z +Z = 2z in z — Z = 2yi, od koder dobimo obe enakosti.

1 Z-w

:E-w-—: g

gl
g

|w]?

Ob koncu razdelka si oglejmo lastnosti absolutne vrednosti.
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(xa — yb) + (zb+ ya)i = (za — yb) — (xb+ ya)i = va — yb — xbi — yai,
= (r—vyi)(a—bi) = xa —yb— zbi — yai.
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Trditev 1.111 Za vsaka z,w € C velja:
(1) |2] = 0,
(2) |2| =0 <= 2=0,
(3) Iz = I2l,
(4) |z - w| = |z] - |wl,
(5) zaw # 0 je |§| :%,
(6) [Rez[ <|z], [Imz| <|z].
Dokaz. Naj bosta z = x + yi in w = a + bt kompleksni stevili, kjer so x,y,a,b € R.
(1) Ocitno je |z| = /22 +y2 > 0.

(2) Seveda velja |z| = (/22 +y? = 0 natanko tedaj, ko je 22 + y* = 0, kar pa je
ekvivalentno pogoju x = y = 0 oziroma z = 0.

(3) Ocitno je |Z| = |z + (—y)i| = \/x2 + (—y)? = \/5(:2 T2 =z

(4) Najprej izracunajmo

|z-w| = |(za—yb) + (xb+ya)i| = \/(asa —yb)?2 + (zb + ya)?
= /22a% — 2zayb + y2b% + 1202 + 2zbya + y2a?
\/x2a2 + 4202 + 2202 4 y2a2.

Ker je tudi

2| - Jw| = Va2 + 2 - Va2 + 02 = /220 + 20? + 220% + y2a?,
sledi dokazovana enakost.
(5) Opazimo, da velja

:|Z|.|@|.L2:|_‘_
wl* |w]

ERRE

w |w]?

(6) Ocitno je |Rez| = |z| = Va2 < /224 % = |z|. Podobno dobimo tudi drugo
neenakost. g

Izrek 1.112 (trikotniska neenakost) Za poljubna z,w € C velja

|z +w| < |z| + |w]|.
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Dokaz. Z uporabo ze dokazanih lastnosti dobimo:

24wl = (4w (z+w) =(z+w) (Z+0)
= P4z w+7 w+ |w?
= fP+z-w+z-w+ |wP =2 +2Re(z W) + |w]?
< [P+ 2[Re (2 @)+ wf* < |2 + 2|2 - @] + |w]?
= [2l* +2[2] - Jw] + |w]?
= (o] + w]).
Od tod sledi Zzelena neenakost. O

Geometrijski pomen trikotniske neenakosti prikazuje slika [.17 Opazimo, da gre za
standardno lastnost trikotnika: vsota dolzin dveh stranic presega dolzino tretje stranice.

Im Z+w

Slika 1.17: Kompleksna stevila z, w in z 4+ w.

Posledica 1.113 Za poljubna z,w € C velja:

(1) |z = w| < 2] + |wl,

(2) |lz] = wl| <[z = w],

(3) lz] = [w]| < |2+ w].

Dokaz. Dokazujemo zelo podobno kot pri posledici [1.84] O

1.14 Polarni zapis kompleksnega stevila

Naj bo z = z 4+ yi € C, kjer sta z,y € R. Vemo ze, da lahko stevilo z ponazorimo
kot tocko v kompleksni ravnini. Naj bo r = |z| absolutna vrednost $tevila z (oziroma
oddaljenost tocke z od izhodis¢a) in naj bo Se ¢ usmerjeni kot, ki ga dobimo, ¢e poltrak,
dolocen s pozitivnim delom realne osi, zavrtimo proti poltraku z vrhom v izhodiscu, ki
poteka skozi tocko z (slika . V primeru, ko vrtenje poteka v pozitivni smeri, je kot
¢ porzitiven, sicer pa negativen. Pri tem r = |z| imenujemo tudi polmer kompleksnega
stevila z, kot ¢ pa argument kompleksnega sStevila z in oznac¢imo ¢ = arg z.
Iz slike vidimo, da za z # 0 velja

B
coscp—m in smgp-m,
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Im
T 'Z=$+yz
B
{4
14 :
0 . Re

Slika 1.18: Polmer r in argument ¢ za kompleksno stevilo z.

zato dobimo
x=|z|cosp in y=|z|sinep.

Torej lahko zapisemo
z=x+yi=|z|(cosp+isinp)=r(cosp +isiny),
kar imenujemo polarni zapis kompleksnega stevila z.

Opomba 1.114 Opazimo, da argument @ ni enolicno dolocen, saj lahko na primer na-
mesto § vzamemo tudi 7 +2mn. Velikokrat dodatno predpostavimo, da je recimo ¢ € [0,27)
ali pa ¢ € (—m,w|. V tem primeru je argument ¢ enolicno doloc¢en za vsako nenicelno
kompleksno stevilo.

Kako poiscemo 7 in ¢, ¢e sta podana z in y? Seveda je

r:\/m.

Ce je = # 0, pa velja tudi

tan p = g.
T

Ce upostevamo, v katerem kvadrantu lezi dano stevilo, dobimo vse mozne vrednosti za :

xT

arctan(y)~|—7r+2k7r - rx <0’

T

B { arctan (y) + 2km x>0

kjer je k € Z.
Razmislimo Se, kako je v primeru, ko je z = 0. Ce je y > 0, potem so mozne vrednosti

o =5 +2km, kjer je k € Z. Ce pa je y < 0, dobimo ¢ = —5 + 2k, kjer je k € Z.

Kot zanimivost omenimo, da je mogoce vpeljati tudi kompleksno eksponentno funkcijo
in da v tem primeru za vsak ¢ € R velja

€' = cos + isin .
Stevilo z = r(cos ¢ + isin ) lahko potem zapisemo kot

z=re'?,
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kar imenujemo Fulerjev zapis kompleksnega stevila. Opazimo Se, da velja
e™ =cosm+isinT = —1,

zato dobimo A
e+ 1=0.

Izkaze se, da lahko enostavno mnozimo kompleksna Stevila, ki so zapisana v polarni
obliki.

Trditev 1.115 Predpostavimo, da sta kompleksni Stevili z,w € C podani v polarnem
zapisu: z = |z|(cosa + isina), w = |w|(cos f +isin ). Naj bo sSe n € N. Potem velja:

(1) z-w = |z| - [w|(cos(a + ) + isin(a + f)),
(2) 2" = |2|"(cos(na) + isin(na)).
Dokaz.
(1) Ker je z = |z|(cosa + isina) in w = |w|(cos 8 + isin B), sledi

z-w = |z|-|w|(cosa+ isina)(cos S + isin [5)
2] - |w| ((cos e cos 8 — sin asin ) + i(cos asin 3 + sin v cos ()
= |z| - |w|(cos(a + B) + isin(a + 3)),

kjer smo pri zadnji enakosti uporabili adicijska izreka za funkciji kosinus in sinus.

(2) Enakost bomo dokazali z matematicno indukcijo. Formula ocitno velja za n = 1.
Sedaj predpostavimo, da enakost velja za nek n € N, kar pomeni, da velja z" =
|z|™(cos(na) +isin(na)). Ker je z = |z|(cos a+isin ), z uporabo tocke (1) dobimo

2 = 2z = 2" |2](cos(na + @) + i sin(na + a))
|z|" " (cos((n + 1)a) +isin((n + 1)a)),

zato je dokaz zakljucen. O

Opomnimo, da se formula (2) iz zgornje trditve imenuje de Moivreova formula.

Zgled 1.116 Naj bo z = —% + ‘/732 Izracunajmo z*°*. Najprej stevilo z zapisimo v

polarni obliki. Izracunamo lahko

m

et
o[ 1w

( = arcctan (
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Velja torej

(oo (2) s (30))

2 2
220% = cos (2025 : %) + 4 sin (2025 : %) = co0s(13507) + i sin(13507).

m zato je

Ker je 1350m = 675 - 2w, dobimo

22025 — cos0 4+ isin0 = 1.

Naj bo n € N naravno §tevilo. Stevilo z € C se imenuje n-ti koren enote [I0], ce
velja
2" =1. (1.1)

Poiséimo vse resitve te enacbe. Ce uporabimo polarni zapis z = r(cosy + isin ),
seveda dobimo 2" = r"(cos(ng) + isin(ny)). Po drugi strani je 1 = 1- (cos0+4sin0), od
koder sledi

r™(cos(np) +isin(ny)) =1 (cos0 + isin0).

To pomeni, da mora veljati 7" = 1 in np = 0+ 2k, kjer je k € Z. Zapisano implicira

2k
r=1 in g&z—ﬂ, kelZ.
n

Vidimo, da je dovolj obravnavati samo k € {0,1,...,n — 1}, saj se nato stevila za¢nejo
ponavljati. Resitve enacbe (1.1)) so zato Stevila

(2k7r) .. (Qkﬂ')
Zp=cos| — | +ewsm|— |,
n n

kjer je k € {0,1,...,n — 1}. Opazimo, da vse te tocke lezijo na kroznici s sredis¢em v
tocki 0 in polmerom 1 ter da tvorijo oglis¢a pravilnega n-kotnika. Na primer za n = 6 so
omenjene tocke prikazane na sliki [1.19

Im
z2 21
FIELER] ELERR .
z23 20
\ 0 ’ Re
L g
zZ4 25

Slika 1.19: Koreni enote za n = 6.
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Ob koncu razdelka resimo Se splosnejsi problem in poiS¢imo resitve enacbe
2" =w,

kjer je n € N in w € C\{0}. Ponovno uporabimo polarni zapis z = r(cosy + isinp) in
dobimo z" = r"(cos(ny) + isin(ny)). Po drugi strani lahko tudi w zapisemo v polarni
obliki:
w = |w|(cos a + isin ).
Iz enakosti
r"(cos(ny) + isin(ny)) = |w|(cos a + isin «)

sedaj sledi ™ = |w| in ny = a + 2k, kjer je k € Z. Podobno kot prej zato dobimo

. ) o+ 2k
r=4{/|lw| in p = ———,
n
pri ¢emer je dovolj obravnavati samo situacije, ko je k € {0,1,...,n — 1}. ReSitve obrav-

navane enacbe so zato Stevila

2k 2k
2z = \/|w| (cos (O[tl—w> + isin <¥>),

kjer je k € {0,1,...,n—1}.
Ce je na primer n = 4 in w = 4i, velja |w| = 4 in o = §. Zgornji razmislek nam pove,
da so resitve enacbe z* = 47 stevila

4k 4k
2 =V?2 (cos (HTW> + 7sin (HTW>> , ked{0,1,2,3},

ki jih vidimo na sliki |1.20}

Im

Slika 1.20: Resitve enacbe z* = 4.
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Poglavje 2

Zaporedja in vrste

Cilj poglavja je spoznati osnovna dejstva o zaporedjih realnih stevil in o stevilskih vrstah,
katerih ¢leni so prav tako realna Stevila. Mimogrede razlozimo tudi, kako definiramo
potence z realnimi eksponenti. Opomnimo Se, da v tem poglavju uporabljamo predvsem
vire [2], 4] [10, 20].

2.1 Definicija in osnovne lastnosti zaporedij

Definicija 2.1 Zaporedje realnih Stevil (ali samo zaporedje) je funkcija a : N — R.
Za poljuben n € N namesto a(n) obicajno pisemo a,, torej a; = a(l), az = a(2) itn.
Stevilo a,, imenujemo n-ti élen zaporedja. Zaporedje a pogosto oznacimo kot (a,)2>, =
(a1,as9,as,...) ali samo kot (a,).

Ker je zaporedje funkcija a : N — R, je graf zaporedja definiran tako:
G, ={(n,a,) e NxR | n e N}
Zgled 2.2 (1) Naj bo a, =n za vse n € N. Imamo torej zaporedje (a,) = (1,2,3,...).

(2) Za vsak n € N naj bo a, = +. Dobimo zaporedje (a,) = (1,5,%,...). Graf tega
zaporedja je prikazan na sliki[2.1]

(8) Zaporedje lahko podamo tudi rekurzivno, kar pomeni, da povemo, kako se nek élen
wzraza s predhodnimi cleni. Na primer Fibonaccijevo zaporedje lahko podamo
na naslednji nacin: a1 = as =1 inVn € N, a,y0 = a, + a,y1. Potem je az = 2,
as = 3, a5 = 5 iln.

(4) Naj bo d € R. Zaporedje (a,), pri katerem za vse n € N velja a4 = a, + d,
imenujemo aritmetiéno zaporedje. V tem primeru hitro vidimo, da lahko n-ti
¢len zaporedja za poljuben n € N izracunamo tako: a, = a; + (n — 1)d.

Opomba 2.3 Ce je M poljubna neprazna mnoZica, je funkcija a : N — M zaporedje v
M. V primeru, ko je M = C, dobimo zaporedje kompleksnih Stewvil.
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ayp = Lo *
T R -
S R
: : )
E ? M * . B .
0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 =

Slika 2.1:  Graf zaporedja (a,), ki je podano s splosnim ¢lenom a,, = % za vsak n € N.

Definicija 2.4 Naj bo (a,) zaporedje. MnoZica
Za = {a17a27a3; .. } g R
je zaloga vrednosti zaporedja (a,,). Seveda je Z, # ().

Spomnimo se Dedekindovega aksioma, ki pove, da ima vsaka neprazna in navzgor
omejena podmnozica A mnozice R tudi supremum v R. Natancneje, stevilo M € R je
supremum mnozice A, kar pisSemo kot M = sup A, ce velja:

(1) Vae A, a < M,
(2) Ve>0,da€ A, a>M —e¢.

Podobno ima vsaka neprazna in navzdol omejena podmnozica A mnozice R tudi infimum
v R. Natanc¢neje, stevilo m € R je infimum mnozice A, kar pisemo kot m = inf A, ¢e
velja:

(1) Yae€ A, a>m,
(2) Ve>0,Jac€ A, a<m+e.

Definicija 2.5 Zaporedje (a,) je navzgor omejeno, ée je mnozica Z, navzgor omejena
(to pomeni, da obstaja tak M € R, ki mu pravimo zgornja meja zaporedja, da za vse
n € N wvelja a,, < M). V tem primeru obstaja tevilo sup Z,, ki ga imenujemo supremum
(ali natanéna zgornja meja) zaporedja (ay) in pisemo sup(a,) = sup Z,. Ce obstaja
tudi maksimum mnoZice Z,, potem ga imenujemo maksimum zaporedja (a,) in pisemo
max(a,) = max Z,.

Definicija 2.6 Zaporedje (a,,) je navzdol omejeno, ce je mnoZica Z, navzdol omejena
(to pomeni, da obstaja tak m € R, ki mu pravimo spodnja meja zaporedja, da za vse
n € N velja a, > m). V tem primeru obstaja $tevilo inf Z,, ki ga imenujemo infimum
(ali natanéna spodnja meja) zaporedja (a,) in pisemo inf(a,) = inf Z,. Ce obstaja
tudi minimum mnoZice Z,, potem ga imenujemo minimum zaporedja (a,) in pisemo
min(a,) = min Z,.
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Definicija 2.7 Zaporedje (a,) je omejeno, ce je navzgor in navzdol omejeno.
Oglejmo si dva zgleda.

Zgled 2.8 Naj boVn € N, a, = % Pokazimo, da je inf(a,) = 0. Oc¢itno za vse n € N
velja a, > 0. Ce izberemo poljuben € > 0, moramo pokazati Se, da obstaja tak ng € N, za
katerega je a,, < 0+ e = ¢e. Opazimo, da za poljuben n € N velja % <g &= n> %
Seveda obstaja tak ng € N, da je ng > %, saj lahko izberemo na primer ng = E} + 1.
Posledicno je za omenjeni ng izpolnjen tudi pogoj a,, = nio < e. 8 tem smo preverili, da
je inf(a,) = 0. Seveda min(a,) ne obstaja, saj 0 ni élen zaporedja. Po drugi strani hitro
vidimo, da je sup(a,) = max(a,) = 1.

Zgled 2.9 Naj bo Vn € N, a, = 2 — %, torej (a,) = (1,%,%,%,...). Podobno kot pri
prejénjem zgledu lahko preverimo, da je sup(a,) = 2 (glejte tudi zgled [1.51). Seveda
max(a,) ne obstaja, saj 2 ni clen zaporedja. Po drugi strani je inf(a,) = min(a,) = 1.

2.2 Stekalisca

Definicija 2.10 Naj bosta a € R in e > 0. Interval (a —e,a + €) se imenuje c-okolica

stevila a (slika[2.9).

|& | AN
N I 71

a—¢€ a a-+¢

Slika 2.2: e-okolica Stevila a.
Takoj opazimo, da velja
r€(a—c,ate) < a—ec<zr<ate < |r—a|<e.

Definicija 2.11 Stevilo s € R je stekalisée zaporedja (a,), ¢e je za vsak € > 0 pogoj
la, — s| < € izpolnjen za neskoncno mnogo indeksov n.

Stevilo s je torej stekalisce zaporedja (a,), e je v vsaki (Se tako majhni) e-okolici &tevila
s neskoncno mnogo ¢lenov zaporedja.

Zgled 2.12 Naj bo a, = % za vsak n € N. Dokazimo, da je s = 0 stekalisée zaporedja
(an). Izberimo poljuben € > 0. Opazimo, da je |a, — 0] < e <= I <e <= n> 1
Pogojn > % je izpolnjen za vse n > ng, kjer je ng = E] +1 (slika . To pomeni, da je
tudi pogoj |a, — 0| < € izpolnjen za neskoncéno mnogo indeksov n, zato je s = 0 stekalisce
zaporedja (ay,).

Zgled 2.13 Naj bo a, = 1+ cos (%) za vsak n € N. Dobimo torej zaporedje (a,) =

(1,0,1,2,1,0,1,2,...). Takoj vidimo, da so stevila 0,1,2 stekalisc¢a zaporedja (a,), saj se
vsako izmed ngih pojavi neskoncnokrat kot clen zaporedja.
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Slika 2.3:  Graf zaporedja (a,) iz zgleda in e-okolica stevila s = 0, ki vsebuje vse
clene od vkljuéno Sestega Clena naprej.

Zgled 2.14 Podobno kot v gradivu [J)] pokazimo, da obstaja zaporedje, ki ima vsak x € R
za stekalisce. Nagprej se spomnimo, da smo v dokazu trditve definirali bijektivno
funkcijo f : N — Q. Naj bo zaporedje (a,) definirano tako, da za vse n € N velja
a, = f(n). To pomeni, da zaporedje (a,) vsebuje vsa racionalna Stevila.

Sedaj izberimo poljuben x € R. Pokazimo, da je x stekalisce zaporedja (ay). Naj
bo € > 0 poljuben. Iz trditve vemo, da so racionalna Stevila gosta v mnozici R.
Posledicno interval (x — e, x + €) vsebuje neskonéno mnogo racionalnih stevil in zato tudi
neskonéno mnogo élenov zaporedja (a,). To pomeni, da je x stekalisée zaporedja (ay,).

Seveda nima nujno vsako zaporedje stekalis¢a v mnozici R (primer je zaporedje, ki je
podano s splosnim ¢lenom a,, = n za vse n € N). Po drugi strani pa lahko pokazemo, da
za omejeno zaporedje vedno obstaja stekalisce.

Izrek 2.15 Vsako omejeno zaporedje ima vsaj eno stekalisée v R.

Dokaz. Sledimo dokazu v knjigi [20] (ali v gradivih [4), 10, 18]). Naj bo (a,) omejeno
zaporedje. Potem obstajata m, M € R, da za vsak n € N velja

m<a, <M.
Naj bo
A ={z € R | neenakost a,, < z velja za najve¢ konéno mnogo indeksov n}.

Seveda je m € A, zato velja A # (). Pokazimo, da je A navzgor omejena z M. Naj bo
x € A poljuben. Recimo, da je x > M. Potem za vse n € N velja a, < M < =z, kar
pomeni z ¢ A in dobimo protislovje. S tem smo pokazali, da je < M za vsak x € A.

Ker je mnozica A neprazna in navzgor omejena, ima supremum s = sup A € R.
Dokazimo, da je s stekalisce zaporedja (a,). Naj bo € > 0 poljuben. Pokazati Zelimo, da
na intervalu (s — g, s + €) lezi neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja (a,).
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Opazimo naslednje:

(1) Stevilo s +
indeksov n.

ni v mnozici A, zato neenakost a, < s + 5 velja za neskonéno mnogo

NI

(2) Ker je s — 5 < s, obstaja nek a € A, da je @ > s — 5. To pomeni, da neenakost
an, < a velja za najve¢ kontno mnogo indeksov n, zato tudi neenakost a, < s — 5

velja za najvec konéno mnogo indeksov n (to seveda pomeni, da s — § pripada A).

Iz zgornjih dveh tock sledi, da na intervalu [s — 5,8+ %) lezi neskonc¢no mnogo ¢lenov
zaporedja (a,), zato je tudi neskoncno ¢lenov na intervalu (s — e,s + ). S tem smo
dokazali, da je s stekaliscée zaporedja (ay,). O

2.3 Konvergentna zaporedja
Definicija 2.16 Stevilo L € R je limita zaporedja (a,,), ce
Ve>0,dng e NNVneN, n>ny = |a, — L| <e.

V tem primeru pisemo L = lim a, in recemo tudi, da zaporedje (a,) konvergira proti
n—oo
L.

Opomba 2.17 Pogoj |a, — L| < € je seveda ekvivalenten pogoju a, € (L —e,L + €).
Stevilo L € R je torej limita zaporedja (ay), ¢e za vsak € > 0 interval (L — ¢, L + ¢€)
vsebuje vse élene zaporedja od nekega clena naprej. Zunaj intervala (L —e, L+¢) je lahko
le konéno mnogo ¢lenow.

Zgled 2.18 Naj bo a, = % za vse n € N. Dokazimo, da je lim a, = 0. Naj boec > 0

n—oo
poljuben. Ze v zgledu smo ugotovili, da je |a, — 0] < ¢ <= n > ng, kjer je
ny = E] + 1 (slika . Potem za vse n > ng velja a, € (0 —¢,0+¢), kar pomeni, da je
0 limita zaporedja (a,). Na primer, ce bi izbrali e = Tloo? potem dobimo ng = 1001.

()

=L lahko zelo

T n

Zgled 2.19 Naj bo a,, = 1+% za vse n € N. Ker je |a, — 1| = ’

podobno kot v prejsnjem zgledu pokazZemo, da velja lim a, = 1.
n—oo

Definicija 2.20 Zaporedje (a,) je konvergentno v R (ali samo konvergentno), ce
ima limito v R. Ce zaporedje ni konvergentno, recemo, da je divergentno v R (ali samo
divergentno).

Opomba 2.21 Ce je zaporedje (an) konvergentno v R, pravimo tudi, da konvergira v R
(oziroma samo, da konvergira). Podobno, ce je zaporedje (a,,) divergentno v R, pravimo
tudi, da divergira v R (oziroma samo, da divergira).

Zgled 2.22 Naj bo a,, = 1+ cos (%) za vsak n € N, torej (a,) = (1,0,1,2,1,0,1,2,...).
Ze v zgledu smo ugotovili, da so Stevila 0,1,2 stekalis¢a zaporedja (ay,), vendar no-
beno izmed ngjih ni limita (prav tako nobeno drugo realno $tevilo mne more biti limita).
Natancneje, ce izberemo L € R in recimo € = 1, ugotovimo, da v e-okolici stevila L ne
lezijo wsi ¢leni od nekega naprej. To pomeni, da je zaporedje (a,) divergentno.
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Iz definicije stekalis¢a oziroma limite takoj sledi naslednja trditev.

Trditev 2.23 Ce je L € R limita zaporedja (a,), potem je L tudi stekalisce zaporedja
(an).

Dokaz. Naj bo € > 0 poljuben. Ker je L limita zaporedja, obstaja ny € N, tako da za
vse n > ng velja |a, — L| < e. To pomeni, da je pogoj |a, — L| < ¢ izpolnjen za neskonéno
mnogo indeksov n, zato je L stekalisce zaporedja (a,). O

Seveda obrat zgornje trditve ne velja, kar dokazuje ze zgled [2.22] Zaporedje iz omen-
jenega zgleda ima namre¢ tri stekalis¢a, ampak nobeno izmed njih ni limita.

Izrek 2.24 Konvergentno zaporedje ima samo eno limito, ki je tudi edino stekalisce.

Dokaz. Naj bo L € R limita zaporedja (a,). Naj bo e b € R, pri ¢emer b # L. Dolo¢imo
£ = % > 0. Ker je L limita zaporedja (a,), obstaja ny € N, tako da za vsak n € N
velja: n > ny = a, € (L —¢,L+¢). To pomeni, da so izven intervala (L — ¢, L + ¢)
lahko le ¢leni aq, as, ..., a,,—1. Ker je interval (b —¢e,b+ ¢) izven intervala (L — e, L + ¢),
lahko interval (b — e,b + ¢) vsebuje samo konéno mnogo ¢lenov zaporedja (a,,). Sledi, da

b ni limita in tudi ni stekalisce zaporedja (a,). O

Zgled 2.25 Dejstvo, da ima zaporedje samo eno stekalisée, Se ne zagotavlja, da je to
edino stekalisée tudi limita. Na primer, naj bo zaporedje (a,) podano tako: (a,) =
(1,0,2,0,3,0,...). Takoj opazimo, da je s = 0 edino stekalisée zaporedja (a,), vendar
stevilo 0 ocitno ni limita. Pravzaprav zlahka preverimo, da nobeno realno stevilo ne more
biti limita tega zaporedja, zato zaporedje divergira. Ta ugotovitev pa sledi tudi iz nasled-
njega izreka, saj zaporedje (a,) ocitno ni omejeno.

Izrek 2.26 Vsako zaporedje, ki je konvergentno v R, je tudi omejeno.

Dokaz. Naj bosta L = lim a, in ¢ = 1. Po definiciji limite obstaja tak ny € N, da za

n—oo

vse n > ng velja a, € (L —1,L+1). Izven intervala (L — 1, L + 1) so torej lahko samo
¢leni ay, ..., a,,—1. Naj bosta
m = min{L — 1,ay,as,...,a,,-1},
M = max{L+1,a1,a9,...,6p,-1}
Ocitno za vse n € N velja
m<a, <M,
zato je zaporedje (a,) omejeno. O

Razdelek zaklju¢imo s tako imenovanim pravilom sendvica, ki je lahko zelo koristno,
¢e imamo zaporedje, katerega cleni lezijo med ustreznimi ¢leni dveh drugih zaporedij.

Izrek 2.27 (pravilo sendvi¢a) Naj bodo (a,), (b,) in (¢,) zaporedja, tako da za vse
n € N velja a, < b, <c¢,. Ce obstaja L € R, tako da je

lim a, = lim ¢, = L,
n—oo n—oo

potem je tudi
lim b, = L.

n—oo
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Dokaz. Naj bo ¢ > 0 poljuben. Potem obstaja tak n; € N, da za vse n > n; velja
la, — L| < €. Po drugi strani obstaja tak ny € N, da za vse n > ny velja |¢, — L| < €. Naj
bo ng = max{ny,na}. Ce je n > ng, potem je a, € (L —e,L+¢)inc, € (L —e, L +¢),
zato za vsak n > ng velja L —e < a,, < b, < ¢, < L+ ¢ in posledi¢no b, € (L —¢, L +¢).

[

Zgled 2.28 Naj bo b, = n—13 za vsak n € N. O¢itno za poljuben n € N velja 0 < b, <
Ker je

S =

lim 0 =0 in liml:(),

n—oo n—oo M,
po pravilu sendvica sledi
lim b, = lim — = 0.
n—o0 n—o0 n3

Opomba 2.29 Seveda prvih nekaj (koncno) clenov zaporedja ne vpliva na limito zapo-
redja, zato lahko izrek[2.27 uporabimo tudi, ce pogoj iz izreka velja za vse clene od nekega
clena naprej, torej ce obstaja tak nyg € N, da za vse n > ng velja a, < b, < ¢,.

2.4 Podzaporedja

Definicija 2.30 Naj bo (a,) poljubno zaporedje in naj bo se (k,) = (ki, ko, ks, ...) zapo-
redje naravnih stevil, tako da za vse n € N wvelja k, < kpi1, torej by < ky < k3 <
Zaporedje (ax, ), = (ax,) tmenujemo podzaporedje zaporedja (ay,).

Zgled 2.31 Naj velja a, = 2% in k, = 2n — 1 za vsak n € N. To pomeni (k,) =

)
(1,3,5,7,...). Zaporedje

1 1 1 )
= )=\l =, =, =, ...
(akn) (a'17a37a57a77 ) ( 3 52 7
je podzaporedje zaporedja (ay,).

Trditev 2.32 Predpostavimo, da je (a,) zaporedje in lim a, = L, kjer je L € R. Potem
n—oo

za vsako podzaporedje (ay, ) zaporedja (a,) velja lim ay, = L.
n—oo

Dokaz. Naj bo ¢ > 0 poljuben. Seveda obstaja n; € N, da za vse n > n; velja
la, — L| < e. Izberimo tak ny € N, da je k,, > nj;. Potem za vse n > ng velja
ky > k,, > nq in posledi¢no |ay, — L| < e. O

Tzrek 2.33 Stevilo s € R je stekaliiée zaporedja (a,) natanko tedaj, ko obstaja podzapo-
redje danega zaporedja, ki konvergira k s.

Dokaz. Sledimo pristopu iz virov [4, [10} [15]. Predpostavimo najprej, da obstaja podza-
poredje (ag, ), ki konvergira k s. Naj bo € > 0 poljuben. Po definiciji limite obstaja tak
ng € N, da za vse n > ng velja |a, — s| < e. Ker je vsak ¢len podzaporedja tudi ¢len
osnovnega zaporedja, sledi, da na intervalu (s — €, s + ¢) lezi neskonéno mnogo ¢lenov
zaporedja (a,). Torej je s res stekalisée zaporedja (ay,).
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Za drugo smer predpostavimo, da je s stekalis¢e zaporedja (a,). Poiséimo tako pod-
zaporedje (ag, ), ki konvergira k s. Za vsak n € N naj bo [,, = (s — %, s+ %) Seveda
za vsako naravno Stevilo n interval [, vsebuje neskonéno mnogo ¢clenov zaporedja (a,).
Najprej poljubno izberimo k; € N, da bo ay, € I;. Nadalje izberimo ks > k; tako, da bo
veljalo ay, € I,. Podobno izberimo ks > ks, da bo ay, € I3. S tem postopkom nadalju-
jemo in dobimo podzaporedje (ag, ), tako da za vse n € N velja a;, € I,,. Dokazimo, da
je lim ay, = s.

n—oo

Naj bo € > 0 poljuben in naj bo ng € N tak, da je n—lo < e. Potem za vse n > ny velja
I, CI,, € (s—¢e,s+¢). Posleditno za vse n > ng sledi ay, € (s —¢€,s + ¢) oziroma
lag, — s| < e, s ¢imer je dokaz zakljucen. O

Z uporabo zgornjega izreka in izreka takoj dobimo Se naslednji rezultat.

Posledica 2.34 (Bolzano-Weierstrassov izrek) Vsako omejeno zaporedje ima kon-
vergentno podzaporedje.

Zakljuc¢imo razdelek s spodnjim izrekom, ki ga dokazemo s pomocjo podzaporedja.

Izrek 2.35 Zaporedje (a,) je konvergentno natanko tedaj, ko je omejeno in ima samo
eno stekalisce (to edino stekalisée je tudi limita zaporedja).

Dokaz. Ce je zaporedje (a,) konvergentno, potem je omejeno po izreku in ima samo
eno stekalisce zaradi izreka [2.241

Za drugo smer predpostavimo, da je zaporedje (a,) omejeno in da ima eno samo
stekalisce s € R. Podobno kot v virih [15, I8, 20] dokazimo, da je s limita zaporedja
(a,). Naj bo e > 0 poljuben. Dokazati zelimo, da izven intervala (s — e, s + ) lezi najvec
koncno mnogo clenov zaporedja.

Pa recimo, da izven intervala (s — e, s + ¢€) lezi neskontno mnogo ¢lenov zaporedja
(a,). Potem lahko najdemo podzaporedje (ay, ), tako da vsi ¢leni podzaporedja lezijo
zunaj intervala (s — e, s + ¢€). Ker je zaporedje (a,) omejeno, je tudi podzaporedje (ag, )
omejeno, zato ima po izreku neko stekalisce u € R, ki je seveda tudi stekaliSce
zaporedja (a,). Ker vsi ¢leni podzaporedja (ag,) lezijo zunaj intervala (s — e,s + ¢),
mora veljati u # s. Ce namre¢ predpostavimo, da je u = s, potem e-okolica Stevila u
ne vsebuje nobenega ¢lena podzaporedja (ay, ), kar je v protislovju z dejstvom, da je u
stekalis¢e podzaporedja (ag,). To pomeni, da velja u # s in posledi¢no ima (a,) dve
razliéni stekalisci, kar je v protislovju s predpostavko.

S tem smo dokazali, da za poljuben € > 0 izven intervala (s—¢, s+¢) lezi najve¢ koncno
mnogo ¢lenov zaporedja (a,,), kar pomeni, da morajo znotraj intervala (s — e, s+ ¢) lezati
vsi ¢leni od nekega clena naprej. Torej je s limita zaporedja (ay,). 0

2.5 Monotona zaporedja
Definicija 2.36 Zaporedje (a,,) je
(1) naradéajoée, ceVn € N, a,1 > ay,

(2) strogo mara3éajoce, ce¥n € N, ap1 > ap,
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(3) padajoce, éeVn € N, a,1 < ay,

(4) strogo padajoce, ceVn € N, a1 < ay,

(5) monotono, ce je narascajoce ali padajoce,

(6) strogo monotono, ce je strogo naraséajoce ali strogo padajoce.

Zgled 2.37 Zaporedje (a,) naj bo podano tako: ¥n € N, a,, = +. O¢itno za vsak n € N

velja api1 = n+r1 < L =a,, zato je zaporedje (a,) strogo padajoce (slika .

3

Naslednji izrek nam pove, kdaj narascajoce zaporedje konvergira.

Izrek 2.38 Naj bo (a,) naraicajoce zaporedje. Potem je zaporedje (a,) konvergentno
natanko tedag, ko je navzgor omejeno. V tem primeru velja lim a, = sup(a,).
n—oo

Dokaz. Predpostavimo, da je zaporedje (a,) navzgor omejeno. Naj bo M = sup(a,).
Dokazimo, da je M = lim a,. Izberimo poljuben ¢ > 0. Ker je M = sup(a,,), obstaja tak

n—oo
no € N, da je a,, > M — e. Ker pa je zaporedje (a,) narascajoce, za vse n > ny dobimo
ap > an, > M —e. To pomeni, da za vse n > ng velja a, € (M — e, M + €), zato je M
limita zaporedja (a,).

Za drugo smer predpostavimo, da je (a,) konvergentno zaporedje. Potem je zaporedje
(a,) omejeno po izreku in zato tudi navzgor omejeno. Iz prvega dela dokaza sedaj
sledi, da velja lim a, = sup(a,). O

n—oo
Zgled 2.39 Zaporedje (a,) naj bo podano tako: ¥Vn € N, a,, = % =2 % Oc¢itno za
vsak n € N velja ap1 =2 — n+r1 > 2 — % = a,, zato je zaporedje (a,) strogo narascéajoce.
Iz zgleda vemo, da je sup(a,) = 2, zato po prejsnjem izreku velja

. . 2n—1
lim a, = lim =
n—00 n—00 n

2.

Podoben izrek lahko zapisemo tudi za padajoca zaporedja. Ker je dokaz analogen
prejSnjemu, ga izpustimo.

Izrek 2.40 Naj bo (a,) padajoce zaporedje. Potem je zaporedje (a,) konvergentno na-
tanko tedaj, ko je navzdol omejeno. V tem primeru velja lim a, = inf(a,).
n—oo

Opomba 2.41 Kot smo Ze omenili, prvih nekaj (koncno) élenov zaporedja ne vpliva na
limito zaporedja, zato lahko navedena izreka uporabimo tudi v primeru, ko je zaporedje
nara$cajoce oziroma padajoce samo od nekega clena naprej.

Preden zapisemo naslednji izrek, moramo pojasniti Se dva koncepta.
Zaporedje zaprtih intervalov I} = [a1, b1], [ = [ag, bs], I3 = [as, b3], . . ., za katere velja
I, D1, 213D -+, imenujemo zaporedje vloZenih zaprtih intervalov (slika .

Ce imamo poljubno zaporedje A, As, As, ... podmnozic realnih stevil, potem je presek
teh mnozic definiran tako:

(JAn={z€R |VneN z€A,}.
n=1

Presek mnozic torej vsebuje natanko tiste elemente, ki pripadajo vsem mnozicam v zapo-
redju.
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Slika 2.4: Zaporedje vlozenih zaprtih intervalov.

Izrek 2.42 (Cantorjev aksiom) Naj bosta (a,,) in (b,) zaporedji, tako da za vsakn € N
velja ap, < api1 < byyr < by (imamo torej zaporedje vloZenih zaprtih intervalov, saj je
[a1,b1] D [ag, bs] D |as, bs] 2 ---). Potem sta resnic¢ni nasledngi trditvi:

(1) Obstaja tak ¢ € R, da za vsak n € N velja a,, < ¢ < b,; to pomeni, da je Stevilo ¢
vsebovano v vseh intervalih, torej

ce ﬁ [, by).
n=1

(2) Ce je lim (b, — a,) = 0, potem obstaja natanko en ¢ € R, da za vsak n € N velja
n—oo

a, < c < b,; to pomeni, da obstaja natanko eno Stevilo c, ki je vsebovano v vseh
intervalih, torej

(lan, ba] = {c}.

Dokaz. Uporabljamo ideje, predstavljene v virih [4] 10, [14]. Opazimo, da je zaporedje
(a,) narascajoce in navzgor omejeno z by, zaporedje (b,) pa padajoce in navzdol omejeno
z ay, zato sta obe zaporedji konvergentni. Naj bo

¢ = lim a, = sup(a,).
n—oo

Takoj opazimo, da za vsak n € N velja a,, < ¢ < b,. Ce bi namre¢ obstajal tak n € N, da
bi veljalo ¢ > b, potem bi po definiciji supremuma obstajal tudi tak m € N, da bi veljalo
Ay > by, kar bi pomenilo b, < b, < a,, < ay, kjer je k = max{n, m}. To je v protislovju
s predpostavko, zato je tocka (1) dokazana.

Za dokaz tocke (2) predpostavimo, da je Jirgo(bn —ap) = 0. Naj bo = € R poljuben

tak, da za vsak n € N velja a, < z < b,. Ce je < ¢, potem obstaja n € N, da je

a, > x, kar je protislovje. Ce pa je x > ¢, potem za vsak n € N velja b, — a,, > d, kjer je

d =x —c¢ > 0. To pomeni, da je tudi lim (b, — a,) > d > 0, kar je spet protislovje. S
n—oo

tem smo pokazali, da mora biti x = c. O

Zgled 2.43 Naj za vsak n € N velja a,, = —; in b, = Z. Potem imamo zaporedje
vloZenih zaprtih intervalov

[a1,b1] 2 [az, bs] 2 [as, bs] D ---

Ker zlahka dokazZemo, da je
lim (b, — a,) = lim — =0,
n—o0 n—oo N

po zadnjem izreku obstaja natanko en ¢ € R, ki lezi v vseh teh intervalih. Seveda je ¢ = 0.
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2.6 Racunanje z zaporedji in limitami

Naj bosta (a,) in (b,) poljubni realni zaporedji. Potem lahko tvorimo nova zaporedja
tako:

(1) vsota zaporedij je zaporedje (a, +b,) = (a1 + by, as + bs, .. .),
(2) razlika zaporedij je zaporedje (a, — b,) = (a1 — by, as — ba,...),
(3) produkt zaporedij je zaporedje (a,b,) = (aiby, asbs,...),
(4)

4) ¢e je Vn € N, b, # 0, potem zaporedje (“—") = (‘“ 22 ) imenujemo kvocient

br, b1 b

zaporedi).

Izrek 2.44 Naj bosta (ay) in (b,) konvergentni zaporedji. Potem so konvergentna tudi
zaporedja (a, + by), (a, — by) in (axby), pri tem pa velja

lim (a, +b,) = lim a,+ lim b,,
n—00 n—00 n—00
lim (a, —b,) = lim a, — lim b,,
n—»00 n—»00 n—00
lim (a,b,) = (lim an> . (hm bn> )
n—00 n—00 n—00

Dokaz. Skozi celoten dokaz naj bosta

A= lim a, in B= lim b,.
n—oo n—oo

Najprej dokazimo, da je
lim (a,, +b,) = A+ B in lim (a, —b,) = A— B.

n—oo n—oo

Naj bo € > 0 poljuben. Potem obstaja n; € N, tako da za vse n > n; velja |a, — A| < 5.

Podobno obstaja ny € N, tako da za vse n > ny velja |b, — B| < 5. Naj bo ng =
max{ni, ny}. Potem za vse n > ny dobimo

[(@n +b) = (A+ B)| = [(an = A) + (b = B)| < lan = Al + b = B| < S + 5 =<
in
(@n = bn) = (A= B)| = l(an = A) + (B = b)| < law = Al +|B = ba| < 5 + = ==,

kar zaklju¢i dokaz prvih dveh formul.
V nadaljevanju dokazimo (na zelo podoben nacin kot v virih [10] [18]), da velja

lim (a,b,) = AB.

n—oo

Ker je zaporedje (a,) konvergentno, je po izreku tudi omejeno. Zato lahko najdemo
tak M € R", da za vse n € N velja |a,| < M. Naj bo ¢ > 0 poljuben. Potem obstaja tak
ny € N, da za vse n > ny velja

€

a, — Al < ———.
| | M + |B|
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Podobno obstaja tak ny € N, da za vse n > ny velja

€

b, — Bl < ———.
| | M + |B|

Naj bo ng = max{ni,ns}. Ce je n > ng, potem dobimo

la,b, — AB| = layb, — a,B + a,B — AB| = |a,(b, — B) + (a, — A)B|
< lan(by = B)| + |(an — A)B| = [an]| - [bn — B| + |an — A[ - [B|
£ £ 5
< M + Bl= — (M+|B|) =,
M + |B| M+|B|’ | M+|B|< |B1)

kar zakljuci se dokaz tretje formule. U

Navedimo 8e posledico, ki sledi neposredno iz prejsnjega izreka (natancneje iz dela, ki
govori o konvergenci produkta zaporedij).

Posledica 2.45 Naj bo (a,) konvergentno zaporedje. Ce je A € R, potem je konvergentno
tudi zaporedje (May,) in velja

lim (Aa,) = A lim a,.

n—o0 n—o0
Izrek 2.46 Naj bosta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji. Ce velja $e ¥n € N, b, # 0 in
lim b, # 0, potem konvergira tudi zaporedje (a—”> n velja

n—00 bn
lim a,
. a”’l n—oo
lim — = — .
n—oo b, lim b,
n—oo

Dokaz. Sledimo pristopu iz vira [I8]. Naj bosta

A= lim a, in B= lim b,.
n—oo n—0o0

Vemo, da je B # 0. Najprej dokazimo, da je konvergentno zaporedje (i) in da velja

’ 1 1
im — = —.
Naj bo n; € N tak, da za vse n > ny velja
| B
b, — B —
by~ Bl < 5

Intervala (—@, @) ter (B — |—§|, B+ %) sta o¢itno disjunktna, zato za vse n > ny sledi

| B
b, > =1

Naj bo € > 0 poljuben. Ker je B = lim b,,, gotovo obstaja tudi tak n, € N, da je
n—oo

Pogoj
e|BJ?

b, — B| <
by — B| < =5
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izpolnjen za vse n > ny. Dolo¢imo ng = max{ny,ny}. Poslediéno za vsak n > ng velja

1 1| [B-=b _\bn—B|<2|bn—B\ 2¢|B|*
bo B | Bb, [ |B[-[b] = [B]? 2|B]2
Dokazali smo, da je
1 1
lim — = —.
nso b, B
7 uporabo prejSnjega izreka sedaj dobimo
lim a
. QL. 1 AT . 1 - 1 _ neo
i =t (o) = (i) - (fim ) =45 = 5y
n—oo
kar zakljuc¢i dokaz. 0

1
Zgled 2.47 Ker velja lim — =0, je tud:

n—oo 1

lim %: lim <l-l):<lim l>-<1im l) =0-0=0.
n—,oo N, n—oo n n n—oo N n—,oo N,

Zgled 2.48 Izracunajmo limito

L5 g (oot i)
2 —n+5 2ot 731320(2 n w2
dm e T o Am T = 1 2
3+—+—2 lim (3—|——+—2)
n n n—o0 n n
lim 2 — lim © 45 lim
J s im0 i s 9040 2

1 1 90
lim 3+ lim — 4+ 2 lim — 3+0+0 3

n—00 n—oo M n—oo n2

2.7 Cauchyjeva zaporedja

Definicija 2.49 Zaporedje (a,) je Cauchyjevo, ce
Ve>0,dng e NVm,neN, m,n>ny = |a, —a,| <e.
Trditev 2.50 Vsako Cauchyjevo zaporedje je omejeno.

Dokaz. Naj bo (a,) poljubno Cauchyjevo zaporedje in dolo¢imo ¢ = 1. Potem obstaja
no € N, da za vse m,n > ng velja |a,, —a,| < 1. Sledi, da za vse n > ng velja |a, —ay,,| < 1
oziroma a,, € (an, — 1, an, +1). Izven intervala (a,, — 1, a,, + 1) so torej lahko samo ¢leni
ai,...,0an,—1. Naj bosta

m = min{a,, — 1,a1,as,...,an,-1},
M = max{a,, +1,a1,a9,...,0,, 1}
Ocitno za vse n € N velja
m<a, <M,
zato je zaporedje (a,) omejeno. O
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Izrek 2.51 Zaporedje (a,) je Cauchyjevo natanko tedaj, ko je konvergentno.

Dokaz. Sledimo pristopu iz virov [4, 20]. Predpostavimo najprej, da je zaporedje (a,)
Cauchyjevo. Potem po zgornji trditvi vemo, da je omejeno in zato ima po izreku [2.15]
neko stekalisce s € R. Dokazimo, da velja

lim a, = s.
n—oo

Naj bo € > 0 poljuben. Ker je zaporedje Cauchyjevo, mora obstajati tak ny € N, da
za vse m,n > ng velja |a, — a,| < §5. Ker je s stekalis¢e zaporedja (a,), je pogoj
la, — 5| < § izpolnjen za neskoncno mnogo indeksov n. Zato obstaja tak n; > ng, da
velja |a,, — 5| < 5.

Za poljuben n > ngy potem sledi

£ €
|an — 8| = [(an — an,) + (an, = 3)| < |an — apn,| + |an, — 5| < §+§:5-
S tem smo pokazali, da je
lim a, = s,
n—oo

zato je zaporedje (a,) konvergentno.

Za drugo smer predpostavimo, da je (a,) konvergentno zaporedje z limito L. Dokazimo,
da je zaporedje (a,) Cauchyjevo. Naj bo ¢ > 0 poljuben. Is¢emo ny € N, da bo za vse
m,n > ng veljalo |a,, —a,| < e.

Ker je L limita zaporedja (a,), za § > 0 obstaja tak ng € N, da za vse n > ng velja
la, — L| < 5. Iskani ng je kar ta, ki smo ga dobili iz definicije limite. Namre¢, za vse
m,n > ng je
€

226.

19
|am_GN|:|(am_L)+(L_an)|§|am_L’+|L_an|<§+

Dokazali smo, da je zaporedje (a,) Cauchyjevo. O

2.8 Limite in stekaliséa v R

Ce mnozici realnih stevil R dodamo dva elementa, +00 = 0o in —oo, dobimo tako ime-
novano razéirjeno mnozico realnih stevil R = RU{oco, —co} . Pri tem je co # —oo0,
nova elementa pa nista Stevili, ampak neskonc¢nosti. Dodatno definiramo, da za poljuben
r € R velja —oco < ¢ < oo. V tem razdelku bomo obravnavali limite in stekalisca v
mnozici R, pri éemer se zgledujemo po gradivu [15].

Definicija 2.52 Zaporedje (a,) divergira proti co, ée velja:
VM >0,dnp e NNVneN, n>ny = a, > M.

V tem primeru pisemo
lim a, = o0
n—oo

in pravimo tudi, da zaporedje (a,) v R konvergira proti oo ali da ima v R limito oo.
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Definicija 2.53 Zaporedje (a,) divergira proti —oco, ce velja:
VM <0,dnp e NNVneN, n>ny = a, < M.

V tem primeru pisemo

lim a, = —o0
n—oo

in pravimo tudi, da zaporedje (a,) v R konvergira proti —oco ali da ima v R limito
—00.

Zgled 2.54 Naj bo zaporedje (a,) podano s splosnim clenom a, = n® za vse n € N.

Preverimo, da velja

lim a, = lim n? = cc.
n—0o0 n—0o0

Naj bo M > 0 poljuben. Poglejmo, kdaj je a, = n* > M. Seveda to velja takrat, ko je
n > M. Naj bo torej ny = [\/M} + 1. Potem za vsak n > ngy velja
2
a, =n*>ng > (\/M) =M,
kar zakljuci dokaz.

Zgled 2.55 Naj zaporedje (a,,) divergira proti oo, zaporedje (b,) pa naj ima limito B € R.
Za vajo lahko preverite, da velja:

(1) Zaporedje (a,, + b,) divergira proti co.
(2) Ce je B >0, potem zaporedje (ayby) divergira proti co.
(3) Ceje B>01inV¥neN, b, #0, potem zaporedje (‘;—:) divergira proti oo.

Od tod sledi na primer
nd + 2n Con?42 B

11m = l1m T =

Seveda bi lahko analogna pravila izpeljali tudi za druge podobne situacije. Vec informacij
o pravilih za racunanje v mnozici R najdete v zadnjem delu razdelka|3.10.

Definicija 2.56 Zaporedje (a,) konvergira v E,_c“e ima limito v mnoZici R. 'V nasprot-
nem primeru pravimo, da zaporedje divergira v R.

Opomba 2.57 Ce je lim a, = co ali lim a, = —oo, potem zaporedje (a,) divergira, saj
n—oo n—oo

divergira v R. Seveda pa v tem primeru konvergira v R.
Oglejmo si Se, kdaj ima zaporedje stekalisée oo oziroma —oo.

Definicija 2.58 Zaporedje (an) ima v R stekalisée oo, ce ni navzgor omejeno. Podobno
ima zaporedje (a,) v R stekali§ée —oo, c¢e ni navzdol omejeno.

Zgled 2.59 Naj bo (a,) = (1,0,2,0,3,0,...). Ocitno zaporedje (a,) ni navzgor omejeno,
zato ima v R stekalisée oo.
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Izrek 2.60 Vsako zaporedje ima vsaj eno stekalisce v R.

Dokaz. Naj bo (a,) poljubno zaporedje. Ce (a,) ni navzgor omejeno, potem je oo
stekalisée tega zaporedja. Ce (a,) ni navzdol omejeno, potem je —oo stekalisée tega
zaporedja. Ce pa je (a,,) navzgor in navzdol omejeno, potem po izreku Vemo, da ima
vsaj eno stekalisée s € R. V vsakem primeru ima torej zaporedje stekalisée v R. 0

Se enkrat opomnimo, da ¢e ne poudarimo, na katero mnozico se nanasa konvergenca
oziroma stekalis¢e zaporedja, potem se to vedno nanasa na R, tore;j:

(a,) konvergira <= (a,) konvergira v R,
(a,) divergira <= (a,) divergira v R,

(a,) ima stekalisce <= (a,) ima stekalisce v R.

2.9 Definicija potence z realnim eksponentom

Cilj razdelka je definirati potenco a”, kjer je a > 0 in x € R. V ta namen najprej ponovimo
ze znana osnovna dejstva o potencah z naravnim, celim in racionalnim eksponentom ter o
korenih. Opomniti moramo, da v tem razdelku pri trditvah, izrekih in dokazih v glavnem
sledimo pristopu iz virov [10, 20], kar v nadaljevanju obi¢ajno ne bomo posebej poudarjali.
Nadalje, pri opisovanju lastnosti potenc in korenov uporabljamo gradivo [2], pri ¢emer
lastnosti ve¢inoma samo nastejemo, saj so te v veliki meri snov predhodnega studija
(veliko dokazov pa sicer lahko najdemo v omenjenem viru).

2.9.1 Potence z naravnim eksponentom

Naj bo a € R. Potenco z naravnim eksponentom definiramo induktivno:
(1) a' =a,
(2) za vsak n € N je "™ = a" - a.
To pomeni, da je a> = a-a, a® =a*-a = a-a-aitn. Pri tem vemo, da so izpolnjene

dolocene lastnosti. Natancneje, za vsaka a,b € R ter n,m € N so resni¢ne naslednje
trditve:

1

a" =a ,

=,
by = an- b

2) (a
3) (a

(1)
(2)
(3)
(4) e je n >m, velja 45 = a"™™,
(5) ¢
(6)

ejen <m, velja 4 = L
a

6) e jeb#0, velja (4)" = <.
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Dodatno, ¢e sta a,b > 0 in n,m € N, potem so resni¢ne naslednje trditve:

(1) a" <1 <= a <1,
(2) a" >1 <= a>1,
(3) a" =1 <= a=1,
(4) a" < b <= a <D,
(5) a® =b" <= a=0b,
(6) neenakost a" < a™ velja natanko tedaj, ko je bodisi @ > 1 in n < m bodisi a < 1 in

n>m,
7) enakost a™ = a™ velja natanko tedaj, ko je a = 1 ali n = m.
J J J

Opomnimo Se, da se pri potenci a” stevilo a imenuje osnowva, stevilo n pa eksponent.

Trditev 2.61 Naj bo a > 0. Potem velja

0 ;a<l1
lim a" = 1 ;a=1.
n—oo

o ;a>1

Dokaz. Recimo, da je a € (0,1). Seveda za vsak n € N velja a"™ = a" - a < a", zato
je zaporedje (a™) padajoce. Ocitno je tudi navzdol omejeno z 0, zato je po izreku
konvergentno in ima limito L € R. Ker se zaporedji (a") in (a"™!) razlikujeta le v prvem

clenu, je tudi

lim a"t' = L
n—0o0

?

kar implicira

L=1lmad" '=aqlima"=a-L.
n—oo n—oo

Iz zgornjega sledi L = 0.

Za a = 1 je trditev ocitna, zato predpostavimo Se, da je a > 1. V tem primeru podobno
kot prej preverimo, da je zaporedje (a™) narascajoce. Pokazimo Se, da ni navzgor omejeno.
Pa recimo, da je (a") navzgor omejeno in da je M natancna zgornja meja tega zaporedja.
Seveda mora biti M > 0, po izreku pa je M tudi limita zaporedja (a™). Posledi¢no
velja

M = lim "' =q lim a" =a - M,
n—oo n—oo

kar pomeni, da je M = 0. Dobili smo torej protislovje, zato zaporedje (a™) ni navzgor
omejeno. Ker je tudi narascajoce, takoj vidimo, da je
lim a" = oc.

n—oo

Dokaz je s tem zakljucen. O
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2.9.2 Potence s celim eksponentom

Naj bo a € R. Potem definiramo a® = 1. Ce je a # 0 in n € N, definiramo se

(1) a™-a™ = o™,
(2) (a")™ =a™™,

(3) (ab)" =a™-b",
(4) ()" =g =a™
©) & —arn

(

Nadalje, ¢e sta a,b > 0 in n,m € Z, potem so resni¢ne naslednje trditve:
(1) a" >0,

(2) neenakost a” < 1 velja natanko tedaj, ko je bodisi @ > 1 in n < 0 bodisi a < 1 in
n >0,

(3) neenakost a” > 1 velja natanko tedaj, ko je bodisi @ > 1 in n > 0 bodisi a < 1 in
n <0,

(4) enakost a™ = 1 velja natanko tedaj, ko je a =1 ali n = 0,

(5) neenakost a” < b™ velja natanko tedaj, ko je bodisi @ < b in n > 0 bodisi a > b in
n <0,

(6) enakost a™ = b™ velja natanko tedaj, ko je a = b alin =0,

(7) neenakost a™ < a™ velja natanko tedaj, ko je bodisi @ > 1 in n < m bodisi a < 1 in
n>m,

(8) enakost a™ = a™ velja natanko tedaj, ko je a = 1 ali n = m.

2.9.3 Koreni

V opombi smo omenili, da je funkcija g : [0,00) — [0,00), podana s predpisom
g(z) = 2 za vse z € [0,00), bijektivna. To pomeni, da za vsak a > 0 obstaja natanko
en x > 0, da velja 22 = a. Dobljeno stevilo x imenujemo kvadratni koren Stevila a,
ozna¢imo pa ga kot x = y/a ali tudi kot z = ¥a. Obljubili smo formalni dokaz obstoja
kvadratnega korena (oziroma bijektivnosti omenjene funkcije), ki pa ga bomo predstavili
v splosnejsi obliki.
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Izrek 2.62 (o obstoju m-tega korena) Naj bo a > 0 poljubno nenegativno stevilo in
naj bo m € N. Potem obstaja natanko eno nenegativno stevilo x > 0, da je 2™ =a. V
tem primeru Stevilo x imenujemo m-ti koren Stevila a in pisemo x = ¥/a.

Dokaz. Postopamo podobno kot v virih [10, 20]. Recimo, da bi obstajali dve razliéni
taksni Stevili, na primer z; in x5, kjer je z1 < 5. Potem je seveda a = =" < 7' = a, kar
je protislovje. Torej ¢e taksen x obstaja, je nujno en sam.

Pokazimo Se, da tak z obstaja. Naj bo xy najvecje nenegativno celo stevilo, da velja
2 < a. Potem je 27" < a < (2o + 1)™. Ce je slucajno z§' = a, izberemo x = x; in smo
koncali. Ce pa je z(' < a, pa naj bo x; najvecje izmed stevil v mnozici

{020+ .
Zo, Lo 10,...,1’0 10 )

za katero velja 7" < a. Potem je

1 m
$T§&<([L’1+E> .

Ce je " = a, izberemo kar x = x;, sicer pa postopek nadaljujemo. Ce v nekem koraku
dobimo = = z,,, smo zakljuéili, sicer pa dobimo zaporedje (x,), tako da za vsak n € N
velja
m<a< <x + L>m
' <a nt1ge)
Ocitno je zaporedje (z,) naras¢ajoce in navzgor omejeno, zato je po izreku konver-
gentno. Naj bo

r= lim x,.
n—o0

1
Po trditvi 2.61|je lim — = 0, zato je tudi

i (4 o) =

a \ I T n ) T
Od tod dobimo

2" = lim 2, <a
n—oo
in
e )
e\ T ) =

kar pomeni 2™ = a. O

Opomba 2.63 Zgornji izrek bi lahko dokazali tudi z uporabo koncepta zveznosti. Za vec
informacij glejte zgled [3.33,

Tudi za racunanje s koreni veljajo nekatere osnovne lastnosti. Naj velja a,b € [0, c0)
in n,m, k € N. Potem so resni¢ne naslednje trditve:

(1) ¥ar=(va)",
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(3) Vab= /b,

ca 3 g n/T — Va
(4) ceje b# 0, potem velja /¢ = R

kﬂ/akm: {L/a_m’
Va<1l < a<l,

Va>1 < a>1,

a < Vb <= a<b,
Va= b = a=1b,

neenakost {/a < {/a velja natanko tedaj, ko je bodisi a > 1 in m > n bodisi a < 1
inm <n,

)
)
)
8) Va=1 < a=1,
)
)
)

(12) enakost ¥/a = {/a velja natanko tedaj, ko je a =1 ali m = n.
Dokazimo Se spodnji izrek.

Izrek 2.64 Naj bo a > 0. Potem je lim /a = 1.

n—00

Dokaz. Ce je a = 1, je trditev o¢itna. Naj bo najprej a > 1. Ker za poljuben n € N

velja a” < a™*!, dobimo
Y < Y

in posledicno "/a < /a. Zaporedje ({/a) je torej padajoce in navzdol omejeno z 1, zato
je konvergentno. Naj bo
L = lim Va > 1.
n—oo
Seveda v tem primeru za vsak n € N velja L < {/a in posledi¢no L" < a. Ce bi veljalo
L > 1, bi bilo po trditvi zaporedje (L™) navzgor neomejeno, kar vodi v protislovje.
Zato mora biti nujno L = 1.
Za konec predpostavimo Se, da je 0 < a < 1. Potem je % > 1, zato dobimo

1 1 1
lim Va = lim = =-=1.
\/j lim \/j
a n—o0 a
Dokaz je torej zakljucen. O
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2.9.4 Potence z racionalnim eksponentom

Naj bodo a > 0, m € Z in n € N. Potem definiramo

a% — am™. (21)

Ker pa lahko neko racionalno Stevilo na ve¢ nacinov zapisemo kot ulomek, moramo

preveriti, da je zgornja definicija sploh dobra. Recimo, da racionalno stevilo p zapisemo
kot

m

p=—

n

Y

kjer sta m € Z in n € N ter velja D(m,n) = 1. Cejep = 77’:—,' nek poljuben zapis stevila p,
kjer sta m’ € Z in n’ € N, potem obstaja k € N, da velja m’ = mk in n’ = nk. To pomeni

_m_km
p_n’_kn'

Toda v tem primeru velja
n’ /—am/ _ kn/akm — n/l L (am) — n/a/m7
zato je definicija (2.1)) ustrezna.

Preverimo lahko, da ¢e sta a,b € R in p,q € Q, potem so resni¢ne naslednje trditve:

(1) af - a? = aPt?

(2) a? >0,

) (@) =

(4) (ab)P =a? - bP,

5 () =d=a,

(6) 57 =a"™",

(M ($)" =%

(8) neenakost a? < 1 velja natanko tedaj, ko je bodisi @ > 1 in p < 0 bodisi a < 1 in
p >0,

(9) neenakost a? > 1 velja natanko tedaj, ko je bodisi @ > 1 in p > 0 bodisi a < 1 in
p <0,

(10) enakost a? = 1 velja natanko tedaj, ko je a =1 ali p =0,

(11) neenakost a? < b velja natanko tedaj, ko je bodisi @ < b in p > 0 bodisi @ > b in
p <0,

(12) enakost a? = b* velja natanko tedaj, ko je a = b ali p =0,
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(13) neenakost a? < a? velja natanko tedaj, ko je bodisi @ > 1 in p < ¢ bodisi a < 1 in
p>4q,

(14) enakost a? = a? velja natanko tedaj, ko je a =1 ali p = q.

V nadaljevanju bomo potrebovali tudi naslednjo trditev, ki nam pove, kako se obnasa
potenca pri zelo majhnem eksponentu.

Trditev 2.65 Naj bo a > 0. Za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da za vsak h € Q velja
|h| <6 = |a"—1] <e.

Dokaz. Iz izreka vemo, da je
: |
lim Ya=1 in lim {/-=1.
n—00 n—o00 a

Naj bo € > 0 poljuben. Potem obstajata n; € N in ny € N, tako da za vse n > n; velja

[Va—1]<e

VT
|
a

Naj bosta n = max{n;,no} in § = 2.

Loc¢imo naslednje moznosti:

in da za vse n > ny velja

<e. (2.2)

Izberimo poljuben h € Q, tako da je |h| < 6.

(1) Predpostavimo, da je h > 0. Poglejmo Se tri podmoznosti:

(1.1) Recimo, da je @ > 1. V tem primeru iz 0 < h < § = L dobimo 1 < a” < .
Posledi¢no je 0 < a" — 1 < ar — 1, zato sledi 0 < ‘ah — 1‘ < |/a—1] <ein
lah — 1| <e.

(1.2) Recimo, da je @ =1. V tem primeru je ocitno |a" — 1| = |1 — 1| =0 <e.

(1.3) Recimo, daje0 < a < 1. Vtem primeruiz0 < h < § = * dobimo 1 > a” > an.

Poslediéno je 0 > a" —1 > an — 1 ozitoma 0 < 1 — a" < 1 — an, zato sledi
0<[l—da" <[1—¢al=|a—1<ein|a"—1] <e.

(2) Predpostavimo, da je h = 0. V tem primeru je o¢itno [a" — 1| =[1 -1/ =0 <e.

(3) Predpostavimo, da je h < 0. V tem primeru sklepamo podobno kot pri tocki (1), le
da uporabljamo neenakost ([2.2)). OJ
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2.9.5 Potence z realnim eksponentom

V tem razdelku koncéno definiramo potenco a®, kjer je a > 0 in € R poljubno realno
stevilo. Ideja je, da vzamemo poljubno zaporedje (g,) racionalnih stevil, ki konvergira
proti x. TakSno zaporedje vedno obstaja, saj lahko uporabimo na primer decimalne
priblizke. Recimo za x = v/2 = 1,41421 . .. vzamemo zaporedje ¢ = 1, ¢» = 1,4, g3 = 1,41
itn. Potem pogledamo zaporedje (a?), za katerega bomo dokazali, da ima limito.

Opomnimo, da tudi v tem podrazdelku povzemamo po virih [10, 20], pri obravnavi
lastnosti potenc (izrek pa v glavnem sledimo gradivu [2].

Izrek 2.66 Naj bo a > 0 in naj bo (q,) konvergentno zaporedje racionalnih stevil z limito
q € R. Potem konvergira tudi zaporedje (a®), pri cemer je

lim a? > 0.
n—o0

Ce je q racionalno Stevilo, potem velja Se

lim a®™ = af.

n—oo
Dokaz. Predpostavimo najprej, da je a > 1. Ker je zaporedje (g,) omejeno, obstajata
taki racionalni stevili m, M € Q, da za vse n € N velja m < ¢, < M, kar pomeni tudi
a™ < a¥ < aM. Seveda vemo, da sta a™,a™ > 0.

Dokazimo, da je zaporedje (a?) Cauchyjevo, kar bo seveda pomenilo tudi, da je kon-

vergentno. Naj bo € > 0 poljuben. Po prejsnji trditvi obstaja tak 6 > 0, da za vsak
h € Q, za katerega je |h| < ¢, velja

" 1] < =7

Ker je zaporedje (g,) po izreku tudi Cauchyjevo, obstaja tak ng € N, da za vse
m,n > ng velja |g, — gn| < . Posledicno za vse m,n > ng velja se

latm—on — 1| < =
aM
Kon¢no vidimo, da za poljubna m,n > ng sledi
_ M €
|aCIm_aLIn|:aCZn|a(Im Qn_1|<a — —¢.

aM

S tem smo pokazali, da je zaporedje (a?) Cauchyjevo, zato je po izreku tudi konver-
gentno. Ker velja 0 < a™ < a? za vsak n € N, mora biti

lim a? > 0.
n—o0

Za drugi del izreka predpostavimo, da je lim ¢, = ¢ € Q, in dokazimo, da v tem
n—oo
primeru velja

lim a? = af.
n—oo
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Za poljuben € > 0 dolo¢imo § > 0 enako kot prej. Ker je lim ¢, = ¢, obstaja tak ny € N,
n—oo

da za vse n > ng velja |¢, — q| = |¢ — ¢u| < d in poslediéno
€
‘aqfq" — 1‘ < a_M

Sledi, da za vse n > ng velja

€
|aIQn _ aQ| — aqn |1 _ aq_q’n — CLQn aq_Qn _ 1| < aM_M — E,
a
kar zakljuc¢i dokaz za a > 1.
Ce je a = 1, je trditev ocitna, za a < 1 pa dokazujemo podobno kot pri a > 1. |

Poglejmo sSe, kaj se zgodi, ¢e imamo dve zaporedji racionalnih stevil, ki konvergirata
proti istemu stevilu.

Izrek 2.67 Naj bo a > 0 in naj bosta (p,) ter (¢,) konvergentni zaporedji racionalnih
stevil, ki imata isto limito. Potem je

lim o = lim a?".
n—oo n—oo

Dokaz. Iz zgornjega izreka vemo, da je

lim a? > 0.
n—oo
Zato dobimo
lim o~ Pn
n—oo 1 @ ] Pn—Aqn 0
—/= — = lim = lim a =a =1,
lim a?" n—oo qdn n—o00
n—oo

saj je (pn — qn) zaporedje racionalnih stevil, ki konvergira proti 0. Od tod vidimo, da velja

lim o’ = lim o,
n—oo n—oo

kar zakljuc¢i dokaz. O
Sedaj je smiselna spodnja definicija potence z realnim eksponentom.

Definicija 2.68 Naj velja a > 0 in x € R. Naj bo $e (g,) poljubno zaporedje racionalnih
stevil, ki konvergira proti x. Potem definiramo

a® = lim a?.
n—oo

Izkaze se, da tudi za potence z realnimi eksponenti veljajo podobne lastnosti kot pri
potencah s celimi oziroma racionalnimi eksponenti.

Izrek 2.69 Naj velja a,b € RY in z,y € R. Potem so resnicne naslednje trditve:

(1) a® - a¥ = a* 1Y,
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(2) a* >0,
(3) (
(4) (ab)* = a" - b",
(5) (
(6) & =a"",
(7) (3)" =5

(8) neenakost a® < 1 wvelja natanko tedaj, ko je bodisi a > 1 in x < 0 bodisi a < 1 in
x>0,

(9) neenakost a® > 1 velja natanko tedaj, ko je bodisi a > 1 in x > 0 bodisi a < 1 in
r <0,

(10) enakost a® =1 velja natanko tedaj, ko je a =1 ali x =0,

(11) neenakost a* < b® wvelja natanko tedaj, ko je bodisi a < b in x > 0 bodisi a > b in
x <0,

(12) enakost a® = b* velja natanko tedaj, ko je a = b ali x =0,

(13) neenakost a® < a¥ velja natanko tedaj, ko je bodisi a > 1 in v <y bodisi a < 1 in
x>y,

(14) enakost a® = a¥ wvelja natanko tedaj, ko je a =1 ali x = y.

Dokaz. Lastnosti dokazemo s pomocjo pravil za racunanje z limitami in z uporabo
lastnosti, ki veljajo za potence z racionalnimi eksponenti.

(1) Naj bo (p,) zaporedje racionalnih stevil, ki konvergira proti z, in naj bo (¢,) za-
poredje racionalnih stevil, ki konvergira proti y. Seveda je (p, + ¢n) zaporedje
racionalnih stevil, ki konvergira proti x + y. Zato velja

al“‘l‘y — llm ap7L+Q7L — llm (apn . aqn) — (11m apn) . (11m CLQH) — al‘ . ay‘
n—oo n—oo n—oQ n—oo

(2) Sledi iz izreka m

(3) Dokaz te lastnosti je nekoliko bolj zapleten. Lahko dokazujemo neposredno z upo-
rabo dejstev, ki jih Ze poznamo, vendar je izpeljava elegantnejsa, ¢e uporabimo
dolocene lastnosti zveznih funkeij, ki jih bomo spoznali Sele v poglavju [3

o0

Naj bo (pn)s, zaporedje racionalnih stevil, ki konvergira proti , in naj bo (gm)5_,

zaporedje racionalnih stevil, ki konvergira proti y. Potem se izkaze, da velja

(a®) = (lim ap">y = lim (hm ap")qm = lim (lim (apn)qm>

n—oo m—00 n—oo m—0o0 n—oo
= lim (lim ap"qm> = lim & = a™.
m—00 n—oo m—00
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(6)
(7)

Razlozimo natancneje, zakaj veljajo zgornje enakosti. Pri prvi enakosti smo upora-

bili definicijo potence a®, pri drugi enakosti pa definicijo potence (a®)?.

Pri tretji enakosti lahko za nek ¢, € Q uporabimo zveznost funkcije f : (0,00) — R,
podane s predpisom f(u) = u? za vse u € (0,00), v tocki u = a®. Za veé¢ informacij
glejte zgled in opombo [3.18] Posledi¢no za poljuben ¢, € Q velja

(lim ap”)qm = (a®)" = lim (aP*)".
n—oo

Cetrta enakost je o¢itna, pri peti enakosti pa smo uporabili dejstvo, da je (Pnlm )2,
zaporedje racionalnih stevil, ki konvergira proti stevilu zgq,,.

Koné¢no lahko pri Sesti enakosti uporabimo dejstvo
lim (zg,) =« lim ¢, =xy
m—0o0

m—0o0

skupaj z zveznostjo funkcije f : R — R, podane s predpisom f(u) = a" za vse
u € R, v tocki v = zy. Za ve¢ informacij glejte izrek in opombo Zato
velja

lim a*™ = a™.
m—0o0

Naj bo (g,) zaporedje racionalnih stevil, ki konvergira proti z. Ocitno je

(ab)® = lim (ab)™ = lim (a® - b%") = (hm aq"> . <lim bq") =a®-b".

n—oo n—oo n—oo n—0o0

Naj bo (g,) zaporedje racionalnih stevil, ki konvergira proti x. Takoj opazimo, da

iz tocke (4) sledi
1\* 1 v
(—) -a® = (— . a) =1"= lim 1" =1,
a a n—00

zato je

Podobno po tocki (1) velja

zato je tudi

Uporabimo tocki (5) in (1).

Uporabimo tocki (5) in (4).
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(8) Predpostavimo najprej, da je

a® = lim a™ < 1,
n—oo

kjer je (g,) neko zaporedje racionalnih stevil, ki konvergira proti . To pomeni, da
obstaja tak ng € N, da za vse n > ng velja a? < 1. Posledi¢no za vse n > ng velja
bodisi @ > 1 in ¢, < 0 bodisi a < 1 in ¢, > 0. Ce bi veljalo

xr = lim g, =0,
n—oo

bi dobili

a® = lim a™ =a° =1,
n—oo

kar je protislovje. Zato sledi bodisi @ > 1 in x < 0 bodisi a < 1 in x > 0.

Za drugo smer predpostavimo, da velja bodisi @ > 1 in x < 0 bodisi a < 1 in
x > 0. Recimo, da je a < 1 in > 0. Naj bo (g,) narascajoce zaporedje pozitivnih
racionalnih stevil, ki konvergira proti x > 0. Vemo torej, da za vse n € N velja
¢n > 0, zato mora za poljuben n € N veljati tudi a® < 1. Ker je zaporedje (g¢,)
narascajoce in a < 1, je zaporedje (a?) padajoce, zato mora biti

a® = lim a? < 1.
n—oo

Podobno dokazujemo tudi v primeru, ko je a > 1 in z < 0.
(9) Dokazujemo podobno kot pri tocki (8).

10) Uporabimo tocki (8) in (9).

Enakost preoblikujemo v Z—z =

13

)
)

11) Neenakost preoblikujemo v & < 1, nato uporabimo tocki (7) in (8).
)
) Neenakost preoblikujemo v 4 < 1, nato uporabimo tocki (6) in (8).
)

(
(
(12
(
(

(

1, nato uporabimo tocki (7) in (10).
(
)

1
14) Enakost preoblikujemo v 4 = 1, nato uporabimo tocki (6) in (10). O]

2.10 Geometrijsko zaporedje

Definicija 2.70 Zaporedje (a,) imenujemo geometrijsko zaporedje, cée obstaja tak
q € R, da za vsak n € N velja

ap4+1 = Ap - 4.

Stevilu ¢ v tem primeru pravimo kvocient zaporedja (an)-
Opomba 2.71 Opazimo, da ce je (a,) geometrijsko zaporedje, potem za vsak n € N velja

n—1
ap, = a1q .
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Zgled 2.72 Naj bostaa; =1 inq= % S tem dobimo geometrijsko zaporedje

1 1 1
(an) = <1,§,§,§,...>.

Trditev 2.73 Ce je a € (—1,1), potem velja lim a™ = 0.

n—o0

Dokaz. Tako kot v viru [I0] opazimo, da za vsak n € N velja

—la|" <™ <al".

Ker ze iz trditve [2.61| vemo, da je lim |a|™ = 0, po pravilu sendvica sledi tudi lim a™ = 0.
n—oo n—oo D

Opomba 2.74 Ce je ay, = 0, potem geometrijsko zaporedje (a1q" ") ocitno konvergira in
njegova limita je 0. Zato bomo v nadaljevanju predpostavili, da je a; # 0.

Izrek 2.75 Naj bosta a; # 0 in g € R. Geometrijsko zaporedje (a1q"') konvergira
natanko tedaj, ko je g € (—1,1]. Velja tudi

0 ;qe(-1,1)
aq ;=1

o (alqn_l) B cg>1 in g >0

n—00 o0

—o0 ;qg>1 m a1 <0
Dokaz. Naj bo najprej ¢ € (—1,1). Po prejsnji trditvi je lim ¢" = 0, zato je tudi
n—oo

lim (alq”_l) =a; lim ¢"!

=aqay lim ¢" = 0.
n—oo n—o0 n—o0o

Ce je ¢ =1, potem je zaporedje konstantno, zato je

Jim (o) =

Ce je ¢ > 1, potem iz trditve vemo, da velja

lim ¢" = 0o = lim ¢" ! = 0.
n—oo n—oo

V primeru, ko je a; > 0, tako dobimo

Ji (o) =0

v primeru, ko je a; < 0, pa dobimo

. -1\ _
Jim (o) = o0

To seveda pomeni, da ¢e je ¢ > 1, potem zaporedje divergira v R, ima pa limito v R.
Ce je ¢ = —1, ima zaporedje stekalis¢i —a; in ay, zato divergira, v primeru, ko je
q < —1, pa ima v R stekalis¢i oo in —o0, zato seveda tudi v tem primeru divergira. [
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Trditev 2.76 Naj bo (a1q™ ') geometrijsko zaporedje. Potem za vsak n € N velja
- ; oL q#1
Zalqz_l = a1+ ag+- -+ ag"t = { tra :
i=1 a-n ;qg=1
Dokaz. Ce je ¢ = 1, je rezultat ociten. Zato predpostavimo ¢ # 1. Formulo dokazimo z
matematicno indukcijo. O¢itno je, da velja za n = 1. Predpostavimo Se, da za nek n € N
velja

n—1 1— qn
a1 +a1q+---+a1q =a .
L—gq
Potem je
B 1—qg" 1— n_|_ n __ . n+l 1— n+1
a+a g+ +ad" gt =a q +a1q" = aq ¢ 79 9 =a g ,
l—q l—q l—gq
zato je indukcijski korak koncan, s tem pa tudi dokaz trditve. O
2.11 Definicija stevila e
Oglejmo si zaporedje (a,), podano s splosnim ¢lenom
1 n
VneN, a, = <1+—> . (2.3)
n

Opazimo, da je na primer a; = 2, as = 2,25, ag = 2,37, ay = 2,44.

Opomba 2.77 Spomnimo, da je fakulteta naravnega stevila n, ki jo oznacimo z n!,
definirana kot produkt vseh naravnih stevil, ki so manjsa ali enaka n, torejn! =1-2-...-n.
Dodatno definiramo 0! = 1. Nadalje, ce sta n,k € Z, tako da velja 0 < k <n, potem je

n n!
(k) ~ kl(n—k)!

binomski koeficient. Sedaj lahko zapisemo se binomski izrek, ki pravi, da za vsaka
x,y € R in za vsak n € Ny velja

o E Q-G G QO
k=0

Zgornjo enakost lahko dokazZemo na primer s pomocjo matematicne indukcije.

Izrek 2.78 Zaporedje (a,,), definirano s predpisom (2.3), je narascajoce in navzgor ome-
jeno, zato je tudi konvergentno.
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Dokaz. Sledimo ideji iz virov [2] 10, [I8]. Naj bo n € N poljuben. Najprej opazimo, da
za vsak k € N, za katerega je 2 < k < n (Ce obstaja), velja

<n)1 n! 1 I nn—1)(n—-2)-...-(n—k+1)

k ) n* Kl(n— k) nk Kkl oy
_ 1 n-Dn-2)-...-(n—(k-1))
k! nk—1

O R )

Ce uporabimo binomski izrek in zgornjo formulo, dobimo

() (O ()2
_ 1+1+%<1—%>+%<1_%>(1_%)+...
() (0) e -50)

Posledi¢no seveda velja tudi

1 1 1 1 2
w1 = 141+ (1- —(1- 1-
Ont1 + +2!( n+1>+3!< n+1)< n+1)+
1 1 2 n—1
+ = (1- 1- (1=
n! n+1 n+1 n+1
1 1 2
+ —(1——)(1— )(1— n )
(n+1)! n+1 n+1 n+1

S primerjavo ¢lenov a, in a,; takoj ugotovimo, da za vse n € N velja a,, < a,.1, zato je
zaporedje (a,) strogo narascajoce. S pomocjo trditve opazimo tudi, da za vse n € N
velja

< 141 1 1 1
anp < 1+ +5+§+'”+E
S AL
- 2 22 2n—1
1
_ o
= 1+1_1_1+2_2n—1<3’

2

zato je zaporedje (a,) navzgor omejeno s 3. Ker je zaporedje narascajoce in navzgor
omejeno, je po izreku tudi konvergentno. O

Definicija 2.79 Naj bo zaporedje (a,) podano s predpisom (2.3)). Limita tega zaporedja
se imenuje FEulerjevo Stevilo, ki ga oznacimo z e, torej

) \"
e = lim (1 + —) )
n—oo n
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Izkaze se, da je e = 2,71828.

1 -n
Zgled 2.80 Izracunajmo lim (1 — —) :

n—»00 n
1 —n _ 1 -—n n
lim <1——> ~ lim (” ) :lim< n )
n—o00 n n—o0 n n—oo \n — 1
1 n
= lim (1 + )
n—00 n—1

1 \"! 1
= () (e55))
nl—>rgo< +n—1 +n—1

V' zgornjo limito sedaj vpeljimo novo spremenljivko k = n — 1. Seveda opazimo, da gre
tudi k proti neskoncéno, ko gre n proti neskoncéno. Zato sledi

im (1-3) " = g (1+7) (1+7)

= (19 1) g (16 1) 1
R === Gy e S A

Zgled 2.81 (1) Izracunajmo limito:

1 —-n
lim(l—i——) = lim ——F5=-=¢
n—00 n n—00 (1 + —) e
(2) Izracunajmo limito:

1\" 1 1
lim (1——) =lim ——— =-=¢",
— (&

n—oo

2.12 Se nekaj posebnih limit zaporedij

V tem razdelku bomo izpeljali Se tri tipe limit, ki lahko pridejo prav pri raznih nalogah.
V vseh dokazih sledimo idejam iz vira [10].

Trditev 2.82 Ce je a > 0, potem velja

Dokaz. Naj bo € > 0. Opazimo, da je

1
— -0

1 a
<eg &= —<n" <:>n><—> )
na €

Naj bo




Potem za vse n > ng velja

— —0] <e,

kar je bilo treba dokazati. O

Trditev 2.83 Velja
lim {/n=1.

n—o0

Dokaz. Za vsak n € N naj bo a,, = {/n — 1. Ocitno je a, > 0 za vse n € N. Opazimo
tudi, da za poljuben n € N velja

n = (a,+1)" = (g) + <T>Gn+ (Z)ai+---+ <Z>a2

Ker so vsi navedeni ¢leni nenegativni, iz zapisanega sledi

— 2
naignﬁmn—l)aignjaig ,
2 2 n—1

kjer smo predpostavili, da je n > 2. To pomeni, da za vsak n € N, n > 2, velja

0<a, <4 2 .
n—1

2
I =0
e Vi —1 =

pravilo sendvica (izrek [2.27]) implicira

Ker zlahka preverimo, da je

lim a, = 0.
n—oo
Konc¢no dobimo
lim /n = lim (a, +1) = lim a, + 1 =1,

n—o0 n—oo n—oo

kar zakljuc¢i dokaz. O

Trditev 2.84 Naj bosta a € R in g > 1. Potem velja

lim — =0
n—oo "
Dokaz. Za vsak n € N naj bo
nOé
ap = —.
qn
Opazimo, da za poljuben n € N velja
(1) o
%ﬂ:q$:@+l>£
G, q_n n q
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Zato za vsak n € N ozna¢imo

Ker je

1 [a] 1\@ 1 [a]+1
n n n

in ker po pravilih za racunanje z limitami oc¢itno velja

1 [Oz} 1 [Oé]"r].
lim <1 + —> = lim (1 + —) =1,
n— 00 n n—00 n

po pravilu sendvica (izrek [2.27)) dobimo se

1 «
lim (1 + —) =1.
n—00 n

Iz zapisanega sledi, da je

1
lim b, = — < 1,
q

n—o0

zato obstaja tak ng € N, da za vse n > ng velja b, < 1. Posledi¢no za vse n > ng dobimo
ani1 < an, zato je zaporedje (a,) padajoce od ¢lena ng naprej. Ker je tudi navzdol
omejeno z 0, je po izreku in opombi konvergentno ter ima limito

L = lim a,.
n—oo

Potem je tudi

lim Api1 = L.
n—00

Seveda za vsak n € N velja a,+1 = a,b,, zato dobimo

lim a,4; = lim (a,b,) = (hm an> . (hm bn> ,

n—oo n—oo
od koder sledi )
L=L-- = L(g—1)=0.
q

Ker je ¢ > 1, to pomeni, da mora biti L = lim a, = 0. O

n—o0

2.13 Stevilske vrste

Definicija 2.85 Naj bo (a,) zaporedje. Stevilska vrsta je formalna vsota

o
a1+a2+a3+...: E Ay, .
n=1
Stevilom aq, as,as, ... pravimo élent vrste. Ce za vsak n € N definiramo

Sp = a1+ A + -+ Ay,
o0

dobimo zaporedje (s,), ki mu pravimo zaporedje delnih vsot vrste Z .

n=1
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Definicija 2.86 Pravimo, da vrsta Zan konvergira (ali da je konvergentna), ce
n=1

konvergira njeno zaporedje delnih vsot (s,). V tem primeru Stevilo lim s, imenujemo
n—oo

vsota vrste, kar zapisemo tako:
(o]
E a, = lim s,.
n—oo
n=1

Opomba 2.87 Opazimo, da isto oznako Zan uporabljamo tako za samo vrsto kot tudsi

n=1
za vsoto vrste (¢e obstaja).
Definicija 2.88 Vrsta Zan divergira, ce divergira njeno zaporedje delnih vsot (sy).
n=1

Opomba 2.89 Podobno kot v razdelku[2.§ lahko tudi za vrste obravnavamo konvergenco
v mnoZici R in uporabljamo analogno terminologijo. Posledicéno je v tej mnoZici lahko
vsota vrste tudi oo ali —oo. Seveda pa Se vedno wvelja, da ce ne poudarimo, na katero
mnozico se nanasa konvergenca oziroma divergenca vrste, potem vedno mislimo, da gre
za konvergenco oziroma divergenco v R.

Zgled 2.90 Oglejmo si spodnje Stiri vrste (najdemo jih tudi v virih [4, [10, [20]) in za
vsako premislimo, ali konvergira oziroma divergira:

(1)> 0=04+0+0+--
n=1
V tem primeru za vse n € N velja a,, = 0 in posledi¢no s, = 0, zato dobimo

Zoz lim s, = lim 0 = 0.
n:1 n—o0 n—oo

o0

(2) 1=14+141+---
n=1
V tem primeru za vse n € N welja a,, = 1, zato za vsak n € N dobimo s, =n. Ker

zaporedje (sy,) divergira proti 0o, tudi vrsta divergira. Lahko zapisemo

o
E 1= lim s, = oo,
n—oo
n=1
kar pomeni, da v R vrsta konvergira in da je njena vsota oo.

o0

(3) S (-1 =111

n=1
V tem primeru je (s,) = (1,0,1,0,...). Zaporedje (s,) ima torej dve stekalisci, zato
divergira. Posledicno tudi vrsta divergira.
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1 1 1 1
(4) ; nnt1l) 127237347
Opazimo, da za vsak k € N velja

111
k(k+1)  k k41

zato za poljuben n € N dobimo

1 1 1 1
T T2t i n(n+1)
1 11 1 1
- (I‘ﬁ)*(“‘) <§—1>+“'+<;—n+1>
B 1
I

Ker je oc¢itno lim s, = 1, vrsta konvergira in njena vsota je
n—oo

o

;nn—i-l

Definicija 2.91 Naj bosta ay,q € R. Vrsta

o0

ay + a1q + a1q2 4= Z (alqn—l)

n=1

se imenuje geometrijska vrsta s kvocientom q.

Trditev 2.92 Naj bosta a1,q € R in naj velja a1 # 0. Geometrijska vrsta Z (alqn_l)

n=1

konvergira natanko tedaj, ko je |q| < 1. Velja tudi

00 laqu 7q€(_171)
Zalq o© ;qg>1 1w ap>0.
n=1 —o00 ;q¢>1 in a3 <0

Dokaz. Naj bo (s,) zaporedje delnih vsot dane geometrijske vrste. Lo¢imo ve¢ moznosti
glede na ¢. Ce je ¢ = 1, potem vidimo, da za vse n € N velja s,, = na;. Ker je a; # 0, to
zaporedje divergira: e je a; > 0, divergira proti oo, ¢e je a; < 0, pa proti —oc.
V nadaljevanju zato predpostavimo, da je ¢ # 1. V tem primeru nam trditev
pove, da za vse n € N velja
1—q" q"t —1

Sn=a1+a1q+---+a1q”_1 1—q_a1q—1'
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Loc¢imo Se tri moznosti:

(1) Ce je |q| < 1 oziroma ¢ € (—1,1), potem zaporedje (¢") po trditvi konvergira
proti 0, zato dobimo

limsnzlim< L=q ): il

ai )
n—o0 n—o00 1—g¢q 1—¢q

kar pomeni, da vrsta konvergira in njena vsota je

oo

n—1y @1
Z(alq )— 1_q.

n=1

(2) Ce je ¢ > 1, nam trditev m pove, da zaporedje (¢") divergira proti oo. Ker je v
tem primeru g — 1 > 0, je tudi
: (q” - 1)
lim = 00
n—oo \ q— 1

V primeru a; > 0 zaporedje (s,,) divergira proti co, v primeru a; < 0 pa proti —oc.

(3) Ce je ¢ < —1, zaporedje (¢") nima limite niti v R (saj ima v tej mnozici dve
stekalisci), zato tudi (s,) divergira. Sledi torej, da geometrijska vrsta divergira.

Obravnavali smo vse mozne vrednosti, ki jih ¢ lahko zavzame, zato je dokaz konc¢an. [J

Zgled 2.93 Iz zgornjega izreka sledi na primer, da je

i L _ 14 ! + ! + ! +--=
Lgn-t 7 g 092 193 1-1
kar lahko lepo ponazorimo tudi s sliko [2.8. Omenjena slika prikazuje lik, sestavljen iz
dveh kvadratov, ki imata stranico dolzine 1. Cleni geometrijske vrste so ravno ploscine
pravokotnikov, ki so vsebovani v danem liku. Opazimo, da je ploséina celotnega lika enaka

2, kar sovpada z vsoto geometrijske vrste.

as = 3
1 CL1—1
1
CL4:T
a3 =3

Z 1

21

1 1

Slika 2.5: Ponazoritev vsote geometrijske vrste.
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Trditev 2.94 (Cauchyjev pogoj za konvergenco vrste) Vrsta Z ay, konvergira na-

n=1

tanko tedaj, ko velja

Ve>0,dng € NNVn >ng,Vk €N, |6Ln+1 +an+2+---+an+k| <e.

Dokaz. Naj bo (s,) zaporedje delnih vsot vrste Z a,. Z uporabo izreka [2.51| opazimo,
n=1
da velja:
Zan konvergira zaporedje (s,) konvergira
n=1

<~
<= zaporedje (s,) je Cauchyjevo

< Ve>0,Ing e N,Vm,n > ng, [$y — Su| <¢€

< Ve>0,dng e N,Vn >no,Vk €N, sk — sn| <e.

Ker za vse n, k € N velja
Stk = Sn| = |Sn + Qg1+ Ango + -+ F Ak — Sp| = |@ng1 + Ango + 0 F Qg
je zadnja izmed zgoraj nastetih trditev ekvivalentna trditvi
Ve>0,3dng € N,Vn >ng,Vk €N, |api1 + apgo+ -+ + anyi| <,
zato je dokaz koncan. O

Definicija 2.95 Vrsto

[e.e]

Zl—1+1+1+1+
n 2 3 4

n=1

imenujemo harmoniéna vrsta.
Posledica 2.96 Harmonicna vrsta divergira.

Dokaz. Naj za vsak n € N velja a, = +. Tako kot v knjigi [20] dokazujemo s protislovjem.
Recimo torej, da harmoni¢na vrsta konvergira. Potem iz trditve sledi, da za ¢ = %
obstaja tak ng € N, da za vsak n > ng in vsak k£ € N velja

|an+1+an+2+"'+an+k| <e=z.

2
Izberimo poljuben n > ng in doloc¢imo k = n. Glede na zgornji pogoj mora torej veljati
1
‘anJrl +app2+---+ anJrk’ = ‘anJrl +app2+-- + a2n‘ < 5
Vendar po drugi strani vidimo, da je
| + + -+ agy| Ly by
a/n an “ e a n — PPN R
i 2 2 n+1l n-+2 2n
S 1 n 1 P I n 1
~ 2n 2n 2n  2n 2’
kar je v protislovju s prejsnjo oceno. S tem smo dokazali, da harmonicna vrsta divergira.

OJ
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Posledica 2.97 (nujni pogoj za konvergenco vrste) Ce vrsta Z a, konvergira, po-
n=1
tem je lim a, = 0.
n—oo
Dokaz. Predpostavimo, da dana vrsta konvergira. Potem zaradi trditve [2.94] zadosca
Cauchyjevemu pogoju za konvergenco vrste. Ce uporabimo ta pogoj in dolo¢imo k = 1,
dobimo, da velja
Ve>0,3dng € N,Vn > ng, |ap1] <e.

To dokazuje, da je hm an+1 = 0 in posledi¢no je tudi lim a, = 0. [
n—oo

Opomba 2.98 Dogovorimo se, da zapis hm a, # 0 pomeni bodisi da hm a, obstaja

i ni enaka 0 bodisi da ta limita sploh ne obstaja. Posledica nam torej pove, da ce

o
lim a, # 0, potem vrsta g a, divergira.
n—oo 1

n—=

Zgled 2.99 Takoj opazimo, da vrsta

ot dn +1
divergira, saj je

. 3n
lim

3
== #£0.
17

Zlahka ugotovimo da obrat zgornje posledice ne velja, saj na primer harmonicna

1
vrsta g dlverglra ceprav je lim — = 0.
- 1 n—oo N

V nadaljevanju navedimo nekaj trditev o vrstah, ki jih tvorimo iz konvergentnih vrst.

o0

Trditev 2.100 Naj bo Z a,, konvergentna vrsta in naj bo A € R. Potem konvergira tudi

n=1
00

vrsta Aa,) 1n njena vsota je
) J

n=1
i Aa,) = A Z Q.
n=1
Dokaz. Naj bo (s,) zaporedje delnih vsot vrste f:an in naj bo (¢,) zaporedje delnih
n=1
vsot vrste f:()\an). Opazimo, da za vsak n € N velja
n=1

t, = Aag + Aas + - - - + Aa, = Asy,
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zato (t,) konvergira in za vsoto velja

Zl()\an) = nh_{](f)lo t, = nll_}r{.lo()\sn) = )\nh_g)lo Sy = )\Zl Qy,.
S tem je trditev dokazana. 0

Trditev 2.101 Naj bosta Z Gy N Z b, konvergentni vrsti. Potem konvergira tudi vrsta

~ n=1 n=1
Z(an +b,,) in njena vsota je
n=1
D (antba) =D an+d bu
n=1 n=1 n=1
Dokaz. Oznacimo z (s,) zaporedje delnih vsot vrste Z an, s (t,) zaporedje delnih vsot
n=1

vrste Z b, in z (u,) zaporedje delnih vsot vrste Z(an +b,). Opazimo, da za vsak n € N

n=1 n=1
velja

Un:<a1+b1>+(a2+b2)++(an+bn):5n+tn7

zato zaporedje (u,) konvergira in za vsoto dobimo

2 {am o) =l = iy (on +80) = Jign o0+ Jitg o =D an D Bn
kar zakljuc¢i dokaz. O

Iz zadnjih dveh trditev takoj sledi tudi spodnja posledica.

Posledica 2.102 Naj bosta Zan mn Z b, konvergentni vrsti. Ce sta \, i € R, potem

n=1 n=1

konvergira tudi vrsta Z()\an + uby,) in njena vsota je

n=1

> (a4 b)) =AY an+p > by
n=1 n=1

n=1

Definicija 2.103 Naj bo Z a, vrsta. Za poljuben m € N se vrsta

n=1

0 %
E Qm4n = E Qp
n=1

n=m-1

imenuje ostanek (ali tudi rep) vrste Zan.

n=1
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Na primer za m = 4 dobimo rep vrste

o0 o0
Za4+n:Zan:a5+a6+a7+”'.
n=1 n=>5

Trditev 2.104 Vrsta Zan konvergira natanko tedaj, ko za poljuben m € N konvergira

n=1

[e.e]
vrsta E Qman- V tem primeru sta njuni vsoti povezani z naslednjo formulo:

n=1

Zan: (a1+---+am)+2am+n.
n=1

n=1
[

Dokaz. Izberimo poljuben m € N. Naj bo (s,) zaporedje delnih vsot vrste Z a, in naj

n=1
e

bo Se (t,) zaporedje delnih vsot vrste Z Qman. Opazimo, da za vse n € N velja

n=1
5m+n:al+"'+am+am+1+"'+am+n:(a1+"'+am)+tn-

Sledi, da zaporedje ($,,1,)5%; konvergira natanko tedaj, ko konvergira zaporedje (t,). Se-
veda pa zaporedje (8,1,)22; konvergira natanko tedaj, ko konvergira (s,), saj se ti dve

zaporedji razlikujeta samo v konéno mnogo ¢lenih. Posledi¢no zaporedje (s,) konvergira

natanko tedaj, ko konvergira zaporedje (t,). S tem smo preverili, da vrsta Z a,, konver-

n=1
)

gira natanko tedaj, ko za poljuben m € N konvergira vrsta Z Gman. Opazimo, da za

n=1
vsoti velja tudi
Zan = lim Sn = lim Sm4n = lim ((a1+"'+am)+tn)
] n—00 n—00 n—oo

= (@ +-+ap) + lim tn:(a1+~-~+am)+2am+n,
n—oo =1

zato je trditev dokazana. O

2.14 Vrste z nenegativnimi cleni

o0

Definicija 2.105 Vrsto Zan, pri kateri za vse n € N wvelja a,, > 0, imenujemo vrsta
n=1

z nenegativnimsi cleni.

Trditev 2.106 Vrsta z nenegativnimi cleni konvergira natanko tedaj, ko je mjeno zapo-
redje delnih vsot navzgor omejeno.
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Dokaz. Naj bo Z a, vrsta z nenegativnimi ¢leni in naj bo (s,) njeno zaporedje delnih

vsot. Potem za vgalli n € Nvelja s,,11 = $,+a,11 > S,. To pomeni, da je zaporedje delnih
vsot (s,) narascajoce. Iz izreka [2.38 vemo, da je naraScajoCe zaporedje konvergentno
natanko tedaj, ko je navzgor omejeno. Sledi, da zaporedje (s, ) konvergira natanko tedaj,
ko je navzgor omejeno. Poslediéno dana vrsta konvergira natanko tedaj, ko je zaporedje
delnih vsot (s,) navzgor omejeno. O

V nadaljevanju razdelka bomo spoznali vec kriterijev, ki nam lahko pomagajo dolociti,
ali neka vrsta z nenegativnimi ¢leni konvergira.

Izrek 2.107 (primerjalni kriterij) Naj bosta Zan in an vrsti, tako da za vsak
n=1 n=1
n € N velja 0 < a,, < b,. Potem sta resnicni naslednji trditvi:

(1) Ce vrsta Z b, konvergira, potem tudi vrsta Z a, konvergira.
n=1 n=1

(2) Ce wvrsta Z a, divergira, potem tudi vrsta Z b, divergira.

n=1 n=1

Dokaz. Naj bo (s,) zaporedje delnih vsot vrste Z a, in naj bo Se (t,) zaporedje delnih

n=1

o0
vsot vrste Z b,. Opazimo, da za vse n € N velja

n=1

Sp=a1+ay+---+a, <by+by+---+0b, =1, (2.4)

o

Predpostavimo, da vrsta an konvergira. Potem je po prejsnji trditvi zaporedje ()
n=1

navzgor omejeno, zato obstaja tak M € R, da za vse n € N velja ¢, < M. Zaradi

neenakosti (2.4) sledi, da za vse n € N velja s, < ¢, < M in posledi¢no je tudi zaporedje
oo

(s,) navzgor omejeno. Od tod z uporabo trditve|2.106/dobimo, da vrsta Z a, konvergira.

n=1
S tem smo dokazali tocko (1), iz katere neposredno sledi tudi tocka (2). O

Opomba 2.108 Naj bosta Zan m an vrsti, tako da velja 0 < a, < b, za vsak

n=1 n=1

o o o
n € N. Pravimo, da je vrsta an je majoranta za vrsto Zan i da je vrsta Zan
n=1 n=1 n=1

(o]
minoranta za vrsto E b,,.

n=1

87



= 1
Zgled 2.109 Preverimo, ali konvergira vrsta Z v Opazimo, da za vsak n € N velja
n n

n=1
1 1
<
nb" — 5"
Vrsta Z = je geometrijska vrsta s kvocientom q = %, zato po trditvi |2.99 konvergira.
n=1

Posledicno po primerjalnem kriteriju konvergira tudi vrsta Z —

nhn
n=1 D

Izrek 2.110 Naj bo a € R. Vrsta

oo

Zi—1+i+i+
Lepe 20 3a

konvergira natanko tedaj, ko je a > 1. Ce je o < 1, potem velja
1
E — = 0.
nOt
n=1

Dokaz. Sledimo idejam, uporabljenim v virih [4], 10, 18]. Najprej predpostavimo, da je
a < 1. Opazimo, da v tem primeru za vse n € N velja
1

. . 1
n® <n in posledicno — < —.
n ne

1
Ker iz posledice [2.96{vemo, da harmonicna vrsta Z — divergira, po primerjalnem kriteriju
n

n=1

o0
1
tudi vrsta g — divergira. Naj bo (sn) zaporedje delnih vsot te vrste. Ker smo pravkar
n

n=1

o0
1
dokazali, da vrsta Z — divergira, po trditvi |2.106] zaporedje (s,) ni navzgor omejeno.
n
n=1
Seveda je to zaporedje tudi narascajoce (imamo namreé vrsto z nenegativnimi ¢leni), zato
zlahka preverimo, da (s,,) divergira proti co. S tem smo pokazali, da je

Z — = lim s,, = 0.
ne n—00
n=1
Sedaj obravnavajmo Se primer, ko je @ > 1. Potem lahko zapiSemo a = 1 + u, kjer je
u > 0. Opazimo, da za vsak m € N velja

Lo Lol m 1
me  (m+ 1) (2m — 1) = m>  mo-l  mu’

Posledi¢éno za vsak k € N sledi

1 1 1 11

e L e e e e 2
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Ker je u > 0, je 2* > 1 in poslediéno 0 < 5% < 1. Po trditvi zato velja

U A S P S (2.6)
202w (20 1-gm o 22— '

= 1
Naj bo (s,) zaporedje delnih vsot vrste E —. Z uporabo neenakosti ([2.5)) in enakosti
nCM
n=1

(2.6) opazimo, da za vsak n € N velja

1+ L +t L 1+( L + L )
Son__ — _ - =
2l 9 (2n —1)° 2H)* " (22 -1)"

o)+ (@ )

crere o Loy !

= 9u w2 EE u\—1
(247 (29 (24)

< 1+ R
v (2u)?  (2u)? 2u— 1’

Ker pa je zaporedje (s,) naraséajoce, za vsak n € N velja

27.L

Sy < Son_q < v _ 1

Torej je zaporedje (s,) tudi navzgor omejeno, zato vrsta po trditvi [2.106| konvergira. [

= 1
Zgled 2.111 Vrsta E T po zgornjem izreku divergira, saj gre za poseben primer vrste
n
n=1

12 12reka, kjer dolocimo o = % < 1.
Posledica 2.112 (primerjalni kriterij v limitni obliki) Recimo, da za vsak n € N

velja a, > 0 in b, > 0. Predpostavimo Se, da obstaja

lim — =1L
oo b
kjer je L € (0,00). Tedaj velja:
vrsta Z a, konvergira <= wrsta Z b, konvergira.
n=1 n=1

Dokaz. Postopamo tako kot v gradivu [15]. Naj bo e = £ > 0. Po definiciji limite
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obstaja tak ng € N, da za vse n > ng sledi

a, Il < L L - an, - 3L

— — E=—= — —<—< —.

bn 2 2 b, 2
Od tod dobimo, da za vse n > ng velja

3 2
n<—b, in b, < —a,.
a 5 in 7@
Rezultat sedaj sledi po primerjalnem kriteriju. Namrec, ce vrsta Z b, konvergira, potem
n=1

(3L
zaradi trditve [2.100| konvergira tudi vrsta Z (71)”) in zato po primerjalnem kriteriju
n=1

o0 (e 9]

konvergira vrsta Z a,. Podobno, ¢e konvergira vrsta Z a,, potem konvergira tudi vrsta

n=1 n=1
—(2 \. L - . -
Z (Zan> in zato po primerjalnem kriteriju konvergira vrsta Z by, 0
n=1 n=1
Zgled 2.113 Preverimo, ali konvergi ti A5 edice|2.96
. reverimo, ali konvergira vrsta . Iz posledice|2. 96| vemo,
& J = 20n° +n® 4 2n b
=1
da vrsta Z — dwergira. Prav tako velja
n:171
L e n® 420 —5n L (000
im = = lim = — 00).
n—yo0 1 n—o0 20n% 4+ n3 +2n 20 ’

n

n®+2n?2 -5
20n6 +n3 +2n°

Iz posledice |2.114 sedaj sledi, da konvergira tudi vrsta Z
n=1

V preostanku razdelka bomo spoznali Se nekaj splosno znanih in pomembnih kriterijev,
pri ¢emer uporabljamo zlasti gradivo [15], pa tudi vire [10} 18] 20].

Izrek 2.114 (Cauchyjev korenski kriterij) Naj za vse n € N velja a,, > 0. Resnicni
sta naslednyi trditvi:

1) Ce obstajata ¢ € [0,1) inng € N, tako da za vse n > ng velja ¢/a, < q, potem vrsta
( j j

E a, konvergira.

n=1
o
(2) Ce obstaja ng € N, tako da za vse n > ng velja {/a, > 1, potem vrsta Zan
n=1
divergira.
Dokaz.
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(1) Opazimo, da v tem primeru za vse n > ng velja a, < ¢". Vrsta Z q" je po trditvi

n=ng
konvergentna geometrijska vrsta in zaradi zapisane neenakosti po primerjal-
o0

nem kriteriju tudi vrsta Z a, konvergira. Posledi¢no iz trditve [2.104] sledi, da

n=ng

o0

konvergira vrsta g Q.

n=1

(2) Ker v tem primeru za vse n > ng velja a,, > 1, sledi, da zaporedje (a,) ne konvergira

proti 0, zato vrsta Z a, po posledici [2.97| divergira. [

n=1

V praksi Cauchyjev korenski kriterij pogosto uporabimo v limitni obliki, kot je zapisano
v spodnji posledici. Zaradi lazjega zapisa vpeljimo Se oznako

[0, 00] = [0, 00) U {o0}.
Seveda je [0, co] podmnozica mnozice R.
Posledica 2.115 (Cauchyjev korenski kriterij v limitni obliki) Naj za vse n € N

velja a, > 0 in naj obstaja

lim {/a, = L € [0, 00).

n—oo
Velja:
(1) Ce je L < 1, potem vrsta Z a, konvergira.
n=1

(2) Ceje L > 1, potem vrsta Z a, divergira.

n=1
Dokaz.

(1) Poljubno izberimo ¢ € (L,1). Po definiciji limite za ¢ = ¢ — L > 0 obstaja tak
ng € N, da za vse n > ng velja L — e < /a,, < L +¢. Ker je L 4+ ¢ = ¢, to pomeni,
da za vse n > ng velja /a, < q. Sklep sedaj sledi iz tocke (1) v zgornjem izreku.

(2) Najprej si oglejmo situacijo, ko je L # oco. Ker je L > 1, po definiciji limite za
e = L —1> 0 obstaja tak ng € N, da za vse n > ng velja L — ¢ < {/a, < L +¢.
Ker je L — ¢ = 1, to pomeni, da za vse n > ng velja {/a, > 1. Sklep sedaj sledi iz
tocke (2) v zgornjem izreku.

Obravnavajmo Se primer, ko je L = co. Iz definicije limite oo v mnozici R sledi,
da za M = 1 obstaja tak ny € N, da za vse n > ng velja {/a,, > 1. Dokazovana
trditev sedaj ponovno sledi iz tocke (2) v zgornjem izreku. O
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Opomba 2.116 Cauchyjev korenski kriteriy v limitni obliki ni uporaben, ce je L = 1.
Vemo namrec, da vrsta Z— divergira. Opazimo tudi, da za njo velja (glejte trditev
n

n=1

1
L= lim {/— = lim

=1.
n—o00 n n—o00 {l/ﬁ

oo

1
Po drugi strani 1z izreka|2.110 sledi, da vrsta Z — konvergira, ampak tudi tokrat je
n

n=1

1 1 \?
Lzlim"—:lim( ):1.

n—oo n2 n—o00 {’/ﬁ

V primeru L =1 torej z uporabo tega kriterija ne moremo sklepati o konvergenci vrste.

= 1
Zgled 2.117 S pomocjo korenskega kriterija preverimo konvergenco vrste E —En” Ker
n n
n=1

je

12 posledice sledi, da vrsta konvergira.

Izrek 2.118 (D’Alembertov kvocientni kriterij) Naj za vse n € N velja a, > 0.
Resnicni sta nasledngi trditvi:

a

(1) Ce obstajata q € (0,1) inng € N, tako da za vse n > ng velja

o
E a, konvergira.

n=1

Z:l < q, potem vrsta

o
(2) Ce obstaja ng € N, tako da za vse n > ng velja azzl > 1, potem wrsta Zan

n=1
divergira.
Dokaz.
(1) V tem primeru opazimo, da za vse n > ng velja a, 1 < qa,. Torej:
a/n0+1 S qanoa
ngtz < Qlngsr < @ g,
CLno—i—3 S qano+2 S q3anoa
o0
Od tod sledi, da za vsak k£ € N velja a,,1r < ¢"ap,. Vrsta Z (q ano) je konver-

k=1
gentna geometrijska vrsta (glejte trditev [2.92)) in ker je an,ix < ¢%an, za vse k € N,
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oo [e.e]
tudi vrsta Z Aotk = Z a, po primerjalnem kriteriju konvergira. Slednja vrsta
k=1 n=np+1
o0 o
je seveda ostanek vrste Z ay, zato iz trditve |2.104] sledi konvergenca vrste Z .-
n=1 n=1

(2) V tem primeru iz pogoja sledi, da za vse n > ng velja a,11 > a,. Ker je a,, > 0 in
a, > a,, za vse n > ng, sklepamo, da zaporedje (a,) ne konvergira proti 0, zato po
o

posledici [2.97] vrsta Z a, divergira. O

n=1

Tudi D’Alembertov kvocientni kriterij ve¢inoma uporabljamo v limitni obliki.

Posledica 2.119 (D’Alembertov kvocientni kriterij v limitni obliki) Predpostavimo,
da za vse n € N velja a,, > 0 in da obstaja

lim 2L = L e [0, 00].

n—oo an

Velja:
(1) Ce je L < 1, potem vrsta Z a, konvergira.
n=1

(2) Ce je L > 1, potem vrsta Z a, divergira.

n=1
Dokaz. Postopamo zelo podobno kot v dokazu posledice [2.115]

(1) Poljubno izberimo g € (L,1). Po definiciji limite zagotovo obstaja tak no € N, da
za vse n > ng velja “L < ¢. Sklep sedaj sledi iz tocke (1) v zgornjem izreku.

an

(2) Kerje L > 1, po definiciji limite obstaja tak ng € N, da za vse n > ng velja “Z—:l > 1.
Sklep sedaj sledi iz tocke (2) v zgornjem izreku. O

Opomba 2.120 Tudi D’Alembertov kvocientni kriterij v limitni obliki ni uporaben, ce je

L = 1. Natancneje, vrsta E — diwergira in za njo velja
n
n=1

1

L= lim 2L = lim —— =
=1
Po drugi strani 1z izreka|2.110 sledi, da vrsta Z — konvergira in tudi tokrat je
n
n=1
o 2 n2
L = lim (nﬁl) = lim ——— =1.

V primeru L = 1 torej z uporabo tega kriterija ne moremo sklepati o konvergenci vrste.
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[e.e] an
Zgled 2.121 S pomocjo kvocientnega kriterija preverimo konvergenco vrste Z - kjer
n!

n=1
jea>0. Ker je
an+1
n+1)! . a
Lzlim(:nl)':hm =0<1,
n—oo 4 n—oon + 1

n!

vrsta konvergira (za poljubno izbran a > 0). Od tod iz posledice sledi tudi

Brez dokaza navedimo se Raabejev kriterij (samo v limitni obliki). Dokaz tega kriterija
lahko najdemo na primer v knjigi [20].

Izrek 2.122 (Raabejev kriterij v limitni obliki) Naj za vse n € N velja a,, > 0 in

naj obstaja
lim (n< n —1)) = LeR.
n—oo an+1

Velja:

(1) Ce je L > 1, potem vrsta Z a, konvergira.

n=1
(2) Ceje L <1, potem vrsta Z a, divergira.
n=1

Zgled 2.123 Ugotouvili smo Ze, da z uporabo korenskega in kvocientnega kriterija v limitns

obliki ne moremo sklepati o konvergenci vrste E — . Pokazimo pa, da je Raabejev kriterij
n
n=1
na tem primeru uporaben. Izracunati moramo

o)) ()

24 op 41 o + 1
— lim <n<w—1>):hm ntl_y

n—so0 n2 n—oo N

Ker je L =2 > 1, vrsta po Raabejevem kriteriju konvergira (kar seveda vemo Ze iz izreka

2117).

2.15 Vrste s ¢leni poljubnega predznaka

V tem razdelku nas bodo najprej zanimale alternirajoce vrste, pri katerih se izmenjujejo
pozitivni in negativni ¢leni.

Definicija 2.124 Vrsta Z a, je alternirajoéa, ce za vse n € N velja a,a,+1 < 0.

n=1
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Spoznajmo kriterij, ki je lahko uporaben pri taksnih vrstah, pri ¢emer se zgledujemo
po viru [15] (glejte tudi vire [10} 18] 20]).
Izrek 2.125 (Leibnizev kriterij) Naj za zaporedje (a,) veljajo spodnji trije pogoji:
(1) VneN, a, >0,
(2) zaporedje (ay,) je padajoce,
(3) lim a, =0.
n—oo

Tedaj vrsta Z ((—1)"_1%) =a; —ag+az —ayg + --- konvergira.

n=1

Dokaz. Naj bo (s,) zaporedje delnih vsot vrste Z ((=1)"'a,). Dokazimo naslednje

n=1

trditve:

(1) Podzaporedje (sap,) je narascéajoce.
Opazimo, da za vse n € N velja so, 40 = Son + (A2n11 — G2n12) > San, saj je zaporedje
(a,) padajoce. Posledi¢no je zaporedje (s9,) narascajoce.

(2) Podzaporedje (s2,-1) je padajoce.
Opazimo, da za vse n € N velja so,11 = Sop1 — (a2, — agn11) < Son_1, zato je
zaporedje (s9,_1) padajoce.

(3) Podzaporedje (s2,,) je navzgor omejeno.
Opazimo, da za vse n € N velja so, = S9,_1 — @2, < S9,_1 < 51, zato je s; zgornja
meja zaporedja (g, ).

(4) Podzaporedje (s9,_1) je navzdol omejeno.
Opazimo, da za vse n € N velja so,411 = Sop + A2pe1 > S2, > So. Prav tako je
S1 = ay > a; — az = Sg, zato je sy spodnja meja zaporedja (sg,_1).

Iz izrekov in sedaj sledi, da sta zaporedji (S2,) in (S9,_1) konvergentni. Ozna¢imo

L1 = lim Son in L2 = lim Son—1-
n—00 n—00

Ker za vse n € N velja s, = S9,,_1 — a2,, dobimo Se

lim s5, = lim S9,—1 — lim a9y,
n—oo n—oo n—oo

kar implicira L; = Ly — 0, saj je

lim as, = lim a, = 0.
n—oo n—oo

Posledi¢no velja L; = Lg, kar pomeni, da je stevilo L1 = Lo tudi limita zaporedja (s,),

zato vrsta Z ((=1)""'a,) konvergira. O
n=1
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Zgled 2.126 Naj bo Vn € N, a,, = % > 0. Ker Ze vemo, da je zaporedje (a,) padajoce
i da konvergira proti 0, 1z Leibnizevega kriterija sledi, da vrsta

i":(—nn—l_l L1 1
n 2 3 4

n=1

konvergira.

Definicija 2.127 Vrsta Z a, absolutno konvergira, ce konvergira vrsta Z |y

n=1 n=1
Zgled 2.128 Vrsta i (_1—>n—1 ne konvergira absolutno, saj vrsta i ﬂ = i l
n=1 n 7 n=1 n n=1 n

divergira.

Izrek 2.129 Ce vrsta absolutno konvergira, potem tudi konvergira.

o0

Dokaz. Naj bo Z a, vrsta, ki absolutno konvergira. To pomeni, da konvergira vrsta

n=1

Z la,|. Zaradi Cauchyjevega pogoja za konvergenco vrste (trditev [2.94]) potem velja

n=1

Ve > 0,3710 € N>vn >ng, Vk € N> Han+1| + ’an+2’ +-ot ‘anJrkH <é&.

Dokazimo sedaj Cauchyjev pogoj za vrsto Z a,. Naj bo e > 0 poljuben in naj bong € N

n=1

tak, da je
Vn 2 no,Vk' S N, Hanﬂ\ + ‘CanrQ‘ + -+ ‘anJrkH = \anﬂ\ + ‘CanrQ‘ + -+ ‘an+k| < E.
Potem zaradi trikotniske neenakosti za vse n > ng in za vse k € N velja

|an+1 + apqo+ -+ Canrk’ < \anﬂ\ + |an+2| + -+ ‘an+k’ < €.

7 uporabo trditve [2.94] sedaj vidimo, da vrsta Z a, konvergira. [

n=1

o

Definicija 2.130 Vrsta Z a, pogojno konvergira, ce konvergira in ne konvergira ab-
n=1
solutno.

o0 —1)n—1
Zgled 2.131 Vrsta Z L pogojno konvergira, saj konvergira, ampak ne konvergira
n
n=1
absolutno.
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2.16 O preureditvi vrste

V tem razdelku si bomo ogledali, kaj se zgodi, ko v vrsti spremenimo vrstni red ¢lenov.
Najprej opomnimo, da ce je m : N — N bijekcija, potem to pomeni, da 7 premesa vrstni
red elementov v N.

Definicija 2.132 Naj bo Z a, vrsta in 7 : N — N biyjekcija. Vrsto Z Ur(n) TMENUJEMO
n=1 n=1
preureditev dane vrste.

Izrek 2.133 Naj bo Zan absolutno konvergentna vrsta z vsoto S. Tedaj za vsako bi-

n=1
)

jekcijo m: N — N wvelja, da tudi vrsta Z ar(n) absolutno konvergira, pri tem pa za njeno
—1

Z aﬂ(n) =S.

n=1

vsoto velja

Dokaz. Uporabili bomo dokaz, predstavljen v gradivu [15]. Naj bodo (s,), (s},) in (t,)
zaporedja delnih vsot vrst Z Qp, Z Ay (n) IN Z la,|. Vemo, da velja

n=1 n=1 n=1

oo
S = 5 a, = lim s,.
n—oo

n=1

Naj bo se U vsota zadnje vrste, torej

U= Z la,| = nh_)rgotn
n=1

Dokazimo, da je
lim s, = S.
n—oo
Naj bo € > 0 poljuben. Izberimo n; € N tako, da za vse n > n;y velja
€
U-—-t,| <-.
Ut < 2

Prav tako izberimo ns, € N tako, da za vse n > ny velja

€
S — s, < =.
15— sul < 2
Nazadnje izberimo se m € N tako, da bodo med stevili 7(1),...,7(m) vsastevila 1,...,n;.
To je seveda mozno narediti, ker je vsako izmed stevil 1,...,ny v zaporedju (7(n)).
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Naj bo sedaj ng = max{ny, ny,m} in naj bo se n > ng poljuben. Ozna¢imo z iy, . . ., i

tista Stevila iz mnozice {1,...,n}, ki niso v mnozici {1,...,n1},in z ji,. .., ji tista stevila
iz mnozice {m(1),...,m(n)}, ki niso v mnozici {1,...,n;}. Potem velja
[sn = sl = [(@ 4+ 4 an) = (ar) + -+ )|

(i, ++ + ) = (g, + -+ a3

< ag | + -+ g | + lag, |+ -+ |ag, ]
- e 2
< 2 Wl =200 =ty | <2- ==
n=ni+1
Sledi
/ / ’ g 2e
‘S_Sn|:|(s_8”)+<8n_sn>|§|S_Sn|+|5n_3n|<§+§:6.

S tem smo dokazali, da je

lim s/, = S,
n— o0

o
kar pomeni, da vrsta E ar(n) konvergira, pri cemer za njeno vsoto velja

n=1

Z (Lw(n) = S.
n=1

oo

Ker seveda tudi vrsta Z |a,,| absolutno konvergira, iz pravkar dokazanega sledi, da kon-

o =l oo
vergira vrsta Z |ax(n)|. Posledicno vrsta Z r(n) celo absolutno konvergira. O
n=1 n=1

Brez dokaza navedimo Se naslednji zanimiv rezultat tako, kot je zapisan v gradivih
[15, [18]. Za vec informacij glejte na primer knjigi [17), 20].

Izrek 2.134 Nayj bo Z a, pogojno konvergentna vrsta in naj bo L € R poljuben element.
n=1

Tedaj obstaja bijekcija m: N — N, tako da velja
aﬂ(n) = L.

n=1

2.17 Produkt vrst

V zadnjem razdelku tega poglavja bomo omenili Se, kako lahko mnozimo vrste. Naj bosta
torej dani vrsti

Zan = CL1+CL2+CL3+"',
n=1
D by o= bitbytbytee
n=1
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Vsi mozni produkti dveh stevil, kjer je prvo Stevilo ¢len prve vrste in drugo Stevilo
¢len druge vrste, so prikazani v spodnji neskoné¢ni tabeli:

aq bl aq b2 aq bg
asby  agby aghs
asby asby asbs

(2.7)

Obstaja torej ve¢ na¢inov oziroma vrstnih redov, po katerih lahko sestejemo stevila iz
gornje tabele. Ena moznost je, da sestevamo elemente po stranskih diagonalah kvadratnih
matrik, ki jih doloca ta tabela.

Definicija 2.135 Cauchyjev produkt vrst Zan m an je vrsta an, pri cemer

n=1 n=1 n=1
za vsak n € N velja

n

Wy = Z ak’bn—‘rl—k’ = albn + 6L2bn—1 + -+ anb1~
k=1

Samo navedimo spodnji izrek, ki podaja zadostni pogoj za konvergenco Cauchyjevega
produkta vrst. Dokaz lahko najdemo na primer v knjigah [17, 20].

Izrek 2.136 Naj bosta Zan mn an konvergentni vrsti, tako da vsaj ena izmed vrst
n=1 n=1

absolutno konvergira. Potem Cauchyjev produkt Z wy, danth vrst konvergira in ima vsoto

n=1

S (5 (54)

Zaklju¢imo z naslednjim izrekom, ki nam pove nekaj o konvergenci vrste, katere ¢leni
so elementi tabele (2.7) v poljubnem vrstnem redu.

Izrek 2.137 Naj bosta Zan m an absolutno konvergentni vrsti. Potem je wvrsta

n=1 n=1
ch, katere cleni so produkti iz tabele (2.7) v poljubnem vrstnem redu, tudi absolutno

n=1
konvergentna in njena vsota je

Sen () (54)

Dokaz. V prvem delu sledimo dokazu iz vira [10]. Predpostavimo, da je za vsak n € N
clen ¢, oblike a;,0;,, kar pomeni

ch = Z(ainb]’n).
n=1 n=1
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Pokazali bomo, da ta vrsta absolutno konvergira. Naj bo (s,) zaporedje delnih vsot vrste

Z |a;, b;,|. Prav tako vpeljimo stevili A, B € R tako:

n=1

A= lay|, B=>|bl.
n=1 n=1

Za poljuben n € N je torej
Sn = |a’ilbj1| + |ai2bj2‘ +oot ‘ainbjnl :
Naj bo k = max{iy,...,in, j1,.--,jn}. Potem velja

Sn = ’ailbj1| + |ai2bj2| Tt |a7:nbjn‘
< (lal+ -+ lag]) - (Jba] + - -~ + [by]) < AB.

S tem smo pokazali, da je zaporedje (s,,) navzgor omejeno, zato vrsta Z |a;, b, | po trditvi

n=1

2.106| konvergira. To pomeni, da vrsta

D on =D aibi,
n=1 n=1
absolutno konvergira.
Za drugi del dokaza (glede vsote) lahko sedaj uporabimo izrek [2.133] ki nam pove, da
je vsota vrste Z ¢, neodvisna od vrstnega reda clenov. Ce izberemo vrstni red tako, kot

n=1
ga nakazuje Cauchyjev produkt vrst, nam izrek [2.136| zagotovi, da za vsoto velja

> () (20
n=1 n=1 n=1
Dokaz je s tem zakljucen. [

Opomba 2.138 V drugem delu dokaza zgornjega izreka (glede vsote vrste) bi lahko po-
stopali tudi drugace, to je brez sklica na izrek|2.130, ki ga nismo dokazali. Naj bodo oznake
taksne kot v dokazu izreka|2.137. Ponovno bomo sledili ideji iz vira [10]. Definiramo novo

vrsto Zdn, tako da je di = aiby, za vse n > 2 pa velja

n=1
n—1
= apb, +Z (arbn) + > (anbs).
k=1

To pomeni, da clen d,, predstavlja vsoto vseh elementov tabele (2.7)), ki leZijo na desnem
oziroma spodnjem robu matrike velikosti n X n, ki jo doloca levi zgornji del omenjene
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tabele. Oznacimo s (t,), (u,) in (v,) zaporedja delnih vsot vrst Zdn, Z ay, in Z by,

) n=1 n=1 n=1
Opazimo, da za vsak n € N velja

tn:d1++dn:(a1++an><b1++bn):unvn>

zato je
D= fim o= Jim 1) = (Jim o) - (Jim v = (Z ) ' (Z bn>-

[e.o] o0

Ce torej izberemo vrstni red élenov v vrsti Z ¢, tako, kot ga nakazuje vrsta Z d,, zaradi

1zreka za vsoto velja tudi

S () (50)

n=1 n=1

n=1 n=1

Opomnimo Se, da lahko na ta nacin dokaZemo tudi rezultat izreka ampak ob dodatni
predpostavki, da obe zacetni vrsti absolutno konvergirata.
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Poglavje 3

Zveznost in limita funkcije

Cilj poglavja je spoznati dva pomembna koncepta v matematicni analizi: zveznost in
limite realnih funkcij ene realne spremenljivke. Opomnimo, da pri tem ¢rpamo predvsem
iz virov [3, [10, [1§].

3.1 Realne funkcije realne spremenljivke

Definicija 3.1 Naj bosta A,B C R. Funkciji f : A — B pravimo realna funkcija
realne spremenljivke.

Opomba 3.2 V nadaljevanju poglavja bomo obicajno delali kar s funkcijami f - D — R,
kjer je D C R. Ce imamo namrec¢ funkcijo f : D — B, kjer sta D, B C R, lahko namesto
te obravnavamo funkcijo f : D — R, kjer za vse x € D wvelja f(z) = f(x). Seveda je
mogoce, da funkcija f ni surjektivna, cetudi je f surjektivna. Vendar se izkazZe, da imata
omenjeni funkciji enake tiste lastnosti, ki nas bodo se posebej zanimale v tem poglavju
(recimo zveznost in limita).

Na primer, namesto funkcije f : [-1,1] — [—g,%}, podane s predpisom f(x) =
arcsin x, obravnavamo funkcijo f : [—1,1] = R, podano s predpisom f(x) = arcsinx.

Za funkcijo f : D — R torej v nadaljevanju vedno predpostavimo, da je D C R.
Spomnimo Se, da se mnozica

Zy={f(x) | x € D}

imenuje zaloga vrednosti funkcije f.

Vcasih funkcijo f podamo zgolj z njenim predpisom. V takem primeru je njeno defi-
nicijsko obmocje D enako mnozici vseh z € R, za katere ima predpis smisel. Taki mnozici
D pravimo naravno definicijsko obmocéje funkcije f. Na primer, naravno definicijsko
obmocje funkcije f, podane s predpisom

_:1:—|—2
=1

f(z)
je mnozica D = R\{1}.

Definicija 3.3 Naj bo D C R. Funkcija f: D — R je
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(1) maradéajoéa, ceVri,x9 € D, 11 <39 = f(21) < f(22),

(2) strogo nara3éajoca, ceNVri,x9 € D, 11 <29 = f(x1) < f(x2),
(3) padajoéa, ce V1,22 € D, 11 <29 = f(z1) > f(22),

(4) strogo padajoca, ceVxi,x5 € D, 11 <x9 = f(x1) > f(x2),
(5) monotona, ce je nara$cajoca ali padajoca,

(6) strogo monotona, ce je strogo naraséajoca ali strogo padajoca.

Zgled 3.4 Tako kot v gradivu [3] opazimo, da funkcija f: R\{0} — R, podana s predpi-
som f(x) = %, ni padajoca (kot bi morda pricakovali), saj je na primer —1 < 1, ampak
f(=1) = -1 <1 = f(1). Je pa ta funkcija padajoca na intervalu (—oo,0) in na in-
tervalu (0,00); glejte sliko [3.1  Natanéneje, padajoci sta funkciji fi : (—o0,0) — R in

fa: (0,00) = R, ki predstavijata zozitvi funkcije f na mnozici (—oo,0) oziroma (0,00).

Y

Slika 3.1:  Graf funkcije f : R\{0} — R, ki je podana s predpisom f(z) = 1.

Definicija 3.5 Naj bo D neprazna mnozica. Funkcija f : D — R je navzgor omejena,
ce je mnoZica Zy navzgor omejena (to pomeni, da obstaja tak M € R, ki mu pravimo
zgornja meja funkcije f, da za vse x € D welja f(x) < M). V tem primeru obstaja
Stevilo sup Zy, ki ga imenujemo supremum (ali natanéna zgornja meja) funkcije f
in pisSemo sup f = sup Zy. Ce obstaja tudi maksimum mnoZice Zs, potem ga imenujemo
maksimum funkcije f in piSemo max f = max Z,.

Definicija 3.6 Naj bo D neprazna mnozica. Funkcija f : D — R je navzdol omejena,
¢e je mnozica Zy navzdol omejena (to pomeni, da obstaja tak m € R, ki mu pravimo
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spodnja meja funkcije f, da za vse x € D wvelja f(x) > m). V tem primeru obstaja
Stevilo inf Z¢, ki ga imenujemo tnfimum (ali natanéna spodnja meja) funkcije f
in pisemo inf f = inf Z;. Ce obstaja tudi minimum mnoZice Z¢, potem ga imenujemo
mainimum funkcije f in pisemo min f = min Z,.

Definicija 3.7 Naj bo D neprazna mnoZica. Funkcija f : D — R je omejena, ce je
omejena navzgor in navzdol.

Zgled 3.8 Funkcija f : R — R, podana s predpisom f(x) = sinz (gre torej za funkcijo
sinus), je omejena, saj za vsak x € R wvelja —1 < f(z) = sinz < 1. Seveda je v tem
PTIMery

min f = —1 i max f = 1.

Zapisimo Se nekaj osnovnih operacij s funkcijami.

Definicija 3.9 Naj bosta f,g : D — R funkciji, kjer je D C R. Potem lahko tvorimo
nove funkcije:

(1) vsota funkcij je funkcija (f +g): D — R, podana s predpisom
VeeD, (f+9)(x) = f(z) +9(z),

(2) razlika funkcij je funkcija (f —g) : D — R, podana s predpisom
VeeD, (f—g)(z) = f(z) —g(z),

(3) produkt funkcij je funkcija (fg): D — R, podana s predpisom
Vee D, (fg)(x) = f(x)g(x),

(4) c¢ejeNx € D, g(x) # 0, potem definiramo kvocient funkcij kot funkcijo

(%) : D — R, podano s predpisom Vx € D, (g) (x) = %.

3.2 Zveznost

V tem razdelku bomo spoznali koncept zveznosti funkcij. Poudarimo, da pri tem v veliki
meri sledimo gradivu [3], pa tudi viroma [10, [I§]. Preprosto povedano zveznost funkcije
f: D — R vtocki a € D pomeni, da so funkcijske vrednosti f(x) blizu f(a), ¢e je x blizu
a. To natancno opiSemo s spodnjo definicijo.

Definicija 3.10 Naj bo D C R neprazna mnoZica. Funkcija f : D — R je zvezna v
tocki a € D, ce velja:

Ve>0,30 >0,Ver e D, |[x—a|]<d = |f(x) — fla)| <e.
Implikacijo v gornji definiciji lahko zapisemo tudi v naslednji obliki:
re(a—ba+0) = f() € (fla) -2, fla) +<).

Za ponazoritev definicije glejte sliko [3.2]
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Slika 3.2: Zveznost funkcije f v tocki a.

Definicija 3.11 Naj bo D C R. Funkcija f : D — R je zvezna, ce je zvezna v vsaki
tockia € D.

Intuitivno si lahko predstavljamo, da ima zvezna funkcija, ki je definirana na nekem
intervalu, nepretrgan graf.

Zgled 3.12 Naj bo ¢ € R in naj bo $e f: R — R funkcija, podana s predpisom f(x) = c
(torej je f konstantna funkcija; glejte sliko . Pokazimo, da je f zvezna.

Y

Slika 3.3: Graf konstantne funkcije, ki je podana s predpisom f(z) = c.

Naj bo a € R poljuben. DokazZimo, da je [ zvezna v tocki a, torej:
Ve>0,30 >0,Vex e D, |z —a|]<d = |f(z) — fla)| <e.

Naj bo € > 0 poljuben in izberimo § = 1. Potem za vsak © € (a — 1,a + 1) ocitno velja
|f(x) — f(a)| = |c —c| =0 < e. Ugotovili smo, da je f res zvezna funkcija.

Zgled 3.13 Naj bo f : R — R funkcija, podana s predpisom f(x) = x. PokaZimo, da je
f zvezna. Naj bo a € R poljuben. Dokazimo, da je f zvezna v tocki a, torej:

Ve>0,36 >0,VzeD, |[r—a|<d = |f(z)— fla)| <e.
Naj bo € > 0 poljuben in izberimo § = . Potem za poljuben x € (a — 0,a + 0) velja

flx)y=x€ (a—0d,a+0) = (f(a)—e¢, f(a)+¢) oziroma |f(x)— f(a)| < &; glejte slz'k:o.

S tem smo preverili, da je f zvezna funkcija.
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Slika 3.4: Graf funkcije f : R — R, ki je podana s predpisom f(z) = x.

Zgled 3.14 Funkcija f : R — R naj bo podana s predpisom
1 ;2<0
x) = .
/(@) { 2 ;x>0
Pokazimo, da funkcija f ni zvezna v tocki a = 0. Dokazati je potrebno:
de>0,Vi>0,3zeR: z€ (a—0d,a+0) in f(z) ¢ (fla)—e, f(a)+e)

0ziroma

Je>0,Yd>0,3zeR: ze€(-4,0) in f(z)¢ (l—e1+¢).
Naj bo ¢ = % Izberimo poljuben 6 > 0. Potem opazimo, da za vsak x € (0,0) velja
flz)y=2¢ (1 — %, 1+ %) = (1 —¢,1+4¢€); glejte sliko . To dokazuje, da f mi zvezna v
tocki a = 0, zato f ni zvezna funkcija.

1+¢e

1—¢ +

Slika 3.5:  Primer funkcije, ki ni zvezna v tocki a = 0.

Zgled 3.15 Funkcija f :[0,2] U {3} — R naj bo podana s predpisom

I ;0<x<2
f(x)_{2 rr=23 ’
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glejte sliko 5.0,

y
2 ----------------------------- -

1 '

0 2 3 2

Slika 3.6: Primer zvezne funkcije.

Ceprav na prvi pogled morda ne deluje tako, lahko hitro preverimo, da je funkcija
f zvezna. Izberimo poljuben a € [0,2] U {3} in naj bo ¢ > 0. Dolo¢imo 6 = % n
predpostavimo, da za nek x € [0,2] U {3} velja |[v —a| < § = 1. Ce je a € [0,2], potem
mora biti tudi x € [0,2] in zato velja |f(z) — f(a)] = |1 = 1] =0 < e. Ce pa je a = 3,
potem mora biti tudi x = 3 in spet velja |f(z) — f(a)] = 2 -2 =0 < e. S tem smo

preverili, da je f zvezna funkcija.

Zgled 3.16 Podobno kot v gradivih [3, (18] razmislimo Se, ali obstaja funkcija f : R — R,
ki ni zvezna v nobeni tocki a € R. DokazZimo, da taksna funkcija obstaja. Naj bo funkcija
f R — R podana s predpisom

fz) =

1 ;2e€eQ,
-1 ; 2eR\Q’

Naj bo a € R poljuben. Dokazimo, da f ni zvezna v tocki a, torej:
de>0,Yd>0,3ze€R:z€(a—d,a+6) in f(z)¢ (fla)—e, fla)+e).
Izberimo € = 1. Naj bo se > 0 poljuben. Loc¢imo dve mozZnosti:

(1) Ce je a € Q, izberimo poljuben x € (a — §,a + §) N (R\ Q). Takien x obstaja, ker
je mnozica R\ Q gosta v R. Potem velja f(x) =—1¢ (0,2) = (f(a) —e, f(a) +&).

(2) Ce je a € R\Q, izberimo poljuben = € (a — 0,a + 0) N Q. Taksen x obstaja, ker je
mnoZica Q gosta v R. Potem velja f(x) =1¢ (=2,0) = (f(a) — ¢, f(a) +¢).

S tem smo dokazali, da funkcija f ni zvezna v tocki a.

Zelo uporaben je naslednji izrek, ki zveznost funkcije v tocki a karakterizira s pomocjo
limit zaporedij.

Izrek 3.17 Naj bo f : D — R funkcija, kjer je D C R neprazna mnoZica, in naj bo
a € D. Naslednji trditvi sta ekvivalentni:

(1) Funkcija f je zvezna v tocki a.
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(2) Za vsako zaporedje (x,) v D velja:

lim z, =a = lim f(z,) = f(a).

n—oo n—oo

Dokaz. Premislimo najprej implikacijo (1) = (2). Vemo torej, da je f zvezna v tocki
a. Naj bo (x,) poljubno zaporedje v D, za katerega velja lim z,, = a. Dokazimo, da je
n—oo

lim f(z,) = f(a).
n—oo
Vzemimo poljuben € > 0. Glede na definicijo limite is¢emo tak ng € N, da bo za vse
n > ng veljalo f(z,) € (f(a) —¢, f(a) +¢€).
Ker je f zvezna v tocki a, obstaja tak 6 > 0, da je za vsak x € D resni¢na implikacija:

r€(a—d,a+06) = f(x) € (f(a)—¢, f(a)+e).

Spomnimo, da je lim x, = a. Od tod sledi obstoj takega stevila ng € N, da za vse n > ny
n—oo

velja x, € (a — d,a + J), pri ¢emer je 0 dolo¢en zgoraj. Posledi¢no to pomeni, da za
poljuben n > ng velja f(x,) € (f(a) — ¢, f(a) + €). Prvi del dokaza je s tem zakljucen.
Pokazimo Se implikacijo (2) = (1). Tokrat predpostavimo, da za vsako zaporedje
(x,) v D velja:
lim z, =a = lim f(x,) = f(a).

n—oo n—oo

Dokazimo, da je f zvezna v tocki a. Pa recimo, da to ne velja. Potem je resni¢na spodnja
trditev:

de>0,Yd>0,dze€D:x€(a—d,a+9) in f(z)¢ (fla)—¢, fla)+e).
Izberimo torej tak € > 0, da velja:
Vd>0,3ze€D:z€(a—d,a+0) in f(x)¢ (fla)—¢, fla)+e).

Za poljuben n € N oznac¢imo 9, = % in naj bo z, € D tak, da je z, € (a — %,a—k %)
in f(z,) ¢ (f(a) — e, f(a) + ). Dobili smo torej zaporedje (z,) v D, pri katerem za vse
n € Nvelja |z, —a| < 2 in f(z,) & (f(a) —¢, f(a) +¢). To seveda pomeni, da je

lim z,, = a
n—oo

in da zaporedje (f(z,)) ne konvergira proti f(a), kar je v protislovju z zacetno predpo-
stavko. S tem smo pokazali, da je f zvezna v tocki a. OJ

Opomba 3.18 [z zgoraj navedenega izreka sledi, da ce je funkcija f : D — R zvezna v
a € D in je (z,) poljubno zaporedje v D, ki konvergira k a, potem velja

n—oo

Dokazan izrek nam omogoca, da na zelo preprost nacin dokazemo Se naslednji rezultat.
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Izrek 3.19 Naj bo D C R neprazna mnozica in naj bosta f,g : D — R funkciji, ki sta
zveznt v tocki a € D. Potem so v tocki a zvezne tudi funkcije f+g, f—g in fg. Ce velja
Se g(x) # 0 za vsak x € D, tedaj je v tocki a zvezna tudi funkcija 5.

Dokaz. Dokazimo, da je funkcija f + g zvezna v tocki a. Naj bo (z,) poljubno zaporedje
v D, za katerega je lim x,, = a. Ker sta funkciji f in g zvezni v tocki a, po izreku |3.17]
n—oo

velja
lim f(z,) = f(a) in lim g(z,) = g(a).
n—oo n—oo

Iz pravil za ra¢unanje z limitami (izreka in [2.46]) potem sledi

lim (f +9)(zn) = lim (f(zn) +g(z,)) = lim f(z,) + lim g(z,)

n—oo n—oo

= fla) +g(a) = (f + g)(a),

zato je po izreku funkcija f + g zvezna v tocki a. Analogno seveda velja za preostale
tri funkcije. O

Posledica 3.20 Naj bosta f,g: D — R zvezni fuvnkcz'jz', kjer je D C R. Tedaj so wvsota,
razlika in produkt funkcij f in g zvezne funkcije. Ce velja g(x) # 0 za vse x € D, tedaj je
tudi kvocient funkcij f in g zvezna funkcija.

Zgled 3.21 Naj bosta k,n € R. Vemo, da je linearna funkcija f : R — R podana
s predpisom f(x) = kx + n. DokaZimo, da je f zvezna funkcija. Naj bodo funkcije
fi, fo, f3 : R = R podane s predpisi fi(x) =k, fo(x) =z, f3(x) = n. Iz zgledov in
sklepamo, da so f1, fo in f3 zvezne funkcije, zato je po pravkar zapisani posledici tudi
funkcija f = f1fo + f3 zvezna.

Rezultat za zveznost kvocienta funkcij lahko zapisemo Se nekoliko natanéneje. Najprej
se spomnimo spodnje definicije.

Definicija 3.22 Naj bo D C R neprazna mnoZica. Stevilo a € D je niéla funkcije
f:D =R, ée velja f(a) =0.

Posledica 3.23 Naj bo D C R neprazna mnozica in naj bosta f,qg : D — R funkciji, ki
sta zvezni v tocki a € D. Ce velja g(a) # 0 in ée je N = {x € D | g(x) = 0} mnoZica
vseh nicel funkcije g, potem je v tocki a zvezna tudi funkcija h : D\ N — R, podana s
predpisom

za vse x € D\ N.

Dokaz. Vpeljimo oznako U = D \ N. Naj bosta fy,gy : U — R zozitvi funkcij f in g
na mnozico U. Ker sta funkciji f in g zvezni v tocki a, iz definicije zveznosti o¢itno sledi,
da sta tudi funkciji fy in gy zvezni v toc¢ki a. Seveda je g(z) # 0 za poljuben z € U.
Opazimo Se, da za vse x € U velja




Iz izreka [3.19| sedaj sledi, da je funkcija h zvezna v tocki a. O

Spomnimo se Se nekaterih elementarnih funkcij. Naj bo n € N. Funkcija p: R — R je
polinom stopnje n, ce obstajajo ag,a; ..., a, € R, kjer je a,, # 0, tako da za vse x € R
velja

p(z) = ap2™ + ap1 2"t -+ ayx + ag.
Nadalje, funkcija p : R — R je polinom, ¢e je p konstantna funkcija ali ¢e je p polinom
stopnje n za nek n € N.

Naj bosta p,q : R — R polinoma. Recimo, da je N = {x € R | ¢(z) = 0} mnozica

vseh nicel polinoma ¢. Funkcijo f : R\N — R, podano s predpisom

q(z)

za vse x € R\ N, imenujemo racionalna funkcija.

() = A2

Trditev 3.24 Polinomi in racionalne funkcije so zvezne funkcije.

Dokaz. Naj bo funkcija f; : R — R podana s predpisom fi(x) = x. Tako kot pri
linearni funkciji opazimo, da lahko poljuben polinom p izrazimo s pomocjo produkta in
vsote funkcije f; ter konstantnih funkcij. Iz zgledov in ter posledice [3.20] zato
sledi, da je p zvezna funkcija.

Naj bosta sedaj p,q : R — R poljubna polinoma, pri ¢emer je N mnozica vseh
nicel polinoma ¢. Na podlagi pravkar dokazanega vemo, da sta p in ¢ zvezni funkciji.
Iz posledice sedaj sledi 8e zveznost racionalne funkcije f : R\N — R, podane s
predpisom

za vse x € R\N. Dokaz je s tem zakljucen. O

To pomeni, da je na primer zvezna tudi funkcija f : R\{0} — R, podana s predpisom

f(x) = L, katere graf prikazuje slika . Ob koncu razdelka razmislimo Se o zadostnem

Tz

pogoju za zveznost kompozituma funkcij.

Izrek 3.25 Naj bosta f: Dy — R ing: D, — R funkciji, pri cemer velja Dy, Dy C R in
Zy C D,. Ce je funkcija f zvezna v tocki a € Dy in ce je funkcija g zvezna v tocki f(a),
tedaj je tudi funkcija (go f): Dy — R zvezna v tocki a.

Dokaz. Dokazimo, da je funkcija g o f zvezna v tocki a. Vzemimo poljubno zaporedje
(x,) v mnozici Dy, za katerega velja

lim z, = a.

n—oo

Ker je funkcija f zvezna v tocki a, iz izreka [3.17| sledi
lim f(an) = f(a).
Ker pa je funkcija g zvezna v tocki f(a) € D,, iz izreka dobimo se
lim (g o f)(wn) = lim g(f(zn)) = g(f(a)) = (g0 f)(a).

Isti izrek nam sedaj zagotovi, da je funkcija g o f zvezna v tocki a. 0
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Posledica 3.26 Naj bosta f : Dy — R in g : Dy, — R zvezni funkciji, pri cemer velja
D¢, Dy, CR in Zy C D,. Tedaj je tudi funkcija (go f): Dy — R zvezna.

3.3 Zvezne funkcije na zaprtih intervalih

V tem razdelku si ogledamo nekatere osnovne lastnosti zveznih funkcij, ki so definirane
na zaprtih intervalih. Pri tem sledimo virom [3}, [10, [18, 20].

Izrek 3.27 Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, kjer je a < b. Ce je f(a)f(b) < 0,
potem ima [ nicélo na intervalu [a, b]; to pomeni, da obstaja tak ¢ € [a,b], da velja f(c) =0

(glejte sliko [3.7).

f(0)

Slika 3.7:  Graf zvezne funkcije f : [a,b] — R, za katero velja f(a)f(b) < 0.

Dokaz. V primeru, ko je f(a)f(b) = 0, ima f niclo v krajis¢u intervala [a, b]. V nadalje-
vanju dokaza zato predpostavimo, da je f(a)f(b) < 0.

Naj velja a; = a, by =bin ¢; = %Lbl Ce je f(c1) = 0, smo niclo ze nasli in je dokaz
koncan. Ce pa je f(c1) # 0, opazimo, da mora biti f(a;)f(c1) < 0 ali f(c1)f(b1) < 0. Naj
bo [asg, by] tisti izmed intervalov [ay, ¢;] oziroma [cq, by], pri katerem sta funkcijski vrednosti
krajis¢ nasprotno predznaceni. Velja torej f(aq)f(b2) < 0. Oznagimo ¢y = QQQLI’?

Ce je f(cz) = 0, smo zakljuéili, sicer pa opazimo, da mora biti f(as)f(cz) < 0 ali
f(c2)f(b2) < 0. Naj bo [as, bs] tisti izmed intervalov [as, co] oziroma [cg, be], pri katerem
sta funkcijski vrednosti krajis¢ nasprotno predznaceni. Velja torej f(as)f(bs) < 0. Sedaj
ozna¢imo c3 = % Ce je f(cs) = 0, smo zakljucili, sicer pa postopek ponovimo. V
primeru, da za nek n € N dobimo f(c,) = 0, je dokaz koncan. Ce pa velja f(c,) # 0 za
vsak n € N, dobimo zaporedje vlozenih zaprtih intervalov

[a1,b1] 2 [ag,by] 2 [as, bs] 2 -+,
pri ¢emer je f(a,)f(bn,) < 0 za vse n € N. Zaporedji (a,) in (b,) sta o¢itno monotoni in
omejeni, zato sta po izrekih in konvergentni. Ker velja tudi
b—a

e = ) = i ey =0

mora biti

lim a, = lim b,
n—oo n—oo
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Oznac¢imo s ¢ ti dve limiti (iz izreka vemo, da je ¢ edina tocka, ki je vsebovana v vseh
navedenih intervalih). Sedaj zaradi opombe dobimo

0 = 5050 -1 (s ) (1) - () 1 0
= T (F(a) /(b)) <0
od koder sledi (f(c))? = 0 in posledi¢no f(c) = 0. O]

Zgled 3.28 Naj bo f :[0,1] — [0,1] zvezna funkcija (za kodomeno funkcije f bi seveda
lahko vzeli tudi mnoZico R, pri ¢emer bi dodatno zahtevali, da je Zy C [0,1]). Tako kot
v gradivu [3] dokazZimo, da ima funkcija f fiksno tocko; to pomeni, da obstaja Stevilo
c € [0,1], za katerega velja f(c) = c.

Vpeljimo novo funkcijo g : [0,1] — R s predpisom

Ve l0,1], g(x) = f(x) — .

Funkcija g je razlika dveh zveznih funkcij, zato je po posledici tudi sama zvezna
funkcija. Prav tako opazimo, da velja g(0) = f(0)—0= f(0) > 0ing(l) = f(1)—1 <0.
Iz izreka [3.27 sledi, da obstaja c € [0,1], tako da je g(c) = 0, kar pomeni f(c) —c = 0.
Posledicno velja f(c) = ¢, kar zakljuci dokaz.

Izrek 3.29 Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, kjer je a < b. Tedaj je f omejena
funkcija.

Dokaz. Dokazimo najprej, da je f navzgor omejena. Pa recimo, da ni navzgor omejena.
Potem za poljuben n € N velja, da n ni zgornja meja za f, zato za vsak n € N obstaja
x, € [a,b], da je f(x,) > n. Tako dobimo zaporedje (z,) v [a, b, ki je seveda omejeno in
zato ima po izreku[2.15 neko stekalisce s € [a,b]. Naj bo (zy, ) podzaporedje, ki konvergira
k s, torej

lim zy, = s.
n—o0

Obstoj taksnega podzaporedja nam zagotavlja izrek [2.33] Opazimo, da za vse n € N velja
f(xr,) > ko > n, zato je

lim f(zy,) = oo,

kar pomeni, da zaporedje (f(xg,)) divergira. Po drugi strani pa mora zaradi zveznosti
funkcije f po izreku [3.17] veljati

lim f(zg,) = f(s) € R.

n—oo
Dobili smo torej protislovje in s tem dokazali, da je f navzgor omejena. Podobno pokazemo

tudi, da je f navzdol omejena. O

Pravkar dokazani izrek nam zagotavlja, da za zvezno funkcijo f, definirano na zaprtem
intervalu [a, b], obstajata stevili M = sup f in m = min f.

Izrek 3.30 Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, kjer je a < b. Naj bosta se M = sup f
in m = inf f. Tedaj obstajata xpr, x,, € la,b], tako da je f(xp) = M in f(x,) = m
(glejgte sliko @); funkcija f torej doseZe maksimum in minimum.
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f) =m

Slika 3.8:  Graf funkcije f : [a,b] — R, ki doseze maksimum M in minimum m.

Dokaz. Dokazimo, da obstaja xp € [a,b], tako da velja f(zy) = M. Pa recimo, da tak
xpr ne obstaja. To bi pomenilo, da je f(xz) < M za vse x € [a,b]. V tem primeru lahko
vpeljemo funkcijo ¢ : [a,b] — R s predpisom

o
- M= f(z)

Ocitno je g zvezna po posledici [3.20] zato je po prejsnjem izreku navzgor omejena z nekim
N > 0. To pomeni, da za vse x € [a, b] velja g(z) < N in posledi¢no

V€ la,b], g(r)

1
— < N.
M — f(x)
Od tod dobimo, da za vse z € [a, b] velja
fle) < M- 5
z) < N

kar pa je v protislovju z dejstvom, da je M najmanjsa zgornja meja (supremum) za
funkcijo f. Posledi¢no torej mora obstajati tak xp; € [a,b], da je f(xp) = M, zato je
M = max f. Podobno pokazemo Se, da je m = min f. O

Izrek 3.31 Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, kjer je a < b. Naj bosta e m = min f
in M =max f. Tedaj za vsak A € [m, M] obstaja tak c € [a,b], da je f(c) = A; funkcija
f torej zavzame vse vrednosti med m in M, kar pomeni, da velja

Zy = f([a,b]) = [m, M].

Dokaz. Naj bosta x,, in x); taksna, da je f(z,,) = m = min f in f(z)) = M = max f.
Ker je A € [m, M], velja torej m < A < M.

Cejem = M, potem je A = M in f(x)) = A, zato je dokaz zakljuéen. V nadaljevanju
dokaza torej predpostavimo, da je m < M, kar implicira tudi x,, # xj;. V tem primeru
lahko definiramo funkcijo ¢ : [a,b] — R s predpisom g(z) = f(z) — A za vse x € [a, b].
Opazimo, da je g(z,,) = m — A < 01in g(zpy) = M — A > 0. Lo¢imo naslednji dve
moznosti:
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(1) ¢e je &, < xp, potem ima funkcija g po izreku niclo na intervalu [x,,, ],
(2) ¢e je x,, > 7, potem ima funkcija g po izreku niclo na intervalu [z, Z,,].

Ugotovili smo torej, da v vsakem primeru obstaja nek ¢ € [a, b], da je g(c) = 0, kar pomeni
tudi f(c) — A =0 in posledi¢no f(c) = A. O

Dokazani izrek je lahko zelo uporaben pri dolocanju zaloge vrednosti nekaterih funkcij.
Oglejmo si dva zgleda, ki sta povzeta oziroma prirejena po gradivu [15].
Zgled 3.32 Funkcija f : [—g, ﬂ — R naj bo podana s predpisom f(x) =sinz. Iz izreka
ki ga bomo dokazali v razdelku sledi, da je f zvezna funkcija. Ker f zavzame

samo vrednosti na intervalu [—1,1], velja min f = f (—g) =—lwmmaxf = f (%) =1,

zato iz izreka [3.31) sledi f ({_%7 g]) =Z;=[-11].

Zgled 3.33 Naj bo m € N poljubno naravno Stevilo in naj bo funkcija f : [0,00) — R
podana s predpisom f(x) = ™. Oc¢itno gre za zoZitev polinoma, zato je f zvezna funkcija.
Pokazimo, da je zaloga vrednosti funkcije f enaka

Zy = f([0,00)]) = [0, 00),

kar seveda pomeni tudi, da je funkcija f - [0,00) — [0, 00), podana s predpisom f(:c) =™,
surjektiona in posledicéno bijektivna, saj je strogo naraicajoca (glejte tudi izrek .
Ocitno je f(]0,00]) C [0,00). Za drugo inkluzijo izberimo poljuben y € [0,00). Ker je

n™ > n za vse n € N, seveda sledi lim n™ = oo, zato obstaja tak n € N, da je n™ > y.
n—oo

Vemo, da je zoZitev funkcije f na interval [0,n] strogo narascéajoca in zvezna funkcija,
kar po izreku implicira f ([0,n]) = [f(0), f(n)] = [0,n™]. To pomeni, da obstaja
z € [0,n], za katerega je f(x) =y. S tem smo pokazali, da velja Z¢ = [0, 00).

Opomba 3.34 Ocitno izrek velja tudi v primeru, ko je [a,b] izrojen zaprti interval,
torej ko je a = b.

3.4 Zveznost inverzne funkcije

Naj bo f : I — R strogo monotona funkcija, kjer je I poljuben neprazen interval. Ker
je f strogo monotona, je oc¢itno tudi injektivna. Potem takoj opazimo, da je funkcija
f:I—= Zy, podana s predpisom f(x) = f(x) za vsak = € I, bijektivna. Poslediéno
obstaja inverzna funkcija

N -1
(f) z—>1
Spodnji izrek nam zagotovi zveznost taksne funkcije v primeru, da je I zaprti interval

in da je f zvezna (glejte sliko|3.9)).

Izrek 3.35 Najbo f : [a,b] — R zvezna in strogo monotona funkcija, kjer je a < b. Tedaj
N —1
je funkcija (f) 1 Zy — |a, b] zvezna.
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Slika 3.9:  Graf funkcije, definirane na zaprtem intervalu [a,b], ki je zvezna in strogo
monotona.

Dokaz. Naj bo yy € Z; poljubno stevilo. Sledimo pristopu iz gradiva [I8] in dokazimo,

~1
da je funkcija ( f) zvezna v tocki 1. Oznacimo

Ty = <f>_1 (%o)-

Naj bo (y,) poljubno zaporedje v Z¢, ki konvergira proti yo. Za vsak n € N ozna¢imo Se

o= (F)" a).

kar pomeni, da je f(z,) = y, za vse n € N. Ker velja z, € [a,b] za vsak n € N; je
zaporedje (z,) omejeno, zato ima po izreku vsaj eno stekalisce. Naj bo s poljubno
stekalis¢e zaporedja (z,). Seveda mora tudi s pripadati intervalu [a,b]. Po izreku [2.33]

obstaja podzaporedje (xy, ), ki konvergira proti s. Ker je funkcija f zvezna, z uporabo
izreka dobimo

f(s) = f(s) = lim f(xg,) = lim yx, = yo.
n—0o0 n—o0

Iz definicije stevila zy vemo, da je tudi f(z¢) = yo. Stroga monotonost (oziroma injek-

tivnost) funkcije f implicira Se g = s. Dokazali smo torej, da je poljubno stekalisce

zaporedja (x,) enako g, zato ima to zaporedje samo eno stekaligce. 1z izreka sedaj

sledi, da je zaporedje (x,) konvergentno in da velja

lim x, = g

n—roo
oziroma o 1

Tim () @) = () (o).
Konéno nam izrek |3.17 zagotovi zveznost funkcije ( f )71 v tocki yp. [

Navedimo podoben rezultat Se za poljuben interval [3].

Posledica 3.36 Naj bo f : I — R zvezna in strogo monotona funkcija, kjer je I poljuben
-1
neprazen interval. Tedaj je funkcija <f> 1 Ay — 1 zvezna.
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Dokaz. V tem primeru ponovno izberimo poljubno tocko yo € Z;y. Naj bo z¢p =

~ —1 «
< f) (yo). Ce interval I vsebuje samo eno §tevilo, je rezultat ociten. Zato predpo-
stavimo, da I vsebuje vsaj dve razliéni Stevili. Pois¢imo zaprti interval [a,b] C I na
naslednji nacin:

(1) ¢e xo ni levo krajisée in ni desno krajisce intervala I, potem dolo¢imo a in b tako,
da velja a < b in xy € (a,b);

(2) ce je g levo krajisce intervala I, potem doloc¢imo a = xg, za b pa izberemo poljubno
stevilo iz I, tako da je b > a;

(3) ¢eje xg desno krajisce intervala I, potem dolo¢imo b = zy, za a pa izberemo poljubno
stevilo iz I, tako da je a < b.

Vpeljimo funkcijo g, ki je zozitev funkcije f na interval [a,b]. Brez izgube za splosnost
predpostavimo, da je f strogo narascajoca funkcija (podobno namre¢ dokazujemo tudi,
¢e je f strogo padajoca). Potem je seveda zaloga vrednosti funkcije g enaka

Zg = [f(a), F(D)].

Ker je tudi funkcija g strogo monotona (in zato injektivna), nam prejsnji izrek pove, da
R [f(a), f(b)] — [a,b] zvezna (v tocki yp). Ocitno imata funkciji <f)

in (g)‘1 enake vrednosti na neki okolici tocke yy: natancneje, obstaja tak 6 > 0, da je
(Yo — 0, yo+0)NZr = (yo—6,y0 +9) N Z, in da za vse y € (yo — 0, Yo + J) N Z, velja

je funkcija (g)

(N w=0"

Posledi¢no mora biti tudi funkcija < f ) zvezna v tocki . O

3.5 Zveznost elementarnih funkcij

V tem razdelku bomo preverili zveznost elementarnih funkcij, pri ¢emer sledimo zlasti
viroma [3], [10].

Najprej ponovimo, kdaj je funkcija soda oziroma liha. Naj bo D C R taksna mnozica,
da za vsak z € D velja tudi —z € D. Funkcija f : D — R je soda, ce je f(—x) = f(x)
za vse © € D. Po drugi strani je funkcija f : D — R liha, ce je f(—x) = —f(z) za vse
x € D. Spomnimo, da je graf sode funkcije simetricen glede na ordinatno os, graf lihe
funkcije pa je simetricen glede na koordinatno izhodisce.

3.5.1 Potencne in korenske funkcije

Iz trditve vemo, da so polinomi in racionalne funkcije zvezne funkcije, zato so zvezne
tudi vse potenéne funkcije. Natancneje, ¢e je n € N, potem je funkcija f : R — R,
podana s predpisom f(z) = x", zvezna (funkcija f je soda, ¢e je n sodo Stevilo, in liha, ¢e
je n liho stevilo; glejte sliko [3.10). Prav tako je zvezna funkcija f : R\{0} — R, podana
s predpisom f(z) = —; glejte sliko .
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Slika 3.11:  Grafa funkcij s predpisoma f(z) = % (levo) in f(z) = %5 (desno).

Razmislimo Se, da so zvezne vse korenske funkcije:

(1) Ce je n > 3 liho naravno &tevilo, potem je funkecija f : R — R, podana s predpisom
f(z) = a™, zvezna, strogo monotona in bijektivna (bijektivnost lahko dokazemo s
pomocjo izreka ali zgleda . Inverzna funkcija f~! : R — R je korenska
funkciga in je po posledici zvezna.

(2) Ce je n sodo naravno stevilo, je funkcija f : [0,00) — [0,00), podana s predpisom

f(z) = a™, zvezna, strogo monotona in bijektivna (glejte izrek in zgled [3.33).

-1
Inverzna funkcija ( f ) :[0,00) — [0, 00) je korenska funkcija in je po posledici
zZvezna.
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Grafa dveh korenskih funkcij prikazuje slika |3.12]

Slika 3.12: Grafa korenskih funkcij za n = 2 (levo) in n = 3 (desno).

Ugotovili smo torej, da velja spodnja trditev.
Trditev 3.37 Potencne in korenske funkcije so zvezne.
Oglejmo si $e dva zgleda, pri ¢emer sledimo viroma [18] oziroma [10].

Zgled 3.38 Ker je |x| = Va? za vse x € R, je zaradi posledice zvezna tudi funkcija
f R =R, podana s predpisom f(x) = |z| (gre za kompozitum dveh zveznih funkcij).

Zgled 3.39 Naj bo q € Q poljubno racionalno Stevilo in naj bo funkcija f : (0,00) — R
podana s predpisom f(x) = 29. Ce velja ¢ = =, kjer je m € Z in n € N, potem lahko
predpis funkcije f zapisemo tako:

f(2) = ¥/
Ker so potenéne in korenske funkcije zvezne, je po posledici[3.26 tudi funkcija f zvezna.

3.5.2 Eksponentne in logaritemske funkcije

Naj bo a > 0, a # 1. Funkcija f : R — R, podana s predpisom f(z) = a”, je eksponen-
tna funkcija. Grafa dveh eksponentnih funkcij prikazuje slika [3.13]

Izrek 3.40 Vsaka eksponentna funkcija je strogo monotona in zvezna, njena zaloga vred-
nosti pa je mnozica (0, 00).

Dokaz. Najbo f : R — R poljubna eksponentna funkcija, podana s predpisom f(z) = a*,
kjer je a > 0 in a # 1. Iz tocke (13) v izreku m sledi, da je f strogo narascajoca v
primeru a > 1 in strogo padajoca v primeru a < 1; glejte sliko [3.13]

V nadaljevanju dokazujemo podobno kot v virih 3], 10]. Recimo, da velja a > 1. Naj
bo xg € R poljubno stevilo. Dokazimo, da je funkcija f zvezna v tocki xy. Dokazujemo
torej, da za vsak € > 0 obstaja § > 0, tako da za vse x € R velja:

|z —xo] <§ = |a® —a™| < e.

Naj bo € > 0 poljuben. Iz trditve sledi, da za &' = —& > 0 obstaja tak § > 0, da za
vse h € Q velja:
|h| <0 = |ah—1|<5’:i. (3.1)
a®o
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Slika 3.13:  Graf eksponentne funkcije v primeru a = 2 (levo) in v primeru a = % (desno).

Naj bo z € R poljuben tak, da je |z — zo| < d. Ce oznaéimo u = x — x¢, potem velja
lu| < § oziroma u € (—6,0). Izberimo hy € (—d,u) NQ in hy € (u,d) N Q. Potem sledi
—0 < hi < u < hy < 0 in posledi¢no
a" < a* < a.

Ker je |hi| < & in |ho| < &, mora zaradi implikacije (3.1]) veljati se a™, a2 € (1 — &', 1 +€'),
zato je tudi a* € (1 — €', 1+ ¢’) oziroma |a* — 1| < ¢’. Kon¢no dobimo

€

la® — a®°| = a™ }az*xo — 1} =a" |a" — 1| < a™ =a™— =¢

a®o

in dokaz zveznosti je zakljucen.
Premislimo Se, da velja

Zy = f(R) = (0,00).
Ze v izreku smo zapisali, da je a® > 0 za vsak € R, zato ocitno velja Z; C (0, 00).
Iz trditve 2.61] sledi

lim a" =00 in lima " =0,
n—oo n—oo

zato za poljuben y € (0,00) obstaja tak n € N, da je y € (™", a"). Vemo, da je f strogo
naraiajoca in zvezna na intervalu [—n, n], zato po izreku[3.31] velja f ([—n,n]) = [a™", a"].
To pomeni, da obstaja x € [—n,n], tako da je f(x) = y. S tem smo pokazali enakost
Zf = (O, OO)

Podobno dokazujemo tudi, ce je a < 1. 0

Zaradi dokazanega izreka je funkcija f : R — (0,00), podana s predpisom f(z) = a,
zvezna, strogo monotona in bijektivna. Njena inverzna funkcija ( f)_ 0 (0,00) — R je
logaritemska funkcija, katere predpis zapisujemo tako:

Vz € (0,00), (f)_l () =log, x.

V posebnem primeru, ko je a = e, piSemo Inz namesto log, x. Iz posledice |3.36| sledi
spodnji rezultat.
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Posledica 3.41 Vsaka logaritemska funkcija je zvezna.

3.5.3 Kotne in krozne funkcije

Kotne funkcije so funkcije sinus (oznaka sin), kosinus (oznaka cos), tangens (oznaka
tan) in kotangens (oznaka cot). Definicij na tem mestu ne bomo podali, saj ste jih spoznali
ze v srednji Soli in ponovili pri predmetu Uvod v matematiko. Cilj razdelka je pokazati,
da so kotne funkcije zvezne, pri ¢emer ponovno sledimo viroma [3}, [10].

Trditev 3.42 Naj bo x € (—%,O) U (O, g) Tedaj velja

sinx

cosz < < 1.

Dokaz. Najprej predpostavimo, da je x € (O, %) Oglejmo si enotsko kroznico (s polme-
rom r = 1) v koordinatnem sistemu z izhodiséem O in v njem kot x, katerega krak doloca
tocko B na kroznici. Naj bo A tocka (1,0). Oznacimo s C' tocko, v kateri vzporednica
ordinatni osi skozi totko A seka poltrak OB (glejte sliko [3.14)).

Y

-

O A/ T

Slika 3.14: Enotska kroznica ter tocke O, A, B in C.

Naj bo S; ploséina trikotnika AOAB, Sz ploscéina trikotnika AOAC in S, ploscina
kroznega izseka AOB. Opazimo, da je S7 < Sy < S3. Prav tako velja

sinx

Sl — 2 9
T T
S g 2— = —
L

tanx

S3 - 9 )

od koder dobimo
sinz < x < tanx.

121



Pravkar zapisano neenakost lahko preoblikujemo v

sinx
cosr < — < 1.
T

Sedaj predpostavimo Se, da je x € (—%, O), kar pomeni —z € (O, g) in zato

sin(—x)

cos(—z) < < 1.

—x
Ker je sinus liha funkcija, kosinus pa soda funkcija, iz tega ocitno sledi

sin
cosr < —— < 1,
x

kar zakljuc¢i dokaz. O
Posledica 3.43 Za vsak x € (=%, %) velja |sinz| < |z].

Dokaz. Posledica oc¢itno velja za x = 0, pri katerem je dosezena enakost. Nadalje
predpostavimo, da je x € (0, %) Potem iz predhodne trditve sledi:

sin x

<1 = sinz <z = |sinz| < |z|.
T

Nazadnje si oglejmo Se primer, ko je x € (—%, 0). Tudi tokrat po prejsnji trditvi velja
=22 < 1, ker pa je ocitno tudi *2* > 0, dobimo:

sin x | sin z| ,
<l = <1 = |sinz| < |z|.
x |z
Dokaz je s tem zakljucen. O

Izrek 3.44 Funkcija sinus je zvezna.

Dokaz. Naj bo a € R poljubna tocka. Podobno kot v virih [3, 10] dokazimo, da je
funkcija sin : R — R zvezna v tocki a. Dokazujemo torej:

Ve>0,30 >0,V €R, |[xr —a| <d = |sinx —sina| <e.

Naj bo € > 0 poljuben. Dolo¢imo 6 = min{e, 7} in vzemimo poljuben = € R, za katerega

velja | — a] < §. Potem je seveda |z — a| < 7 in zato @ < 3, kar pomeni

J;—a€< 7T7T>
2 2°2/°

Z uporabo znane formule za razliko sinz — sina in posledice dobimo

2 (5) e (57)
S1n COS
2 2

|sinx —sina| =

=|r—a|l <d<e,

kar pomeni, da je dokaz koncan. [
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Posledica 3.45 Funkcije kosinus, tangens in kotangens so zvezne.
Dokaz. Ker za vse x € R velja
. < i 77) . ™ i . T
sin (z 4+ =) =sinxcos = + coszsin — = cosx
2 2 2 ’

zveznost linearne funkcije in funkcije sinus ter posledica|3.26| implicirajo zveznost funkcije
kosinus.
Nadalje velja

VQ:ER\{EJHWT \ k’EZ}, tang = v
2 CoS T
in cos T
Ve e R\{kn | k€ Z}, cotx = —,
sin @

kar pomeni, da sta zaradi posledice zvezni tudi funkciji tangens in kotangens. O

Spomnimo, da z zmanjSanjem domen oziroma kodomen funkcij sinus, kosinus, tangens
in kotangens iz navedenih funkcij dobimo bijektivne funkcije (ki so tudi zvezne in strogo
monotone). Njihove inverzne funkcije imenujemo ciklometriéne funkcije (ali tudi
krozne funkcije). To so funkcije arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens in arkus
kotangens.

Posledica 3.46 Krozne funkcije arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens in arkus ko-
tangens so zvezne.

Dokaz. Sledi neposredno iz posledice [3.36] O

3.5.4 Hiperboli¢ne funkcije

Spoznajmo Se hiperboli¢ne funkcije.

Definicija 3.47 Funkcija f : R — R, podana s predpisom

se imenuje hiperboliéni sinus. Oznacimo jo kot f = sinh ali f = sh.
Definicija 3.48 Funkcija f: R — R, podana s predpisom
61‘ _|__ 6—$

f(ﬂf):T,

se imenuje hiperboliéni kosinus. Oznacimo jo kot f = cosh ali f = ch.

Opazimo, da je hiperboli¢ni sinus liha funkcija, hiperboli¢ni kosinus pa soda funkcija;

glejte sliko |3.15]

Opomnimo Se, da se graf funkcije hiperboli¢ni kosinus imenuje veriZnica. Enostavno
lahko preverimo, da za vse z € R velja zveza

(coshx)? — (sinhx)? = 1.

Vpeljimo se dve funkciji, katerih grafa prikazuje slika [3.16
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Slika 3.15: Grafa funkcij hiperboli¢ni sinus (levo) in hiperboli¢ni kosinus (desno).

Definicija 3.49 Funkcija f : R — R, podana s predpisom

sinh x er —e*

flx) = =

coshx et 4et’

se imenuje hiperboliéni tangens. Oznacimo jo kot f = tanh ali f = th.

Definicija 3.50 Funkcija f: R\{0} — R, podana s predpisom

coshx e*+e™*

fz) =

sinhx e* —et’

se imenuje hiperboliéni kotangens. Oznacimo jo kot f = coth ali f = cth.

Slika 3.16: Grafa funkcij hiperboli¢ni tangens (levo) in hiperboli¢ni kotangens (desno).

Ponovno lahko s spremembo domen oziroma kodomen iz navedenih hiperboli¢nih funk-
cij dobimo bijektivne funkcije. Njihove inverzne funkcije se imenujejo area funkcije:
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area hiperbolicni sinus, area hiperbolicni kosinus, area hiperbolicni tangens in area hiper-
bolicni kotangens.

Posledica 3.51 Hiperbolicne funkcije in area funkcije so zvezne.

Dokaz. Zveznost hiperbolicnih funkcij sledi iz izreka [3.40] posledice [3.20] in posledice
3.23] Zveznost area funkcij dobimo z uporabo posledice [3.36] O]

3.6 Enakomerna zveznost

V tem razdelku spoznamo pojem enakomerne zveznosti, pri ¢emer uporabljamo vire [3]
11, 18].
Najprej spomnimo, da je funkcija f : D — R zvezna v tocki a € D, kjer je D C R, ce
velja:
Ve>0,30 >0,Vex e D, |[x—a| <d = |f(zx) — fla)| <e.

Vemo tudi, da je funkcija f : D — R zvezna, ¢e je zvezna v vsaki tocki a € D, kar pomeni:
Vae D,Ve>0,30 >0,Vex e D, |[x—a| <d = |f(z) — fla)| <e.
Zadnja trditev pa ni vedno ekvivalentna (kot bomo videli) spodnji trditvi:
Ve>0,30 >0,Va,x €D, |[r—al <) = |[f(z) — f(a)| <e.
Na podlagi tega pridemo do naslednje definicije.
Definicija 3.52 Naj bo D C R. Funkcija f: D — R je enakomerno zvezna, ce velja:
Ve>0,30 >0,Vu,ve D, l[u—v|<d = |[f(u)— f(v)] <e.
Neposredno iz definicij zveznosti in enakomerne zveznosti sledi spodnja trditev.

Trditev 3.53 Naj bo D C R. Ce je funkcija f : D — R enakomerno zvezna, potem je
tudi zvezna.
Zgled 3.54 Funkcija f : R — R naj bo podana s predpisom f(z) = 2x + 3. Opazimo, da

je [ enakomerno zvezna, saj lahko za poljuben € > 0 izberemo kar § = 5 in potem bo za
vse u,v € R wveljalo:

u—v| <0 = |f(u)— f(v)| =]R2u+3) — (2v+3)| =2u—v| <2§ ==-.

Zgled 3.55 Funkcija f : (0,3] = R naj bo podana s predpisom f(z) = 1. Vemo, da
je [ zvezna, saj gre za zoZitev racionalne funkcije na interval (0,3]. Iz slike pa
lahko domnevamo, da funkcija f ni enakomerno zvezna, saj pri danem € > 0 potrebujemo
manjsi 6 > 0, ce je tocka as blizje izhodiscu kot tocka a;.

Podobno kot v viru [11)] dokazimo, da funkcija f res ni enakomerno zvezna. Dokazu-
jemo torej:

de>0,V6>0,3u,v € (0,3]: lu—v|<d in |[f(u)— f(v)]>e.

Naj bo e = 2. Izberimo $e poljuben 6 > 0 ter dolocimo u = min {g, %} m v = 2u. Oc¢itno
jeu <3 inu<i zatovelja Se ju—v|=|—ul=u<$<4in
1 1 1 4
FW) = @)l = |y = 5| =5 25 =2=¢




Slika 3.17: Graf funkcije f iz zgleda [3.55]

Razdelek zakljuc¢imo z izrekom, ki nam pove, da je zvezna funkcija na zaprtem intervalu
tudi enakomerno zvezna.

Izrek 3.56 Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, kjer je a < b. Tedaj je f enakomerno
2vezna.

Dokaz. Izrek ocitno velja v primeru, ko je a = b, zato v nadaljevanju predpostavimo,
da velja a < b. Tako kot v virih [3, TI] dokazujemo s protislovjem. Recimo, da f ni
enakomerno zvezna. Potem obstaja tak ¢ > 0, da velja:

Vé>0,Ju,v € la,b: lu—v|<d in |f(u)— f(v)] >e.

Za poljuben n € N izberimo 9, = % > (. Posledi¢no za vsak n € N obstajata taka
Up, vy € [a,b], daje [u,—v,| < £ in|f(un)—f(va)| > €. Ker je zaporedje (u,) omejeno, ima
po izreku neko stekalisce s € [a,b]. Potem zaradi izreka obstaja podzaporedje
(ug, ), tako da je

lim ug, = s.
n—o0

Seveda za vse n € N velja tudi

1
OS|Ukn_8|S|Ukn_ukn|+|ukn_8|Sk_+|ukn_s :

n

Ker gre desna stran proti 0, ko gre n proti neskonéno, je
lim |v, —s| =0 = lim v, =s.

n—o0 n—o0

Vemo, da je funkcija f zvezna v tocki s, zato po izreku velja
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od koder sledi tudi
lim ((f(ug,) = f(vr,)) = 0.

n—

Po definiciji te limite potem obstaja ng € N, tako da velja |f (ux,) — f (vx, )| < € za vse
n > nyg, kar pa je v protislovju z dejstvom, da za vsak n € N velja |f (ux,) — f (vg,)]| > €.
S tem smo pokazali, da je funkcija f enakomerno zvezna. O

3.7 StekaliSca mnozic

Pri definiciji limite funkcije bomo potrebovali Se pojem stekaliséa mnozice (pri tem mo-
ramo paziti, da tega pojma ne zamesamo s stekaliscem zaporedja). Taksen pristop pri
vpeljavi limite funkcije najdemo na primer v virih [3, 1T, [15] [17].

Definicija 3.57 Naj velja D C R in a € R. Pravimo, da je a stekalisée mnoZice D, ce
za vsak r > 0 mnoZica (a —r,a+1)\{a} = (a —r,a) U (a,a+ 1) vsebuje vsaj en element
iz D.

Zgled 3.58 Naj bo
11
poliil)
2" 3
Opazimo, da je Stevilo a = 0 stekalisce mnoZice D, saj je

1
lim — =0
n—oo N,

in zato za poljuben r > 0 obstaja tak ny € N, da za vse n > ngy velja —r < % < r oziroma
% € (0,r). Hitro vidimo tudi, da je a = 0 edino stekalisée mnozice D.

Zgled 3.59 Naj bo D = [0,2). Takoj opazimo, da ce je a € [0,2], potem je a stekaliice
mnozice D. Po drugi strani za a € R\[0,2] velja, da a ni stekalisée mnoZice D.

Vpeljimo 8e oznako za mnozico vseh stekalis¢ mnozice D [3].

Definicija 3.60 Ce je D C R, potem z D' oznacimo mnoZico vseh stekaliié mnozice D,
torej
D' ={a € R | a je stekalisée mnozice D}.

Zgled 3.61 Oglejmo si spodnje tri primere.
(1) Naj bo D ={1,3,5,...}. Glede na ugotovitev v zgledu sledi D" = {0}.
(2) Naj bo D = [0,2). Glede na ugotovitev v zgledu[3.59 sledi D' = [0, 2].

(3) Najbo D = Q. Podobno kot v virih [3,[11] pokazimo, da velja D" = R. Naj bo a € R
poljubno realno stevilo in izberimo Se poljuben v > 0. Ker so racionalna Stevila gosta
v mnoZici R (glejte trditev , gotovo obstaja tak q € Q, da velja q € (a,a +r).
To pomeni, da mnoZica (a —r,a)U (a,a+r) vsebuje vsaj en element iz D = Q, zato
je a stekalisée mnozice D. S tem smo pokazali enakost D' = R.
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Definicija 3.62 Naj bo D C R. Ce je a € D in e a ni stekalisce mnoZice D, potem
pravimo, da je a tzolirana toc¢ka mnoZice D.

Zgled 3.63 Naj bo D =[0,2) U {3} in a = 3. Potem je a € D, vendar takoj vidimo, da
a ni stekalisce mnoZice D (obstaja namrec tak r > 0, da mnoZica (a — r,a) U (a,a + 1)
ne vsebuje nobenega elementa iz D). To pomeni, da je a = 3 izolirana tocka mnoZice D.
Hitro vidimo Se, da velja D" = |0, 2].

Ob koncu razdelka opomnimo, da direktno iz definicije zveznosti sledi: ¢eje f: D — R
funkcija, kjer je D C R, in ¢e je a € D izolirana tocka mnozice D, potem je funkcija f
zvezna v tocki a (glejte na primer zgled [3.15]).

3.8 Limita funkcije

V tem razdelku spoznamo pojem limite funkcije in si ogledamo nekaj bistvenih lastnosti,
ki veljajo za limite. Opomnimo, da sledimo predvsem gradivu [3], pa tudi viroma [10} [15].

Definicija 3.64 Naj bo a € D', kjer je D C R (to pomeni, da je a stekalisce mnoZice
D). Stevilo L € R je limita funkcije f: D — R, ko gre x proti a, ce velja:

Ve>0,30>0,VeeD, 0< |z —al]<d = |f(z)—L|<e.

V tem primeru pisemo
lim f(z) = L.
Tr—a
Za graficno ponazoritev gornje definicije glejte sliko Opazimo, da pogoj v tej
definiciji pove, da so funkcijske vrednosti f(z) blizu stevila L, ¢e je x blizu a. Pri tem
se moramo zavedati, da tocka a ni nujno vsebovana v definicijskem obmoc¢ju D, mora pa
biti funkcija f definirana v tockah, ki so poljubno blizu tocke a.

‘
'
N N

—£ 7€ 7
0 a—0 a a+9d z

Slika 3.18: Ponazoritev limite funkcije f, ko gre x proti a.

Opomba 3.65 Pogoj 0 < |z —a| < v definiciji limite pomeni, da velja x € (a—0,a+9)
inx #a, torejx € (a—0d,a) U (a,a+9).

S pomocjo spodnjega zgleda pojasnimo, zakaj v definiciji zahtevamo, da je x # a.
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Zgled 3.66 Funkcija f: R — R naj bo podana s predpisom

x5 xF2
x) = .
ra={5 o7
Graf funkcije f prikazuje slika[3.19.
y N
Qf--eeeeeeaneoy :
0 2 x

Slika 3.19:  Graf funkcije f iz zgleda [3.66]
Opazimo, da je f(2) =0, hkrati pa bi bilo smiselno, da je
lim f(z) = 2.
Pokazimo, da res velja zapisana enakost, torej:
Ve>0,30>0,VeeD, 0<|z—2|<d = |f(x)—2|<e.

Naj bo € > 0 poljuben in izberimo § = €. Potem za vsak x € (2 —6,2) U (2,2 4 ) velja

flz)=2€(2-0,246) = (2—¢,24¢) oziroma |f(z) — 2| < e. S tem smo preverili,

da je lin% f(z) = 2. Opazimo torej, da je vrednost limite dolocena samo s tem, kaksne so
Tr—r

funkcijske vrednosti v tockah blizu a = 2, ni pa pomembno, kaj se dogaja v sami tocki a.
Spomnimo, da je funkcija f: D — R zvezna v tocki a € D, kjer je D C R, ce velja:
Ve>0,30 >0,V e D, |[x—a|<d = |f(z)— fla)] <e.
Od tod takoj opazimo, da je resnicen naslednji izrek.

Izrek 3.67 Naj bo a € DN D', kjer je D C R. Potem je funkcija f : D — R zvezna v
tocki a natanko tedaj, ko velja
lim f(z) = f(a).
Tr—a
Zgornji izrek nam omogoca enostavno racunanje Stevilnih limit. Vemo na primer, da
je funkcija f : R — R, podana s predpisom f(z) = 2® + 1, zvezna. Zato velja
. 2 _ _ 92 _
:lcl_%(l’ +1)=f(2)=2"+1=5.

Podobno kot zveznost lahko tudi limite funkcij karakteriziramo s pomocjo limit zapo-
redij.
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Izrek 3.68 Naj bo f : D — R funkcija, kjer je D C R, in naj bo L € R. Ce je a € D,
potem sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(1) lim f(x) = L.

rT—ra

(2) Za vsako zaporedje (x,,) v D\ {a} velja:

lim z, =a = lim f(z,) = L.

n—oo n—o0

Dokaz. Premislimo najprej implikacijo (1) = (2). Vemo torej, da je L limita funkcije
f, ko gre x proti a. Naj bo (x,,) poljubno zaporedje v D\ {a}, za katerega je lim z, = a.
n—oo
Dokazimo, da velja
lim f(z,) = L.

n—oo
Vzemimo poljuben € > 0. Glede na definicijo limite is¢emo tak ng € N, da bo za vse
n > ng veljalo f(z,) € (L —¢,L+¢).
Ker je lim f(z) = L, obstaja tak § > 0, da je za vsak x € D resni¢na implikacija:
T—a

r€(a—d,a)U(a,a+0) = f(x)e (L—e,L+e).

Spomnimo, da je lim z, = a. Od tod sledi obstoj takega Stevila ny € N, da velja
n—oo

T, € (a—6,a) U (a,a+ 0) za vse n > ng, pri ¢emer je § dolocen zgoraj. Posledi¢no to
pomeni, da za poljuben n > ng velja f(x,) € (L —e,L +¢).
Pokazimo 8e implikacijo (2) == (1). Tokrat predpostavimo, da za vsako zaporedje
(xn) v D\ {a} velja:
lim z, =a = lim f(z,) = L.

n—oo n—o0
Dokazimo, da je lim f(x) = L. Pa recimo, da to ne velja. Potem je resni¢na spodnja
Tr—a
trditev:

de>0,Y6>0,3ze€D:x€(a—6d,a)U(a,a+9) in f(z) ¢ (L—¢e L+e).
Izberimo torej tak € > 0, da velja:
Vé>0,dzeD:x€(a—d,a)U(a,a+0) in f(x)¢ (L—¢e,L+e).

Za poljuben n € N oznacimo 8, = + in naj bo z,, € D\ {a} tak, daje z, € (a — +,a + 1)
in f(z,) ¢ (L —e,L+¢). Dobili smo torej zaporedje (z,) v D\ {a}, pri katerem za vse
n € Nvelja |z, —a| < 2 ter f(z,) ¢ (L —¢,L +¢). To seveda pomeni, da je

lim z, = a
n—oo

in da zaporedje ( f(x,)) ne konvergira proti L, kar je v protislovju z zacetno predpostavko.
S tem smo pokazali, da velja lim f(z) = L. O
r—a

Sedaj lahko enostavno izpeljemo vsa osnovna pravila za racunanje z limitami.
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Izrek 3.69 Naj bosta f,q: D — R funkeiji, kjer je D CR. Ce je a € D' in ¢e obstajata
limiti lim f(x) in lim g(z), tedaj obstajajo tudi limite lim(f(z) + g(z)), im(f(x) — g(x))
T—a T—a r—a T—a

in lim(f(x)g(z)), pri tem pa velja
Tr—a

lim(f(2) + g(x)) = lim f(z)+ lim g(x).

(/) — o(2)) = lim /(2) ~ i g(o),
im(f()g()) = (Im f(x)) - (1im g(x)).

()

Ce velja eV x € D, g(x) # 0 in lim g(z) # 0, potem obstaja tudi lim f( ) in velja
r—a Tr—a g €T
i f@) _ 2 )
im == :
o)~ Tmg(@)
Tr—a

Dokaz. Izrek bomo dokazali le za funkcijo f + g, saj preostale tri formule dokazemo
podobno. Oznacimo
lim f(x) = A in limg(z) = B.
T—a

r—a
Izberimo poljubno zaporedje (x,) v mnozici D \ {a}, ki konvergira proti a. Dokazimo, da
je
lim (f + g)(z,) = A+ B.

n—oo
Po izreku [3.68 vemo, da velja

lim f(z,)=A in lim g(x,) = B,

n—oo T—00

zato z uporabo izreka dobimo

lim (f +¢)(z,) = lim (f(2n) + g(zn)) = lim f(z,) + lim g(z,) = A+ B.

n—oo

Izrek sedaj implicira

lim (f + g)(x) = lim (f(x) + g(x)) = A+ B = lim f(2) + lim g(2),

r—a r—a r—a

kar zakljuc¢i dokaz za vsoto. [

Podobno (z uporabo zaporedij) bomo dokazali se dva izreka.

Izrek 3.70 (pravilo sendvica za limite funkcij) Naj bodo f,g,h : D — R funkcije,
kjer je D C R, in naj za vsak x € D velja f(x) < g(x) < h(z). Cejea € D' in ée obstaja
tak L € R, da velja

lim f(z) = lim h(x) = L,

Tr—a r—a

tedaj je tudi
lim g(z) = L.

Tr—a
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Dokaz. Izberimo poljubno zaporedje (x,) v mnozici D \ {a}, ki konvergira proti a. Po
izreku [3.68 vemo, da je

lim f(x,)= lim h(z,) = L.

n—oo T—00

Ker za vse n € N velja f(z,) < g(z,,) < h(x,), z uporabo pravila sendvica za zaporedja

(izrek [2.27)) dobimo

lim g(z,) = L.
n—oQ
Izrek sedaj implicira
lim g(z) = L,
r—a
kar pomeni, da je dokaz koncan. ]
Posledica 3.71 Velja
. sinz
lim =1.
z—0 X

Dokaz. Iz trditve vemo, da za vsak x € (—E, 0) U (O, E) velja

2 2

sinx
cosr < — < 1.
T

Ker je kosinus zvezna funkcija, sledi

lim cosx = cos0 =1,
z—0

zato pravilo sendvica za limite funkcij implicira zZeleni rezultat. O
Zgled 3.72 Ce je funkcija f : R — R podana s predpisom

{— w0

fay=q 0 T

potem nam zgornja posledica in izrek[3.67 povesta, da je funkcija f zvezna v tocki a = 0.
Posledicno je f zvezna funkcija; glejte sliko [3.20.

)
1
— —— ol 1 ~_—_—

Slika 3.20: Graf funkcije f, za katero velja f(0) =1 in f(z) = 322 za x # 0.
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Izrek 3.73 Naj bosta f: Dy — R in g: D, — R funkciji, pri cemer velja Dy, Dy C R in
Z; C Dy. Recimo, da je a € R stekalisée mnozice Dy in da obstaja lim f(x) = L, tako
T—a

da je L € D,. Ce je funkcija g zvezna v tocki L, tedaj obstaja tudi lim(g o f)(x) in velja
r—a
lim(g 0 )(x) = 9(L) = g (1im f(x))

Dokaz. Vzemimo poljubno zaporedje (z,) v mnozici Dy \ {a}, za katerega velja

lim z, = a.
n—oo
Ker je lim f(x) = L, iz izreka [3.68| sledi
xr—ra
lim f(z,) = L.
n—oo

Ker pa je funkcija g zvezna v tocki L € Dy, iz izreka dobimo Se

lim (g0 f)(z,) = lim g(f(z,)) = g(L).

n—oo

Izrek nam sedaj pove, da je

lim(go f)(z) = g(L) =g (hm f(x)) :

r—a r—a

kar zakljuc¢i dokaz. [

3.9 Leva in desna limita

Vcasih nas zanima, kaj se dogaja s funkcijskimi vrednostmi, ko se x samo z ene strani
(leve ali desne) bliza tocki a. Najprej si oglejmo definiciji levega in desnega stekalisca
mnozice.

Definicija 3.74 Naj bo D C R. Stevilo a € R je

(1) levo stekalisée mnozZice D, ce za vsak r > 0 interval (a — r,a) vsebuje vsaj en
element iz mnozice D;

(2) desno stekalisée mnoZice D, ¢e za vsak r > 0 interval (a,a + r) vsebuje vsaj en
element 1z mnoZice D.

Definicija 3.75 Naj bo f : D — R funkcija, kjer je D C R.

(1) Recimo, da je a € R levo stekalisée mnozice D. Pravimo, da je Stevilo L € R leva
limita funkcige f, ko gre v proti a, kar oznacimo kot

lim f(z) = lim f(x) =L,

zta T—a~
ce velja:

Ve>0,30 >0,Ve e D, v € (a—0d,a) = f(x)e (L—e,L+e).
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(2) Recimo, da je a € R desno stekalisée mnozice D. Pravimo, da je $tevilo L € R
desna limita funkcige f, ko gre x proti a, kar oznacimo kot

li = 1li =L
im f(z) = lim f(z) =L,
ce velja:

Ve>0,30 >0,YVex e D, z € (a,a+06) = f(x) € (L—¢,L+e¢).

Oglejmo si nekaj zgledov.

Zgled 3.76 Funkcija f: R — R naj bo podana s predpisom

T o xF£2
x) = ;
rw={5 7
glejte zgled i sliko . Ze v omenjenem zgledu smo pokazali, da je
lim f(z) = 2,

zlahka pa preverimo tudi, da velja

lim f(x) = lim f(x) = 2.

12 x2

Zgled 3.77 Funkcija f: R — R naj bo podana s predpisom

f<x>={1 e

r ;T>2 '
Graf funkcije f je prikazan na sliki|3.21,
Y

Slika 3.21:  Graf funkcije f iz zgleda |3.77]

Opazimo, da velja
limf(z)=1 in limf(z) =2,

12 xl2

medtem ko lirr% f(z) ne obstaja. Posledicno zaradi izreka|3.67 funkcija f ni zvezna v tocki
g
a=2.
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Zgled 3.78 Naj bo funkcija f : [—1,1] — R podana s predpisom f(x) = z; glejte sliko
522

Slika 3.22:  Graf funkcije f iz zgleda |3.78]

Potem ocitno velja
lim f(z) = lim f(z) =1,
11 z—1

medtem ko hﬂl f(z) ni definirana in zato ne obstaja. Funkcija f je seveda zvezna (v tocki

a=1).
Na podlagi definicij takoj opazimo, da velja spodnji rezultat.

Trditev 3.79 Naj bo f : D — R funkcija, kjer je D C R, in naj bo L € R. Ce jea € R
levo in desno stekalisce mnozZice D, tedaj velja:

lim f(z) =L <= limf(z)=lim f(z) = L.

T—a zta zla

Iz navedene trditve in izreka |3.67] posledi¢no dobimo Se naslednjo trditev.

Trditev 3.80 Naj bo f : D — R funkcija, kjer je D C R. Ce je a € D levo in desno
stekalisce mnoZice D, tedaj je funkcija f zvezna v tocki a natanko tedaj, ko velja

lim f(z) = lim f(z) = f(a).

zta zla

Opomba 3.81 Pokazemo lahko, da za racunanje z levimi oziroma desnimi limitams vel-
jajo podobna pravila kot za racunanje z obicajnimi limitami (glejte izreke m

:
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3.10 Limite v neskonc¢nosti in neskonc¢éne limite

Pri zaporedjih smo obravnavali tudi limite v mnozici R in v okviru tega definirali, kdaj je
limita co ali —oo. Pri limitah funkcij je moznosti za take posplositve Se vec, saj je lahko
vrednost limite v mnozici R, lahko pa gre z proti oo oziroma —oo. Spoznajmo torej e
nekaj definicij in sproti navedimo tudi zglede, ki pa jih ne bomo dokazovali.

(1)

(4)

Naj bo mnozica D C R navzgor neomejena in naj bo L € R. Za funkcijo f : D - R
definiramo:

lim f(x)=L <— (Me>0,3B>0VeeD, v>B = |f(z)—L| <e¢).

T—00

Zgled 3.82 Velja

kar je lepo razvidno tudi iz slike[3.1]

V primeru, ko je a : N — R zaporedje, je zgornja definicija ekvivalentna definiciji
limite zaporedja.

Naj bo mnozica D C R navzdol neomejena in naj bo L € R. Za funkcijo f : D — R
definiramo:

lim f(x)=L < (Ve>0,3B<0VzeD, e <B = |f(z)—L|<¢).

T——00

Zgled 3.83 Preverimo lahko, da je

kar je ponovno razvidno iz slike[3.1].

Naj bo a € R stekalisce mnozice D C R. Za funkcijo f : D — R definiramo:

lim f(z) =00 <= (VM >0,36>0,VeeD, 0<|z—a| <0 = f(x)>M).

T—a

Zgled 3.84 Velja

lim — = oo,
z—0 12

kar vidimo iz slike [311]
Naj bo a € R levo stekalis¢ée mnozice D C R. Za funkcijo f : D — R definiramo:

limf(z) =00 <= (VM >0,36>0VeeD, z€(a—0d,a) = f(x)>M).

zta
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(9)

Zgled 3.85 Iz prejsnjega zgleda sledi tudi
1

lim — = oco.

Naj bo a € R desno stekalisée mnozice D C R. Za funkcijo f : D — R definiramo:

limf(z) =00 <— (VM >0,30>0,VereD, z€ (a,a+0) = f(z)>M).

zla

Zgled 3.86 Preverimo lahko, da velja

kar je razvidno iz slike[3.1]

Naj bo a € R stekalisce mnozice D C R. Za funkcijo f : D — R definiramo:

lim f(z) = —00 <=

r—a

(VM <0,30>0,VeeD, 0<|z—a|<d = f(z)< M).

Zgled 3.87 Podobno kot v zgledu |5.84) vidimo, da velja

' < 1 )
lim —— ) = —o%.
z—0 x

Naj bo a € R levo stekalisce mnozice D C R. Za funkcijo f : D — R definiramo:

limf(z) = —00 «<— (VM <0,30>0,YzreD, z€(a—da) = flr)<M).

zta

Zgled 3.88 Izkaze se, da je

kar ponovno prikazuge slika[3.1]

Naj bo a € R desno stekalisée mnozice D C R. Za funkcijo f : D — R definiramo:

limf(z) =—00 <= (VM <0,36>0,VzeD, z€(a,a+d) = f(z)<M).

zla

Zgled 3.89 Iz zgleda |3.87 sledi

! ( 1 >
lim —— | = —0.
z]0 xT

Naj bo mnozica D C R navzgor neomejena. Za funkcijo f : D — R definiramo:

lim f(z) =00 <= (VM >0,3B>0,VzxeD, x>B = f(z)>M).

T—00
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Zgled 3.90 Preverimo lahko, da je

lim chx = oo,
T—00

kar je razvidno tudi iz slike [3.15.

(10) Naj bo mnozica D C R navzdol neomejena. Za funkcijo f : D — R definiramo:

lim f(r)=00 «<— (VM >0,3aB<0,VxeD, x<B = f(x)>M).

T—r—00

Zgled 3.91 Seveda je

lim chz = oo,
r—r—0o0

kar se ponovno ujema s sliko[3.15

(11) Naj bo mnozica D C R navzgor neomejena. Za funkcijo f : D — R definiramo:

lim f(z) =—00 <= (VM <0,3B>0,VzxeD, x>B = f(z)<M).

T—r00
Zgled 3.92 Ocitno je, da velja

. 2 _
fig, (77) = —eo.

(12) Naj bo mnozica D C R navzdol neomejena. Za funkcijo f : D — R definiramo:

lim f(z)=-00 <— (VM <0,3IB<0VzeD, z<B = f(x)<M).

T—r—00
Zgled 3.93 [zkaze se, da je

lim shz = —o0,
T——00

kar je razvidno iz slike [3.15.

Opomba 3.94 Pokazemo lahko, da za racunange limit iz tock (1) oziroma (2) funkcij
f+g, f—g9, fg, £ in go f veljajo podobna pravila kot za racunange z obicajnimi limitam:i

(glejte izreka m . Prav tako se izkaZe, da pravilo sendvica velja za vse zgoraj
nastete tipe limit (glejte izrek .

Zgled 3.95 Z uporabo navedenih pravil za racunange z limitami lahko izracunamo na
primer
20 —3 . 2-3 2-0

im im Z = =
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Za limito
. 2z —3
lim

iz zgornjega zgleda pravimo, da je tipa 22, saj imata izraza v stevcu in imenovalcu limito
o0, ko gre x proti co. Podobno je limita
. sinz
lim
z—=0 X

iz posledice m tipa g, saj se izraza v Stevcu in imenovalcu blizata 0, ko gre x proti

0, enako pa velja tudi za limite, ki jih bomo obravnavali v trditvah in 3.98 Po
drugi strani so limite iz trditve W tipa 1°° oziroma 17°°. Izrazi, kot so 8, 22, 00 — 00,
0- 00, 0° o0, 1°°, v kontekstu ra¢unanja limit sodijo med tako imenovane nedoloéene
izraze, saj vrednosti limit taksnih tipov ni mozno vnaprej dolociti (vrednost je odvisna

od posameznega primera). Velja recimo

lim £ =1,  lim —2  lim 2 =3  lim = = oo,
Ceprav so vse stiri limite tipa 2. Pri nadaljnjem studiju analize boste spoznali koristna
orodja, ki omogocajo enostavno racunanje nekaterih limit omenjenih tipov.
Izkaze pa se, da lahko za Stevilne tipe limit, ki vkljucujejo co ali —oo, v splosnem
doloc¢imo rezultat [15], zato so na primer smiselna naslednja pravila za ra¢unanje v mnozici

R:

(1) oo+ 00 =00, —00+ (—00) = —00,

(2) 0000 =00, (—00):(—00) =00, 00 (—0)=—00, (—00):00=—00,

(3) ée;jecOER, potem velja c+00 = 0o +c =00, ¢+ (—00) = —c0+c= —00, £ =0,

(4) ¢eje c e RT, potem velja ¢-00 = 00 - ¢ =00, ¢-(—00) = (—0) ¢ = —00, = =00,
o,

(5) cejece R, potem velja c-00 = 00-c = —00, ¢-(—00) = (—00)-c =00, =2 = —00,
= = o0.

C

Pojasnimo nekoliko natancneje, kaj pomeni pravilo co + oo = oo. Naj bo a € R
stekalisce mnozice D C R. Recimo, da za funkciji f,g: D — R velja
li =1li = 0.
lim f(z) = lim g(z) = oo
Potem zlahka preverimo, da velja tudi

lim (f(z) 4 g(x)) = oo,

Tr—a

zato je smiselno pisati co + oo = oo. Analogna situacija je v primerih, ko imamo levo
limito, desno limito, ali pa ko gre = proti oo oziroma —oo (glejte tudi zgled [2.55)). Na
podoben nacin lahko utemeljimo vsa ostala pravila aritmetike v mnozici R, ki so navedena
zgoraj.
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3.11 Nekaj posebnih limit

V tem razdelku bomo spoznali Se nekaj pomembnih limit, pri ¢emer v dokazih trditev
sledimo pristopu iz virov [3, 22].

Trditev 3.96 Velja

) 1\* : 1\* ) 1\°
lm{l+—-)] = lim (1+—-) =1lim (11— — =e
T—00 x T——00 x T—00 x

m

Dokaz. Iz definicije vemo, da je

1 n
lim <1 + —> = e.
n— 00 n

Za poljuben x > 1 dolo¢imo n = [z], kar pomeni, da je n € N in da veljan <z <n+ 1.

Potem je ocitno
1 n 1 T 1 n+1
<1+ ) <<1+—> <<1+—> .
n+1 T n

Ker je
n+1
lim<1—|— ) :lim%:E:e
n

, "t 1\" 1
lim {1+ — = lim 1+ - 1+—))=e-1=e¢,
n—o00 n n—o00 n n

po pravilu sendvica za limite funkcij dobimo

lim (1 + i)x — e (3.2)

T—00

Podobno lahko pokazemo, da iz

sledi tudi

lim (1 + é)w = lim (1 - l>_x =e. (3.3)

T——00 T—00 €T

Z uporabo nove spremenljivke ¢ = 1 iz enakosti (3.2)) dobimo

o=

ltlﬁ)l (14+t)t =e,
iz enakosti (3.3) pa
1
lim(1+1%)* =e.
10
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Zadnji dve formuli kon¢no implicirata Se

8=

lim (1 + z)

_= e’
z—0

kar zakljuc¢i dokaz. [
Trditev 3.97 Ce je a € (0,1) U (1,00), potem velja

lim log,(I1+2z) 1

20 x ~ Ina’
V posebnem primeru je
In(1
i 20T
z—0 €T

Dokaz. Z uporabo prejsnje trditve lahko izpeljemo

_log,(1+2) (1 )_, 1
}:%T = }:IL% Eloga(l—i—x) —glglgg)(loga(l—f—x) )
1
— ] (1’ 1 %):1 -
0g, ( lim(1 + ) 08, € =1 —

kjer smo pri tretji enakosti uporabili izrek in seveda tudi zveznost logaritemske fun-
kcije (v tocki e). O

Trditev 3.98 Ce je a € (0,1) U (1,00), potem velja

a®—1
lim =Ina
x—0 x
V posebnem primeru je
Coet—1
lim =1.
x—0 €T

Dokaz. V dano limito vpeljimo novo spremenljivko t = a® — 1, kar seveda pomeni, da
velja © = log,(1 + t). Opazimo, da gre tudi ¢ proti 0, ko gre z proti 0, zato dobimo

a® —1 _ t 1 1

1. p— 1 p— e — 1
es0 x50 log, (1 + 1) oo log, (L0 — L e
t—0
pri cemer smo uporabili prejsnjo trditev. [

Razdelek zakljué¢imo s primerom funkcije, ki je definirana na mnozici R\{0}, vendar
pa za njo ne obstajata niti leva niti desna limita, ko gre = proti 0.

Zgled 3.99 V tem zgledu pokazZimo (na podoben nacin kot v gradivu [15]), da ne obstaja
limita

lim sin —.
x—0 x

141



Razmislimo, kdaj obravnavana funkcija zavzame vrednosti 1 oziroma —1. Opazimo, da je

in 1 1 <— L 7T+2k’ <~ 2
Sl — = - = — T = —
x xr 2 m 7+ 4k’
kjer je k € Z. Podobno je
1 1 3 2
in—=-1 <= —=—+2k1r <= v=-——"—
_ r 2 +anT T 3 Ak

kjer je k € Z. Iz tega vidimo, da funkcija dosezZe vrednost 1 v tockah, ki so poljubno
blizu Stevilu 0, prav tako pa doseZe vrednost —1 v tockah, ki so poljubno blizu Stevilu O
(glejte sliko . Recemo lahko tudi, da funkcija oscilira med 1 in —1, ko se x bliZa 0,
zato limita ne obstaja. Na podoben nacin utemeljimo, da ne obstajata niti leva niti desna
limita, ko gre x proti 0.

Slika 3.23: Graf funkcije f, ki je podana s predpisom f(z) = sin + za vse x # 0.

3.12 Primeri uporabe limit pri racunanju odvodov

Odvode funkcij boste sicer obravnavali v nadaljevanju studija, vendar si bomo na tem
mestu vseeno ogledali nekaj osnovnih rezultatov na to temo, saj so odvodi definirani s
pomocjo limit (pri tem bomo sledili zlasti viroma [3, [10]). Opomnimo, da imajo odvodi
siroko uporabo, saj lahko na primer z njihovo pomoé¢jo ugotovimo, kje funkcija pada
oziroma narasca, pois¢emo ekstreme funkcije, dolo¢imo tangento na graf funkcije v neki
tocki itn.

Definicija 3.100 Naj bo a € DN D', kjer je D C R. Funkcija f : D — R je odvedljiva
v tocki a, ce obstaja limita

o F@) = fa) L fla+h) — fa)

T—a Tr—a h—0 h
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V tem primeru to limito imenujemo odvod funkcije f v tocki a in pisemo

eyt SO 1) = Fa)

h—0 h

Opomba 3.101 Naj bo funkcija f : D — R odvedljiva v tocki a € DND’, kjer je D C R,
in naj bo h € R tak, da je x = a+ h € D. Opazimo, da stevilo
f@)—fla) _ fla+h)— f(a)

ks = =
T —a h

predstavlja smerni koeficient premice, ki poteka skozi tocki (a, f(a)) in (a + h, f(a + h)).
To premico imenujemo tudi sekanta. Posledicno je

b — Fla) — tim L) = (@

h—0 h

smerni koeficient tangente na graf funkcije f v tocki a (glejte sliko . Omenjena
tangenta je namrec¢ definirana kot premica, podana z enacbo

y = f(a)(x—a)+ f(a).

0 a a+th T 0f a x

Slika 3.24: Graf funkcije f s sekanto (levo) in graf funkcije f s tangento (desno).
Definicija 3.102 Naj bo D C R. Funkcija f: D — R je odvedljiva, ce je odvedljiva v
vsaki tocki a € D. V tem primeru dobimo novo funkcijo f': D — R, imenovano odvod
funkcije f, ki vsakemu a € D priredi odvod funkcije f v tocki a.

Omenimo Se pomembno povezavo med odvedljivostjo in zveznostjo.

Trditev 3.103 Naj bo D C R. Ce je funkcija f : D — R odvedljiva v tocki a € DN D',
potem je v tocki a tudi zvezna.
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Dokaz. Predpostavimo, da je funkcija f : D — R odvedljiva v tocki a € D N D',
Opazimo, da velja

i s = o (P 1 g0)

_ (hm M) (tm (e — a)) + lim f(a)

r—a Tr— a r—a T—a

= f'(a)-0+ f(a) = f(a),

pri ¢emer smo lahko delili z x — a, ker pri obravnavi limite ni pomembno, kaj se z izrazom
dogaja v tocki a. Iz izreka |3.67| sedaj sledi, da je funkcija f zvezna v tocki a. O

V naslednjem zgledu pokazimo, da obrat zapisane trditve ne velja.

Zgled 3.104 Funkcija f : R — R naj bo podana s predpisom f(z) = |z|. V zgledu[3.38
smo pokazali, da je f zvezna funkcija. Sedaj preverimo, da funkcija f ni odvedljiva v tocki
a = 0. Opazimo, da je

TP R AU . T
0 x—0 zl0 T zl0 T

Ker smo obravnavali desno limito, ko gre x proti 0, je bilo v zgornjem racunu dovoljeno
pisati kar x namesto |x|, saj lahko predpostavimo, da je x pozitivno $tevilo. Seveda pa
zadnga enakost velja, ker je £ =1 za vse x # 0, pri racunanju limite pa ni pomembno,

kaj se z izrazom dogaja v tocki 0. Podobno je

i 7SO by T o
10 z—0 o0 0 T
s cimer smo pokazali, da limita
f(z) = f(0)

lim
z—0 x—0

ne obstaja (glejte trditev , zato funkcija f ni odvedljiva v tocki a = 0.

V nadaljevanju izpeljimo odvode nekaterih elementarnih funkcij.

(1) Izberimo poljubno stevilo ¢ € R. Funkcija f : R — R naj bo podana s predpisom
f(z) = ¢ (f je torej konstantna funkcija). Izra¢unajmo odvod funkcije f v poljubni
tocki x € R:

f@+h)—fl@) . c—c_ 0

! . .
f(z) = lim h = Jy —— = lim

(2) Naj bo f : R — R funkcija, podana s predpisom f(z) = x. Izracunajmo odvod
funkcije f v poljubni tocki x € R:
flx+h)— f(x) r+h—z . h

T\ 18 — |5 - = —_ =
L
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(3) Naj bo funkcija f : R\{0} — R podana s predpisom f(z) = I. Potem za vse
z € R\{0} velja

1
—h -1 -1 1
/ = 1 zth = 1 Y = 1 - = - .
(@) hoo ho hz(x + h) o z(x+h) x(zx+0) x?

8=

(4) Naj bo f funkcija sinus. Izracunajmo najprej spodnjo limito, pri éemer uporabimo
tudi posledico [3.71f

— 2 _ (i 2 _ : 2
lim cosh—1 . (cosh)®?—1 (sinh)* h(sinh)

h—=0  h ~ h50 h(cosh+1) B h(cosh+1) ] h2(cosh + 1)
. sinh . sinh _ —h
(1) (i 2) (i) 11000

Z uporabo adicijskega izreka in pravkar izra¢unane limite ugotovimo, da za poljuben

x € R velja
) = sin(x +h) —sinx . sinxcosh+ coswsinh —sinx
R h ~ hs0 h
h—1 inh
=sinx (hm L) + cosw (hm o ) = (sinz) -0+ (cosx) -1 = cosx.
h—0 h h—0 h

(5) Predpostavimo, da je a € (0,1) U (1,00). Naj bo funkcija f : R — R podana s
predpisom f(x) = a®. Za poljuben = € R je

a*th — g a® (ah — 1) ( ah —1
/ = ‘l“ _— ‘l | _— r ‘l |
f (x) o ilzLO h }17/14)0 h “ }17,14)0

) =a"Ina,

kjer smo pri zadnji enakosti uporabili trditev [3.98|

(6) Spet predpostavimo, da je a € (0,1) U (1,00). Naj bo funkcija f : (0,00) — R
podana s predpisom f(x) = log, z. Za poljuben = € (0, 00) je
log,(x + h) — log, = log, £~ log, (1+ %)

/ I BERT 9
fFlor=n h T T s

V dobljeno limito vpeljimo novo spremenljivko u = % Seveda gre tudi u proti 0, ce
gre h proti 0, zato dobimo

f(2) = lim log, (14 u) _ 1 (lim log, (1 + u)) 1

u—0 U x \u—0 U xlna’

kjer smo pri zadnji enakosti uporabili trditev [3.97

Pokazali smo torej nekaj primerov, kako lahko limite, izpeljane v predhodnih razdelkih,
uporabimo pri racunanju odvodov. Kot ze omenjeno, pa boste veliko ve¢ o odvodih
spoznali pri naslednjem predmetu s podroc¢ja matematicne analize.
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Pric¢ujoca skripta predstavlja studijsko gradivo pri predmetu Osnove analize, ki
ga v prvem letniku poslusajo Studenti smeri IzobraZevalna matematika v okviru
enovitega magistrskega studijskega programa Predmetni ucitelj na Fakulteti za
naravoslovje in matematiko Univerze v Mariboru. Skripta je nastala v okviru
priprav na predavanja pri omenjenem predmetu in je namenjena sistematic¢ni
obravnavi temeljnih pojmov matemati¢ne analize. V prvem poglavju je podan
eden izmed moZnih nacinov vpeljave realnih Stevil, pri ¢emer so obravnavani
aksiomi urejenega komutativnega obsega (urejenega polja), supremum in
infimum, Dedekindov aksiom ter konstrukcija realnih Stevil (vkljuéno =z
Dedekindovimi rezi), poglavje pa se zaklju¢i s kompleksnimi $tevili. Drugo
poglavje obravnava Stevilska zaporedja in vrste, posebna pozornost pa je
namenjena tudi vpeljavi potence z realnim eksponentom. Tretje poglavje je
posveéeno zveznosti in limitam realnih funkcij ene realne spremenljivke, pri
¢emer so obravnavana tudi stekalis¢éa mmnoZic, leve in desne limite ter limite v

neskoncénosti in neskonéne limite.
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This course material is intended for the Basic Analysis course, taken in the first
year by students of the Educational Mathematics study field in the Subject
Teacher integrated master's study programme at the Faculty of Natural
Sciences and Mathematics, University of Maribor. The material was developed
in preparation for the lectures and provides a systematic treatment of the
fundamental concepts of mathematical analysis. The first chapter presents one
possible introduction to real numbers, covering the axioms of an ordered field,
supremum and infimum, the Dedekind axiom, and the construction of real
numbers (including Dedekind cuts), and concludes with complex numbers. The
second chapter discusses sequences and series of real numbers, with particular
emphasis on the definition of powers with real exponents. The third chapter is
devoted to continuity and limits of real-valued functions of one real variable,
including accumulation points of sets, one-sided limits, infinite limits, and limits

at infinity.






|z recenzije

Sklepno lahko ocenimo, da skripta
predstavlja kakovostno, strokovno in
didakticno premisljeno Studijsko gradivo, ki
ucinkovito podpira razumevanje temeljnih
pojmov matematicne analize. Njena
najveCja vrednost je v jasni teoreticni
zasnovi in logicni povezanosti vsebine, kar
omogoca poglobljeno razumevanje snovi,
hkrati pa spodbuja samostojno ucenje.
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