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Predgovor

Pri predmetu Analitichna mehanika obravnavamo Stevilne probleme iz mehanike,
predvsem dinamike, na bolj matemati¢no sistematicen nacin, kot je navada pri obicajnih
fizikalnih nalogah, npr. v zvezi z drugim Newtonovim zakonom. Tako lahko vklju¢imo
tudi kompleksnejSe geometrije pri gibanju teles. Kljuéni del analiticne mehanike je
vpeljava generaliziranih koordinat kot neodvisnih spremenljivk gibanja, s katerimi
izrazimo Lagrangeevo funkcijo in tudi Hamiltonian. Nazadnje moramo resiti ustrezne
diferencialne enacbe, da najdemo casovno odvisnost generaliziranih koordinat.
Gravitacija in nihanje sta znacilni podrocji, kjer koristno uporabimo matemati¢ni

formalizem analiticne mehanike.
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1 Osnovne definicije in principi mehanike

1.1  Eno tockasto telo

Pri delcu ali tockastem telesu zanemarimo njegovo velikost in ga obravnavamo kot tocko
z maso M. Lego delca podamo s trenutnim krajevnim vektorjem 7, ki je odvisen od ¢asa.
To je vektor z zacetkom v izhodiscu izbranega koordinatnega sistema in koncem v tocki

v prostoru, kjer se nahaja delec. Gibalno koli¢ino bomo oznacevali s simbolom p in
vrtilno kolic¢ino z L ali z [. To je standatdizirani mednarodni zapis. Z [ bomo oznaéevali

tirno vrtilno koliino enega samega tockastega telesa in z L skupno vrtilno kolic¢ino, npr.
vsoto tirnih vrtilnih koli¢in sestava tockastih teles ali rotacijsko vrtilno koli¢ino
razseznega telesa, ki si zamisljamo kot mnozico tockastih teles. Pri vrtilni kolicini in
navoru poudarimo, da sta odvisna od izbrane tocke (npr. koordinatnega izhodisca), glede

na katero ju racunamo, v nasprotju z gibalno kolic¢ino in silo.

Najprej na kratko povzemimo nekaj osnovnih definicij in enega od izrekov za tockasto

telo (delec) s konstantno maso.

Definicije:

— Hitrost je ¢asovni odvod krajevnega vektorja: v =—

dar

— Gibalna koli¢ina je zmnozek mase in hitrosti telesa: p = mv = m o
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— Tirna vrtilna kolicina je vektorski produkt krajevnega vektorja in gibalne kolicine
telesa: [ = TXp=mrXuv.

_

— Navor je vektorski produkt krajevnega vektorja telesa in sile na telo: M = 7 X F.

Izrek:

— Sila na telo je ¢asovni odvod gibalne koli¢ine in je zato sorazmerna pospesku

= dp dv N
telesa: F =22 = mZ = ma.
dt dt

Posebej obravnavajmo pomembno zvezo med navorom in spremembo (tirne) vrtilne

koli¢ine tockastega telesa. Upostevali bomo enacbo F = dp/dt. Casovni odvod vrtilne

kolic¢ine je:

-

dl. d . . dr _ _ dp
a=ar><p)=a><p+rxa
dl . _ _ dp
a=v><p+rxa.

Prvi ¢len na desni strani zadnje enacbe je ni¢, ker sta hitrost in gibalna kolic¢ina

vzporedna vektorja. Drugi ¢len je po zgornjih enacbah enak navoru sile.

Ponovimo kljuéni zvezi. Casovni odvod gibalne kolicine je enak sili na delec, ¢asovni

odvod tirne vrtilne kolic¢ine pa navoru te sile glede na izbrano tocko:

ap =
E=F (11 a)
al. =

— =M. (1.1 b)

Ce je sil na telo ve¢, vzamemo v enacbi (1.1 a) njihovo vsoto (rezultanto), v enachi (1.1

b) pa vsoto njihovih navorov. Geometrija pri racunu navora je prikazana na Sliki 1.

Podobno velja za racun tirne vrtilne kolicine telesa, ¢e namesto sile F' vzamemo gibalno

koli¢ino telesa.
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Tl

0° - T

Slika 1: Racun navora. Krajevni vektor in sila sta prikazana v ravnini, npr. v ravnini (x, ), saj lahko tako
vedno izberemo koordinatni sistem. Os X lahko izberemo v smeri krajevnega vektorja. Njun vektorski

produkt je takrat navor v smeri osi Z, kaZe pa proti nam.

Pri ra¢unu navora glede na tocko 0 za silo s tockastim prijemalis¢em je pomembno tudi,
kje je njeno prijemalisce (v tocki T na Sliki 1). Vektor 7 se takrat za¢ne v tocki 0 in konéa
v tocki T. Pravimo mu rocica sile. Velikost navora je M = Fr sin @, kjer je ¢ kot med
vektotjema 7 in F. Vseeno je, ali vzamemo ostri kot med vektorjema ali njegov
suplementarni topi kot, saj velja sin(mm — ¢) = sin¢. Smer navora je pravokotna na
ravnino, ki jo dolocata sila in rocica. Ta smer se ujema s smerjo gibanja desnosucnega
vijaka, ¢e ga vrtimo od vektorja rocice po najkrajsi poti do vektorja sile (e enega od
obeh vektorjev vzporedno premaknemo, da imata isti zacetek). V primeru na Sliki 1 vijak
odvijamo, torej kaze po tej analogiji smer navora ven iz ravnine — proti nam. Navor smo
definirali tako, da je veljavna enacba (1.1 b). V enostavnejSem primeru, ko imamo vzvod,
vrtljiv okrog neke osi skozenj, in sta sili na obeh krakih vzvoda pravokotni nanj in vrtita
vzvod v nasprotnih smereh, sta oba navora navadna produkta ustreznih rocic in sil.

Vzvod se ne vrti pospeseno, Ce sta navora v ravnovesju, to pomeni, da sta enako velika.

Delo sile F s tockastim prijemaliscem, ce se prijemalisce sile giblie po tiru s
spreminjajo¢im se krajevnim vektorjem 7 med zacetno tocko 1 in konéno tocko 2 s

krajevnima vektorjema 73 in 75, je:
Ay, = f;: F@#) - dF. (1.2 )

To je krivuljni integral s skalarnim produktom med silo in vektorjem infinitezimalnega
premika (Slika 2 levo). Taksen integral si vedno lahko prdstavljamo kot limitni primer
vsote skalarnih produktov po majhnih premikih, ko gre velikost premikov proti
vrednosti ni¢. Delo na splosno ni odvisno samo od zacetne in koncne tocke, temvec tudi
od vmesnega tira (poti). Ce je sila na poti konstantna in tir raven, potem enacbo za delo

lahko poenostavimo:

A, = Fscos ¢. (1.2 b)
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Pri tem je s opravljena pot prijemalisca sile in @ kot med silo in tirom gibanja. Zdaj
moramo paziti, da vzamemo pravilen kot (Slika 2 desno). Enacba (1.2 b) velja tudi v
nekoliko splo$nejSem primeru, ko je sila konstantna in prav tako kot med silo in lokalno
tangento na tir gibanja, tir pa je lahko ukrivljen. Privzemimo, da je telo, na katerega
delyje sila, tockasto, tako da lega telesa in lega prijemalisca sile ves ¢as sovpadata. Zato

bomo preprosto pisali o gibanju telesa, namesto o gibanju prijemalisca sile.

%
dr

=

Slika 2: Opredelitev dela sile: levo sploSen primer; desno primer s konstantno silo in premim tirom

telesa. V obeh primerih dT oznacuje majhen premik v lokalni smeri tira.

Omenimo dva najpreprostejsa zgleda ne glede na to, ali je tir gibanja telesa raven ali
ukrivljen: 1) sila kaze ves c¢as v smeri tangente na tir; 2) sila je ves ¢as pravokotna na
tangento na tir. V drugem primeru je delo sile enako ni¢; v prvem primeru je pod

integralom navaden produkt velikosti vektorjev namesto skalarnega produkta vektorjev:
T ~
AlZ = ff: Ft (T)dS. (12 C)

Silo smo oznacili z F; in majhen premik z ds. Oznaka dr bi bila v tem primeru nekoliko
zavajajoca, ker z njo ponavadi razumemo majhno spremembo razdalje tocke od
izhodis¢a koordinatnega sistema. Za zgled razstavimo poljubno silo na telo pri krozenju
tockastega telesa po kroznici na tangentno in radialno komponento: F; in F.. Delo
radialne komponente je enako ni¢, ker je ta komponenta ves cas pravokotna na tir
gibanja. Delo tangentne komponente izracunamo po enacbi (1.2 ¢) in lahko integriramo

kar po kotu ¢:

()

Ay =R f F, ()dg.
P1

Upostevali smo ds = Rdg, kjer je R polmer kroznice. Silo smo lahko zapisali kot

funkcijo kota, ker je polmer konstanten.
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Ce na tockasto ali togo telo deluje ena sama sila, je njen edini ucinek sprememba gibanja
telesa. Sila povzroci pospesek telesa, zato lahko poiscemo zvezo med njenim delom in

kineticno energijo telesa:

N

- dv . -~ -
A:fF-dr= m—-drszdv-v
dt
A=T2_T1 <13 a)
T =>v2 (1.3 b)

Delo sile je enako spremembi kineticne energije telesa. Kineticno energijo oznacujemo
pri analiticni mehaniki s ¢rko T. Izpeljava v vrstici pred enacbo (1.3 a) je sicer fizikalno
nazorna, a nekoliko matematicno nedosledna, ker smo diferencial ¢asa kot imenovalec
prestavili k koeficientu pod integralom, da smo dobili hitrost. Natancneje gre tukaj za

integriranje per partes (integriranje po delih).

Konservativna sila (potencialna sila) je taksna, da je njeno delo odvisno samo od zacetne
in koncne tocke poti, ne od vmesnih tock. Na primer na Sliki 2 levo bi lahko za
konservativno silo vzeli kak drug tir med tockama 1 in 2, namesto narisanega pa bi bil
integral (1.2 a) enak kot prej. Zato lahko njeno delo povezemo s potencialno energijo

telesa v zacetni in konc¢ni tocki:
A=-AV=V,—-V,. (1.4)
Zato velja ohranitev vsote kineticne in potencialne energije, ¢e ni nekonservativnih sil:
Th+V,=T,+V,. (1.5)
Iz enacbe (1.4) neposredno izhaja definicija za potencialno energijo (na kratko potencial):
V=C-[F-df (1.6)
kjer je C poljubna konstanta, saj ne vpliva na razliko potencialov v enacbi (1.4). V enacbi
(1.6) je spodnja meja integrala neka poljubna fiksirana (dolocena) tocka in je zgornja

meja tista tocka, v kateri nas zanima potencial. Iz enacbe (1.6) izhaja tudi obratna zveza

med silo in potencialno energijo:
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= v oV v
F = _(E'E’E) (1.7 a)
F=-VV. (1.7 b)

Enacba (1.7 a) je zapisana v kartezicnih koordinatah, enacba (1.7 b) pa je samo njen
simboli¢ni prepis. Kolicino v oklepaju na desni strani enacbe (1.7 a) imenujemo gradient
potenciala. Sila je torej nasprotno enaka gradientu potenciala. Enacbo (1.7 b) lahko
vzamemo tudi kot posploSitev enacbe (1.7 a), tako da je neodvisna od izbire
koordinatnega sistema. Na primer, znane so enacbe za gradient v cilindricnem in

sfericnem koordinatnem sistemu.

Racunski zgled 1

Pokazimo, da je teza, ki deluje na telesa v blizini Zemljinega povrsja, konservativna.

Hkrati izracunajmo njeno delo za poseben primer, ko telo z maso m = 10 kg
premaknemo v posevni ravni smeri od tocke s koordinatami (0, 10, 20) m do tocke s
koordinatami (0, 20, 40) m (Slika 3). Vzamemo homogeni tezni pospesek g = 9,81 m/s?

in os Z naravnamo v navpi¢no smer (Slika 3). Zacnemo z definicijo dela sile:
A= [B-di=m|g-ar
A=m[(0,0,—g) " (dx,dy,dz).

Vektor g ima od ni¢ razliéno samo tretjo komponento, zato je skalarni produkt obeh

vektotjev pod integralom enak —gdz. Tako dobimo izraz:
A = —mgAz.

Delo teze je res neodvisno od oblike poti med zacetno in koncno tocko in je odvisno od
razlike kootdinate g obeh tock. V nasem primeru je A = =10 kg - 9,81 m/s* - (40 m — 20
m) = —1 962 J. Ustrezna sprememba potencialne energije ima nasproten predznak. Kot
@ med premikom d7 in silo teze FTg na Sliki 3 je top, njegov kosinus je torej negativen,

kar potrjuje, da je delo sile teze negativno.
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Slika 3: Delo teZe ob Zemljinem povrsju. Telo se giblje v ravnini (y, Z).

Racunski zgled 2

Posplosimo zgled delovanja teze na vecje oddaljenosti od sredis¢a Zemlje, tako da
moramo upostevati spreminjajoci se tezni pospesek. Da bo izpeljava ¢im splosnejsa,
uporabimo sfericni koordinatni sistem. Zanemarimo nepravilnosti zaradi rahle
sploscenosti in vrtenja Zemlje in upostevamo le radialno odvisnost teznega pospeska:
g = —g(r)e,, kjer je r razdalja od sredi§¢a zemlje in e, enotski smerni vektor v radialni
smeri od Zemljinega sredisca navzven. Vzemimo spet 10-kilogramsko telo, ki ga po
zaviti poti premaknemo s severnega tecaja v lego tocno nad juznim tecajem, tako da je
od sredis¢a Zemlje oddaljeno dva Zemljina polmera (Slika 4); kaj se potem dogaja s
telesom, nas ne zanima. Zemljin polmer oznac¢imo z R = 6400 km. Tezni pospesek pada
s kvadratom razdalje 7, tako da ga izrazimo s pospeskom gy = 9,8 m/s* na povtsju

Zemlje.

Ceprav bi na splogno lahko izpeljali diferencialni element d7 na splogno v sferi¢nih

koordinatah, je skalarni produkt €, - d7" kar enak skalarni spremembi radialne razdalje dr

(Slika 4). Tako racun poenostavimo:

A=mj§-d17=—mfg(r)dr

T RZ
A= —mgoj T—Zdr

T1
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1 1
A = mgyR? (— — —).
r, n

Delo teze je spet neodvisno od oblike poti med zacetno in konéno tocko, odvisno je od
obeh radialnih razdalj od sredisca Zemlje. Vzamemo 1, = 2R in 17 = R in izra¢unamo
A = -314 MJ. Ustrezna sprememba potencialne energije je pozitivna. Ce pa bi telo

spravili na neskonc¢no oddaljenost od Zemlje, bi dobili dvakrat toliksen rezultat.

S

Slika 4: Delo teZe pri nehomogenem teZnem pospesku

Racunski zgled 3

Pokazimo razliko med konservativno silo teze in nekonservativno silo trenja, ce zanju
racunamo delo po razlicnih tirih, in sicer z isto zacetno in konéno tocko: izhodis¢em O
in tocko D na Sliki 5. Prvi tir gre po klancu neposredno od O do D, drugi trije pa so vsi
iz dveh ravnih odsekov: OCD, OBD in OAD. Prvi odsek je torej poseven klanec ali
navpicen, drugi so vodoravna tla, koeficient trenja med podlago in telesom pa je ki,

Ustrezne dolzine so prikazane na Sliki 5.

>
>

@] X

Slika 5: Tiri gibanja pri rac¢unu dela sile teZe in sile trenja
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Delo lahko namesto z integralom izracunamo na preprostejsi nacin, ker sta obe sili na
posameznih odsekih konstantni po velikosti, in prav tako kot med silo in tirom gibanja.
Vseeno za vajo zapisimo, kako bi zapisali element d7, npr. na ravnem klancu v ravnini
(x,z) s splosnim nagibom ¢. Ker je takrat dz = tan ¢ - dx, velja dr = (1,0,tan ¢)dx.
Ker imamo v integralu skalarni produkt, je rezultat integriranja skalar in lahko v nasem
primeru nadomestimo krivuljni integral z navadnim enodimenzionalnim integralom po
spremenljivki x. Pri splosnejSem primeru krivega gibanja bi prevedli krivuljni integral na
navadni integral po nekem parametru, s katerim izrazimo vse tri kartezi¢ne koordinate.

Naso nalogo bomo redili drugace, kot je Ze omenjeno. Sila teze je enaka 1*2 =
mg(0,0,—1), zato je njeno delo na vodoravnih odsekih enako ni¢. Na klancih je dAg =
—mg - tan @ - dx. Upostevali smo skalarni produkt (0,0,—1) - (1,0, tan ¢) = —tan ¢.
Vendar je v obeh primerih dz = tan@ * dx, zato lahko namesto po koordinati x
integriramo po koordinati Z in dobimo nazadnje vedno enak rezultat: A; = —mgAz =

—mgh. To smo ze pokazali v prvem rac¢unskem zgledu.

Drugace je pri sili trenja. V vseh primerih je sila trenja vzporedna s tirom in kaze v

nasprotno smer, kot se giblje telo. Na klancih je njena velikost sorazmerna s staticno
komponento teze, Fyr = kMg cos @, na vodoravnem odseku pa preprosto postavimo

@ = 0. Na navpicnem odseku je sila trenja ni¢. Na klancu je potem delo sile trenja:

h
sin @

Ay = —Fy s = —kymgcose -

Ai = —ki,mghcotp = —k,,mg|Ax|.

Pri tem smo s § = h/ sin ¢ oznacili pot in z Ax spremembo koordinate x. Ni nam treba
racunati dela sile trenja za vsak odsek poti posebej, ampak samo sestevamo premike v
smeri osi X. Na prvi pogled je rezultat podoben tistemu za delo sile teze in je videti tudi
sila trenja konservativna. Tako je za tire OD, OCD in OBD delo sile trenja Ay =
—k¢mg(b + ¢). Drugace je za tir OAD, ko se najprej koordinata X zmanjsSuje in nato
povecuje. Ker je delo sile trenja na vsakem odseku negativho, smo morali v zgorniji
enacbi vzeti absolutno vrednost spremembe koordinate x. Tako se clena za delo na
odsekih OA in AB ne iznicita, ampak sta oba negativha. Zato je na celotnem tiru v

Cetrtem primeru A = —ky,mg(2a + b + ).



12 ANALITICNA MEHANIKA

Za primerjavo poglejmo, kaj je z delom obeh sil na »kroznem tirug, to je trikotniku
OCDO. Delo sile teze je takrat ni¢, ker se telo vrne v isto tocko. Natanc¢neje, delo je
pozitivno na odseku DO in izni¢i skupno negativno delo na odsekih OC in CD.

Negativno delo sile trenje je 2-krat tolik$no kot prej: Agr = —2kemg (b + ).

1.2  Sistem tockastih teles

Skupna gibalna kolic¢ina sistema (sestava, skupine) N tockastih teles je vsota posamic¢nih

gibalnih kolicin:
p = XL, mv;. (1.8)

Medsebojne notranje sile sistema so po parih F'i j» kjer i-to telo s silo deluje na j-to telo

(Slika 6). Vsoto dodatnih zunanjih sil na /to telo oznacimo s ﬁi(z). Obravnavajmo

spreminjanje gibalne koli¢ine /~tega telesa zaradi vpliva vseh sil nanj:

dp; N oy
L F,+F®.
dt Zj=1 Jt

Casovni odvod skupne gibalne kolicine sistema je vsota teh prispevkov:

Slika 6: Prikaz notranjih in zunanjih sil za sistem treh teles
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K spremembi prispevajo samo zunanje sile, ker se notranje sile v dvojni vsoti zaradi
tretjega Newtonovega zakona po parih iznicijo. Pri dvojni vsoti indeksa 7 in ; nikjer nista
enaka, ker telo ne deluje s silo samo nase. Ugotovili smo, da je ¢asovni odvod skupne

gibalne koli¢ine sistema enak vsoti vseh zunanjih sil na vsa telesa v sistemu:

dp _ v @)

dr i=1 F;" (1.9)
Zadnjo ugotovitev lahko takoj uporabimo v primeru razseznega telesa, pa naj bo togo ali
prozno, ker si lahko razsezno telo predstavljamo kot sestavljeno iz neskoncne mnozice
infinitezimalno majhnih tockastih teles. Torej je casovni odvod gibalne kolicine
razseznega telesa enak vsoti vseh zunanjih sil nanj. Posplositev velja tudi za sistem vec

razseznih teles:

Casovni odvod skupne gibalne koli¢ine sistema teles (toCkastih ali razseZnih,
proznih ali togih) je enak vsoti vseh zunanjih sil na ta sistem.

Lego masnega sredisca sistema teles podaja vektor:

N =
Fr — Zisa T (1.10 a)
m

Pri tem je masa m vsota vseh mas teles in m; so posamic¢ne mase. Ce so vsa telesa
sistema tockasta, potem so 7; njihovi krajevni vektotji; ¢e pa so razsezna, so to krajevni

vektorji njihovih masnih sredisc.

Podobno velja za hitrost in pospeSek masnega sredisca sistema:

N 3.
pr = L=l (110 b)
m
N ey
G = 2= (110 0

Razlicica drugega Newtonovega zakona za pospesek masnega sredisca je:
ma* = YN, F? 111
= =11 (1.11)

Ta enacba izhaja neposredno iz (1.9) in (1.10 c). Podobno kot pri spreminjanju celotne
gibalne kolicine doloca pospesek masnega srediS¢a samo vsota vseh zunanjih sil na

sistem.
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Skupna vrtilna kolic¢ina sistema je vsota posamicnih tirnih vrtilnih kolicin:

L=3L, 7 xp; (1.12)

Njen casovni odvod izracunamo takole:

dL _ d

E__Zl 1rlxpl

dr N = dp;

— X_

dt =170 % T

dL _ ~(2)
dt l 1rl [Z 1F]l+F ]

V drugi vrstici tako kot pri izpeljavi enacbe (1.1 b) odpade ¢len z vektorskim produktom
hitrosti in gibalne kolicine. Zdaj ne moremo ve¢ sklepati kot pri spreminjanju gibalne
koli¢ine, da se notranje sile zaradi tretjega Newtonovega zakona unicijo po parih, saj so

tudi vektorsko pomnozene s posameznimi krajevnimi vektorji delcev.

Ce pa so sile centralne (smer se ujema z zveznico med delcema), je notranja vsota res

ni¢. Pokazimo to za dva delca z indeksoma 1 in 2 (Slika 7).

O

Slika 7: Prikaz vektorjev za par teles
T‘l XF21 +T2 XFlZ =T‘1 XFZl —TZ XFZl = (T'l _rz) XF21.

Le-to je nic, ker je sila vzporedna z razliko obeh krajevnih vektorjev. Torej v primeru

centralnih sil vrtilno kolicino sistema teles spreminjajo samo zunanji navori:
o F@ —yN @
=YL 1 X Y = XL M, (1.13)

Enacba (1.9) je posplositev enacbe (1.1 a), enacba (1.13) pa posplositev enacbe (1.1 b).
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1.3  Zgledi 1D gibanja

Ker pri reSevanju fizikalnega sistema v zvezi z gibanjem enega telesa ponavadi zacnemo
z drugim Newtonovim zakonom pri znanih silah, imamo podan izraz za pospesek in iz
tega izracunamo, kako se telo giblje. V treh primerih je resevanje neposredno, to je, ce je
pospesek telesa znana funkcija casa ali hitrosti ali polozaja. Drugi Newtonov zakon je
najbolj uporaben, ko se masa telesa ne spreminja in kjer je geometrija problema
razmeroma enostavna. Drugace si lahko pomagamo tudi z enacbo za spremembo
gibalne koli¢ine (1.1 a), z energijskim zakonom itd. V naslednjih primerih lahko pospesek

izrazimo iz znane sile ali rezultante sil, ki jo delimo s konstantno maso.

Ce je pospesek funkcija ¢asa, @ = a(t), ga dvakrat integtiramo po ¢asu, da izracunamo

c¢asovno odvisnost koordinate telesa:
x(t) = A+ Bt + fot du f: a(t) dt.

Vseeno je, kako oznacimo integracijsko spremenljivko, pri tem smo se morali izogniti
uporabi ¢rke 7 zanjo. Konstanti A in B lahko izracunamo glede na dodatno informacijo o
gibanju telesa. Ponavadi sta podani zacetna lega telesa Xy in zacetna hitrost Vg v ¢asu
t = 0 in takrat je A = xo, B = v, cetudi ustrezno postavimo integracijske meje. Imamo
tudi druge moznosti: lahko je npr. podana lega telesa v dveh razlicnih casih in podobno.
Pri resevanju taksne naloge si lahko pomagamo z nedolocenim ali dolocenim integralom,

vendar moramo biti previdni pri interpretaciji dodatnih konstant.

Racunski zgled 4

Naj bo pospesek sinusna funkcija ¢asa: @ = —a, sin(wt). To velja pri sinusnem nihanju
in v tem uvodnem poglavju ne gre toliko za fizikalni razmislek kot za matematicni
postopek. Uporabimo dvakrat nedoloceni integral. Pozorni moramo biti na predznak pri

integriranju obeh kotnih funkcij. Hitrost in koordinata sta:

v=B-— f a, sin(wt) dt

a
v=B+ Eocos(wt)

a .
x=A+Bt+ w—‘;sm(wt).
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Pravilno smo spet prisli do sinusnega nihanja, ki pa mu je lahko dodano enakomerno
gibanje zaradi clena Bt, kot bi imeli nihanje linearnega nihala v vozilu, ki vozi
enakomerno. Naj ima vozilo hitrost B = v;. Ce je v trenutku t = 0 telo v izhodis¢u pri
x = 0, potem je A = 0. Slika 8 prikazuje graf x(t) pri podatkih v; = 10 m/s, xo =
ag/w? =2min w =10 s7%. Ce koordinato dvakrat odvajamo po ¢asu, pridemo spet do

prvotne ¢asovne odvisnosti pospeska.

50

40

30

x/m

20

tls

Slika 8: Graf x(9) pri gibanju, sestavljenem iz enakomernega gibanja in nihanja

Ce je pospesek funkcija hitrosti, a = a(v), upostevamo a = dv/dt, enatbo malo
zasukamo, da dobimo diferencialno enacbo z locljivima spremenljivkama (¢as in hitrost)

in jo takoj integriramo na obeh straneh:

dv

) [ dt.

Pri tem je bolj prakticno vzeti kar nedolocena integrala, dovolj pa je nedolocena
konstanta samo na eni strani enacbe. Integral na desni strani enacbe je preprost, zato
dodamo nedolo¢eno konstanto na desno stran in dobimo t + B. Ce znamo ena¢bo
resiti, dobimo eksplicitno odvisnost v(t) in nato integriramo Se enkrat, da dobimo

odvisnost x(t). Tako bomo spet dobili dve konstanti, npr. 4 in B.

Za konkreten zgled vzemimo a = —kv, kar velja za ustavljanje pocasnega telesa v

viskozni tekocini, ¢e ni drugih sil, razen sile upora. Potem problema resimo takole:

dv

T tTE
Inv
—T=t+B

v = Ce Kt
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Vzeli smo C = e™*B. Hitrost integriramo $e enkrat:
- c _
x=[CeMdt =—_eT + A

Ce je zacCetna hitrost telesa v, zacetna lega pa 0, sta konstanti C = vy in A = vy/k.
Hkrati A pomeni limito koordinate x, ko cas naras¢a proti neskoncnosti; telo ¢ez to

koordinato ne gre.

Pri tretji moznosti je pospesek funkcija koordinate, @ = a(x). Enacba velja npr. v
elektrostatiki, kjer je sila med nabojema odvisna samo od njune razdalje, eden od obeh
nabojev pa zaradi velike mase skoraj miruje. Tudi v tem primeru s trikom (spretno) takoj
pridemo do diferencialne enacbe z locljivima spremenljivkama: zapiSemo namre¢ hkrati
enachi v = dx/dt in a = dv/dt. Z njunim deljenjem odpravimo ¢asovni razmik dt,

obrnemo enacbo in integriramo:
[vdv = [ a(x)dx.

Na levi strani enacbe je v%/2. Ce ena¢bo pomnozimo z maso telesa, dobimo na levi

strani spremembo kineticne energije, na desni pa delo sile, ki povzroca pospesek telesa.

Za konec 1D zgledov poglejmo Se preprost primer gibanja sistema dveh teles pod
vplivom medsebojnih in zunanjih sil. Telesi nista tockasti, vendar njune dimenzije pri
obravnavi nimajo nobene vloge. Pri tem imamo namesto ene enacbe gibanja dve.
Problema gibanja sistema dveh teles se lahko lotimo na ve¢ nacinov. Na primer, pri
konservativnih silah lahko uporabimo enacbe za energijo in gibalno koli¢ino, Se posebe;j
¢e zunanjih sil ni. Pozneje bomo spoznali tudi Lagrangeev in Hamiltonov matemati¢ni

tormalizem. Tukaj bomo neposredno uporabili drugi Newtonov zakon.

Racunski zgled 5

Skatla z maso m; = 1 kg lezi na tleh, na njej je manjda $katla z maso m, = 0,5 kg.
Koeficient trenja med spodnjo $katlo in tlemi je k¢ = 0,2, koeficient lepenja na sti¢ni
ploskvi med skatlama pa je k; = 0,4. Z vsaj kolik$no silo F moramo v vodoravni smeti

povleci spodnjo Skatlo, da bo zgornja Skatla zdrsnila z nje (Slika 9)?
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F

—_—

F

Slika 9: Sile pred zdrsom zgornje Skatle. Zaradi nazornosti so prikazane samo vodoravne sile na spodnjo

r

skatlo. Navpic¢no usmerjene sile so opisane v besedilu. Na zgornjo §katlo deluje v vodoravni smeri
samo sila lepenja, ki pa je nasprotno enaka zgoraj prikazani sili lepenja na spodnjo §katlo.

Predstavljajmo si prav mejni primer, tik preden zgornja skatla zdrsne. Takrat se gibljeta
se obe skatli kot celota z istim pospeskom a v smeri vlecne sile F. Obravnavajmo najpre;j
zgornjo Skatlo. Njo vlece sila lepenja med skatlama, ta sila pa je najve¢ja mogoca, saj je
skatla tik pred zdrsom. 1z drugega Newtonovega zakona izhaja: mya = k;m,g, zato je

pospesek a = k; g.

Od tukaj naprej imamo dve prakti¢ni moznosti pogleda na sistem in obravnavajmo oba,
da preverimo njuno skladje. Po prvi moznosti opazujemo gibanje spodnje skatle. Nanjo
deluje v desno sila F, nasprotujeta pa ji sila trenja F, in sila lepenja F; med skatlama. Po
Newtonovem zakonu je: ma = F — F,. — F;. Ceprav obravnavamo samo spodnjo
skatlo, k sili trenja nanjo vpliva teza obeh skatel, ki je nasprotno enaka normalni sili tal:
Fyp = kir(my + my)g. Prissili lepenja se pojavi samo masa zgornje Skatle: F; = kym, g.

Upostevajmo tudi zgornjo enacbo za pospesek in izracunajmo vle¢no silo:
F = (k; + ki) (my +my)g.

Po drugi, elegantnejsi moznosti gledamo na obe skatli kot celoto. Zato ne upostevamo
notranjega para nasprotnih sil lepenja med $katlama: (m; + my)a = F — F;;, kar da

enak konc¢ni izraz za silo kot zgoraj. Vstavimo podatke in dobimo F = 8,83 N.

1.4 Zgledi 2D in 3D gibanja

Kot klasi¢na zgleda dvodimenzionalnega (2D) gibanja tockastega telesa obravnavajmo
krozenje brez vpliva teze in posevni met v teznem polju Zemlje. Ne glede na dejansko
lego v tridimenzionalnem (3D) prostoru bomo tocke v ravnini gibanja opisali s

koordinatama x in y.
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Racunski zgled 6

Zgled krozenja tockastega telesa po kroznici s polmerom R naj bo ¢im splosnejsi. Telo
ima maso m, h kroznemu tiru pa ga ne glede na druge zunanje sile prisili toga precka,
vrtljiva okrog izhodisca. Razen tega na telo deluje tudi spremenljiva zunanja sila ali
rezultanta vec sil, pri kateri je pomembna samo njena projekcija na ravnino krozenja.

Obravnavajmo dinamiko telesa.

Kinematiko telesa lahko opisemo s kotom ¢ in koordinatama: x = Rcos¢@, y =

. S . dx . d
R sin ¢. Komponenti hitrosti sta: vy = — = —Rw sin ¢, v, = d—{ =

” Rw cos ¢. Vpeljali

. de . . N . N :
smo kotno hitrost: w = —, S ponovnim odvajanjem po casu izracunamo tudi

komponenti pospeska, pri cemer upostevamo tudi odvisnost kotne hitrosti od casa:

a, = —Rasing — Rw? cos ¢
a, = Racos @ — Rw?sin ¢.

. 1. . . v dw iye
Vpeljali smo tudi kotni pospesek: & = o Rezultat prepisimo kot vektorsko vsoto:

a=ad,+a, (1.14 a)
a, = —Rw?(cos ¢, sin @) (1.14 b)
a; = Ra(—sing, cos @). (1.14 ¢)

V med seboj pravokotnih komponentah pospeska @, in @; prepoznamo radialni in
tangencialni pospesek. Radialni pospesek kaze v nasprotno smer kot krajevni vektor,
proti srediscu krozenja, tangencialni pospesek pa v smer hitrosti. Torej lahko pospesek
pri krozenju razstavimo na pravokotni komponenti na dva nacina: (I) obicajni nacin
glede na kartezicni osi ali pa (II) uporabnejsi nacin glede na trenutno radialno in
tangentno smer pri gibanju. Kolic¢ini w in @ smo tukaj vpeljali kot skalarja; na splosnno
sta pri 3D opisu gibanja vektorja. V nasem 2D primeru gibanja, ki ga vlozimo v 3D
prostot, sta oba vektorja pravokotna na ravnino gibanja telesa. Kako pa vpliva zunanja
sila F na krozenje telesa? V tem primeru je najkoristnejsa razstavitev sile na radialno in
tangencialno komponento. Pomembna je predvsem druga, ki jo preprosto izracunamo

kot projekcijo na smer vektorja hitrosti:

F

v

AR

F, = (1.15 a)



20 ANALITICNA MEHANIKA

V Stevcu izraza na desni strani je skalarni produkt med celotno silo in hitrostjo. Nato

o : . . F, : C F,
izracunamo velikost tangencialnega pospeska a; = ;t Kotni pospesek je: a = ﬁ. Z

integriranjem tega lahko izra¢unamo najprej odvisnost kotne hitrosti od ¢asa, w(t), in
nato tudi kot @(t). S tem je gibanje povsem opisano, ¢e vnaprej poznamo ¢asovno

odvisnost sile. V opisanem racunu sploh nismo potrebovali radialne komponente sile:

™
=

F == (1.15 b)

2|

V Stevcu izraza na desni strani je skalarni produkt med celotno silo in krajevnim
vektorjem. Ce nas zanima velikost radialnega pospeska, je ta dolocena ze s kotno
hitrostjo: @, = Rw?. Lahko pa uporabimo F, za izracun radialne reakcijske sile precke
E,. Ce je v nekem trenutku F; = 0, potem je radialna sila precke kar centripetalna sila:
F, = F, = —mRw?. Z negativnim predznakom povemo, da kaze proti srediicu
kroZenja. Ce pa obstaja tudi radialna komponenta sile navzven, E. > 0, je radialna sila
precke: F, = —mRw?* — F,. Centripetalna sila je namre¢ vektorska vsota sile precke in

radialne komponente zunanje sila. Tukaj poudarimo, da centripetalna sila ni neka

posebna sila, ampak je rezultanta drugih sil. Skicirajte sami smeri sil in premislite o

njihovih velikostih za oba primera: F. > 0 in . < 0.

Racunski zgled 7

Telo zleti iz izhodisc¢a s hitrostjo » in pod zacetnim kotom a glede na vodoravnico.
Obravnavajmo gibanje telesa. V vsaki tocki na paraboli tega posevnega meta razstavimo

pospesek na radialno in tangencialno komponento (Slika 10).

y

A

b

Q)
I
o
+

~

Y

o | X

Slika 10: PoSevni met, hitrost in teZni pospesek. Tangencialna komponenta pospeska kaZe v smeri
hitrosti (druga polovica parabole, hitrost se povecuje), ali pa v nasprotno smer (ptva polovica parabole
kot na tej sliki, hitrost se do temena zmanjsuje).
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Zapisimo koordinati telesa: x = vgcosa-t, y = vgsina -t — 3 gt%. Komponenti
hitrosti sta: Uy = Vycosa, v, = Vgsina — gt, komponenti pospeska pa: a, = 0,

a, =—g.

Drugi del naloge je tezji, vendar lahko res§imo problem razstavitve pospeska na
tangencialno in radialno komponento na ve¢ nacinov. Geometrijsko je morda najbolj
nazoren nacin ta, da najprej v dani tocki na paraboli poiS¢emo smerni vektor na tangenti
e; in smerni vektor na njeni pravokotnici €,. Ni treba, da najprej zapiemo enacbo
parabole ¥(x) in smer tangente pois¢emo z odvajanjem te funkcije. Tangentni smerni

vektor je vzporeden vektorju hitrosti:

s _ (mowy)

e =
/v§+v32,

Vektor e, je pravokoten na vektor €;, zato ga izrazimo z zamenjavo komponent:

g =)

n
[v§+v}2,

Zdaj izracunamo ustrezni komponenti teznega pospeska:

(Ux' vy)

a, =g 8 =(0,—g) ——2

gvy
JVE T vy
(vy, —1)

a=g-e.=(0,-g)-
T g T ( g)\/m

gVx

[v,%+v32,

. . v . v X X .
Izrazimo komponenti pospeska s koordinato X, namesto s ¢asom t = — Se raje
0

at=_

a, =

vé sin(2a)

vpeljimo brezdimenzijsko koordinato u = , kjer je domet X0y =

Xmax g
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Rezultat je:

(2u—1)sina
a; = g
‘ \/1+4u(u—1)sin2a

_ cosa
J1+au(u-1)sinZ a g

ar

Medtem ko je radialna komponenta vedno pozitivna in kaze proti trenutnemu »srediscu
krozenja«, pa tangencialna komponenta zamenja predznak v temenu parabole T. V

temenu T, priu = 1/2, je radialni pospesek najvedji in je tam enak teznemu pospesku.

Opozoriti moramo tudi na nekaj pomembnih pojmov v zvezi s poljubno matemati¢no
krivuljo v 2D. Ve¢ o tem bomo povedali v posebnem matemati¢nem razdelku. Ceprav
krivulja ni kroznica, lahko v vsaki njeni tocki »pritisnemo« kroznico, ki se krivulji najbol;
prilega. Pri tem se pri krivulji sami in pritisnjeni kroznici paroma ujemajo vrednost y,
odvod dy/dx (skupna tangenta) in tudi drugi odvod d?y/dx? (enaka ukrivljenost). V
vsaki tocki ima pritisnjena kroznica zase svoj polmer R in sredisce S. Tukaj bomo prisli
do teh podatkov po fizikalni poti, namesto z matematicnim formalizmom za krivulje. Iz

2
. v . . .. . C. v - v b2 .
radialnega pospeska in hitrosti izrazimo polmer pritisnjene kroznice: R = — Cev dani
T

tocki krivulje poznamo tudi smer normale, ki naj kaze proti srediS¢u kroznice, lahko

izracunamo tudi obe koordinati sredisca.

Na Sliki 11 je prikazan graf parabole y(x) v brezdimenzijski obliki pti za¢etnem kotu a

vé sin(2a) . V2

= 45°. 1z enacb za domet in maksimalno visino, X4y = —y N Ymax =

sin2

2g

a .
IS

b

razvidno, da je pti tem kotu Ypyax = %xmax. Kako pridemo do obeh enacb? Teme
parabole T z maksimalno visino je tam, kjer je navpicna komponenta hitrosti ni¢. Najpre;j
izracunamo cas, da pride telo do T, pri dvakrat ve¢jem ¢asu pa pade telo na tla. Iz obeh
¢asov 1zraCunamo Xpgx 10 Vmay. Na isti sliki je narisan tudi graf (spodnja $picasta
krivulja), ki podaja lege sredis¢ ustreznih pritisnjenih kroznic (evoluta). Spica na sredini
ustreza srediscu kroznice, ki se prilega temenu parabole (obe oznaki T). Za ta par tock je
krivinski radij, to je razdalja med njima, najkrajsi: R = %xmax. Preverimo! V temenu

parabole je hitrost najmanjsa: vV = v,, = v, €OS &, radialni pospesek je v tej tocki enak

(vgcosa)? 1 ) . ..
OT = > Xmax V primeru zacetnega kota 45°. Biti moramo

pozorni na to, da levi polovici parabole ustreza desna polovica evolute, in nasprotno. Ko

teznemu. Torej je R =
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gre telo po paraboli od leve proti desni, gre ustrezna tocka na evoluti v nasprotno smer.
To smo poudarili z oznakama Z za zacetek in K za konec gibanja telesa po paraboli. Na
Sliki 12 sta prikazana grafa obeh komponent teznega pospeska v radialni in tangencialni

smeri glede na pritisnjene kroznice.

N _/?\
0,0 z K
-0,2 A T
E J
§: -0,4 4
-0,6
-0,8
JK Z
-1,0 T T T T g T g T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

XIX

Slika 11: Parabola pri poSevnem metu (zgornja krivulja) in ustrezna evoluta (krivulja sredi$¢ pritisnjenih
kroZnic, spodnja krivulja s $pico na sredini)

1,0
0,84 a

0,6 1 a, (abs)

alg

0,4

0,2

0,0 : . " Y . T .
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

X/x

Slika 12: Radialni in tangencialni pospesek v tockah parabole v enotah teZnega pospeska. Pri a; smo
zaradi laZje primerjave vzeli absolutno vrednost, ker je negativen v prvi polovici parabole. Pri zacetnem

kotu 45° sta v zaletni in konéni tocki velikost obeh komponent pospeska enaki.

Racunski zgled 8

Telo se enakomerno giblje po 3D vijacnici, katere geometrijska parametra sta polmer R
in hod H (razmik med sosednjima ovojema). Opisite gibanje telesa (lega, hitrost in

pospesek). Koliksno pot s naredi telo v ¢asu t?
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Vijacnica naj ima geometrijsko os v navpicni (Z) smeri. Enakomerno gibanje po njej si
predstavljaymo sestavljeno iz enakomernega krozenja v vodoravni ravnini in
enakomernega premega gibanja v navpicni smeri. Ustrezen zapis koordinat telesa je: X =
R cos(wt), y = Rsin(wt), z = v,t. Vendar pa sta kotna hitrost w in komponenta

hitrosti v, med seboj povezani. V enakem casu, kot naredi telo na kroznici en obhod, se
. 1% . .
pomakne za hod H navzgor. Zato je w = 27 - EZ Komponente hitrosti so v, =

—Rwsin(wt), vy, = Rwcos(wt) in v, komponente pospeska pa: Ay =
—Rw? cos(wt), a, = —Rw? sin(wt) in a, = 0. Pospesek se ujema s centripetalnim
pospeskom. Naklonski kot vektorja hitrosti glede na vodoravno ravnino izracunamo

takole:

vZ
p = arctan ———
JVE+ vy

v H
f = arctan— = arctan —.
Rw 2R

Ta kot podaja strmino vija¢nice. Pot v odvisnosti od ¢asa izracunamo z integralom:

s = fot\/v,% + v + vidt.

V primeru spirale je vsota kvadratov komponent hitrosti neodvisna od casa, zato je

rezultat preprost:

V zvezi s silo Coulombovega tipa omenimo $e en poseben klasi¢ni ohranitveni zakon, ki
ga lahko prevedemo tudi v kvantno-mehanski zapis. Coulombova interakcija naj bo
privlacna, kot deluje elektricna sila med tockastima elektricnima nabojema nasprotnih
predznakov ali pa gravitacijska sila med nebesnima telesoma. Sila je centralna in njena
velikost obratno sorazmerna s kvadratom razdalje med telesoma. Vzemimo, da je eno
telo zelo masivno in da miruje v izhodis¢u koordinatnega sistema. Potem je sila tega

telesa na drugo telo:

F=—yL (1.16)

r




1 Osnovne definicije in principi mehanike 25

Tukaj je 7 krajevni vektor lazjega telesa. Na primer, pri gravitacijski sili je y = kMm, kjer
je Kk gravitacijska konstanta, M masa masivnega telesa v izhodiscu, m pa masa
opazovanega telesa (na kratko telesa), ki ga imamo za tockastega in katerega dinamiko
opazujemo. Definirajmo naslednjo koli¢ino, povezano s krajevnim vektorjem, gibalno in

vrtilno koli¢ino telesa:

. L -
A=s——pxl (1.17)

I

Vektor (1.17) imenujemo Runge—ILenzov vektor. Dokazali bomo, da se ta vektor pri

gibanju telesa ohranja. Po ¢asu bomo odvajali vsakega od obeh c¢lenov na desni strani
enacbe (1.17) posebej. Z odvajanjem enacbe 12 = 7 * T najprej izhaja:
7dr/dt

= . (1.18)

r

Odvod leve strani enacbe (1.18) pomeni, da najprej poiscemo velikost krajevnega
vektorja telesa in Sele nato to velikost odvajamo po casu. Nato odvajamo prvi ¢len na

desni (1.16):

a(ry_da_ro_ 5 e
dt (r) T or rzr T omr r3r' (1'19>

Uporabili smo odvajanje produkta, (1.18) in tudi definicijo za p. Lotimo se drugega

¢lena:

Upostevali smo, da je pri centralni sili vrtilna koli¢ina konstantna, zato je njen odvod nic.

Za odvod gibalne koli¢ine upostevajmo (1.1 a), (1.16) in tudi definicijo za l:

1 3\ 1 S
(—pxl) ==X FxP). (1.20)
Za dvojni vektorski produkt v enacbi (1.20) uporabimo relacijo:

ax(bx¢)=(a-c)b—(a-b)c.
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Tako dobimo:
d 1 . 1 o o .
5(—),—,”1? X l) =—[@-p)r —rpl. (1.21)

aA _ (1.22)
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2 Lagrangian in Hamiltonian

2.1 Generalizirane koordinate

Sistem vsebuje N tockastih delcev. Ce ne bi bilo omejitev gibanja, bi to pomenilo 3N
prostostnih stopenj. Prostostno stopnjo si lahko zamisljamo kot dovoljeno smer gibanja.
Na primer, eno tockasto telo, ki se lahko giblje v 3D prostoru, ima 3 prostostne stopnje
gibanja. Zanje ponavadi izberemo tri med seboj pravokotne smeri. Tockasto telo, ki se
lahko giblje samo po neki ploskvi v prostoru, ravni ali ukrivljeni, ima samo 2 prostostni
stopnji. Ce pa se lahko giblje samo po neki premici ali po vnaprej doloceni krivulju, ima
1 prostostno stopnjo. Eni prostostni stopnji ustreza ena generalizirana (posplosena
koordinata). Za zgled vzemimo dve tockasti telesi, ki se lahko brez omejitev gibljeta v
nekem prostoru. Skupaj imata 6 prostostnih stopenj, za 6 generaliziranih koordinat pa
vzamemo po 3 kartezi¢ne koordinate za vsako od njiju. Zaradi omejitev, podanih npr. s

k enacbami za sklopitev med kartezi¢nimi koordinatami, imamo samo f = 3N —k

prostostnih stopenj in prav toliko generaliziranih koordinat: q4, g3, ..., q5. Zlozimo jih v

vektor: ¢ = (ql, gy, -, q f). Z njim izrazimo vse krajevne vektorje delcev:
Fi = Fi((i, t) (21 a)

Eksplicitno lahko nastopi v teh enacbah tudi c¢as. Navedimo nekaj zgledov. Za zgoraj
omenjeni prosto gibljivi tockasti telesi je npr. q§ = (X1, Y1, 21, X2, Y2, Z2), ali q; = X4,
gz =y; itd. V tem primeru sta krajevna vektotja teles 73 = (1,42, q3) in Ty =

(94,9s5,96)- Drugi zgled je delec, ki se lahko giblie samo po premici, ki gre skozi
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izhodisce izbranega koordinatnega sistema. Enacbo za lego tocke ali delca na tej premici
zapiemo z enim samim prostim parametrom ali generalizirano koordinato g, = §: T =
se. Pri tem je € konstantni smerni vektor te premice. Za tretji zgled vzemimo kisikovo
molekulo, katere lega v prostoru nas zanima. Pri ne previsokih temperaturah lahko
zanemarimo medsebojno nihanje, tako da je razdalja d med atomoma konstantna.
Zanima nas lega obeh atomov v prostoru. Razdaljo med dvema tockama v prostoru
podamo z eno enacbo. Zato je v tem primeru prostostnih stopenj 5. Uporaba
kartezicnih koordinat za atoma ni prakticna. Za prve tri generalizirane koordinate
vzamemo kartezicne koordinate masnega srediS¢a molekule, drugi dve pa sta kota
sfericnega koordinatnega sistema, ki podajata smer vezi med atomoma. Vektor
generaliziranih koordinat je ¢ = (x*,y*, z*, 6, ¢). Naj nas ne moti, &e so fizikalne enote
generaliziranih koordinat razli¢ne, saj gre tukaj samo za formalni zapis vektorja. Krajevna

vektorja kisikovih atomov sta potem:
- * d - * d - - * d
T, =(x i;sm@cosgo,y i;sm@smgo,z i;cos@ :

Zgornji predznak v celi enacbi je za prvi atom, spodnji pa za drugega. V nasprotju s
prvim zgledom dveh prosti delcev v 3D je tukaj vsaka generalizirana koordinata prisotna

v zapisu obeh krajevnih vektorjev.

Nas cilj je z uporabo drugega Newtonovega zakona poiskati ustrezne casovne enacbe za
generalizirane koordinate. Pri izpeljavah bomo potrebovali tudi izraz za hitrost vsakega
(-tega) delca z generaliziranimi koordinatami. Uporabimo tudi Einsteinovo konvencijo:
Ce se isti indeks na isti strani enacbe pojavi dvakrat, je misljena vsota po njem. Naj bo to
indeks / za sestevanje po generaliziranih koordinatah. Odvajajmo krajevni vektor (2.1 a)

totalno po ¢asu in dobimo:

. oF . . o7y
vp=—¢q; +—. 2.1b

L daq j q] at ( )
Pika nad q; oznacuje casovni odvod generalizirane koordinate po casu. Hitrost /-tega
delca je funkcija generaliziranih koordinat, njthovih ¢asovnih odvodov in lahko tudi
eksplicitno ¢asa. Bodimo pozorni na razlike med totalnim in parcialnim odvajanjem po

casu. Pospesek izracunamo na podoben nacin s totalnim odvodom hitrosti po casu:

L AR, 0% . . 0%F; . | 0%
=i 4 9T . _ 2
G = 50 4 ¥ 5gaq U T 2554+ 5 @1¢)
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Pri drugem c¢lenu je dvojna vsota. Kako dobimo toliko ¢lenov in zakaj je pri tretjem

clenu koeficient 2, naj izpelje bralec sam.
2.2  Euler-Lagrangeeve enacbe

To je kljuéni razdelek analiticne mehanike. Izpeljava Euler-Lagrangeevih enacb (ELE)
izhaja iz D'Alembertovega principa dela pri virtualnih (navideznih premikih) telesa. O
virtualnih premikih govorimo, ¢e premaknemo telo samo v mislih, v resnici pa je telo ves
¢as pri miru. Virtualni premiki morajo biti v skladu z omejitvami gibanja. Na primer, pri
gibanju klade po klancu je lahko virtualni premik le vzdolz klanca. Najprej vzemimo

staticni primer (ravnovesje sil na telo ali sistem vec teles). Vsota vseh sil na i—to tockasto
telo v sistemu je ni¢: F; = 0. Skalarno pomnozimo to enac¢bo z majhnim virtualnim

premikom telesa ali delca in potem sesStejmo premike po vseh telesih: ﬁi -61; = 0.
Zadnja enacba se ne poda kakih novih fizikalnih spoznanj. Sedaj razdelimo vse sile na
i—to telo, na aktivne in na pasivne (slednje zaradi omejitev gibanja, tudi reakcijske sile
ali sile vezi). Pasivne sile so tiste, pri katerih je delo zaradi navideznega premika enako
ni¢, ker so pravokotne nanj. Na primer, pri drsenju telesa po klancu navzdol brez trenja
je teza aktivna sila, normalna sila tal je pasivha. Normalna sila tal poskrbi, da se telo ne
ugrezne. Sila trenja, npr. na klancu, pa ni pasivna, ceprav se pojavi kot odziv na drsenje
telesa in normalne sile tal; njeno delo je negativno. Skupno delo vseh sil na sistem delcev,
aktivnih in pasivnih, je nic, ¢e je sistem v ravnovesju. Potem pa je posebej enako nic¢ tudi

skupno delo vseh aktivnih sil na sistem v ravnovesju.

Obravnavo razsirimo na dinamiko, ko sile niso v ravnovesju, tako da zacnemo z

dinamicno enacbo (1.1 a) in sklepamo podobno kot zgoraj za ravnovesje:

-

Fy - 67, — L. 67, = 0. 2.2)

Spet so misljene samo aktivne sile. Sedaj uvedemo v enacbo generalizirane koordinate.

Najprej obravnavajmo clene s silami:
= - = E)Fl-

V enachi je dvojna vsota: po i in j. Namesto z navideznimi premiki delcev smo si
pomagali z navideznimi premiki generaliziranih koordinat §q;. Pozor: ¢eprav je krajevni

vektor delca lahko eksplicitno odvisen tudi od ¢asa, v zadnjem izrazu ni odvoda po casu,
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ker ne gre za realne premike, temvec navidezne, kjer je cas fiksiran. Vrstni red sestevanja
po i ali j ni pomemben. Zato lahko enacbo (2.3) prepisemo takole:

-

kjer smo uvedli generalizirane sile:

o7

Q;=F- S (2.4 b)

Generalizirano silo @ si lahko mislimo kot nekak$no projekcijo vsote vseh sil na smer
generalizirane koordinate q;. V (2.4 b) z indeksom i Se vedno sestevamo po delcih. V

(2.4 a) pa smo presli z vsote po delcih na levi strani enacbe k vsoti po generaliziranih

koordinatah na desni strani.

Za predelavo clena z gibalno koli¢ino v enacbi (2.2) je precej vec dela. Najprej uvedimo

pospesek in hkrati razvoj virtualnega odmika po generaliziranih koordinatah:

d*r; 9ty

dp;
d—t‘-(Sn m;—; 50, q; (2.5 a)
ap; a(an or) _ar a(om)] s

dt 87 =m dt(dt aq]> dt dt<6q1)]6q1' (2.5b)

Da je enacba (2.5 b) pravilna, hitro preverimo, ali od nje pridemo nazaj do (2.5 a). Iz
enacbe (2.1 b) izhaja tudi:

d (or; _ a_17l

at (a_q) " aq; 20w
ar; av;

— = 2.6b
aq]' aC'[j ( )

Zato lahko vsoto (2.5 b) napiSemo malo drugace:

dpl 6

o [ (525 _ 2
dt =My [dt (Ul aq,—) Vi aq,] 6q1 27)

Krajevne vektorje smo v celoti zamenjali s hitrostmi, kar bomo povezali s kineti¢no

2
energijo. Pri obeh clenih v oglatem oklepaju v (2.7) je posredno odvajanje tipa ;—x (y?) =
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3} . . - . .. .
y- %, le da imamo skalarna produkta namesto navadnih. Zapisimo enacbo, ki jo dajo

2.2), 2.4 2) in 2.7):
d (0T oT
E(B_q]>_6_q]_Q]:|6qJ=0 (28)

Tukaj T je skupna kineticna energija vseh delcev. Ker so virtualni premiki &q;
popolnoma neodvisni in poljubni, je edina moznost, da je izraz v oglatem oklepaju v

zadnji enacbi enak nic za vsak indeks j posebej:

d (0T oT

Enacba (2.9) je osnovna razli¢ica Euler-Lagrangeevih enacb (ELE). Teh enacb je f,
kolikor je prostostnih stopenj sistema, to je Stevilo neodvisnih generaliziranih koordinat.

V posebnem primeru, ko so sile samo konservativne, lahko preuredimo clen Q;:

_ T gy O

av

Q= =34 (2.10)

V prvi vrstici smo z V;V oznacili gradient potenciala samo glede na kartezicne
koordinate i-tega delca. Vendar imamo v izrazu $e vedno vsoto po vseh delcih. Te
koordinate so posredne spremenljivke pri odvajanju po generalizirani koordinati g, zato
smo pristali pri preprosti enacbi (2.10). Predpostavimo tudi, da potencialna energija ni
odvisna od c¢asovnih odvodov generaliziranih koordinat, zato lahko sistem ELE (2.9)

zapisemo bolj jedrnato:

d (oL oL
E(()—q}) iy 2.11 a)

Pri tem je Lagrangian ali Lagrangeeva funkcija L razlika kineticne in potencialne

energije:

L(35,e)=T-V. 2.11b)

Idtl
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Z. zadnjim zapisom smo poudarili, da je Lagrangian odvisen od generaliziranih koordinat
in njihovih ¢asovnih odvodov, lahko pa tudi eksplicitno od ¢asa. To je skupaj 2f + 1
spremenljivk. Ob tem se moramo vedno zavedati, da ko resimo fizikalni problem do
konca, torej ¢e nam uspe resiti ELE, je nazadnje neodvisna spremenljivka samo cas in

generalizirane koordinate so od casa odvisne.

Nazadnje smo se omejili samo na konservativne sile, ki jih podamo s potencialom. Ce pa
imamo sile obeh vrst, tako konservativne, kot je teza, kot tudi nekonservativne, kot je

sila trenja (pozor: to ni pasivna sila v zgoraj opisanem pomenu), enacbi (2.9) in (2.11 a)

posplosimo:
d (0L oL
at (aq,-) Tag, 9 =0 @12

Konservativne sile smo vkljucili v Lagrangian L, nekonservativne pa v generalizirane sile

Qj-

Enacbe (2.11 a) lahko obravnavamo tudi z variacijskim racunom. Minimizirati moramo

naslednji integral s $e neznanimi funkcijami g; (¢t):

s=J1(45t)adr (2.13)

Z zahtevo, da je variacija tega integrala enaka ni¢, res pridemo do ELE (2.11 a).

Funkcional imenujemo tudi akcija, posebej ce so generalizirane koordinate kartezicne.

Vcastih se katera od ELE poenostavi, to je, ko je ustrezna generalizirana koordinata q;
cikli¢na. Cikli¢na koordinata pomeni, da funkcija L ni neposredno odvisna od nje, ampak

samo od njenega casovnega odvoda. Potem dobimo enacbo prve stopnje:

oL

%, (2.14)
Konstanta k ima Se poljubno vrednost, ki jo nazadnje izracunamo iz zacetnih pogojev.
To posebnost ciklicne koordinate si velja zapomniti, saj se v pomembnih fizikalnih

problemih veckrat pojavi. Izrazu na levi strani enacbe (2.14) ali v oklepaju v enacbi (2.11

a) tudi na splo$no pravimo generalizirani impulz. Ta je pri ciklicni generalizirani
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koordinati konstanten. Ve¢ o njem bomo povedali pri uvedbi Hamiltoniana. Za prvi

racunski zgled uporabe Lagrangiana vzemimo problem brez potencialne energije.

Racunski zgled 9

Tanka palica naj se v vodoravni ravnini enakomerno vrti s kotno hitrostjo w okrog
enega krajisca (Slika 13). Po njej lahko brez trenja drsi kroglica. Zacetna razdalja kroglice

od osi vrtenja je 1y, zacetna hitrost je ni¢. Kako se njena razdalja r spreminja s ¢asom?

yﬂ

\ N

-
\ 4

Slika 13: Gibanje kroglice po vrteci se palici

V tem primeru imamo samo kineti¢no energijo kroglice, medtem ko je potencialna
energija enaka ni¢. Generalizirana koordinata je ena sama, in to je . Uporabimo polarni
kootdinatni sistem: x = r(t) - cos(wt), y = r(t) - sin(wt). Polarni kot je namre¢ ¢ =
wt. Vec o razlicnih koordinatnih sistemih lahko prebere bralec v Matemati¢cnem dodatku
C. Odvajajmo koordinati, da dobimo ustrezni komponenti hitrosti (odvode po casu

bomo oznacevali s piko nad ustrezno koli¢ino):

v, =X =1"-cos(wt) — rw - sin(wt)
v, =y =7 sin(wt) + rw - cos(wt).

Komponenti kvadriramo in sestejemo, da dobimo kvadrat hitrosti. Rezultat za kineti¢no

energijo oziroma lLagrangian je preprost:

L= %(7"2 + r2w?).
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Lahko bi ga wuganili vnaprej, saj prvi clen v oklepaju pomeni kvadrat radialne
komponente hitrosti, drugi ¢len pa kvadrat tangencialne. Masa kroglice je m, vendar se

bo v konénih enacbah krajsala. Do diferencialne enacbe pojdimo po korakih:

oL  d /oL )
5=mrﬁﬁ<§)=mr
o
5, = mo’r
7= w?r.

Resitev zadnje diferencialne enacbe drugega reda je linearna kombinacija realnih
eksponentnih funkcij. Lahko pa takoj zacnemo s hiperbolicnim sinusom in

hiperboli¢nim kosinusom. Glede na zacetna pogoja je prava resitev:
r = 1, cosh(wt).

Iz zadnjega izraza je razvidno, da je ¥ = 0 labilna ravnovesna lega: e je natanko 1y = 0,
potem kroglica ostane v izhodiscu, ce pa je 7y le malo vecji od ni¢, se kroglica od
izhodis¢a oddaljuje. Izracunajmo $e, s koliksno hitrostjo zapusti kroglica palico, ki je

dolga | > 1. Uporabimo zgoraj izpeljani izraz za hitrost:

v =7% + r?e?
2 — 2. 2Tcinh?2 2
v* = w*r§[sinh*(wt) + cosh*(wt)].

Uporabimo se zvezo sinh? x = cosh? x — 1, in tudi | = 7, cosh(wt) za konec palice:

v = w202 — 18

Limitna primera sta: (1) 75 * 0 > v =v2-wl; 2) 1o =1 > v = wl. Kaj pa cas? V
prvem primeru potrebuje kroglica neskoncen (ali zelo velik) cas, da pride do konca
palice, ¢eprav je hitrost kon¢na; v drugem primeru je ¢as potovanja po palici enak nic.
Druga limita sicer fizikalno ni zanimiva, je pa testni primer za pravilnost izpeljane enacbe
za hitrost. Prvi limitni primer je lahko nekoliko zavajajo¢, zato poudarimo, da pomeni
7o = 0 labilno ravnovesno lego. Teoreti¢no vztraja kroglica v tej legi neskonc¢no casa,
vendar da ze majhen odmik kroglice od izhodisc¢a koncni casa gibanja. Je pa ocitno, da

¢im manjsi je 1y, tem vedji je cas.
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Racunski zgled 10

Poravnano verizico z dolzino | postavimo na rob mize, tako da visi ¢ez rob tretjina njene
dolzine (Slika 14). Potem jo spustimo, da zdrsne ez rob. Trenje zanemarimo. Zapisimo

in resimo ustrezno enacbo njenega gibanja.

Slika 14: VeriZica na robu mize

Naj na splosno visi z roba del verizice z dolzino Xx. To dolzino izberemo kot
generalizirano koordinato. Cela verizica, del na mizi in viseéi del, se giblje z enako
hitrostjo, ki je kar odvod koordinate x po casu. Lagrangian je razlika kineticne in
negativne potencialne energije:

m

L="x%2+22
2 21

x?.

Pri potencialni energiji smo ravnali tako: na visini roba mize izberemo njeno vrednost
ni¢, zato je za viseci del verizice negativna. Koeficient V2 je zato, ker je tezisce visecega
dela na njegovi polovici. Upostevali smo maso njenega visecega dela: m’' = mx/l. Kot v

o : , o . o 2 9.
prejsnjem zgledu delajmo postopno in zaradi vecje podobnosti definirajmo w* = E

oL d /oL )
ﬁzmxﬁa(ﬁ)zmx
oL
a=mx
X = w?x.

Formalno je rac¢un enak kot pri prej$njem racunskem zgledu, le da nadomestimo r — x.

Resitev je:

X = écosh(wt).
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Vrnimo se k racunskemu zgledu 9, vendar naj se zdaj palica vrti v navpicni ravnini, tako
da se spreminja tudi potencialna energija kroglice. Nacin vrtenja palice posplosimo v

racunskem zgledu 11.

Racunski zgled 11

Tanka palica naj se v navpicni ravnini enakomerno vrti s kotno hitrostjo w(t), ki je
poljubna funkcija casa. Sicer geometrija ustreza Sliki 13. Na zacetku naj bo palica
vodoravna. Po njej lahko brez trenja drsi kroglica. Zacetna razdalja kroglice od ost
vrtenja je 1y. Kaksna je diferencialna enacba za odvisnost razdalje od casa? Kaksna naj
bo funkcija w(t), da bo kroglica pri vrtenju ves cas ostala pri zadetni razdalji od

izhodisc¢a?

Koordinati kroglice sta: x = r(t) - cos@(t), y = r(t) -sing(t). Kot ¢ lahko sicer
izracunamo z integriranjem kotne hitrosti po casu, vendar tega Se ne bomo potrebovali.
Komponente hitrosti in kineticno energijo zapiSemo podobno kot pri zgledu 9. Zdaj
namesto wt zapisemo ¢, kotna hitrost @ = @ na splosno ni konstantna. Generalizirana
koordinata je spet 1, saj sta kot in kotna hitrost vnaprej doloceni ¢asovni funkciji. Resda
ju moramo v tej nalogi Se najti, ampak za samo gibanje sta to podani funkciji.

Potencialna energija je odvisna od koordinate y, tako da je Lagrangian:
_m: .2 2,.2Y _ . Qi

L= - (7 + r*w*) —mgr - sin .
Ustreza mu ELE:

T 20 ol

= w*r — g - sing.
Ta diferencialna enacba za razdaljo je nehomogena navadna linearna diferencialna
enacba s konstantnimi koeficienti. ReSitev je sestavljena iz funkcije za homogeno
diferencialno enacbo (npr. kombinacija hiperbolicnega kosinusa in sinusa, tako kot pri

racunskem zgledu (8) in iz partikularne resitve, ki je odvisna od tega, kako se kot na

desni strani enacbe spreminja s casom).
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Ce naj se T ne spreminja, je njegov drugi ¢asovni odvod ni¢, zato velja w*ry = g sin @.
Tukaj prepoznamo dve sili: centripetalna sila je enaka dinamicni komponenti teze.

Izrazimo kotno hitrost in dobimo novo enacbo:

do ,g .
— = [—SIn Q.
dt To (p

Spremenljivki lo¢imo in integriramo:

(pd_(pz i-t
0 /sing o

Integral moramo resiti numericno za vsak kot na zgornji meji integrala na levi strani.
Lahko pa se prepricamo, da ima integral pri majhnih kotth konc¢no, torej fizikalno
smiselno vrednost. Sinus kota aproksimiramo s kotom samim v radianih, zato za majhne

kote velja:

¢_do _ (Pde _
Jo Teing Jo i N
Pri majhnih casih, ki ustrezajo majhnim kotom, je torej priblizna resitev zgornje enacbe:

i-tZ_)wzi.t.
4‘7'0 27'0

(pz

Racunski zgled 12

Telo se pod vplivom teze brez trenja giblje po ravnini z enacbo ax + by + ¢z + d = 0.
Koordinatna os z kaze navpic¢no navzgor, za generalizirani koordinati vzemimo X in y.
Zapisimo enacbe gibanja in jih resimo v celoti, ¢e sta podana tudi oba para potrebnih

zacetnih pogojev: x(0) = xo, ¥(0) = yo, 15 (0) = vy, v, (0) = vyy.

Najprej izrazimo koordinato z s koordinatama x in y in tudi komponento hitrosti v, s

komponentama vy in Vy:
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1
zz—z(ax+by+d)

v, = —%(aa’c + by).
Lagrangian je potem:
2\ . b2\ . 2ab . .
L =%[(1+‘C‘—Z)x2 +(1 +C—2)y2 +C“—ny] + =2 (ax + by + d).

ELE:

Iz tega sistema linearnih enacb izrazimo posebej obe komponenti pospeska, in nato tudi

komponento v navpicni smeri. Vektor pospeska je tako:

a= L(ac, bc, —(a? + bz)).

a?+b?+c?

Preden poiscemo koncno resitev, ponazorimo zadnji rezultat s koti. Smer pospeska
podamo s poenostavljenim, nenormaliziranim vektorjem € = (ac, bc, —(a? + b?)).
Ocitno je to smer, v kateri bi se po klancu enakomerno pospeseno gibalo telo, ¢e bi ga
samo spustili. To je smer najhitrejSega spreminjanja koordinate z, saj je 2D projekcija
vektorja € na vodoravno ravnino premo sorazmerna 2D gradientu funkcije z(x,y):

Vz = — % (a, b). Naj bo a kot, ki ga e oklepa z ravnino (x, y). Ta kot je kompletentaren

kotu f3, ki ga e oklepa z navpi¢nim smernim vektorjem e, = (0,0,1), zato velja:

o _leé,) _ | az+b?
sina = cosf = G|~ \arrpiier

Za tretio komponento pospe$ka potem ocitno velia: a, = —g sin® a@. Do enakega
] p posp p ] z g

rezultata seveda pridemo s preprostim 1D opisom drsenja po klancu. Ce je njegov
naklon a, potem je pospesek na klancu zaradi dinamicne komponente teze po velikosti
enak a = g sina. Ko pa racunamo projekcijo vektorja tega pospeska na navpicno smer,
moramo dodati predznak minus in $e enkrat Sin @, pa smo spet pri zgornjem izrazu za

a,. Integrirajmo pospesek dvakrat, da dobimo ¢asovno odvisnost krajevnega vektorja:
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1

r=—— 240 p2))- 10245 -
r_a2+b2+cz (ac,bc,—(a +b )) th + vot + 1.

Zacetna hitrost Uy in zacetni krajevni vektor 7y morata biti skladna z ena¢bo ravnine, kar

pomeni, da imamo samo 4 neodvisne zacetne podatke.

Racunski zgled 13

Zapisimo ELE za gibanje telesa brez trenja po elipsi s polosema a (v vodoravni smert) in
b (v navpicni smeri) v navpicni ravnini pod vplivom teze. Generalizirana koordinata
je v, tako da velja x =acosy in y =bsiny. Os y je usmetjena navpicno. Nato
resimo nalogo tudi v primeru, ko elipso zavrtimo okrog osi X za konstantni ostri kot 8,
kar pomeni, da je polos a se vedno v vodoravni smeti, polos b pa oklepa z navpicno

ravnino kot 6.
V prvem delu naloge zapiSemo oba vektorja:

= (acos y, b sin y)
= (—asin w,bcos y) - V.

<

Lagrangian je:

L= %m(a2 sin? y+ b? cos? y) - ¥ — mgbsin y.

Temu ustreza ELE:
(a? sin? y + b? cos? y) - i/'/+%(a2 — b?)sin(2y) - ¥ + gbcos y= 0.

Ce zavrtimo elipso okrog osi X, se ta koordinata ni¢ ne spremeni. Prej navpicna
koordinata y se zmanjsa za koeficient cos 6 in pojavi se nova navpic¢na koordinata Zz.
Spremenjene koordinate so: x =acosy, y =bcos@siny in z=bsinfsin y.

Kineti¢na energija je enaka kot prej, potencialna energija se spremeni za koeficient cos 6,

zato sta nova Lagrangian in ELE:
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1
L= Em(a2 sin? y+ b? cos? y) - * — mgb cos @ sin

1
(a?sin? w+ b? cos? y) - iy + E(a2 — b?)sin(2y) - ¥ + gb cos 6 cos y = 0.

2.3 Potencial, odvisen tudi od hitrosti

Generalizirana sila Q; naj se nekoliko splosneje izraza z generaliziranim potencialom:

au d (oU

o=-es(m) e

Da bi poudarili to posplositev, smo potencial oznacili z U namesto z V. Ponovno
vzamemo Lagrangian L =T — V| veljava ELE ostane enaka kot prej. Potencial je zdaj
odvisen tudi od ¢asovnih odvodov generaliziranih koordinat. Znacilen zgled za uporabo
potenciala (2.15) je Lorentzova sila v elektromagnetnem polju (EMP), ki je vsota

elektri¢ne in magnetne sile:

F=e(E+7xB). (2.16)
Obe polji izrazimo z elektromagnetnima potencialoma:

= 24
E=-Vp— P (2.17 a)
B =VXA. (2.17 b)

Torej je generalizirani potencial enak:
U=e(p—A-D). 217 ¢)
Ustrezni Lagrangian je:

L=-mv?+e(—g+A-D) (2.18)
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Uporaba ELE (2.11), kjer so generalizirane koordinate kartezicne koordinate, res pripelje

do drugega Newtonovega zakona za silo (2.16).

Podobno vlogo kot posploseni potencial v elektromagnetizmu ima tudi disipacijska
funkcija, s katero lahko v Euler-Lagrangeev formalizem vkljuc¢imo tudi linearni zakon
upora. Naj bo vsaka komponenta zaviralne sile upora sorazmerna z ustrezno
komponento hitrosti telesa pri gibanju skozi tekocino, npr. komponenta v smeri osi X:

E,x = —k,v,. Uvedimo Rayleighevo disipacijsko funkcijo za ve¢ delcev:
1
Fr = S 21 (kevi + kyvfy + kovy). (2.19)

Silo upora na i-ti delec izrazimo kot:

-

Fu,i == _vv,iFR' (220 a)
d d d
V= ( T oy aviz>' (2.20 b)

Definirali smo hitrostni gradient z operatorjem »nabla« namesto navadnega: odvodi po
komponentah hitrosti se nanasajo samo na i-ti delec. Izracunajmo delo, ki ga moramo

dovajati enemu telesu, da nadomestimo izgube zaradi sile upora pri majhnem premiku:
dA = —E,-d7 = —F, - bdt = 2Fudt. (2.21)

Torej pomeni disipacijska funkcija Fp polovicno mo¢ porabe energije zaradi upora.
Vrnimo se spet k ve¢ telesom in izracunajmo generalizirano silo zaradi skupnega upora
na vse delce. Upostevajmo po vrsti enacbe (2.4 b), obe enacbi (2.20) in (2.6 b) in tudi

posredno odvajanje glede na hitrosti in dobimo nazadnje:

OFR

Qi = =34 (2.22)

Zato lahko celoten sistem ELE napisemo v tem primeru na osnovi enacbe (2.12) takole:

d [ oL oL OFg
dat (6611) dqj  0q; (2.29)
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2.4 Vpeljava Hamiltoniana
V zvezi z Lagrangianom vpeljimo generalizirani impulz p;, ki smo ga ze omenili:

oL
= 2.24
p] E)qj ( )
V primeru, ko je generalizirana koordinata q; navadna kartezicna koordinata, je

generalizirani impulz p; navadna gibalna koli¢ina. To preverimo, ¢e vzamemo za

. Ly .. . . . 1 . oL
Lagrangian samo kineti¢no energijo pri 1D gibanju: L = Emvz, V=X, p =5 =my.
Ponovimo pojem cikli¢cne koordinate, ki smo ga Ze srecali v prejsnjem razdelku: ce
Lagrangian ni eksplicitno odvisen od q;, je to ciklicna koordinata, ustrezni impulz v

grang p j> ) > p

enacbi (2.24) se s casom ohranja.
Sestavimo Hamiltonovo funkcijo ali Hamiltonian na sledeci formalni nacin:

Sestevamo po indeksu j. Za preprosto interpretacijo enacbe (2.25) vzemimo spet 1D
gibanje, vendar zdaj s potencialno energijo: L = %mv2 —V(x). T je Hamiltonian,
izracunan po tej enacbi: H = (mv)-v—L = %mvz + V(x), to je, enak je energiji. Ni
pa vedno tako! Za podrobnejso razlago si oglejmo totalni casovni odvod Hamiltoniana.
Ker so vse spremenljivke v (2.25) odvisne od casa, dobimo najprej pet clenov. Ce

upostevamo enacbi (2.11 a) in (2.24), se dva para ¢lenov iznicita, tako da ostane samo $e

en clen:

. oL
H=-——. 2.26

» (2.26)
Zdaj lahko najdemo pogoj, da moremo Hamiltonian poistovetiti z energijo. Ce
Lagrangian ni eksplicitno odvisen od casa, je totalni casovni odvod Hamiltoniana po
zadnji enacbi enak ni¢. Ponovimo: ¢e L ne vsebuje casa eksplicitno, potem se H s ¢asom

ohranja in lahko zapisemo H = E.
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Lagrangian smo obravnavali na splosno kot funkcijo generaliziranih koordinat, njthovih

casovnih odvodov in lahko tudi c¢asa v eksplicitni obliki: L = L (ﬁ,%,t). V enacbi

(2.25) za Hamiltonian lahko vidimo Legendrovo transformacijo, kjer se neodvisne

spremenljivke prvotne funkcije L delno zamenjajo. To najlepSe preverimo z

diferencialom: naredimo to najprej za Lagrangian in nato za Hamiltonian:

ar =2 g+ 2 ag, + L
“aq, VT ag, "V T ot

. . oL

V drugi vrstici smo upostevali pri prvem in drugem clenu definicijo (2.24), pri prvem

tudi ELE (2.11). V tretji vrstici smo zapisali diferencial za (2.25). Po zdruzitvi druge in

tretje vrstice velja:
. . oL

Hamiltonian lahko potem zapisemo kot funkcijo novih neodvisnih spremenljivk: H =

H(g,p,t). Hkrati so iz zadnje enacbe razvidne tudi naslednje Hamiltonove enacbe:

_0H

4 =3, (2.28 a)

p;=— :—Z (2.28 1)
. O0H

i=2 (2.28 ¢)

Enacba (2.28 ¢) je kombinacija enacbe (2.26) in (2.27). Razmislimo o prakticnem
pomenu sistema enacb (2.28 a) in (2.28 b) za reSevanje danega fizikalnega problema. Ta
sistem je ekvivalenten sistemu ELE (2.11). Bistvena matemati¢na razlika med obema
sistemoma enacb je v tem, da so enacbe (2.11) drugega reda za generalizirane koordinate,
Hamiltonove enacbe pa so sistem enacb prvega reda. Zato jih je dvakrat vec: za
generalizirane koordinate in ustrezne impulze. Vcasih je primernejSe reSevati sistem
(2.11) ter drugi¢ sistem (2.28 a) in (2.2b b). Enacba (2.28 c) je bolj teoreti¢nega pomena,
npr. v statisticni termodinamiki, pove pa, da sta totalni in parcialni odvod Hamiltoniana

po casu enaka.
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Y
' Racunski zgled 14
jick

Nitno nihalo je sestavljeno iz zgoraj na nosilec privezane vrvice dolzine [ = 2 m in na

njej obesene kroglice (masa je nepomembna za na$ racun). Vrvico in kroglico
odmaknemo za kot @y = 60° od navpicne lege in spustimo. S koliksno hitrostjo vy gre
kroglica skozi ravnovesno lego? Kako izracunamo cas od skrajne do ravnovesne lege,

cetrtino nihajnega casa nihala?

Da si bomo lahko pomagali z ohranitvijo vsote kineticne in potencialne energije, se
moramo prepricati, da razen teze nobena druga sila ne opravlja dela med gibanjem
kroglice. Sila vrvice je ves cas pravokotna na premike kroglice, zato je njeno delo res

enako nic. Tako velja:

|AV| = AT
mgl(1 — cos @) = Emvé

vo = v/ 291(1 — cos @,).

Visinska razlika med obema legama kroglice je |Az| = gl(1 — cos ¢,). Hitrost kroglice
pri prehodu skozi najnizjo lego je potem 4,43 m/s. Za izracun c¢asa spet uporabimo

energijski zakon, ker hoc¢emo izraziti hitrost v poljubni legi. Pri kotu 0 < ¢ < @ velja:

v = /2gl(cos ¢ — cos @,).

Racun nadaljujemo s kotno hitrostjo:

v—

W = \/2%(cos<p—cos<p0).

. . . . d : .
Kratek ¢asovni interval pti neenakomernem krozenju je dt = ;(p, zato je skupni cas:

= L roo de
2970 Jcosp—cosqg,
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Raje smo vzeli gibanje od ravnovesne do skrajne lege, ki traja enako. Cas izracunamo
numericno, npr. v programu Mathematica, rezultat je 0,759 s. Izracunajmo tudi nihajni
cas nitnega nihala za majhne odmike, ko so koti veliko manjsi od enega radiana, zato

racunu dodamo koeficient 4. Kosinus majhnega kota razvijemo v Taylorjevo vrsto do

kvadratnega clena: cos@ =1 —%(pz, prav tako za najvec¢ji kot @g. Tako lahko

o : . : : . !
izracunamo integral analiticno in rezultat je neodvisen od najvecjega kota: ty = 27 \/;.

.y . v . e ey v . ve s .
Numeri¢no izracunamo, kako se nihajni ¢as povecuje za vecje kote, do kota > Slika 15

prikazuje program v Mathematici skupaj z grafom. Na primer, pri kotu 60° se casa

razlikujeta samo za 7 %.

)= 2= {{0, 1}};

cc = Sqrt[2] /Pi;

Dol
[Eot0 = Pixi /1000,
k0 = Cos [kot0],
flxx]=1/5grt[Abs[Cos[x] -EO]],
t = ccw NIntegrate [f[x], {x, 0, kot0}],
r2 = Append[r2, {180«kotD/Pi, t}]
}, {i, 1, 500}];

In[12):= ListLinePlot[r2]

115k /

Liof /
Out[12}= /
1osf //

Slika 15: Nihajni ¢asi nitnega nihala do amplitude 90°

Racunski zgled 15

To je poucen daljsi 2D problem drsenja teles po ukrivljenem klancu. Obravnavajmo
gladko drsenje telesa po poljubni sodi konveksni krivulji y(x) (kroZnica in elipsa imata

lahko tudi zgornji konkavni del), ki ima minimum pri x = 0 in y = 0 in je tam stabilna



46 ANALITICNA MEHANIKA

ravnovesna lega (Slika 16). Opazujmo casovno odvisnost koordinate x. Amplituda naj

bo xo in zaCetna lega ali skrajna tocka je To(q, Yo = y(xo)) v ptvem kvadrantu,

zacetna hitrost je ni¢. Ohranja se mehanska energija, mgy, = Emvz + mgy ali:

v =290 —y).

Vendar moramo obravnavati komponento hitrosti v smeri X:

vy = 229(yo—y) - cosq,

kjer je ¢ naklonski kot tangente na krivuljo v dani tocki. Velja: cos ¢ = \/ﬁ, kjer je

smerni koeficient tangente k = tan ¢ = y'. Komponenta hitrosti je:

1
Uy = i\/ Zg(yO _y) \/TY’)Z

Opazujmo zadnjo cetrtino nihaja, ko gre telo od izhodi$¢a nazaj proti zacetni legi v

. dx y e
prvem kvadrantu in je zato v, = P 0. Loc¢imo spremenljivki x in t:

1+(y1)?
2O gy = d.
29(yo~-y)
Problem resimo do konca z integriranjem in izracunamo celotni nihajni cas:

fxo 1+(J/’)
29(¥o—y)

Najprej vzemimo primer majhnih odmikov iz ravnovesne lege, kjer je |y'| << 1. Takrat

kvadrat tega odvoda v §tevcu zanemarimo:

fxo dx

t = —_—
om 0 V2g(ro-y)

Tako izracunamo nihajni cas ty,, za majhne odmike nihala iz ravnovesja. Vendar racun

e bolj poenostavimo, podobno kot pri nitnem nihalu. Upostevamo Taylorjevo vrsto za

funkcijo do drugega odvoda: y = %xz, saj je v minimumu y(0) = 0, y'(0) = 0, drugi
0
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odvod je enak obratnemu krivinskemu polmeru krivulje: ¥ (0) = Ri. Enako kot za
0

vmesno lego naredimo pri skrajni legi y = yq.Tako dobimo:

dx

_ Ro rXo
tOm —_ 4 _fo .
g9 /x%—xz

Pri integriranju uvedemo novo spremenljivko: X = X sin¢@ ¢. Dobimo enak izraz kot
: : . L .. . ,R : .
za nitno nihalo z zamenjavo | = R, ¢e je | dolzina vtvice tg,, = 21 EO' Izrazimo zdaj

resnicni nihajni cas &y za vecje amplitude v enotah nihajnega casa ty,,. Hkrati v integralu
normaliziramo koordinate glede na krivinski polmer v minimumu: X = Rqu, y = Ryv,

tako da transformiramo funkcijo: y(x) = v(u). Izraz za nihajni ¢as postane:

- *)

tom

. . X . v . v - . . .
kjer je uy = R—O. Alternativno enac¢bo dobimo, ce integriramo po koordinati y, tako da
0

obravnavamo ze od zacetka projekcijo gibanja v smeri y, ali pa da v enacbi (¥)

zamenjamo vlogi spremenljivk:

, <>|< *)

kjer je vg = i—z. Pri obeh enacbah, (*) in (**), moramo paziti pri zgornji meji, ko postane

imenovalec izraza pod korenom enak ni¢. Pri (**) moramo biti pozorni tudi pri spodniji
.. . v .. dv du . . . ver s

meji: tam je namre¢ zaradi minimuma v 0- - = *® Izberimo sedaj nekaj znacilnih

krivulj: kroznico, elipso, obrnjeno na dva nacina, parabolo in hiperboli¢ni kosinus.
KrozZnica (K)

Ceprav bi za kroznico resili nalogo hitreje po drugi poti, nadaljujemo po opisanemu
postopku zaradi analogije z drugimi krivuljami. Pri kroZnici s srediséem S(0, R) je x* +

(y — R)?> = R?, zato je ordinatay = R + VR? — x2. Zatoje v = 1 £ V1 — u?2,
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Enacba (¥) je:

du
tom T Y70
° \/(1—u2)<v1—u2— fl—u%)

Spet uporabimo novo spremenljivko: U = Sin@, Uy = sin@,, pa imamo elipticni

to _ V2 [uo

integral:

t_0=£f¢o dg

0 ./cosp—cosq,

— (*K)
Kot ¢y pomeni najvecji odklon nihala (tocke) od ost ¥ glede na sredis¢e kroznice, tako
kot pri nitnem nihalu. Pri amplitudah ¢y > % utegne biti uporaba enacbe (*K) vprasljiva,
saj smo jo izpeljali iz enacbe (*), kjer smo predpostavili enoli¢nost funkcije y(x). Pri
tako velikih odmikih lahko isti abscisi ustrezata dve ordinati. Zato je v tem primeru bolje,
da zaé¢nemo z enacbo (**), saj obravnavamo le prvi kvadrant, in tam je funkcija x(y) ali
u(v) enoli¢na, ceprav ne bijektivna. Dobimo u = ++/v(2 — v), uporabimo enacbo
(**), uvedemo novo spremenljivko, cos @ = 1 — v, in spet pristanemo pri enacbi (*K),
vendar brez dvomov o enoli¢nosti in pravilnosti integrala tudi za velike amplitude. Razen

tega je kosinusna funkcija enoli¢no padajoca na vsem intervalu (0, 7).
Pokon¢na elipsa (PE)

(y— a) —1in

Polosi naj bosta a in b < a, daljsa polos a je navpicna. Velja enacba — +

zato je Yy = a <1 + /1 — —2>; za sredisée elipse vzamemo namre¢ S(0, a). Krivinski

) ) ) b? ) .. ) ) ) )
olmer v izhodis¢u je Ry = —. Sredis¢e na minimum prilepliene kroznice je pod
p ] 0 2 priepl) j€¢ pod

sredi¢em elipse, zato je UV = k—lz (1 +v1l-— kzuz), kier je k = g <1 To je

posplositev ustreznega izraza za kroznico zgoraj. Odvod je po absolutni vrednosti

dv u
| = —_—. Enaéba * 'C:
aul ~ ik )

to _ kv2 pug 1+(1-k2)u?

tom 10 kzuZ)(W- [1-ku )
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Zdaj uvedemo novo spremenljivko ¢@: u = ~ Sing in podobno za Uy in imamo

integral:

2 p+ L cin2
to —Ef(po €0s? 9 +-7sin? @
tom T 70 COS —COS P

de. (*E)

Kot pri krogli razprsimo dvome o pravilnosti in enolicnosti enacbe (*E) za velike

amplitude tako, da za¢nemo z inverzno funkcijo: u(v) = +4/v(2 — k?v), uporabimo

(**), uvedemo novo integracijsko spremenljivko, cos¢@ =1 — k?v, in spet pristanemo
pri (*E).

LeZeca elipsa (LE)

Polosi naj bosta kot pri pokonc¢ni elipsi, le da je zdaj navpic¢na krajsa polos b. Velja

v X% (y—b)?
enacba:;+ ~

= 1, racun je podoben kot za pokoncno elipso. Krivinski polmer v

2
. oy a . . - o . o
izhodiscu je enak Ry = — inje sredis¢e na minimum prilepljene kroznice nad sredis¢em

elipse. Enacba ima enako obliko kot pti pokonéni elipsi, (*E), le k = % > 1.

Parabola (P)

1

i@
zato je brezdimenzijska oblika enacbe parabole: v = %uz in prvi odvod je: Z—Z =u.

Q|Ir

Telo naj drsi po paraboli: y = %xz. Krivinski polmer v izhodisc¢u je Ry =

bl

Enacba (*) postane:

to _ E fuo 1+u2 du
tom >0 u2—u? >
om 0

kjer je uy = z—z. Skrajna tocka je Ty (xo,yo = %x%). Vzamemo: U = Ug sin ¢. Tako

dobimo naslednji integral:

t 2~ .
===z J1+u?sinZ ¢ de. (*P)

tom
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Drugace kot pri prejsnjih treh krivuljah je zdaj zgornja integracijska meja neodvisna od
ug. Ce velja ug < 1, zanemarimo sinusni ¢len pod korenom in dobimo pri¢akovani

: : 2u
rezultat: ty =~ tg,,. Nasprotno, za Uy > 1 zanemarimo 1, tako da dobimo: ty = 70

tom. Upostevamo tudi prejsnje zveze za Ug, tom in Ry in dobimo rezultat: £y =~ 4 -

,2 o : : : :
%. Izraz pod korenom je cas za prosti pad z visine y,. Koeficient 4 je pravilen, ker

gre telo med enim nihajem po paraboli dvakrat dol in dvakrat gor. Za velike amplitude je
vedji del parabole tako strm, da je tako, kot ¢e bi bilo nihalo kar prozna kroglica, ki bi
poskakovala od tal. Parabolicno nihalo je malo pocasnejse, saj smo v zadnji oceni
zanemarili 1 pod korenom. Nihanje po paraboli se razlikuje od nihanja pri prejsnjih

stoznicah po tem, da je lahko amplituda Xy, neomejena, ker parabola ni sklenjena.
Hiperboli¢ni kosinus (HK)

Za hiperboli¢ni sinus in hiperboli¢ni kosinus bomo uporabljali oznaki »sinh« in »cosh«.
Telo naj drsi po krivulji: y = a[cosh(Bx) — 1]. Krivinski polmer v izhodiscu je Ry =

pYEL Fizikalni enoti obeh patametrov sta: a [m]|, f [1/m]. Zato je ptrimerna
brezdimenzijska oblika enacbe krivulie: v = k? [Cosh%— 1], kjer je brezdimenzijski

parameter: kK = aff. Odvod je potem enak: Z—Z = k - sinh % Enacba (*) se prelevi v:

1+k?2 Sil’lhz—%
du
u .

Ug
cosh % coshk

. . . u u .
Z.daj uvedemo novo spremenljivko in parameter: ¢ = - ®o = ?0 Dobimo:

t V2 1+k?2 sinh?
0 — _f<Po 4 d(p. (*HK)
tom T 70 cosh @y—cosh ¢

Za velike vrednosti amplitude zanemarimo 1 v Stevcu in pridemo do enakega rezultata
kot pri paraboli: nihajni ¢as je priblizno 4-kratni ¢as padanja telesa z visine Yo = y(xg),

e tocka z absciso X spet oznacuje skrajno lego.
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Slika 16 prikazuje grafe vseh 5 krivulj, tako da imajo zaradi neposredne primerjave
skupno sredis¢e kroznice, prilepljene v izhodis¢u koordinatnega sistema, kjer je
minimum vseh opisanih funkcij. Zato je nihajni ¢as za majhne odmike, tg,,, za vse
krivulje enak. Vzamemo preprosto Ry = 1, torej je sredisée prilepljene kroznice S(0,1).
Pri obeh elipsah izberemo relacijo za polosi a = 2b, zato je pti pokoncni elipsi a = 4,
b =2, pri lezedi pa @ ==, b=~ Pri paraboli mora biti @ =1, pri hiperboliénem

kosinusu paa = f§ = 1, daje spet Rg = 1.

Slika 16: Grafi krivulj s skupnim srediS§€em v minimumu prilepljenega kroga: kroZnica (K, rdeca
krivulja), pokonéna (PE, modra) in leZeca elipsa (LE, vijolicna), parabola (P, oranZna) in hiperboli¢ni
kosinus (HK, zelena). V tem primeru je kroZnica hkrati prilepljana kroZnica za druge Stiri krivulje.
Oznadene so tudi zaCetne toCke (&rni krozZci) na krivuljah pri enakem polarnem kotu, npr. 45°. To je kot
med vodoravnico in ¢rtkano premico. PE in HK se v tem obmocdju najmanj razlikujeta, zato je zaCetna
tocka pri tem kotu skoraj enaka pri obeh krivuljah. Razlike postajajo bolj oCitne pri ve&jih kotih.

Vseh 5 integralov, (*K), (*PE), (*LE), (*P) in (*HK), re§imo numeri¢no s Simpsonovo
metodo, primer kode v Pascalu je podan spodaj. Razen pri (*P) moramo biti pri
numeri¢nem integriranju pozorni na blizino zgornje meje, kjer postane integrand
neskoncen. Zato oddvojimo majhno obmocje okrog zgornje meje pri vseh integralih
(*K), *PE), (*LE) in (*HK) in ga izracunamo loceno pri priblizku konstantnega Stevca,

pri imenovalcu si pomagamo z diferencialom.
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Da poenotimo grafi¢ni prikaz odvisnosti nihajnih ¢asov od amplitude nihanja, vzamemo

pri vseh krivuljah kot merilo najvecjega odmika od ravnovesne lege kar maksimalni

polarni kot:

¢ ., = arctan %, kier je To(xg,Yo) skrajna tocka na desni strani krivulje.
0

Za vse te krivulje ne glede na to, ali so sklenjene ali ne, lezi ta kot v intervalu 0 <

T vy . . . e ey
Do < > Z narascanjem maksimalnega polarnega kota proti pravemu kotu nihajni cas

neomejeno raste. Najbolj prakticno je, da pri pripravi grafov vzamemo za vhodni

argument parameter Uy ali pa ¥y in potem izracunamo oba kota: ¢q in Za vseh

¢max'
pet krivulj naredimo to npr. tako, kot prikazuje Preglednica 1.

Preglednica 1: Zveza med parametri za drsenje po krivuljah

Argument z obmocjem

0<vyy <2 v i
K 0 arctan 22 arcsin 'uo, vy <1
Uy = 1o (2 — vp) Ug T —arcsinug, vg > 1
0< v, < 2z Vo arcsin(kuy), vy < iz
PE ali LE 0= k2 arctanu— . k2
o = 7o (2 — k2vg) 0 7 — arcsin(kug), vy > wz
O<ug<ow u
P 1, arctan — =
Vg = Euo 2
0<uyg<o v 1
HK u arctan— Z
vy = k? (cosh? - 1) Uo i Lo

Opomba*: V prvi vrstici vsakega okenca drugega stolpca je podan tisti parameter, ki ga izberemo kot neodvisnega: uy ali vy. V drugi vrstici drugega

izrazimo s prvim. V Cetrtem stolpcu je razen za parabolo (P) zgornja meja ustreznega integrala ¢g.

Rezultat za vseh pet krivulj je prikazan na Sliki 17.

L
N

PE/

0 T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100

4. O
Slika 17: Grafi za odvisnost nihajnega ¢asa od polarnega kota za 5 krivulj s skupnim sredi§¢em v
minimumu prilepljenega kroga: kroZnica (K, rdeca krivulja), pokon¢na (PE, modra) in leZeca elipsa
(LE, vijoli¢na), parabola (P, oranZna) in hiperboli¢ni kosinus (HK, zelena)
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Posebno poucen je graf za lezeco elipso, ki ima celo minimum. Torej se v nekem
obmocju nihajni ¢as z amplitudo celo zmanjsuje! Najprej morda pomislimo na napako, a
si lahko rezultat hitro razlozimo: lezeca elipsa je v Sirokem obmocju okrog minimuma
precej polozna, telo pa se najbolj pospesi v njenem strmejsem delu. Ce gremo z
amplitudo malo bolj v strmi del leZzece elipse, se tam cas gibanja telesa resda malo

podaljsa, zato pa gre telo toliko hitreje skozi minimum in poloznejsi del elipse!

Hitro najdemo preprost zgled, ki ga lahko resimo analiticno in potrjuje dogajanje pri
lezedi elipsi. Nasa »ktivulja« je odsekoma linearna (Slika 18): na obmoc¢ju —b < x < b je
y = 0, izven tega intervala sta klanca z naklonom a. Klanec naj bo v stiku samo z
ravnim delom podlage rahlo ukrivljen, da bo drsenje res gladko. Zacetna lega telesa je
To(x9,¥0), kot vidimo na sliki. Nihajni ¢as je ty = 4(t; + t,), kjer je t; Cas gibanja po

klancu in t; po vodoravnem delu tira od vznozja klanca do izhodisca.

Ya

Slika 18: Prikaz posebne oblike krivulje, po kateri drsi telo

Cas t; izracunamo iz enakomerno pospesenega drsenja po klancu. Pospesek je a =

sina

. . . 1 . . 1 2 .
sina, pot je § = _.yo zato iz § = —at? izhaja: t; = . _yo- Hitrost telesa ob
> P ] > ] 1
sina 2 g

vznozju klanca, ne glede na strmino, je ¥ = /29y, ,in s to hitrostjo nadaljuje telo pot

=2 Nihajni ¢as zapisemo v obliki:

v 29Y0

I

po vodoravnem delu tira. Zato je t, =

to == 4‘( _T +£),
sina gt

kjer smo uvedli karakteristicni ¢as T = %, ki bi ustrezal ¢asu pri prostem padu z visine

Yo. Opazimo, da v obeh limitah, T = 0 in T — 00 nihajni ¢as narasca proti neskoncni

vrednost, zato imamo pri nekem karakteristichem casu minimum nihajnega casa. Z

dt .
zahtevo d—TO = 0 dobimo:
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b
tomin = 8 ’g-sina'

: . b . : L
Temu ustreza optimalna zacetna visina Yy = S sina. Podobno kot pri grafih na Sliki 16

definirajmo spet maksimalni polarni kot, ki definira zacetno tocko na Sliki 18, nato
) za dejanske podatke: b = 1 m, a = 45° (Slika 19). Tokrat je

obmo¢je polarnega kota samo v intervalu 0 <

narisimo graf t0(¢max

¢max <a.
30 . . . . . . . T

5] b=1m, a=45°

20 1

15

t,(s)

104

Slika 19: Odvisnost nihajnega ¢asa od maksimalnega polarnega kota pri gibanju po »krivulji« na sliki 12

Kako se spremenijo rezultati, e imamo namesto drsenja po krivuljah kotaljenje? Ne
posebno. Obravnavajmo skupaj kotaljenje rotacijsko simetricnih teles, npr. polnega in
tankega votlega valja ter polne in tanke votle krogle. Pri vseh lahko zapiSemo
vztrajnostni moment pri vrtenju okrog teziscne osi (pri valju mislimo geometrijsko os)
tako: J* = cmR?, kjer je m masa telesa, R polmer in ¢ $tevilska konstanta: 1 za votli valj,

1/2 za polni valj, 2/3 za votlo kroglo in 2/5 za polno kroglo. Kineticna energija pri
kotaljenju je: T = %(mvz + J*w?), kjer je v hitrost gibanja tezis¢a in w =£ kotna
hitrost rotacije glede na tezisce. To bomo razlozili v poglavju o rotaciji togega telesa.
Nadaljujmo:

_1 2 2.9\ _1 2
T—z(mv + cmR RZ)—2(1+c)mv.

Pri pretvorbi potencialne energije v kineti¢no pri gibanju po klancu navzdol je hitrost:

2g
1+c[

v= y(xo) — y(2)].
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Kar se torej pri obravnavi spremeni, je le to, da je hitrost pri kotaljenju manjsa za

koeficient (1 + o)/ v primerjavi z drsenjem, zato so vsi asi povecani za isti koeficient.

Razmerje casov t—o se zato ne spremeni in krivulje na Sliki 13 ostanejo pri kotaljenju
om

nespremenjene. Seveda velja omejitev, da strmina klanca ne sme postati prevelika, ker
takrat sila lepenja ne more vec prepreciti zdrsa (to je odvisno tudi od koeficienta lepenja
med rotacijskim telesom in podlago) V realnosti moramo pri drsenju upostevati tudi

drsno trenje.

2.5 Koni¢no nihalo

Pomemben in poucen zgled uporabe Lagrangeevega in/ali Hamiltonovega principa
reSevanja dinamic¢nih problemov je konicno nihalo, zato mu namenimo poseben
razdelek. To je nitno nihalo, lahko tudi majhna utez (kroglica) na zelo lahki togi precki. V
drugem primeru ni omejitev za kote odklona kroglice od stabilne ravnovesne lege. Masa
kroglice naj bo m, dolzina toge precke z zanemarljivo maso je R. To je polmer krogelne
sfere, po kateri se lahko giblje kroglica (Slika 20). Kroglica se lahko giblje v vse smeri,
zato podamo njeno lego s sfericnima kotoma 6 in @, ki sta hkrati generalizirani

koordinati. Kartezi¢ne koordinate in komponente hitrosti kroglice so:

X = Rsinfcos g
y = Rsin 8 sin ¢
Z=Rcos#f

J'c=R(cos@cosgo-é—sinesimp-(p)

3’/=R(cos€sin<p-9+sin9cos<p-<p)
Z=—Rsinf-6.

Slika 20: Sfericna kota pri koni¢nem nihalu



56 ANALITICNA MEHANIKA

Kineticna energija kroglice je T = %mvz in potencialna V' =mgz. V vsoti kvadratov

komponent hitrosti se mesana ¢lena s ¢asovnima odvodoma obeh kotov iznicita, tako da
ima Lagrangian sorazmerno preprosto obliko:

L= %mRZ(H'Z +sin? 6 - ¢p?) — mgR cos 6. (2.29)

Po (2.11) dobimo sestav dveh enachb:

§ = —sin(20) - ¢ + Zsin 6. (2.30 2)
. k
¢=— (2.30 b

Pri enacbi (2.30 b) smo ze upostevali, da je ¢ ciklicna koordinata, tako da smo uporabili
enostavnej$o enacbo (2.14). Ce vstavimo ¢ iz enacbe (2.30 b) v (2.30), pridemo do

neodvisne enacbe za polarni kot:

w k_2 _sin(28) |, g .
0= T ety T RSN 6. (2.31)

Enacbo (2.31) resujemo numericno. Pri tem moramo biti posebej pozorni na moznost,
da gre kroglica skozi katero od tock na osi z: @ = 0 ali @ = . Tam je sinus kota enak
ni¢ in v enacbi (2.31) imamo divergenco: drugi odvod 8 je neskonéen, to pomeni, prvi
odvod 8 je nezvezen. Problem je v tem, da polarni kot po definiciji ne more postati
negativen. Kot zanimivost povejmo, kako resimo to tezavo, c¢e sami numericno
programiramo to nalogo. Naj bo At ¢asovni korak v iteraciji. V trenutku ¢ naj bo 6 ~ 0.
Takrat v naslednji iteraciji vzamemo 8(t + At) = 0(t — At).

Prepigimo enacbo (2.31) v brezdimenzijsko obliko. Cas normaliziramo na nihajni ¢as

matematicnega nihala za majhne odklone T = ti, kjer je tg = 21 \E. Potem velja:
0

2 2 ]
0 K. @9 | 4n?sing (2.32)

dt? 2 sin*@

Tukaj smo vpeljali brezdimenzijsko konstanto K = kty. Za enolicno resitev celega
problema potrebujemo $e 4 zacetne pogoje, npr.: 8(0) = 0, 8(0) = £2,, (0) = @, in

®(0) = wq. Ceprav je enacba (2.30 b) samo prve stopnje, vseeno potrebujemo $e en
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pogoj, da najdemo konstanto k, npr. z enac¢bo k = w sin? 6. Zaradi tega potrebujemo
tudi podatek wq. To je v redu: ne glede na to, ali je katera koordinata cikli¢na ali ne,
potrebujemo za mehanski problem z f generalizitanimi koordinatami 2f zacetnih

pogojev, da ga resimo enolicno.

Obravnavajmo $e dve posebni, dobro znani resitvi sistema enacb (2.30): (1) navadno
nihanje matematicnega nihala v navpicni ravnini, kjer je azimutni kot ¢ konstanten; (2)
enakomerno krozenje v vodoravni ravnini s konstantnim polarnim kotom 6. V prvem
primeru se enacba (2.30 a) poenostavi v enacbo: 6 = %Sin 8. Na desni strani enacbe
nimamo negativnega predznaka, kot smo navajeni pri nihanju, ker merimo tukaj kot od
labilne zgornje lege namesto od ravnovesne najnizje lege nihala. Pri majhnih odmikih od
najnizje lege raje spremenimo predznak na desni strani enacbe, Stejemo kot od te lege
namesto od zgornje in vzamemo sin @ = 6, pa dobimo spet harmonic¢no nihanje. Tudi v
drugem primeru s konstantnim polarnim kotom se vrnemo k znanemu gibanju kot pri
vrtiljaku. Enacba (2.30 b) potrjuje, da je kotna hitrost w = ¢ v vodoravni ravnini res
konstanta. Zvezo med kotno hitrostjo in polarnim kotom dobimo neposredno s
primetjavo sil pri vrtiljaku (Slika 21). Tudi tukaj raje vzamemo kot 6 glede na negativni

poltrak osi z.

Iz pravokotnega trikotnika sil na desni ugotovimo zvezo:

tan g = Fe _ mrw? _ Rsinf w2
Fg  mg g

Upostevali smo, da je polmer krozenja v vodoravni ravnini enak 7 = R sin 6. Tangens

kota zapisemo kot koli¢nik sinusa in kosinusa, krajsamo in dobimo:

_ g
W= / I (2.33)

Kotna hitrost mora biti dovolj velika: njena najmanjsa vrednost, da se vrvica ravno

odkloni od navpicne lege, je Wmin = \E’ koje 8 = 0.
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F,
g
Fol s
FQ

Slika 21: Sile pri vrtiljaku, kjer je kot @ med vrtenjem konstanten

L

. »i
T

Nazadnje se vrnimo k splosnejSemu koni¢nemu nihalu, ki naj zaradi lazje predstave niha
le tako, da je kot med vrvico in navpicnico oster. Zanimali nas bosta samo posebni tocki
z najvi§jo in najnizjo lego kroglice (Slika 22, tocki A in B). Koordinatni sistem bomo

postavili drugace, kot smo delali zgoraj, nalogo bomo resevali z vidika energije in vrtilne

P
X B A y
0 X

Slika 22: Najvisja (tocka A) in najniZja (tocka B) lega kroglice pri koni¢nem nihalu

kolic¢ine.

Na sliki smo za lepso razvidnost oznacili tudi pomozne tocke: P je tocka, kjer je vrvica
nihala pritrjena na nosilno navpicno precko, O je izhodisce koordinatnega sistema, tocko
X smo izbrali tako, da ima enako koordinato z kot tocka A. Koordinatne osi smo izbrali
tako, da je v najnizji legi kroglice tocka B na osi y, ustrezna daljica je b = OB, v najvisji
legi je daljica a = XA vzporedna z osjo x. Dolzini a in b sta najvec¢ja in najmanjsa
razdalja kroglice od navpicne osi. Parametri gibanja so torej dolzine R, a in b. Projekcija
sicer 3D gibanja kroglice na vodoravno ravnino je pri majhnih odklonih vrvice priblizno

elipsa s polosema a in b, vendar tega tukaj ne bomo dokazovali, ket je izpeljava
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dolgovezna. Zanimata nas le hitrosti kroglice v tockah A in B: v, in vg. Najprej izrazimo

visinsko razliko Az = OX med tockama A in B, tako da si pomagamo s Pitagorovim

iztekom za trikotnika PXA in POB: Az = VR? — b2 — VR? — a?. Potrebujemo dve
enacbi za obe iskani hitrosti, upostevamo pa ohranitev navpicne komponente tirne
vrtilne kolicine kroglice glede na tocko P in ohranitev vsote kineticne in potencialne
energije. Medtem ko je druga ohranitvena relacija ocitna, moramo to dokazati za vrtilno
koli¢ino. Ce vektorsko pomnozimo sili teze in vrvice z rocico med P in kroglico, je
navor vedno v vodoravni smeri, zato nima navpi¢ne komponente in se komponenta
vrtilne koli¢ine [, zares ohranja. Le-to najlaze izracunamo v skrajnih tockah A in B, ker
sta tam ustrezna vektorja hitrosti vodoravna (saj imamo ekstrema glede na os Zz).
Navpicna komponenta vrtilne kolic¢ine je v teh dveh tockah produkt mase, razdalje in

velikosti hitrosti. Tako imamo po krajsanju mase sistem dveh enacb:

av, = by,

1 1
Evﬁ + glAz = Evé.

Resitev enacb je:

vg=>b- =7 (2.34 a)
2gAz
vp=a- |- (2.34 b)

Pri gravitaciji bomo obravnavali analogni problem, ko bomo poiskali hitrosti v periheliju
in afeliju planeta pri krozenju okrog Sonca po elipticnem tiru. Tocka B je analoga

pertheliju, tocka A pa afeliju.
2.6 Hamilton-Jacobijeva enacba

Zapisimo enacbo za energijo tockastega delca v 1D, kjer se ohranja energija:
p2

E=T+V=—+V.
2m

Lagrangian je:

L=T-V =2T - E.
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Akcija je po definiciji ¢asovni integral Lagrangiana:

S(t) = [;(2T — E)dt'. (2.35 )
S(t) = S,(t) — Et. (2.35 b)
So(t) =2 [ T(t)dt'. (235 ¢)

Upostevali smo, da je energija konstantna. Akcijo smo tako razdelili na stacionarni del Sy
in na energijski del, sorazmeren s ¢asom. Pokazimo, da je stacionarni del akcije odvisen

od casa le prek koordinat delca, ne pa tudi eksplicitno. Dokaz gre takole:

dS, = 2Tdt
dS, = m(x? + y? + z%)dt
dSy = pxdx + p,dy + p,dz.

V prvi vrstici dokaza smo upostevali, da je odvod integrala s spremenljivo zgornjo mejo
vrednost funkcije pod integralom. Pri prehodu iz druge v tretjo vrstico je: Py = MX,
dx = xdt itd. Zaradi zadnjega diferenciala uvidimo, da je Sy res samo eksplicitna

tunkcija koordinat delca. Hkrati zadnja enacba pove:
p = VS,. (2.30)
Energijska enacba je potem:

|VSol?
2m

+V—E=0. (2.37)

To je stacionarna Hamilton-Jakobijeva enacba za Sy. Nato uporabimo tudi enacbo (8.35
b), tako da je VS, = VS, saj je energija konstantna, in tudi E = — %, ker stacionarni del

So ni eksplicitno odvisen od ¢asa. Namesto enacbe (2.37) lahko zapisemo splosnejso,

nestacionarno Hamilton-Jakobijevo enacbo za S:

VS|

2m

as
+V+==0. (2.38)

To je nelinearna parcialna diferencialna enacba za akcijo S(7(t),t). Enacbi (2.37) in

(2.38) spominjata na stacionarno in nestacionarno Schrddingerjevo enacbo.
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3 Gravitacija

3.1 Problem dveh teles pri centralni sili

Med tockastima telesoma naj deluje konservativna centralna sila, odvisna samo od njune

medsebojne razdalje 1. Zato je potencial te sile enak V (1), Lagrangian pa je:
1 2 41 2
L =-mvi+5myv; — V(r). (3.1

Namesto krajevnih vektorjev 77 in 75, obeh tockastih teles vzamemo vektor za njuno

skupno masno sredisce:

- m1f1+m2172
pr = Malutmaly (3.2)
m1+m2

in vektor razlike leg, to je krajevni vektor relativne lege drugega telesa glede na prvo telo
(Slika 23):

l
l

=7, — 7. (3.3)

=
N
[

Ustrezna vektotia hitrosti ozna¢imo z ¥* in D. Lagrangian (3.1) potem preide v obliko:

L ==(my +mp) ()2 +-mv? —V(r), (3.4)
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kjer je reducirana masa:

mim;

m, = (3.5)

m1+m2.

Povedano drugace: inverzna reducirana masa je enaka vsoti inverznih mas obeh teles.
Zato je reducirana masa manjSa od obeh posamicnih mas. V literaturi ponavadi
oznacujejo reducirano maso s simbolom p. Ker se v Lagrangianu (3.4) ne pojavlja
koordinata 7* eksplicitno, temve¢ samo hitrost masnega sredii¢a, je to cikli¢na
koordinata. Ustrezna gibalna kolicina se ohranja, ali hitrost masnega sredisca je
konstanten vektor. Zato se lahko omejimo samo na obravnavo drugega dela

Lagrangiana, ki ga oznac¢imo enako:

L_l

= Emrv2 — V(7).

Z

Y

X

Slika 23: Zveza med posameznima krajevnima vektorjema teles in vektorjema 7* in 7. Izbrali smo
primer, kjer je My = 2m,, tako da je masno sredi§€e (modri krozZec) na »dveh tretjinah poti« od prvega

telesa do drugega.

Odslej bomo reducirano maso oznacevali brez indeksa »r«. Ker je sila centralna, je njen
navor glede na masno sredisce teles enak ni¢, zato se ohranja vektor vrtilne kolicine.
Gibanje je ravninsko in zato uporabimo 2D koordinatni sistem. Ceprav je Slika 23 zaradi
splosnosti prikazana za poljubne smeri vektorjev in koordinatnih osi, izberemo raje
tak$en koordinatni sistem, da je gibanje obeh teles v ravnini (x, y). Zato je: x = 1 coS @,
y = rsin @. Lagrangian je:

L=%mw2+ﬂ¢%—V@) (3.6)
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Zdaj je cikli¢na koordinata ¢, zato je ustrezen impulz [ konstanten:

oL
— mT‘Z

90 ¢ =L (3.7

To pa je velikost vrtilne kolicine ali kar njena z-komponenta. Iz enacbe (3.7) izrazimo:
P =—. (3.8)
Pri radialnem delu problema si pomagamo z ohranitvijo energije:

E=§m@2+ﬂ¢%+vw)

)+V@) . (3.9

12

E=lm(f‘2+

2 m2r2

1z zadnje enacbe lahko izrazimo odvod dr/dt, obrnemo in integriramo:

r dr

t=/, (E(Evir-) o

Tukaj je 1, izbrana zacetna razdalja. Namesto tega integrala lahko z integriranjem

dobimo neposredno enacbo za tir gibanja, ¢e se enkrat upostevamo enacbo (3.8):

T dar
¢ =9 N frz ZJZmE 2mV(r) 1 (311)
LEn 2 72

ldt

mrz’

Upostevali smo: d¢ =

Zacetni kot @, ustreza zacetni razdalji 7,. Smiselno je uvesti

novo integracijsko spremenljivko u = 1/r, ker se s tem zaradi koli¢nika dr/r? integral
(3.11) nekoliko poenostavi.

3.2 Gravitacija in Keplerjevi zakoni

Nadaljnji racun je odvisen od oblike potencialne energije. Obravnavamo sistem Sonce —

drugo nebesno telo. Da smo konkretnejsi, vzemimo, da je drugo nebesno telo planet.

Potencialna energija sistema je V(r) = —é, kier je k = kmgmp, K je gravitacijska
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konstanta, Mg je masa Sonca in Mp masa planeta. V naslednjih enacbah Se naprej

oznacujemo reducirano maso z m. Tako dobimo iz enacbe (3.11) pri uvedbi u = 1/7:

1/r du
o=9,— [}

(3.12)

2mE 2mku 2
— -u
12 12

S predelavo izraza pod korenom v popolni kvadrat integracijske spremenljivke z

dodatnim konstantnim c¢lenom in z uvedbo nove spremenljivke v, linearno povezane z

mk
: : . U=z v
u, nastane pod korenom imenovalca izraz 1 —v2. To je: v = —12 Resitev
2mE  (mk
()
integrala je arccos v. Koncna reSitev za tir gibanja je:
T
r= v (3.13)

"~ 1+ecos(p-g)

Pri tem je 1y nek referencni polmer (referencna razdalja od Sonca ali natanc¢neje, od
masnega srediS¢a sistema), @, nek referencéni kot. Ta dva parametra nista enaka

zacetnima vrednostima 1, in ¢,, ampak smo ju uvedli zato, da je enacba (3.13) zapisana
To

. Parameter €
1+¢

v najenostavnejsi splo$ni obliki. Zveza med 14 in @g je: (@ = @) =
imenujemo ekscentri¢nost, vsaj za elipticni tir gibanja. Medtem ko lahko kot ¢
definiramo glede na poljubno referencno tocko na tiru gibanja, sta parametra 1y in &

natanko dolocena z vrtilno koli¢ino in energijo:

12
= (3.14)
2
e= [1+27 (3.15)

. : . . : . e :
Enacba (3.13) je polarna enacba stoznice. Pri negativni energiji velja € = - < 1 in gre za
elipso, pri pozitivni energiji je tir hiperbola z & = 2 > 1. Pri tem je goris¢na razdalja

enaka (plus pod korenom je za hiperbolo, minus pa za elipso):

e =+a?+b?. (3.16)
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Iz enacb izhaja tudi tale povezava za parameter a pri obeh krivuljah:
k
a=|| (3.17)

Vzemimo sedaj elipticni tir, planet naj bo dovolj majhen, mp K mg, tako da je
reducirana masa m prakticno enaka masi planeta. Ploscinska hitrost je sorazmerna z
velikostjo vrtilne kolicine, zato se ohranja pri gibanju planeta okrog Sonca (drugi
Keplerjev zakon). S primerjavo ploscinske hitrosti in skupne energije v periheliju (PH,
planet je najblizji Soncu) in afeliju (AF, planet je najdlje od Sonca) lahko npr. izracunamo

hitrost v PH, ki je najvecja:

__ |xmg(a+e)
Vpy = /—a(a_e) . (3.18)

Izpeljavo te enacbe bomo prikazali v razdelku 3.4. Izrazimo ploscinsko hitrost y = g. \Y

primeru PH in AF, ko je vektor hitrosti pravokoten na krajevni vektor planeta glede na
Sonce, izpeljemo ploscinsko hitrost kot kolicnik med plos¢ino majhnega trikotnika (gl.

Sliko 28) in majhnim ¢asom. Ce je majhen premik planeta enak ds in je razdalja planeta

. vy 1 .y v ds . 1
od Sonca 7, velja za ploscino dS = Erds, in ¢e upostevamo v = —, dobimo p = -71v.

Tako velja:
1 1 [xkmg(a+e)
K=ZVpuTpn =5 m'(a—e)
1 jumg(at+e)(a—e)
H= 2 a

kmg(a?-e?) 1 kmgb? 1 KMg b
a T2 a 2 a )

Hkrati velja p = nt;ub, kjet je mab ploscina elipse, ty pa obhodni ¢as. S primetjavo obeh
0
izrazov za ploscinsko hitrost pridemo do tretjega Keplerjevega zakona:
a Kmgs

== (3.19)

td  4am?’
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Zapisimo obhodni ¢as eksplicitno:

243
ty = |—& (3.19%)

Kmg

3.3 Izpeljava polarne enacbe za elipso, hiperbolo in parabolo

Najprej izpeljimo polarno enacbo za elipso in hiperbolo hkrati; pri izpeljavi bodo razlike
le v predznakih nekaterih ¢lenov. To bomo pisali z dvojnim predznakom: gornji bo veljal
za elipso, spodnji za hiperbolo. Pri hiperboli, ki je sicer matemati¢no dvojna krivulja,
vzamemo samo desni krak, pri elipsi pa desno polovico (Slika 24). Gorisce s Soncem je v
obeh primerih prikazano kot ista tocka G. PH elipse: x =a, y =0, rpy = a —e in
@ = 0; PH hiperbole: x =a, y=0, rpy =e—a in ¢ =m. V obeh primerih
vzamemo za T razdaljo tocke na krivulji prikazanega gorisca, ¢ je kot med pozitivhim

poltrakom osi X ter zveznico med goris¢em in tocko. Enacba elipse ali hiperbole je:

2 2

|‘<

Qle
N

b

hiperbola

elipsa

Slika 24: Elipsa (levo) in hiperbola (desno). Zaradi nazornosti imata elipsa in hiperbola isto gorisce.
Prikazani sta samo desna polovica elipse in desni krak dvojne hiperbole.

Vanjo vstavimo koordinati telesa x = e +rcos¢ in y = rsing. Pri enacbi (3.16) za

goti$éno razdaljo moramo obrniti zapis obeh predznakov: e = Va2 + b2.

Pri grafih na Sliki 24 smo izbrali za elipso a = 2b, za hiperbolo pa @’ = V2 - b. Polosi b

naj bosta pri obeh krivuljah enaki, tako da je v obeh primerih e = V3 b. Elipsa ima
afelij (AF) na nasprotni strani kot PH, hiperbola pa afelija nima in je gibanje telesa po

njej neomejeno.



3 Gravitacija 67

Enacba (*) postane:

e+r cos p)? 7 sin @)?
( ° ®) i( ¢ _ 1.
a b2

Odpravimo ulomka, kvadrirajmo, zmnozimo in pri dveh ¢lenih razcepimo a? = e? +

b?. Upostevamo tudi b%r? cos® ¢ + b?r? sin® ¢ = b*r?:
2eb?r cos @ + b?r? + e*r?sin? ¢ = +b*.

Pri tretjem ¢lenu upostevamo: sin® @ = 1 — cos? ¢. Kosinusna ¢&lena prestavimo na

desno stran enacbe in jo zapiSemo kot kvadrat:
(b% + e®)r? = +(b? F er cos )2

Upostevamo b% 4+ e? = a? na levi strani za elipso ali b* —e? = —a? za hiperbolo.
Nato lahko krajsamo predznak na obeh straneh enacbe, korenimo in izrazimo polmer.

Dobimo enacbo (3.13) v nekoliko drugac¢ni obliki:

bZ
r= a(1i£—cosg0)' (320)
Hitro se prepricamo, da za @ = 0 pri elipsi in @ = 7 pri hiperboli po enacbi (3.20)
dobimo pravi rezultat za minimalno razdaljo 7py nebesnega telesa od Sonca. Pri elipsi

obstaja celoten razpon kotov (0,21), pti hiperboli imamo omejitev intervala kotov na

) . C .Y X ) ) y

(@min, 2T — Qmin)- Najmanjsi kot ustreza premici asimptoti L = —in zanj velja enacba
b : : : . .

tan Qipin = - 1z zveze med a, b in e ter med tangensom in kosinusom kota velja tudi

1 . . . . v . v ., v
COS Pmin = 7 in je zato tudi razdalja po enacbi (3.20) neskoncna, kot mora biti. Enacba

(3.20) se ujema z enacbo tira (3.13): pti elipsi je g = 0, pri hiperboli pa ¢q = .

Obravnavajmo tudi parabolo (Slika 25). Vzemimo za 1 razdaljo tocke na paraboli od

njenega edinega gorisca, kot ¢ je kot med osjo y in zveznico med gorisc¢em in tocko.
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Slika 25: Parabola

V enacbo parabole y = kx? vstavimo x = rsin¢ in y = e + 1 cos ¢. Kot merimo
zdaj tako, da je v pertheliju PH (izhodiscu) enak 7. V obeh kvadrantih gre kot od nic za
tocko na ordinatni osi nad goris¢em G, ki je telo na paraboli ne doseze, do vrednosti 7.
V limiti, ko se telo neskon¢no oddalji od izhodisca, gre kot proti ni¢, ker koordinata y
hitreje limitira proti neskoncnosti kakor x. Tako definirani kot ne pove, ali je telo na
levem ali desnem kraku parabole. Lahko pa bi kotu dali negativno vrednost za tocko na

levem kraku parabole (v drugem kvadrantu). Pri tem je e goriscna razdalja, to je razdalja

med goriS¢em in koordinatnim izhodis¢em:

Enacba parabole postane:
e + 1 cos @ = kr?sin? ¢.

Kot prej pri elipsi uporabimo: sin® @ = 1 — cos? ¢, uporabimo izraz za e in ¢len s
kvadratom kosinusa kota prestavimo na levo stran enacbe. Delimo tudi s koficientom k

in pridelamo popoln kvadrat na levi. Korenimo in pristanemo pri:

1

r = m. (3.21)

Enacba je podobna tisti za elipso, ekscentri¢nost pred kosinusnim ¢lenom je 1. Sedaj je

negativni predznak pri kosinusnem clenu, vendar je to samo stvar tega, kako merimo kot

@. Ce bi ga merili v nasprotni smeri, od daljice PH-G navzgor, bi se predznak
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kosinusnega clena obrnil. Iz zadnje enacbe je tudi razvidno, da je koordinatno izhodisce

zares najblizja tocka goriscu parabole, ceprav iz Slike 25 to morda ni ocitno.

Povzemimo polarno obliko enacbe za elipso, hiperbolo in parabolo se enkrat in
poenotimo zapis za vse tri krivulje. Pri zgornjih izpeljavah smo kot ¢ vzeli tako, da smo
lahko v vseh treh primerih obravnavali prvi kvadrant koordinatnega sistema v ravnini
(x,¥). Zdaj, ko Ze imamo polarni zapis za vse tri krivulje, lahko izberemo kot tako, da je
v PH enak ni¢ pri elipsi, hiperboli in paraboli. Tako vse tri krivulje obrnemo v isto smer,
kakor je obrnjena elipsa na Sliki 24: gorisce je vedno levo od perihelija. Takrat je enotni

polarni zapis za elipso (in tudi kroznico), hiperbolo in parabolo namesto enacbe (3.13):

r=—a (3.13%)

" 1+ecosg@

2
Pri elipsi in paraboli je 1y = % in € # 1; v primeru krozice je € = 0. Pri paraboli je 1y =

2e in € = 1. Ponovimo tudi najkrajSe razdalje: 1) elipsa: 7py = a — e, 2) hiperbola:

Tpy = € — a, 3) parabola: rpy = e.
3.4 O Keplerjevih zakonih na bolj klasi¢en nacin

Obravnavajmo samo gravitacijsko vezani sistem, ko se nebesno telo z maso m giblje po

elipticnem tiru okrog Sonca z neprimerljivo vecjo maso mg. Gorisci elipse Gi in G2 sta

od izhodis¢a oddaljeni za e (Slika 26), ekscentricnost ali izsrednost elipse je € = 2.

Slika 26: Elipsa, njeni polosi in gori$¢i. Zaradi zrcalne simetrije glede na obe koordinatni osi je
oznacena le po ena velika in mala polos ter ena goriS¢na razdalja e. Razmerje polosi je 2, vse dolZine so
v pravih razmerjih; enako velja za Sliki 27 in 28 v nadaljevanju. Sivi in vec¢ji rumeni kroZec v goris¢ih

ponazarjata dejstvo, da je zvezda samo v desnem goriscu Ga.
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Med nebesnima telesoma deluje centralna privlacna gravitacijska sila z velikostjo:

__Kmgm
g = 2

(3.22)

Gravitacijska konstanta x meri 6,67-107"" N m?/kg® 1z enacbe (3.22) izhaja iztaz za

negativno gravitacijsko energijo para teles:

_ _Kmsm
Eg = —=2=

(3.23)
Gravitacijska sila (3.22) je enaka odvodu energije (3.23) po razdalji r. V racunih si bomo
pomagali z energijo namesto s silo. Mehanska energija sestava obeh teles je enaka vsoti
kineticne in gravitacijske energije in se ohranja, vse druge gravitacijske vplive

zanemarimo.
Perihelij in afelij

Sonce je v desnem goriscu elipse. Da bo izrazanje jedrnato, bomo odslej pisali o gibanju
planeta okrog Sonca, ceprav veljajo enaki sklepi tudi za komete, asteroide itd. Perihelij je
lega planeta, ko je Soncu najblize, v afeliju je njuna razdalja najvecja (tocki PH in AF na
Sliki 27). Naj bo masa planeta zanemartljiva v primerjavi z maso Sonca, tako da lahko
zanemarimo gibanje Sonca in izenac¢imo reducirano maso z maso planeta. Za geometrije
teh dveh polozajev planeta najlaze uporabimo Keplerjev zakon o konstantni ploscinski
hitrosti, ker je vektor hitrosti pravokoten na krajevni vektor planeta glede na Sonce. V
kratkem casu t (relativno glede na obhodni ¢as) se planet od obeh izhodis¢nih leg
premakne prakticno v pravokotni smeri: iz perthelija za pot Spy = Vpyt in iz afelija za
pot Sur = Vyrt. Planet opise glede na Sonce v obeh primerih pravokotna trikotnika, ki

imata pri enakem casu enako plosc¢ino (Slika 28):

TPHSPH __ TAFSAF
2 2
(a—e)vpyt _ (at+e)vyrt
2 2
VaAF 1-¢
SAE = —— (3.24)

VpH 1+¢&
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Slika 28: Plosc¢inska hitrost planeta v periheliju in afeliju. Rdeci in modri trikotnik imata enaki plosc¢ini:

vodoravni kateti sta razdalji planeta od Sonca, navpi¢ni pa z nekim primernim kratkim ¢asom
pomnoZeni hitrosti, da so na sliki le dolZinske dimenzije.

Upostevali smo tudi e = €a. 1z enacbe (3.24) za razmerje hitrosti v PH in AF lahko

izrazimo eno hitrost z drugo in to upostevamo v enacbi za enakost mehanske energije v

obeh legah:

1+¢

UPH = UO E (325 a)
1-¢

Var = Vp E s (325 b)

s (3.25 ¢)



72 ANALITICNA MEHANIKA

Druge lege

Ko poznamo npr. hitrost Vpy, lahko z zakonom ohranitvijo mehanske energije
izracunamo hitrost planeta v katerikoli drugi tocki, le njegovo oddaljenost od Sonca

moramo poznati:

“mvdy — (3.26)

a—e 2 Tr

Ce za lego planeta v to¢ki A vzamemo r = @, res dobimo hitrost vy v (3.25 ¢).
Pri tocki B na Sliki 27 razdalji ustreza r = y(x = e) = a(1 — £2). Potem izra¢unamo:

14¢2

7. racunanjem hitrosti tudi v drugih tockah na elipsi ugotovimo, da se hitrost planeta

zvezno povecuje, ko potuje od afelija do perihelija.

R
' Racunski zgled 16
ES

Nebesno telo krozi okrog zvezde z maso 5 - 10 kg. V periheliju ima hitrost 20 km/s, v

afeliju pa 10 km/s. Izra¢unajte vse parametre elipticnega tira.

Iz enacbe (3.24) za razmerje hitrosti telesa v obeh skrajnih legah najprej izracunamo

ekscentric¢nost:
VP_H_l
Upy __ 1+¢ VAR
VaAF 1-¢ 17";H+1'
VAR

Dobimo € = é Nato uporabimo enacbi (3.25 a) in (3.25 ¢), da z znanimi podatki za mg,
Vpy in € izra¢unamo veliko polos elipse: a = 7,4 - 10" m. Goris¢éna razdalja je: e = €a =
2,5 - 10" m. Nazadnje iztacunamo tudi malo polos: b = 7,0 - 10" m. Razdalja nebesnega

telesa od zvezde v periheliju je 7py = a —e = 2a/3 = 5 - 10" m, v afeliju je dvakrat

vedja.
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Racunski zgled 17

Neznanemu kometu pri delu tira okrog Sonca izmerimo hitrosti in oddaljenosti od
Sonca v dveh legah: 1y, V4 in 15, v,. Kako s temi $tirimi podatki izracunamo dolgo polos

njegovega tira in hkrati preverimo podatek za maso Sonca?

Podobno kot smo ze naredili pri primerjavi PH in AF, uporabimo energijsko enacbo,

vendar zdaj na splosno:

1
~mvy — =-mvs —
2 &1 2 T2

V enacbi krajSamo maso kometa m, izrazimo maso sonca Mg in preverimo izra¢unani
podatek. Nato lahko za neposredni izracun velike polosi uporabimo enacbo (3.17),

pomagamo si tudi s pravkar zapisano energijo:

_ " (Uzz_vf)

" 2(rpvi-rvd)

Poudariti moramo, da je lahko taksen nacin ugotavljanja velike polosi zelo nenatancen,
e se razdalji, in s tem tudi hitrosti kometa, med seboj malo razlikujeta. Racun drugih
parametrov, npr. ekscentri¢nosti, je v tem primeru zelo zapleten. Lazje bi bilo, ¢e bi imeli
podane tudi kote med vektorjem hitrosti in krajevnim vektorjem kometa glede na Sonce,

saj bi si v tem primeru pomagali z vrtilno koli¢ino in enacbo (3.13 c¢) za izracun

ekscentri¢nosti.

Racunski zgled 18

Nebesno telo se giblje okrog Sonca z maso mg. V nekem trenutku poznamo njegovo
oddaljenost od Sonca 17 in njegovo hitrost v;. Vektor hitrosti v izbranem trenutku je
pravokoten na zveznico med Soncem in telesom. Kako na splo$no ugotovimo, za

kaksen tir gibanja okrog Sonca gre, in kako dobimo ustrezne parametre tira?
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Imamo 5 moznosti: tir je hiperbola, parabola, kroznica ali elipsa, v primeru elipse je
izbrana tocka perihelij ali afelij. To je odvisno od razmerja med trenutno kineti¢no in

gravitacijsko energijo telesa. Oznac¢imo maso nebesnega telesa z m, tako da je energija:

1
E=-mv?—
2 1

Poglejmo po vrsti vseh 5 moznosti.
a) Hiperbola

2xmg

To je takrat, ko je skupna energija pozitivna: v{ > . Polos a hiperbole izra¢unamo

L&
po enacbi (3.17). Nebesno telo je v tocki PH. Ker je najblizja razdalja ry = e — a,

izra¢unamo e = a + r;. Nato izracunamo tudi b = Ve? — a?.

b) Parabola

Kmg

Energija je ni¢ in velja v§ = 2K Takrat je 11 = e hkrati najblizja razdalja telesa od

T1

Sonca in goris¢na razdalja parabole. Koeficient v enacbi parabole y = kx? izra¢unamo

1
takole: k = —.

de
Pri kroznici in elipsi je vsota kineti¢ne in gravitacijske energije negativna. Ali gre za
kroznico ali elipso z izbrano lego v PH ali AF, preverimo tako, da primerjamo pospesek
zaradi gravitacijske sile z radialnim pospeskom, pri katerem za radij prilepljene kroznice

vzamemo 7.
¢) Kroznica

2= =5 Centripetalna sila je kar gravitacijska sila. Radij krozenja je

Pri kroznici velja v "
1

Ty.
d) Elipsa, dana tocka je PH

Kms . . . v . V]
. Najprej izra¢unamo veliko polos po enacbi
1

. . 2
Pogoj za to lego telesa je % <vi<
1

(3.15). Ker za PH velja ry = a — e, izracunamo najprej goris¢no razdaljo e = a — 1y,

nato tudi malo polos: b = Va? — e?.
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e) Elipsa, dana tocka je AF

Pogoj za to je Vi < % Spet izracunamo veliko polos po enacbi (3.15), nato za AF
1

izratunamo e = 17 — a in nato tudi malo polos. ¢

Izpeljimo Kepletjevo dinami¢no enacbo za gibanje planetov po elipticnih tirih na
alternativen nacin, to je z uporabo parametra ¥ pri opisu elipse namesto s polarnim
kotom. Ta nadin je precej preprostej§i in nazornejsi kot izpeljava odvisnosti @(t) s
kombiniranjem enacb (3.8)—(3.11). S parametrom izsrednosti najprej izrazimo malo
polos: b = aV1 — €2. Parametriéni zapis enacbe elipse je: x = acos i, y = bsin y.
Krajevni vektor glede na sredisce elipse (Slika 29) je:

rs = (acos y, b sin y). (3.27)

Tl <V
/5[" AN
_(aPlErN

Slika 29: Elipsa, krajevna vektorja T's in T, §tiri temena in hitrost V. Sonce je v gori$¢u G. Teme Ty
ustreza periheliju (PH), teme T3 pa afeliju (AF).

Za spremenljivko y velja kot pri polarnem kotu obmocje 0 < y < 2m. Rekli ji bomo
kar »kot«, ¢eprav zanjo uporabljajo tudi druga imena. Stirim temenskim to¢kam elipse od

. . T . 3w . . v . .
T1 to T4 ustrezajo koti 0, > Tin—V temenih T in T3 se na$ kot ujema s polarnim

kotom . V zvezi z lego tocke na elipsi bomo ob krajevnem vektorju 7 uporabljali
vektor 7 glede na desno gorisce, ki je tudi prikazan na Sliki 29. Z odvajanjem enega ali
drugega vektorja po casu izrazimo tudi hitrost telesa. Kot narasca s ¢asom, ker se telo

giblje v smeri nasprotno od urinega kazalca. Zapisimo nova vektorja:

7 = (acos y— e, bsin y). (3.28 a)
= (—asin y, b cos y) - . (3.28 b)

Ay
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V' nadaljnji izpeljavi bomo potrebovali tudi velikosti obeh vektorjev (3.28), ki ju

izracunamo po Pitagorovem izreku:

r =a(l — &gcos y). (3.29 2)
v = ay/sin? y+ (1 — &2) cos? y- . (3.29 b)

Z uporabo zgoraj izpeljanih enacb (3.25) za referencne hitrosti, (3.26) za energijo in
enacbo za vrtilno koli¢ino | = mrpyVpy najprej izra¢unamo obe kolicini, ki se

ohranjata:

[ = mby,. (3.30)
E = ——mvi. (3.31)

Najprej uporabimo enacbo (3.30), da ugotovimo pogoj (enacbo) za ohranitev vrtilne

koli¢ine po vsej elipsi. Na splosno izracunamo tirno vrtilno kolicino kot vektorski

produkt med krajevnim vektorjem in gibalno kolic¢ino telesa: [ =mixD. Za krajevni

vektor (glede na Sonce) in hitrost uporabimo enacbi (3.28) in dobimo enacbo:
[l = mab(1 — ecos y) - iy = mbv,.

Po krajsanju mase in male polosi ostane tale enacba, ki je samo malo drugacen zapis

dobro znane Keplerjeve enacbe:
(1—€cosy): = %0 (3.32)

To je preprosta diferencialna enacba z locljivima spremenljivkama y in t. Loc¢imo ju in
integrirajmo enacbo. Vzemimo, da je v trenutku ¢ = 0 planet v periheliju (teme T1), ¥ =
0. Resitev je:

Vot

y—esiny=——. (3.33)

To je enolicna zveza med kotom in casom, ker je na levi strani enacbe narascajoca
tunkcija kota zaradi € < 1. Enacbi (3.28 a) in (3.33) si torej zamisljamo kot parametricni

zapis za zvezo med ¢asom in lego planeta. Ce v (3.33) vstavimo kot yw = 27 in
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upostevamo spet enacbo (3.25 c¢) za referencno hitrost, dobimo spet obhodni cas
(3.19%).

Zapisimo tudi energijsko enacbo:
1 2
Smv? ——— = —-mvg.

Upostevajmo enacbi (3.29) in tudi (3.25 c¢), da izrazimo tudi maso Sonca v ¢lenu za
gravitacijsko energijo, in pristanemo spet pri enacbi (3.32). Ista dinamic¢na enacba, ce
zac¢nemo z ohranitvijo vrtilne kolic¢ine ali energije, je posreden dokaz, da je elipsa zares

pravi tir gibanja.

Ce nas zanima tudi polarni kot, to je kot med vektotrjem 7" in osjo X, ga iztazimo s kotom

v

y bsin y

¢ = arctan —— = arctan a(cos -2’ (3.34 a)

ali v elegantnejsi obliki s polovi¢nimi koti:

tan? = /f -tanZ. (3.34 b)
2 1-¢ 2

Nazadnje izracunajmo tudi, koliko ¢asa potuje planet od temena Ti (PH) do temena To.

To je cCetrtina elipticnega tira, vendar pa za to pot potrebuje planet manj kot cetrt

obhodnega casa, ker je blize Soncu in se giblje hitreje. Vstavimo v (3.33) l//=§ in

dobimo: t = %0' (1 - E)

T

Enacbo (3.33) zapisimo v brezdimenzijski obliki z brezdimenzijskim casom T = ti, kjer
0

za obhodni ¢as ty upostevamo enacbo (3.19*). Tako dobimo elegantno enacbo:
w—&siny = 2nr. (3.35)

Grafa odvisnosti Y(7) in @ (T) pri izsrednosti € = % sta prikazana na Sliki 30. Graf y(T)

se manj razlikuje od premice kot graf za polarni kot. Blizini PH ustrezata zacetni in

konéni del grafov, AF pa sredina. Omenili smo Ze, da se oba kota v PH in AF ujemata.
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Slika 30: Grafa za funkcijsko odvisnost elipticnega parametra ¥ (polna modra krivulja) in polarnega

kota @ (¢rtkana rdeca krivulja z veCjim odmikom od premice) od brezdimenzijskega Casa. Za vodilo je

narisana tudi linearna funkcija, ki ustreza idealni kroZnici (¢rna pikcasta Crta).
3.5 Kozmologija

Gravitacija usodno vpliva na Sirjenje (lokalnega) vesolja in na tvorbo zvezd. Tukaj kot
zanimivost obravnavajmo oba problema v najenostevnejSem modelu: uporabimo
klasicno fiziko brez kozmoloske konstante, ki po Einsteinu lahko povzroc¢i celo

pospeseno Sirjenje vesolja.
Sirjenje vesolja

Ameriski astronom Edwin Powell Hubble (1889-1953) je ugotovil, da so mnoge
vesoljske strukture, ki so jih prej imeli za oblake plinov ali prahu, v resnici galaksije,
podobne nasi. Razen tega je s primerjavo spektrov svetlobe iz oddaljenih galaksij
spoznal, da se na splos$no galaksije oddaljujejo druga od druge. Temne ¢rte v spektrih so
namrec¢ na splosno pomaknjene k vecjim valovnim dolzinam. Pri Dopplerjem pojavu za
svetlobo pomeni vecja valovna dolZina, da se svetlobni vir oddaljuje od nas. Res je sicer,
da je relativno gibanje bliznjih galaksij zaradi gravitacijskega privlaka bolj zapleteno in se
lahko dve taksni galaksiji tudi priblizujeta: to velja npr. za Galaksijo in Andromedo. Na
vedji astronomski skali pa se galaksije oddaljujejo. Tudi Einstein je v resitvah svojih
enacb na splosni relativnostni teoriji opazil moznost Sirjenja ali kréenja vesolja. Ker pa je
bil preprican, da je vesolje staticno, je v enacbah dodal kozmolosko konstanto, ki
omogoca tudi stati¢no resitev. Ce v nasem preprostem klasi¢nem rac¢unu zanemarimo
kozmolosko konstanto, se vesolje zaradi gravitacijskega privlaka Siri vse pocasneje.
Povprecne galaksije ali jate galaksij, ko zanemarimo gravitacijske fluktuacije na splosno,

so oddaljujejo ena od druge po Hubblovem zakonu: v = Hr. Tukaj je 1 razdalja med
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galaksijama, v njuna relativna hitrost, H pa Hubblova konstanta. Linearna zveza med
hitrostjo in razdaljo res kaZe na Sirjenje vesolja kot celote. Za nazoren enodimenzionalni
prikaz tega si lahko zamisljamo elasti¢ni trak, na katerega narisemo crtice v razmiku po 1
cm. Ko elastiko raztegujemo z vlecenjem na obeh koncih, se vsi razmiki med ¢rticami
enako vecajo. Tako je hitrost razmikanja dveh crtic res linearna z razdaljo med njima. V
resnici H ni konstanta, ampak se v kozmoloskem c¢asovnem merilu spreminja. Tako
moramo vedno racunati s trenutno vrednostjo H, za katero predpostavimo, da je povsod
enaka. Kljuéna je energija vesolja kot vsota celotne kinetiéne in gravitacijske energije. Ce
je energija pozitivna, se bo vesolje ves cas Sirilo (odprto vesolje), drugace bo doseglo
koncno velikost in se potem spet zaradi gravitacije sesedlo vase (zaprto vesolje). V zvezi
z obema moznostma definiramo kriticno trenutno gostoto snovi (natancneje energije, saj
h gravitacijskemu privlaku prispevajo tudi delci brez mase). Kriticna gostota p. je mejni

primer med odprtim in zaprtim vesoljem.

Imamo dva prijema, kako se lotiti problema. Zaradi lazje predstave vzemimo, kot da je
lokalno vesolje krogla s polmerom R, ceprav je v kozmoloski sliki zaradi mocne
gravitacijske ukrivljenosti prostor-casa ta predstava napacna. Lahko obravnavamo samo
gibanje »robnih« galaksij, lahko pa obravnavamo energijo vesolja kot celote. Uporabimo
drugi nacin, ker je fizikalno popolnejsi. Najprej dokazimo, da imamo pri enacbi za

negativno gravitacijsko energijo homogene krogle znacilni koeficient 3/5:
3
Eg=—-"—. (3.36)

Pri tem je M masa krogle. Pri izpeljavi razdelimo kroglo na tanke koncentri¢ne krogelne
lupine in pristevamo gravitacijski prispevek notranje krogle z maso m pri polmeru r < R

na lupino z maso dm med pomeroma 1 in 1 + dr. Zaradi sorazmernosti mase s kubom

3 2
. . r . 3r<dr . . v
olmera velja za obe masi m =M (=) indm =M - . 7. integralom izra¢unamo:
p ] R R3 gr

E xmdm

9 r
E = 3kM? R 4y = KkM?

g =" Jo Ttdr = —.

Nato izpeljemo skupno kineticno energijo. Tanka krogelna lupina, ki smo jo vzeli pri

rac¢unu gravitacijske energije, ima hitrost v = Hr. Spet integriramo:
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1
E, = Ef(Hr)zdm

3H*M
2R3

2
[Frtdr =2 MED (3.37)

E, = —
k 5 2

Tudi pri kineti¢ni energiji smo dobili dodatni koeficient 3/5. Ce za mejni primer $irjenja
vesolja postavimo Ej + E; = 0, izpeljemo zvezo med kriticno maso vesolja M,
trenutnim polmerom in trenutno Hubblovo konstanto:

H?R3

M, =— (3.38)

2K

Rezultat je preprost, koeficient 3/5 se je krajsal; enak rezultat bi dobili, ¢e bi obravnavali
samo gibanje robnih galaksij. Ker je gostota p = %, izracunamo iz enacbe (3.38) tudi

kriticno gostoto:
Pc=—"—. (3.39)

Trenutna kritiéna gostota ni odvisna od polmera vesolja. Za p > p. je vesolje zaprto,

sicer je odprto.

Napovejmo tudi ¢asovni potek Sirjenja vesolja za zelo kratek ¢as po Velikem poku.
Najprej povezimo spreminjanje Hubblove konstante z gostoto snovi. Poglejmo, kaj se
zgodi, ¢e limitiramo cas proti 0. Zanimivo je, da sta tudi v zelo zgodnjem vesolju gostota

in Hubblova konstanta povezana kar z enacbo (3.39), le da za njuni trenutni vrednosti:

H2(t)

K

3
pt) = —- (3.40)
enacba velja priblizno. Razlog enakosti je v tem, da se mora kineticnha energija po
velikosti skoraj izenaciti z gravitacijsko, sicer se energija ne bi mogla ohranjati, ampak bi
sla v limiti zelo majhnih casov asimptotsko proti neskoncni vrednosti. Zato tudi v
zgodnjem vesolju ra¢unamo s priblizkom, da je skupna energija enaka ni¢. Ce se masa M
vesolja ohranja (vsaj med potekom, ko ni anihilacij delcev in antidelcev), potem je

gostota v preprosti zvezi s trenutnim polmerom vesolja R:

3M
4mR3(t) °

p(t) = (3.41)
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Povezimo zadnji enacbi, da izrazimo odvisnost Hubblove konstante od polmera:
H=+2xM-R™3/2 (3.42)

Vendar ta odvisnost velja samo za tisto stopnjo v razvoju vesolja, ko energijsko
prevladuje snov nad sevanjem. V stopnji razvoja vesolja, ko prevladuje sevanje (energija
delcev brez mase, kot so fotoni), enacba (3.40) za zvezo med gostoto in Hubblovo

enacbo Se vedno drzi, le da moramo za gostoto vzeti ustrezen ekvivalent. Pri sevanju z

energijo na prostorninsko enoto w = " lahko po Einsteinovi ena¢hi E = mc? vzamemo

v+ w . . . v .
v enacbi (3.40): p = = Vendar pri sevanju gostota ni ve¢ obratno sorazmerna s tretjo

potenco polmera, temvec s cetrto. To sklepamo iz Planckove porazdelitve energije pri
sevanju ¢rnega telesa. Znacilna valovna dolZina sevanja raste premo sorazmerno z R, ker
se s Sirjenjem preprosto povecujejo vse razdalje. Hkrati je maksimum valovne dolZine po
Wienovem zakonu obratno sorazmeren s trenutno temperaturo vesolja T. Zato sta R in
T obratno sorazmerna med seboj. Po Stefanovem zakonu je gostota energije (oziroma
njen masni ekvivalent p) sorazmerna s T*, zato je zares obratno sorazmerna z R*.

Namesto enacbe (3.41) zapisSimo enacbo, ki hkrati opisuje obe stopnji §irjenja vesolja:
p== . (3.43)

Pri tem je za vesolje s prevladujoco energijo snovi n = 3, za tistega s prevladujocim
sevanjem pa N = 4. V skladu z enacbo (3.40) lahko potem za Hubblovo konstanto
napisemo:

D

H=—x (3.44)

Konstanti C in D nista odvisni od polmera vesolja. Ce upostevamo tudi Hubblov zakon

v splosnejsi obliki v = H(R) - R, lahko re§imo diferencialno enacbo:

dR
— 1-n/2
i DR

R, n t,
j R27'dR = Dj dt
Ry ty

2(Ry"? = R}?) = Dat. (3.45)

n
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Enacbo (3.45) obrnemo in izrazimo ¢asovni razmik At = t, — t;, v katerem se je vesolje
napihnilo od polmera Ry do R,. Ker je bilo na zacetku Sirjenje zelo hitro, ponavadi v
opazovanem casovnem razmiku lahko vzamemo R, > R;. Prepisemo R, - R in
zanemarimo clen z R; in dobimo zelo dobro oceno za At, ko se vesolje v doloceni

stopnji napihne do R:

At = = R/2, (3.46)

nD
Pri zadnji enacbi nas ne moti, da so bile pred to stopnjo Sirjenja vesolja ze prejsnje
stopnje, saj je casovni razmik vsake naslednje stopenj veliko vecji od tistega za vse

predhodne stopnje skupaj.
Nastanek zvezd

Zanima nas, kateri pogoj mora biti izpolnjen, da iz velikega oblaka prahu in/ali plina,
cemur pravimo meglica, za¢nejo nastajati zvezde. V obravnavi je bistveno vrtenje oblaka.
Izpeljava spominja na zgornjo obravnavo Sirjenja vesolja. Mejni pogoj je, da je
gravitacijska energija meglice (3.36) po absolutni vrednosti enaka dvakratni notranji
energiji £, zaradi virialnega teorema. To je podobno kot pri krozenju satelita po krozni
tirnici okrog Zemlje, kjer je absolutna vrednost gravitacijske energije enaka dvakratni
kineticni energiji satelita. V preprosti razlicici pove virialni teorem naslednje. Vzemimo
masivho mirujoce telo in okrog njega krozece telo, potencialna energija E,, zaradi
medsebojne privacne sile naj bo negativna in obratno sorazmerna z ", ¢e je T razdalja
med telesoma, n pa nek eksponent. Izracun sile z odvodom potencialne energije po

razdalji in postavitev te sile za centripetalno silo poda zvezo med hitrostjo krozecega

telesa in razdaljo od mirujocega telesa. Kratek racun pokaze, da velja E), = — %Ek. Ce

imamo gravitacijsko silo, je Ep, = E; in n=1; od tukaj je koeficient 2. Notranjo

energijo si lahko zamidljamo kot vsoto kineti¢nih energij delcev.

Notranja energija oblaka je po termodinamicni teoriji enaka:

Ey = ZNKT. (3.47)
To je pravzaprav kineti¢na energija plina pri temperaturi T, kjer je N Stevilo delcev v
oblaku, k pa Boltzmannova konstanta. Ta problem se razlikuje od obravnave Sirjenja

vesolja tudi po koeficientu 2 med kineti¢no in gravitacijsko energijo. Pri §irjenju vesolja
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predpostavimo, da ni nobene rotacije vesolja kot celote, zato je vesolje gravitacijsko
nestabilno. vVesolje ne more biti stati¢no, vsaj po splosno sprejetem modelu. Nasprotno
pa prav rotacija meglice omogoca vsaj potencialno splosno gravitacijsko stabilnost
podobno kot pri krozenju planetov okrog Sonca. Pri kritichem pogoju nastanka zvezd

(lokalno sesedanje oblaka) velja torej enacba:

3 kM?

——— = 3NKT. (3.48)
5 R
Upostevajmo tudi, da je povprecna masa delca v meglici enaka my =% ter da je

povpreéna gostota oblaka p = M/(4mR3/3), in dobimo iz enacbe (3.48) kriti¢no ali

Jeansovo maso obaka za gravitacijsko sesedanje:

5kT)3/2 [

M= (G el (3.49)

Ta masa ni neposredno odvisna od velikosti oblaka, temvec od temperature, povprecne
mase delcev in predvsem gostote obaka. Cim vedja je gostota, tem manjsa je potrebna

masa, kar je intuitivho razumljivo. Iz znacilnih podatkov za vodikov oblak pri
temperaturi 100 K in gostoti delcev 10°/m” izracunamo M; = 10° mas Sonca. Zvezde ne

nastajajo posamicno, temvec v skupinah.
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4 Sipanje delcev pri centralni sili

4.1 Geometrijski opis

Naj bo sipalni center tako masiven, da je prakticno pri miru in ga postavimo v izhodis¢e
koordinatnega sistema. Vzemimo centralno odbojno silo. Delci prihajajo od dalec, kjer je
njithov tir vzporeden z osjo z (Slika 31). Pri priblizevanju koordinatnemu izhodiscu se
njthova smer spremeni in nas zanima, kako. Definiramo diferencialni sipalni presek na

naslednji nacin. Najprej definiramo gostoto ali intenziteto toka vseh vpadnih delcev:.

__ dNyp
I = ras” 4.1)

To je stevilo delcev na enoto prereza curka in enoto Casa; fizikalna enota je 1/(m?* - s).

Diferencialni sipalni presek 0 je povezan s sipanjem v dolocen del prostorskega kota:

N
o (Q)d2 = fd—t 4.2)
Enacba (4.2) in njene koli¢ine imajo naslednji pomen: d{2 je majhen prostorski kot, v
katerega se sipa v kratkem casu dt majhno Stevilo dN delcev. Zaradi majhnega
prostorskega kota pri¢akujemo, da je $tevilo teh delcev sorazmerno z d£2. Ce to delimo
tudi z vpadno intenziteto, definiramo o kot sorazmernostni koeficient. Oznaka o(£2) v
enacbah ima bolj simbolicen pomen: v resnici je diferencialni sipalni presek odvisen od

ene smeri, ki jo dolocata npr. sfericna kota 6 in @, ne pa celo obmocje smeri. Prostorski
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kot pisemo brez fizikalnih dimenzij. Ce vstavimo v (4.2) intenziteto iz enacbe (4.1),

razberemo fizikalno enoto za diferencialni presek:

dNdS
dNyp

o(dR = (4.3)

Torej je prava enota kvadratni meter. Zaradi cilindricne simetrije pa intenzivnost sipanja
ni odvisna od azimutnega kota ¢, temve¢ le od »polarnega« kota 6y. Zato lahko v

majhen prostorski kot zajamemo vse azimutne kote in ga zapiSemo v diferencialni obliki:
d = 2msin 6,d0;. (4.4)

Kot 6 si predstavljamo kot sipalni kot, to je kon¢ni odmik gibanja delca od prvotne
smeri Z. Ima sicer podoben pomen kot navadni polarni kot 8 v sfericnih koordinatah,

vendar ne pomeni prav enako, ker ni definiran glede na fiksirano koordinatno izhodisce

(Slika 31).

Pomemben parameter za vsak delec je vpadna razdalja a, to je razdalja njegovega tira od
osi z, ko je Se dale¢ stran od sipalnega centra, in tudi zacetna hitrost vy. Z njima
izrazimo vrtilno kolicino delca glede na izhodisce:

[ = mv,a. (4.5)

Vemo, da se vrtilna kolicina ohranja, ce je sila centralna, vendar jo najlaze izra¢unamo po
enacbi (4.5), ko je delec se dalec.

Slika 31: Geometrija pri sipanju delcev

Predpostavimo enako zacetno hitrost vseh vpadnih delcev. Potem je kot 8 odvisen
samo od vpadne razdalje a: ¢im manjsa je ta razdalja pri odbojni centralni sili, tem bolj

se delec odkloni od prvotne smeri. Pri veliki vrednosti a se delec prakticno ne odkloni,
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pri @ = 0 se delec odbije nepostedno nazaj, to je za najvedji kot m. Zato je 85(a)

monotono padajoca funkcija z limitama 65(0) = 1 in 65(c0) = 0.

Vsi delci v ozkem intervalu (a, a + da) se sipljejo v isti interval kotov (6, 85 + ds).
Uporabimo enacbo (4.3), kjer je dN = dN,,;,, ce stejemo samo vpadne delce v delu

prereza oblike tankega kolobatja dS = 2mada. Tako dobimo:
o(6s) - 2w sin 5 dBs = 2mada. (4.6)

Upostevali smo odvisnost diferencialnega sipalnega preseka samo od 6s. Obema
diferencialoma raje damo absolutno vrednost, ker je 85(a) padajoca funkcija in ho¢emo

same pozitivne kolic¢ine v enacbi (4.6). Nazadnje dobimo:

da
dfg

a

o(6s) =

4.7

sinfg

Naprej racunamo z Lagrangianom kot pri Keplerjevem zakonu, le da nadomestimo ¢ —

0, ker obravnavamo npr. ravnino (X, z):
1 /. :
L= Em(rz +126%) = V(7). (4.8)

Kot je spet ciklicna koordinata, tako da kot prej pri obravnavi gravitacijskega problema

pridemo do enake splosne enacbe za obliko tira:

dr

. |2mE_2mV(r) 1
12 12 T2

4.9)

6 =060+, :
T

Namesto tega se zanimajmo le za absolutno vrednost spremembe polarnega kota, ko se

razdalja  spremeni od 7y do 1;:

dr

. [2mE_2mV(r) 1
12 12 T2

(4.10)

T
g = frlz 72

Vzemimo za r; minimalno razdaljo, za 1, pa neskoncno, in dobimo kot med osjo z in

zveznico simetrijske tocke na krivulji z izhodis¢em:

DOgim = [ ar
stm Tmin _, [2mE_2mV(r) 1 )
LN A R

(4.11)




88 ANALITICNA MEHANIKA

Iz tako izra¢unanega kota dobimo tudi sipalni kot: 83 = T — O, (Slika 30). Njegova
odvisnost od parametra a se skriva v vrtilni kolicini [ v enacbi (4.5) in integralu v (4.11).

Nazadnje z enacbo (4.7) izra¢unamo diferencialni sipalni presek.

4.2 Odbojna elektrostatic¢na sila

€162
4'7'[50

Potencialna energija je V(1) = %, kjer je koeficient k = , elektricna naboja pa imata

enak predznak. Enacba za orbito ima podobno obliko kot pri gravitacijski sili, le da je

parameter ekscentri¢nosti sedaj vedno vecji od 1:

2E12
e= |1+ m 5 (412)
ker je energija pozitivna. Zato je tir gibanja hiperbola. Za vpadni delec Se dale¢ stran od

: . : 1 5. : "
sipalnega centra upostevajmo tudi E' = S Mvp in [ = mvya, in zapisemo:

25 2
e=\/1+(w) . (4.13)

eiéz

Enacba hiperbole je v polarni obliki:

r=—02 (4.14)

gcosf-1’

kjer kot prej pri elipsi velja

lZ
L (4.15)

mk

Tukaj je enacba za 1 zasukana tako, da dobimo minimalno razdaljo pri 8 = 0:

T
Tonin = == (4.16)

8—
Takoj uvidimo, koliksen je simettijski kot gy, ko je 7 neskoncen:

cos Ogjpy = i (4.17)
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Enacbo (4.16) lahko preverimo na preprostejsi nacin, ne da bi poznali tir gibanja. Pri
najblizji razdalji od sipalnega centra namre¢ ni radialne komponente hitrosti. Iz

energijske enacbe izhaja:

— M (72 4 292 _m (L) Lk
E=Z(2+r202)+v() =2 (—) += (4.18)
Prvi clen pri kineticni energiji je nic. Enacbo (4.18) preuredimo v kvadratno enacbo in

izracunamo r;

km+/ (km)2+2EmIi?
Tmin = 2Em . (4.19)

Druga resitev kvadratne enacbe, z minusom pred korenom, da negativno vrednost 7y,

zato je nesmiselna.

Resimo zdaj do konca enacbo (4.7) za odvisnost g (6;):

Os =1 — 205, = Sin?g = cos gy, = E
o 1

1
, —1l=———1=¢2-1

cos? Og;m

cot?
sinz %
2

6 2E12  4megmud
cot= = =—"".q
2 mk?2 e1e;

Iz zadnje enacbe izrazimo parameter a, upostevamo (4.7) in navsezadnje dobimo:

Cc
0(6s) =—5. (4.20)

2

Konstanta v enacbi (4.20) je:

C = (&)2 4.21)

2
8meymuyg

Totalni sipalni presek dobimo z integralom diferencialnega sipalnega preseka po vseh
prostorskih kotih. Za Coulombovo silo dobimo neskoncen totalni sipalni presek, kar je
posledica dolgega dosega te sile. Le za sile s kon¢nim dosegom dobimo konéno vrednost
totalnega sipalnega preseka.
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5 Gibanje togih teles

5.1 Rotacija vektorjev

Podajmo matemati¢ni opis fizicne rotacije vektotjev v tridimenzionalnem (3D) prostoru.
Za rotacijo vektorjev okrog vsake od treh koordinatnih osi v kartezicnemu

koordinatnemu sistemu uporabimo naslednje rotacijske matrike:

1 0 0
R,(a¢) =10 cosa -—sinal. (5.1a)
[0 sina cosa |

rcosf 0 sinf)
R,®=| 1 1 o0 | (5.1 b)
|—sinff 0 cospl

cosy —siny 0
(5.1 ¢

R,(y) = [siny cosy O0f.
0 0 1

Predznake pti sinusih kotov definiramo tako, da za ostre kote a, f in y vrtimo v

pozitivni smeri (nasprotno od urinega kazalca), ce gledamo s smeri pozitivnih poltrakov
vseh treh osi navzdol na izhodisée. Natancneje povedano, vrtimo pri R, (@) za @ po
najbliZji poti od +y osi proti +z osi; podobno pri Ry, (f) za B od +z osi proti +x osi in
pti R,(¥) za y od +x osi proti +y osi. Z oznako + mislimo pozitivne poltrake
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omenjenih koordinatnih osi. Zato sta pri drugi rotaciji z matriko (5.1 b) predznaka pri

sinusih kota postavljena v druga¢nem vrstnem redu kot pri drugih dveh rotacijah.

Matrike (5.1) imajo nekaj posebnih lastnosti. Prvi¢, so ortogonalne (oznaka O(3), ang.
3D ortogonality group): inverzna matrika k matriki je kar transponirana matrika:

(R™1);; = Rj;. Taksne matrike ohranjajo skalarni produkt med poljubnima vektotjema.

Naj bosta to npr. vektorja X in y. Takrat velja: (RXx) - (Ry) = X - y. Determinanta teh
matrik je 1, zato spadajo v ozjo skupino matrik, oznaceno s SO(3) (special orthogonal
group in 3D). Ena lastna vrednost je 1 in ustreza vektorjem, ki lezijo na osi vrtenja. Zato

se ti vektorji ohranijo, kar je isto, kot da se pomnozijo z 1. Drugi dve lastni vrednosti sta

kompleksni, razen v posebnem primeru, ko gre za vrtenje za kot 180°.

Ce naredimo ortogonalno transformacijo ene od treh matrik zgoraj, R, = SRS™1, kjer je
S spet posebna ortogonalna matrika iz skupine SO(3), spada tudi nova matrika Ry v
SO@3). To preverimo npr. tako, da zapiSemo skalarni produkt v obliki matricnega
mnozenja (npr. ¢e menimo, da so tudi vektorji 1-stolpéne ali 1-vrsticne nekvadratne

matrike). Takole gre, ce transponiranje oznac¢imo s ¢rko »T«
(R1X) - (Ryy) = (RiX)" (R1y) = (SRST'%)"(SRS™').

Znano je, da se pri transponiranju matricnega produkta v vec¢ koeficientov transponirajo

posamezni koeficienti, vendar se obrne tudi njihov vrstni red, zato dobimo:

-

(R,%) - (Ryy) = xT(S"H)TRTSTSRS15.

Upostevajmo tudi, da je transponiranje matrik S in R enako kot njun obrat (inverz).
Sedaj se po vrsti odvozla zanka matrik od sredine navzven; najprej S~S = Id, nato tudi
dvakrat podobno in ostane samo $e skalarni produkt X in . Tudi nova matrika res

ohranja skalarni produkt.

Podobno lahko pokazemo, da ortogonalna transformacija ohranja determinanto matrike,
vse njene lastne vrednosti in vektorje ter njeno sled. Tako se ohranijo vse kljucne
lastnosti rotacijskih matrik. Iz ene rotacijske matrike smo tako dobili novo rotacijsko
matriko za isti kot, vendar okrog nove osi. Zato lahko iz matrik (5.1) dobimo katerokoli
rotacijo 3D prostora. Ena od moznosti je, da veckrat kombiniramo — zmnozimo

preproste matrike (5.1) med seboj.
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Ker pri tako sestavljeni matriki na prvi pogled ni ocitno, katera je nova rotacijska os, jo
poiscemo kot lastni vektor, ki ustreza lastni vrednosti 1. Novi kot sukanja dobimo iz

sledi nove matrike, saj npr. iz matrike (5.1 a) razberemo: sSIR = 1 + 2 cos a.

Racunski zgled 19

Izvedimo zaporedno dve rotaciji vektorjev: najprej za kot 30° v pozitivni smeri okrog osi

X in nato za kot 60° v pozitivni smeri okrog osi y. Napisimo matriko za nadomestno

rotacijo in pois¢imo kot in os vrtenja.

Najprej zapisimo obe matriki:

1 0 0]
V3 1
@0 T
R
LS 2 2
INE
/s
Ry(3)=| 0 1 0|
V3 1
-2 0 _J
-2 2
Produkt matrik je:
13 3]
2 4 4
_¥3 18
L2 4 g

Pazimo: levi koeficient produkta je bil druga matrika, desni koeficient pa prva. Iz sledi
zadnje matrike izracunamo kot vrtenja: ¢ = £66,45°. Ne vemo $e, kateri predznak je
pravi, odvisen je od tega, kako obrnemo rotacijsko os (ce obrnemo rotacijsko os v
nasprotno smer, moramo spremeniti tudi predznak ustreznega kota). Osi vrtenja ustreza
lastni vektor z lastno vrednostjo 1; oznadimo ga kot € = (ex, ey, ez) in zapisemo

matri¢cno enacbo:
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-1 \/§ 3 7
2 4 4 e e
x x
V3 1
0 — ——||&y]| = |Ey].
2 2 e e
V31 V3 z z
- 2 4 4 -

Izberemo e, = 1 in izra¢unamo preostali dve komponenti vektorja. Uporabimo npr. le
prvo in drugo vrsticno enacbo gornje matricne enacbe, ker je zaradi pogoja det(R —

Id) = 0 ena od enacb odved. Lastni vektor je:

e = (1’ 2\/;—3 a 22\/%\/2)

Vektor € bi lahko normalizirali, vendar ni potrebe za to. Prvi dve njegovi komponenti
sta pozitivni, tretja pa je negativna. Ce ho¢emo sedaj ugotoviti (vendar za izracune to

pravzaprav ni pomembno, ker operiramo neposredno z rotacijsko matriko), kateri

predznak kota ¢ je ustrezen, ¢e gledamo na rotacijsko os z njenega »vrha« proti
izhodiscu, pozitivha smer vrtenja pa je nasprotno od urinega kazalca, je najboljse, da st

izberemo kak$en preprost vektor in ugotovimo njegov zasuk. Taksen je T = (1,0,0),

rotacijska matrika ga zasuce v vektor: R 1= % (1,0, —\/§)

Napisimo enacbo za rotacijo vektorjev v neposrednem vektorskem zapisu, brez uporabe
rotacijske matrike. Potrebujemo enotski vektor 7, ki lezi na rotacijski osi, in kot vrtenja

a. Za lazjo izpeljavo za zdaj predpostavimo, da je @ ostri kot. Obravnavajmo najprej
rotacijo vektorja B, ki je pravokoten na vektor n (Slika 32). Po vrtenju dobimo nov
vektor I;', ki je prav tako pravokoten na 1. Zato ga zapidimo kot linearno kombinacijo
prvotnega vektorja b in vektorskega produkta 1 X b:b' = Cll; + c,n X b. Koeficienta

¢ in 2 dobimo iz zahteve, da je vektor b’ enako dolg kot b in da je med njima kot a.

Nazadnje pridemo do rezultata:

—_

b’ =cosa-b+sina-nxb
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oS

S

Slika 32: Rotacija vektorja, pravokotnega na os vrtenja

Sedaj vzemimo splosni vektor b, ki ga razstavimo na dve komponenti. Ena od njiju, to je
(7~ b)7, je vzporedna z osjo vrtenja in se zato ne spremeni. Druga, b — (7 - b)7, pa je

pravokotna na os in se zato spremeni po enacbi zgoraj. Zato lahko nazadnje napisemo:
b' = (ii-b)ii+cosa-[b— (i-b)i] +sina- {7 x [b— (ii-b)i]}.

Ker pa je vektorski produkt vektorja 1 samega s seboj enak ni¢, v enacbi (5.2) odpade

zadnji ¢len v enacbi:

b = (ﬁ-E)ﬁ+cosa-[E—(ﬁ-5)ﬁ]+sina-(ﬁ><l;). (5.2)
5.2  Uporaba Paulijevih matrik
Definicija
Paulijeve matrike ali spinorji so hermitske kompleksne matrike razseznosti 2 x 2.
Hermitski znacaj matrik je nekaj podobnega kot simetricnost za realne matrike, le da

sedaj velja, da so ustrezno leze¢i matri¢ni elementi kompleksno konjugirani: 4;; = Aj;”.

Napisimo vse tri Paulijeve matrike skupaj z enotno matriko:

1o
1_[0 ) (5.3 a)
o, = (1) (1)] (5.3 1)
0 —i
% =1; ol (5.3 ¢
10 v
o=, 4} (539
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Ob hermitskem znacaju imajo te matrike tudi naslednje lastnosti, ki jih lahko hitro

preverimo z njihovim neposrednim mnozenjem:

oy =0y =0, =1 (5.4 2)
Ox Oy = —0y 0y = L0y (5.4 b)
0y 0y = —0,0y, = L0y. (5.4 ¢
0,0y = —0x 0, = L0y, (5.4 ¢

Te matrike se uporabljajo v kvantni mehaniki za predstavitev spinskega dela valovne
tunkcije delcev s spinom 2. So tudi zelo uporabne za opis rotacij v navadnem 3D
prostoru. Posebej elegantna je izpeljava kombinirane rotacije, ¢e zaporedno izvedemo
rotaciji okrog dveh razlicno obrnjenih osi. Rotacijsko os in ustrezni kot za nadomestno
rotacijo sicer dobimo tudi z uporabo enacb sferi¢ne trigonometrije, vendar je izpeljava s

spinofji matematicno bolj neposredna.
Opis rotacije s spinotji

Vzemimo smerni enotski vektor 1 = (nx, ny, nz) = (cosa,cos f3,cosy), kijer so a,
in Y koti med smernim vektorjem in koordinatnimi osmi. Ta vektor naj podaja os
vrtenja. Podajmo tudi kot vrtenja 8: porzitiven je, ¢e vrti nasprotno od smeri urinega
kazalca, ¢e na os pogledamo »od zgoraj« (os kaze proti nam). Definirajmo naslednjo

matriko, za katero e ne vemo, kaksno zvezo ima z dejansko rotacijo:
0 ., = . 0
R =1Icos- — i(n-o)sin > (5.5)

V oklepaju v desnem clenu je sicer nekoliko nenavaden zapis: videti je kot skalarni
produkt dveh vektotjev, navadnega vektorja 1 in vektorja 0, katerega komponente so

pravzaprav matrike. To je zapis za naslednjo kombinacijo matrik:

R = [(1) (1) cosg— i (nx (1) (1)] +n, [(l) _()l] +n, [(1) _01])sin§.
Zapisimo vse z eno samo matriko:

6 . .0 : .6

cos> —in, sinz (—ny — lnx) sin

= N 6, . .6 (5-6)
(ny — mx) sinS cosZ +in, sinz
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Pozor, to ni rotacijska matrika, ki bi delovala neposredno na 3D vektor, kar je razumljivo
ze s tem, da je matrika 2 x 2. Elementi rotacije, prikazani s Sirimi Stevili: tremi
komponentami enotnega vektorja in rotacijskim kotom. Pokazati moramo, da so ti

elementi v matriki smiselno zlozeni.

Ce najprej vzamemo kot 8 = 0, ko ni rotacije, dobimo enotsko matriko I. Nato naj
dvema zaporednima rotacijama ustreza produkt ustreznih matrik. Preverimo, kaj je z
inverzno rotacijo. To je rotacija za kot v nasprotni smeri (okrog iste osi), ali, kar je isto,

rotacija za nasprotno predznacen kot. Zapisimo kar v obliki (5.6):

o, . .0 . .0
cos— +in,sin—- (ny + mx) sin—
2 2 2
= N8 6 o (>-7)
(—ny + mx) Sin-  COS— —in,sinz

V matriki (5.6) smo preprosto zamenjali predznake clenov s sinusom polovi¢nega kota.
7, mnozenjem matrik (5.6) in (5.7) res dobimo enotsko matriko. To je v redu, ker je
zaporedje operacij zasuka in nasprotnega zasuka okrog iste osi nicelni zasuk. Pri racunu

upostevamo tudi normiranost smernega vektorja: n2 + nf, +nZ =

Nazadnje moramo zmnoziti tudi dve matriki za splo$na zasuka. Najprej matrika Ry
zasuce vektotje za pozitivni kot @ okrog enotnega vektorja m = (mx, my, mz), nato
tudi R za pozitivni kot f okrog enotnega vektorja n = (nx, ny,nz). Pazimo na vrsti

red mnozenj matrik. Mnozimo lahko kar matriki v zapisu (5.7) ali pa formalno kot 4 krat

4 ¢lene po matrikah in upostevamo relacije (5.4).

Z mnozenjem matrik ¢lena po ¢lenu (16 produktov), z upostevanjem zgornjih enacb

nazadnje dobimo dva zelo razlicna matricna ¢lena. Clen z enotno matriko je:

—7. Ceos? —sin%sinf - m-7n
X, =1 [cos S Cos= —sin=sin~ (m n)].
Clen s spinotji je v kompaktnem zapis v slogu enacbe (5.5) enak:

— —ilsin%cos® (m-5) = cosEsin? (7 - & -E-E**.*]
X, = l[smzcosz(m o) c05251n2(n 0)+51n251n2((n><m) 0).
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Oba clena skupaj imata podobno obliko kot zapis (5.5. S tem smo ze dokazali, da
zaporedje dveh rotacij pomeni novo rotacijo, hkrati pa iz zadnjega zapisa takoj

razberemo tako kot zasuka pri novi rotaciji kot njeno os. Novi kot oznacimo z y:

|4

cos> = cos%cosﬁ sin%sing- (m - n). (5.8)

2
Smerni vektor nove osi oznac¢imo s Kk:

T 1 .a — a . — .oa . — —
k=—- [sm—cosﬁ-m — cosZsinf - 7i + sinZsin’ - (n X m)]. (5.9)
sin; 2 2 2 2 2 2

Poglejmo nekaj konkretnih zgledov za preverjanje enacb (5.8) in (5.9).

1) Ce gre za isto os vrtenja, M = 7, je njun skalarni produkt enak 1, njun vektorski
produkt pa je 0. Tako hitro vidimo iz adicijskih izrekov za sinus in kosinus, da je

novi kot vsota prejsnjih dveh, nova os pa je enaka kot prejsnja.

2) Naj bosta oba kota 90°: najprej zavrtimo v pozitivhim smislu okrog osi X, potem
pa okrog osi y. Tokrat je skalarni produkt smernih vektorjev enak 0, vektorski
produkt da vektor v nasprotni smeri osi Z. Enacba (5.8) nam pove:

T
cosL = cos?Z =
2 4

N R

>y ==

L

To je vitenje za 120°. Os nam poda enacba (5.9): k = == (1, =1, =1,

To je na simetrali para nasprotnih oktantov. Same koordinatne osi se presucejo ena v
drugo, v katerem smislu (glede orientiranosti + polosi) pa najlepse vidimo, ¢e preverimo

oba zaporedna zasuka za vse tri koordinatne smerne vektorje.

3) Naj bo kot v primeru 2, samo zaporedje obrnimo: najprej zasuk za pozitivni pravi

kot okrog y-osi, potem okrog x-osi. Zdaj se obrne znak vektorskega produkta

smernih vektotjev, zato so vsi trije cleni v enacbi za k istega predznaka. Gre torej

za simetralo skozi prvi oktant.
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5.3 Rotacija koordinatnega sistema

Ozna¢imo matriko za fizi¢no rotacijo vektorjev za kot a okrog neke osi, definirane z
normiranim vektorjem 7, kot R(n, ). Vzemimo vektor X in z zasukom dobimo nov
vektor z mnozenjem: X' = R(n, @)X. Sedaj pustimo vektotje pti miru in z isto rotacijo
zasu¢emo koordinatni sistem. Zato se zavrtijo smerni vektotji 1, J in k vseh treh

koordinatnih osi tako kot prej vektor x: I = R(n, @)1, ]’ = R(n, @) in k' = R(n, a)%.

Ce nas zanima, kako se isti vektorji izrazajo v novem (zasukanem) koordinatnem
sistemu, govotimo raje o transformaciji vektorjev in napisemo enacbo: X' = T(n, @)x.
Pri tem je X izraZen v starem koordinatnem sistemu in X' v novem. Po geometrijskem
razmisleku transformacijska matrika T ni ni¢ drugega kot rotacijska matrika, in sicer ista

kot za rotacijo koordinatnih osi, samo z nasprotnim kotom:
T(n,a) = R(n,—a) = R~ (1, a). (5.10)

Zaradi jedrnatosti bomo transformacijsko matriko pisali samo z oznako T, brez
rotacijske osi in kota. Medtem ko se vektorji transformirajo kot X' = Tx, se matrike 3 x
3, ki so tenzotji drugega reda (npt. vztrajnostni moment), transformirajo drugace: A" =
TAT 1. Jedrnato dokazimo pravilnost transformacije matrik, ¢e vemo, da je funkcija
matrike z mnozenjem pretvoriti en fizikalni vektor v drugega, npr. ¥ = AX. Dokaz

poteka takole:

y=Ai >y =A%
y' =Ty =T(Ax) = T(A(T™*x")) = (TAT V)x'".

Zapisimo matricno mnozenje za obe transformaciji tudi na dolgo, po indeksih (po
Einsteinovi konvenciji v prvi spodnji enacbi sestevamo po m in v drugi po indeksih m

nny:

x'i = 1imXm- (511)
A,ij = TimTjnAmn- (512)

V (5.12) smo upostevali, da je inverzna matrika kar transponirana matrika, ker je T

ortogonalna: (T 1), i = Tin.
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Skalar, ki si ga zamisljamo kot tenzor nictega reda, se seveda ne transformira. Vektor
smatramo kot tenzor prvega reda in matriko kot tenzor drugega reda. V fiziki obstajajo
tudi tenzorji visjega reda, predvsem tretjega in cetrtega. Iz enacb (5.11) in (5.12)
uganemo, da vedno sestevamo po toliko indeksih, kot je red tenzotja. Tako hitro vidimo

posplositev enacb, npr. na tenzor tretjega reda:
A,ijk = TimTjnTklAmnl- (5.13)

Najlaze dokazemo pravilo (5.13) tako, da tenzor zapisemo kot neposredni produkt treh

vektorjev. Transformacijsko matriko T;; med kartezi¢nima koordinatnima sistemoma
lahko izrazimo tudi takole: T;; = cos 6}, kjer je 6;; kot med novo /-to koordinatno in
staro /-to koordinatno osjo. Zapisimo celotno matriko na dolgo:

cosf;; cosB;, cosbq;
T =|cosB,; cosB,, cosb,sl. (5.14)
cosf3; cosf3, cosbs33

Pravilnost zapisa (5.14) za transformacijsko matriko najprej preverimo pri zasuku
koordinatnega sistema okrog osi Z za pozitivni ostri kot a. Takrat je kot 833 med novo
in staro osjo z enak nic¢, koti 843, 8,3, 831 in O3, so vsi pravi, saj sta novi osi X in Y Se
vedno pravokotni na staro os Z, prav tako tudi nova os Z na stari osi X in y. V tretji
vrstici in tretjem stolpcu je tako od ni¢ razlicen samo diagonalni element: cos 833 = 1.
Kota pti prvih dveh diagonalnih elementih sta tudi ocitna: 814 = 6,, = a. Previdni
moramo biti samo pri interpretaciji dveh kotov. Kot 84, je kot med novo osjo x in staro
osjo Y: Ce se 0s X zasuce za & proti stari osi Y, potem velja 81, = % —a in cos By, =
sin a. Podobno je 8,71 kot med novo osjo y in staro osjo x: Ce se 0os Y zasuce $e za &

. . /s . . ..
stran od stare osi X, potem je O, = 5 tain cos 8,1, = —sina. Transformacijska

matrika (5.14) je torej res po obliki enaka rotacijski matriki (5.1 c), le kot ima nasprotno

vrednost.

Pa tudi na splosno enacbe (5.14) ni tezko dokazati. Spet oznacimo enotske smerne

vektorje statih osi z 1,  in k, tiste za nove osi pa z T, J' in k. Vzemimo poljubni vektor

—_

@ in ga v starem sistemu zapi§emo na dva nadina: @ = (a4, @y, az) = a;1 + a,j + ask.
Zanima nas npr. njegova druga komponenta v novem sistemu, kar je isto kot njegova
projekcija na novo os y. Pomagamo si s skalarnim produktom, pri cemer vektor sam

tizicno ostane nespremenjen:
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(a,)z == a 'j’ == (a1?+ a2j+ a:;;) 'j,
(@), =a, (1)) +a,G-j)+ a3(k j’)

Skalarni produkti v oklepajih ustrezajo prav kosinusom kotov med novo osjo y in vsemi
tremi starimi koordinatnimi osmi. To je druga vrstica matrike (5.14) in res dobimo
skalarno produkt druge vrstice matrike in vektorja @ v starem zapisu, v skladu z
matricnim mnozenjem. Pozorni oramo biti, da ne zamenjamo vloge vrstic in stolpcev

transformacijskih matrik.

Zdaj ko smo primerjali med seboj fizi¢no rotacijo vektorjev in rotacijo koordinatnega
sistema, se spet vrnimo k fizicni rotaciji. Splosno rotacijo v 3D prostoru zelo prakticno
opiSemo z Eulerjevimi koti ¢4, 6 in @,, kot prikazuje Slika 33. Taksna obravnava je
primerna npr. za kompleksne fizikalne sisteme, npr. v prekolacijski teoriji ali v razlicnih
teorijah interakcij med pari anizotropnih objektov (kvadrov, elipsoidov itd.), ce imamo
mnozico teh objektov z razlicnimi porazdelitvami njihovih dvoosnih (biaksialnih)

orientacij. Smerni vektotji fiksnega koordinatnega sistema naj bodo kot ponavadi 1, J in
k. Naredimo zaporedje treh rotacij: R = f,tf;. Najprej z rotacijo f; naredimo zasuk
okrog osi k za kot @1, cemur ustreza matrika (5.1 ¢) s prepisom kota y — ¢4. Pri tem se
smerni vektor T stare osi x zasuée v vektor ¢, ki lezi $e vedno v ravnini (x,y). Premici v
smeri vektorja t pravimo vozlis¢nica. Nato naredimo z rotacijo t zasuk okrog te
vozlis¢nice za kot 6. V matriki (5.1 a) vzamemo a — 68, vendar pozot, to je ze v
zasukanem koordinatnem sistemu. Pri tem zasuku se je stara os E, ki se je pri prvem

zasuku ohranila, zavrtela za kot 8 v vektor k'. Vseeno pazimo, koordinatnega sistema v
resnici ne vrtimo. Vrtimo objekte, na primer kvader, na katerega prilepimo smerne
vektotje v smereh robov. Zadnja rotacija f, zasuce vektotje za kot @, okrog osi k'
Temu spet ustreza matrika (5.1 ¢) s kotom Y — @5, vendar v zasukanem koordinatnem
sistemu. Pri tem se je npr. vektor t na ¢rikani vozlisénici zasukal v vektor U, kot vidimo
na sliki. To bi bila npr. konéna lokalna smer X', prilepljena na zasukani kvader vzdolz

roba a.
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Slika 33: Tti zaporedne rotacije z Euletjevimi koti

Ce ho¢emo celotno rotacijo zapisati z eno samo matriko v starem koordinatnem
sistemu, saj gre navsezadnje za zasuk vektorjev, moramo pri matrikah (5.1 a) in (5.1 ¢) za
rotaciji t in f, izvesti transformacijo v star koordinatni sistem po enacbah (5.12) s
pravimi predznaki kotov. Nazadnje dobimo zelo preprost rezultat. Namesto da bi imeli
zaporedje mnozenja matrik, ki ustreza prvotnemu vrstnemu redu, se zaporedje matrik

obrne:

R = Rz(gol)Rx (9)R2(§02)

Oznac¢imo kotni funkciji kotov ¢@; na kratko: C; = cos ¢4, C; = coS @,, S; = sin @y,

S, = sin ¢@,, nato z mnozenjem matrik dobimo rezultat:

C1C2 - 5152 COoS 9 —C152 - 51C2 COoS 9 Sl Sin 9
R = S]_CZ + Clsz COS 0 _S]_SZ + Clcz COS 0 _Cl Sin 9 .
S,sinf C,sin@ cos 6

Za test lahko vzamemo primer s kotom 8 = 0. Takrat imamo samo vrtenje za @1 + @,
okrog osi z, kar res dobimo, ¢e vstavimo v matriko R kot 8 = 0 in upostevamo adicijska

izreka za sinus in kosinus vsote preostalih dveh kotov.
5.4 Rotacija telesa in vztrajnostni moment

Lotimo se fizike vrtenja. Na vztrajnostni moment najprej glejmo kot na eno samo
skalarno kolicino, povezano z vrtenjem togega telesa okrog dane nepremicne osi.
Zacnemo lahko iz dveh izhodisc¢: z energijo ali z vrtilno koli¢ino. Obravnavajmo najprej

kineticno energijo vrtecega se telesa pri dani kotni hitrosti w:
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1 1 2
Tzzfvzdmzif(rpw) dm
T =-jw?. (5.15)

Upostevali smo, da imajo vsi deli telesa enako kotno hitrost in da je navadna hitrost
posameznega delcka odvisna od njegove pravokotne razdalje 13, od osi vrtenja: v = 1,0,

s tem smo vpeljali tudi ustrezni vztrajnostni moment:
— (2
J = [rjdm. (5.16)

Integriramo po masnih kosckih telesa, pomemben je kvadrat razdalje od osi vrtenja. Za
sedaj se omejimo na primere, ko gre os vrtenja skozi masno sredisce telesa (recimo ji
tezi§¢na os). Vztrajnostni moment v enacbi (5.16) je odvisen tudi od smeri osi, ne samo
od mase in oblike telesa. Ce pa hocemo celotno fizikalno sliko v 3D za vrtenje telesa
okrog katerekoli tezis¢ne osi, se izkaze, da moramo obravnavati vztrajnostni moment

kot tenzor drugega reda. Izrazimo ga v izbranem kartezi¢nem koordinatnem sistemu kot

simetri¢no matriko 3 X 3, izhodi§¢e naj bo v masnem srediscu telesa:

Jex ]xy Jxz
J=\xy Jyy Jyz| (5.17)
Jxz ]yz Jzz

Diagonalni elementi se skladajo 2z definicijo (5.16); zapiSimo podrobneje npr.
komponento J.., ki ustreza vrtenju okrog osi X, ki gre skozi masno sredisce telesa: [, =
[(y? + z*)dm. Nediagonalne matri¢ne elemente imenujemo tudi deviacijski momenti.

Zapisimo enega od njih: [, = — [ xydm.

Na splosno lahko napisemo vse matricne elemente z eno samo enacbo z uporabo
ustreznih indeksov za vrstice in stolpce matrike, ¢e kot ponavadi oznacimo krajevni

vektor do dane tocke telesa kot 7 = (x,y,2) = (xq1, X5, X3):

S Kroneckerjevim simbolom §;;, ki je enak 1, ¢e sta indeksa enaka, drugace je 0. Tukaj

pomeni kvadrat % = x% + y? + z? razdaljo masnega del¢ka od izhodi$¢a in jo moramo

razlikovati od razdalje T‘pz od osi vrtenja.
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Da je definicija vztrajnostnega momenta (5.18) smiselna, lahko pokazemo s tem, da se
pri zasuku koordinatnega sistema zares pravilno transformira kot tenzor drugega reda.
Naj bo T ustrezna transformacijska matrika, ki je ortogonalna. Pri dokazu bomo
uporabili tudi naslednjo lastnost ortogonalne matrike. Ce vzamemo dve razliéni vrstici
matrike, ju smatramo kot dva vektorja in ju skalarno pomnozimo med seboj, in dobimo
rezultat 0. Ce pa skalarno pomnozimo isto vrstico samo s seboj, dobimo rezultat 1.
Enako velja za mnozenje stolpcev. Pravilna transformacija matrike (5.18) poment
naslednje: ¢e naredimo transformacijo J' = TJ T~1, dobimo isti rezultat, kot ¢e naredimo

vektorsko transformacijo 7' = TT, in tako spremenjen vektor damo v matriko (5.18).

Da bo manj pisanja pri dokazovanju, upostevajmo tudi, da so elementi matrike T
konstantni, zato jih lahko pisemo pred integralom ali znotraj in se ni¢ ne spremeni. Tudi
vsoto po matricnih elementih lahko zaradi aditivnosti od zunaj prenesemo pod integral.
Element mase dm je skalar in se pti transformacijah ne spreminja. Zato bomo pti
izpeljavi namesto celega integrala (5.16) pisali samo tisto, kar imamo v oklepaju v njem.
Najprej upostevajmo transformacijo 7' = TT in enacbo (5.11), pa imamo (vsota po m in

n):
2
r 5ij - Timmejnxn-

Pri prvem ¢lenu se namred ni¢ ne spremeni, ker je 1% skalar. Izvedimo tudi
transformacijo J' = TJT ™1 s formulo (5.12):

2
r TimT}'n(Smn - Ti Tjnxmxn

Drugi clen je enak kot prej. Pri prvem clenu v dvojni vsoti ostanejo samo cleni z
enakima indeksoma: m = n. Potem dobimo skalarni produkt dveh vrstic matrike in
rezultat je res Kroneckerjev koeficient (simbol) §;;, ker so vrstice ortogonalne in

normirane. Tako smo preverili pravilnost tenzorske pretvorbe.

Za zdaj je bila vpeljava vztrajnostnega momenta z enacbo (5.18) bolj ugibanje kot
neposredna fizikalna izpeljava. Pomagali smo si z osnovnimi simetrijskimi principi fizike.
Eden od njih je ta, da vse fizikalne kolicine praviloma predstavimo kot tenzorje razlicnih
redov. Da spravimo skupaj ustrezne tenzorje drugega reda, si pomagamo s standardnimi
preprostimi tenzofrji drugega reda, ki se uporabljajo povsod v fiziki. Na primer, v enacbi

(5.18) sta skrita dva, eden v prvem ¢lenu, drugi v drugem. Najpreprostejsi tenzor drugega
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reda je diagonalna matrika, ki ima vse tri diagonalne elemente enake. V enacbi (5.18) je

to prvi ¢len. V drugem clenu se skriva Se en pomemben preprost tenzort, to je tenzorski

produkt dveh vektotjev. Z vektotjema a = (a4, a,, az) in b= (by, by, b3) definiramo
tenzorski produkt takole:

a@g == az bl az bz az b3

a,b;  a;b, a1b3]
asb; azb, asbs

Pri drugem ¢lenu vztrajnostnega momenta smo vzeli obakrat isti vektor, 7, seveda smo
tudi pomnozili z maso dm in integrirali, vendar gre Se vedno za tenzorski produkt.
Vsekakor pa se s tenzorjem (5.18) diagonalni elementi ujemajo z najpreprostejSo
definicijo vztrajnostnega momenta (5.16), medtem ko pomenijo nediagonalni elementi
fizikalno nekaj novega. Zgoraj smo pokazali v posebnem primeru, da se tenzorski
produkt dveh vektorjev zares vede kot tenzor. Podoben dokaz velja za tenzorski produkt

N vektorjev, ki je tenzor ranga N. Tenzorski produkt dveh vektorjev krajse zapisemo:

Vztrajnostni moment kot tenzor oblike (5.18) pa lahko bolj neposredno izpeljemo iz

osnovne definicije za vektor vrtilne kolicine. Spet si zamisljamo vrtenje togega telesa

okrog nepremiéne tezigéne osi. Vrtilna koli¢ina tockastega telesa je: [ =7 X (mv). Za

vrtece se togo telo vektorsko sestevamo prispevke vrtilne kolic¢ine po majhnih kosckih:
L=[Fxv)dm=[(7x (&x7))dm.

Pri vrtenju namre¢ velia ¥ =@ X7. V integralu je dvojni vektorski produkt.

Obravnavajmo na primer komponento L,:
Ly = [[(¥? + 22w, — xyw, — xzw,|dm.

To paje prav Ly = JyxWy + Jxy Wy + [y, W, kjer so matricni elementi:

Jxx = j(yz +Z2)dm

Jxy = —jxydm

Jxz = — [ xzdm.
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Podobno bi racunali za drugi dve komponenti. Torej je definicija vztrajnostnega

momenta (5.18) prava, velja pa klju¢na enacba:
L =]w. (5.19)

To pomeni, vrtilna kolicina vrtecega se togega telesa je s tenzorjem vztrajnostnega
momenta pomnoZena kotna hitrost. Zato, razen v posebnih primerih, L in @ nista

vzporedna vektorja. Enacba (5.19) velja na splosno, tudi ko os vrtenja ni fiksna. Izraz za

rotacijsko kineticno energijo (5.15) posplosimo takole:
T=-(Jw)-w. (5.20)

V oklepaju je matricni produkt matrike | s stolpcem vektorja kotne hitrosti, pika
oznacuje skalarni produkt. Razlika med enac¢bama (5.15) in (5.20) je v tem, da je J v
(5.15) nek efektivni vztrajnostni moment kot skalar za dano os vrtenja, v zadnji enacbi

pa je vztrajnostni moment matrika. Kako povezemo to dvoje, bomo videli pozneje.

Ce os vrtenja ne gre skozi masno sredisée telesa, vztrajnostnega momenta (v skalarni
obliki, ne kot tenzorja) ni treba racunati spet na novo z integralom (5.16), temve¢ si

pomagamo s Steinerjevim izrekom:
J =] +md? (5.21)

kjer je J* ustrezni vztrajnostni moment tezis¢ne osi, Ce stato os vzporedno premaknemo
za razdaljo d, da pade na teziscno os. Torej je vztrajnostni moment J iz tezisca
premaknjene osi vedno vecji kot J* za tezis¢no os. Za lazjo obravnavo naj bosta obe osi
vzporedni z osjo Z ustreznega kartezicnega koordinatnega sistema. Prava os vrtenja naj
se ujema s to osjo. Prvi dve koordinati tezisca sta x* in y*. Koordinati delov telesa glede
na prvi koordinatni sistem oznac¢imo z X in Y, glede na premaknjeni tezis¢ni sistem pa z

x" in y', nato dokazemo enacbo (5.21) takole:

] = f (2 + y2)dm

1= [ x4 0+ yy2dm
J=J((x)2+ @)HDdm+ [(x*)? + (y)?)dm + 2x* [ x'dm + 2y* [ y'dm.
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Prvi integral v zadnji vrstici je J*, saj je izraCunan v teziS¢nem sistemu. Pri drugem
integralu je sta (x*)? + (y*)? = d?, tako da dobimo z integriranjem zares ¢len md?.
Zadnja dva clena odpadeta, ker racunamo koordinati tezisc¢a v teziS¢nem sistemu (brez

kvocienta mase, ki pa ni¢elnega rezultata ne spremeni).

Kot vsako simetricno matriko lahko diagonaliziramo tudi tenzor J, to je, pois¢emo
njegove tri lastne vrednosti J;, J, in J3. Recemo jim kar lastni vztrajnostni momenti
telesa. Vzemimo spet samo tezi§¢ne osi, ¢eprav veljajo te ugotovitve tudi za vzporedno

premaknjene osi. Transformacija je obicajna: ]’ = TJT %, kjer je diagonalni tenzor:

Ji 0 0
J'=10 J» 0f. (5.22)
0 0 J;

Vsako, Se tako nesimetri¢no telo ima torej tri lastne vztrajnostne momente, od katerih je
eden najmanjsi, eden pa najvecji. Ustrezne teziS¢ne osi so lastne osi in so pravokotne
med seboj, kar velja za lastne vektorje vsake simetricne matrike. Lahko izberemo
kartezicni koordinatni sistem na novo, tako da se sedaj osi tega sistema kar ujemajo z
lastnimi osmi vztrajnostnega momenta. Temu pravimo lastni koordinatni sistem. Ce
sedaj zavrtimo telo okrog poljubne tezis¢ne osi, ki oklepa z lastnimi osmi dolocene kote,
spet uporabimo transformacijo matrike. Tokrat iz lastnega sistema v sistem, kjer se npr.
nova os Z ujema z osjo vrtenja. Na vsak nacin ugotovimo, da je vztrajnostni moment za
poljubno tezis¢no os neka linearna kombinacija vseh treh lastnih vrednosti. Vsekakor je
vztrajnostni moment za poljubno teziS¢no os vmes med najmanjSo in najvecjo

vrednostjo od treh lastnih vrednosti.

Pri geometrijsko preprostih simetricnih telesih lahko brez tezav uganemo, katere so
lastne osi vztrajnostnega momenta. To so taksne osi, ki jih poistovetimo s tremi osmi
kartezicnega koordinatnega sistema, glede na katerega so zaradi simetrije vsi deviacijski

momenti enaki ni¢. Torej ni treba matrike Sele diagonalizirati in poiskati lastne vrednosti.
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s
“\ 'il Racunski zgled 20
qic?

Izpeljimo vztrajnostni moment valja pri vrtenju okrog geometrijske osi. Za konkretne

podatke vzemimo: visina h = 2 dm, polmer R = 1 dm, masa m = 10 kg.
Zacnemo takole (Slika 34):
J=p[r*dV =ph [r?dS.

Oznacili smo tele podatke: p = gostota valja, S = plos¢ina osnovne ploskve. Za
pravokotno razdaljo tock od osi vrtenja uporabimo kar oznako r namesto 1y, saj pri teh
nalogah ni nevarnosti za zamenjavo z velikostjo krajevnega vektorja. Za integriranje po
njej uporabimo kar 2D polarni koordinatni sistem in zapiSemo: dS = rdrde.

Integriramo torej po radiju in polarnemu kotu:

Uporabili smo tudi p =% in V =7mR*h. Zaradi simetrije bi lahko takoj vzeli za

ploscinski element tanek kolobar s plosc¢ino dS = 2rmrdr, kot je prikazano na sliki.

Visina valja se v koncni enacbi ne pojavlja. Za nase podatke izracunamo J = 5 kg dm®.

dS = 27trdr

Slika 34: Izpeljava [ za valj
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Racunski zgled 21

Izpeljimo tudi vztrajnostni moment stozca pri vrtenju okrog geometrijske osi, ¢e si
pomagamo z zgoraj izpeljanim izrazom za valj. StoZec naj ima spet visino h, radij
osnovne ploskve R in maso m. Podobno izpeljimo tudi vzrajnostni moment krogle za os

skozi njeno sredisce.

Ni treba racunati od zacetka kot pri valju, ampak si pomagamo tako, da stozec vzdolz
geometrijske osi razrezemo na tanke valje — rezine (Slika 35). 1z prakticnega razloga smo
stozec obrnili, tako da je njegov vrh v izhodiscu. Rezine sicer niso cisto valji, temvec
prisekani stozci, vendar je razen pri nekaj valjih ob vrhu stozca ta robna nepravilnost
nebistvena. Torej je vztrajnostni moment (ki je aditivha koli¢ina) sestavljen iz
vztrajnostnih momentov mnozice tankih valjev, zanje pa lahko uporabimo rezultat

prej$njega racunskega zgleda:

_1 Zd
]—EJT m

Naprej si pomagamo malo drugace kot prej. Integracijska spremenljivka naj bo

koordinata z. Zaradi podobnih trikotnikov na sliki lahko z njo izrazimo radij valja na

visini z: 7 = %. Masa tanke valjne rezine debeline dz pa je: dm = p - wr?dz. Zato velja:
1 h(Rz\* ;1 4
J= Enp fO (7) dz = EnpR h.

Z

r

\ !
y

\ 4

Slika 35: Izpeljava J za stoZec; prikazana je projekcija na ravnino (x, z)
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TTR2%h

Gostotaje p = % z volumnom V = , tako da nazadnje dobimo:

_ 3 2
]—mmR.

Pri krogli zacnemo podobno kot pri stozcu. Za nazorno sliko si spet pomagamo s
projekcijo na ravnino (x, z), sliko pa naj nariSe bralec sam (podobna je Sliki 36 spodaj za
tanko plosco). Krogla ima polmer R, njeno srediS¢e je v koordinatnem izhodiscu.
Integrirali bomo spet po koordinati z, ki gre v tem primeru od = R do R. Ker pa je zaradi
simetrije prispevek spodnje polovice krogle k | enak prispevku zgornje polovice, je
dovolj integrirati v obmocju 0 < z < R in dodati koeficient 2. Ker tako kot zgoraj pri

stozcu razdelimo kroglo v smeri osi Z na tanke valjne rezine, je zacetek racuna podoben:
R4
J=mp [ rdz.

Tu smo koeficient 2 pri vztrajnostnem momentu tankega valja krajsali z 2, ker
integriramo samo od 0 do R. Polmer 7, ki ima tukaj enak pomen kot na Sliki 35 za

stozec, izra¢unamo po Pitagorovemu izreku: % = R? — z%, Vstavimo ta izraz v zgornji
3m

. . . . . . v m
integral, kvadriramo, inregriramo in nazadnje upoStevamo gostoto p = il

. : : . 2
Potem dobimo znani rezultat za vztrajnostni moment krogle: /| = EmR Z,

Ce iz preprostih teles sestavljamo druga telesa, vztrajnostne momente preprosto
seStevamo. Nasprotno uporabimo pri votlih telesih trik odsStevanja vztrajnostnih
momentov. Vendar moramo paziti, da pri izpeljavi pravilno interpretiramo maso. To

bomo pokazali pri naslednjem racunskem zgledu.

Racunski zgled 22

Izpeljimo vztrajnostni moment votle krogle z maso m, zunanjim polmerom R, in
notranjim polmerom (polmerom votline) Ry < R, in podobno za votli valj za vrtenje

okrog geometrijske osi.
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Pri racunu pomeni m maso telesa med R; in R,. J izracunamo tako, da od

v

: 2 e 2
vztrajnostnega momenta f, = gmzRg za polno kroglo odstejemo J; = gmlRf manjse

krogle, ki jo izrezemo. Tokrat si ne bomo pomagali z gostoto materiala, ampak bomo

uporabili bliznjico, da so mase sorazmerne s tretjo potenco polmera. Konéajmo racun:

]_z(mRS D2 mR3 _RZ)_szS—RE
= 2) =

5\R3-R3 2 R3-R3 R3-R¥

Pri votlem valju dobimo s podobnim ra¢unom rezultat:

1 R5-R}

J=-m

2 R3-R?

= ~m(RZ + RY).

Izrazimo tudi vztrajnostni moment zelo tanke krogelne lupine, kjer je R; = R,.
Povedano kvantitativno, razlika polmerov je veliko manjsa od polmerov samih. Zgoraj
zapisani izraz za votlo kroglo lahko poenostavimo na vec¢ nacinov. Na primer,

razstavimo obe razliki potenc:

2 (Rz—R1)(R3+R3R;+R5RZ+RyR3+RY)
5 (R,—R1)(R3+R,R1+R?)

J =

Koeficienta z razliko polmerov krajsamo, potem postavimo Ry = R, = R in izpeljemo
preprost izraz: | = ;mRZ. Pri zelo tankem votlem valju je izraz Se enostavnejsi: | =

mR2. Ociten je tudi brez izpeljave, saj je vsa masa tankega valja zbrana pri razdalji R od

osi vrtenja.

Racunski zgled 23

Koliksen je vztrajnostni moment homogene tanke palice (povsod enak prerez in gostota)
z maso m in dolzino [ pri vrtenju okrog osi, ki gre skozi sredisce palice in je pravokotna

nanjor
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Naj bo palica na osi X, njena konca pa sta pri X = iE' Palico vrtimo okrog osi y.

Razdelimo. jo na kratke odseke z dolzino dx in maso dm = dex. Razdalja izbranega

odseka od osi vertenja je r = x. Vztrajnostni moment je:

_ml/2 o 1 12
] = lf_l/zx dx = —ml?.

Racunski zgled 24

Koliksen je vztrajnostni moment tanke homogene okrogle plos¢e z maso m in

polmerom R pri vrtenju okrog diametralne osi.

Vrtenje je prikazano na Sliki 36. Os vrtenja je koordinatna os y.

Y

h
D

I

Yy AN
/ X

os

Slika 36: Izpeljava J za tanko okroglo plosco pri vrtenju okrog diametralne osi y

Plos¢o razdelimo po tej osi na zelo tanke palice z debelino dy in razli¢nimi dolzinami
: o : . 1
2x, ki so pravokotne na os Y, zato je njihov vztrajnostni moment: dJ = Edm(Zx)z.

Uporabimo Pitagorov izrek, x? = R? — y?, upostevamo za kosc¢ek mase dm = m -
2xdy
mR?’
koeficient 2 in nadaljujemo z:

podobno kot zgoraj pri krogli integriramo po koordinati od 0 do R in dodamo

] = [{(R? —y?)¥/2dy.

"~ 37mR2
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Uvedemo novo spremenljivko ¢, tako da je y = R sin ¢, integral preide v:

4mR? fn/z
3 Y0

] = cos* ¢ do.

Uporabimo dvakrat zaporedoma relacijo cos? ¢ = %(1 —cos(2¢)), da v integralu
nadomestimo: cos* ¢ = %(g + 2 cos(2¢) + %cos(4<p)). Pri integriranju da od ni¢

e . " . 1 . . .
razli¢ni prispevek samo ¢len 3/2, kon¢ni rezultat je | = ZmRZ. Vztrajnostni moment pri

vrtenju okrog diametralne osi tanke plosce je torej dvakrat manjsi kot pri vrtenju okrog

geometrijske osi, saj je tanka plosca valj.

Racunski zgled 25

Kolik$en je vztrajnostni moment valja z maso m, polmerom R in visino h pti vrtenju

okrog teziscne osi, pravokotne na geometrijsko os?

Uporabimo rezultat prejsnjega zgleda za vrtenje tanke okrogle plosce okrog diametralne
osi, razen tega pa tudi Steinerjev izrek. Naj bo os vrtenja y, medtem ko gre geometrijska

os valja po osi z. Valj razdelimo po osi z na tanke okrogle rezine z debelino dz in maso

dz vy . . . . . .
dm=m- - Masno sredisce valja je v koordinatnem izhodiscu, zato je koordinata v

. h h . : . . 1 . .
intervalu —> < z < -. Edino za rezino pri z=0 velja dJ = deRZ. Pri drugih,
vzporedno premakjnjenih rezinah moramo po Steinerjevemu izreku dodati tudi ¢len

dmz?. Tako pridemo do izraza:

]=%fh/2 (R—2+Zz)dz=m(R—2+h—2).

-h/2 \ 4 4 12

Ta rezultat ne preseneca. Pri zelo tankem valju zanemarimo polmer in dobimo izraz za
tanko palico, pri zelo ozkem valju pa zanemarimo visino in pristanemo spet pri izrazu za
tanko plosco. Pri vrtenju valja okrog geometrijske ost je torej pomemben samo polmer,

pri vrtenju okrog pravokotne osi pa obe dimenziji, polmer in visina.
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Zdaj lahko za valj zapiSemo tenzor vztrajnostnega momenta v diagonalni obliki. To
dobimo, ce za kartezicne koordinatne osi izberemo simetrijske osi valja. Te so ocitne: os
Z naj bo v smeri geometrijske osi, osi X in y pa pravokotni nanjo, v dveh pravokotnih

radialnih smereh. Masno sredisca valja naj bo v izhodiscu. Takrat je vztrajnostni moment
. . . 1 1 1
valja diagonalna matrika z elementi: J; = J, =m (Z R? + Ehz), I3 = EmRZ. Z

uporabo cilindri¢nih koordinat se prepricamo, da so deviacijski momenti res enaki nic.

Na primeru valja lahko prikazemo transformacijo tenzorja vztrajnostnega momenta, tako
da moremo izracunati vztrajnostni moment pri vrtenju okrog katerekoli teziS¢ne osi, ne
le za simetrijske kartezicne osi. Pokazimo to transformacijo na splosno. Naj ima
diagonalni tenzor J; v smeri koordinatnih osi x, y in z, ki smo jih nasli ali uganili na
osnovi simetrije, diagonalne elemente Jq, J, in J3. Pri izpeljavi transformacije si lahko
pomagamo z izrazoma za rotacijsko kineticno energijo (5.15) in (5.20). Zanima nas
vztrajnostni moment Jz kot ena sama »komponenta« (skalar) pri vrtenju okrog neke osi z
enotskim smernim vektorjem e = (ey, €, €3), ki je razliéna od kartezi¢nih osi. Kotno
hitrost kot vektor pri vrtenju okrog te osi lahko takrat zapiSemo takole: @ = we.

Kineticna energija, zapisana na dva nacina, je:
1 1 - -
Lew? =1 (408) - (wd).

Izpostavimo na desni kvadrat kotne hitrosti, krajsamo, zmnozimo vse na desni strani

enacbe. Rezultat je:

Je =Jref +J.e5 +Jse3. (5-23)

Pri tem velja ef + e + e3 = 1. 1z enacba (5.23) izhaja tudi pomembno pravilo o
mogocih vrednostih vztrajnostnega momenta okrog katerekoli teziS¢ne osi. Izberimo
koordinatne osi tako, da so velikosti diagonalnih elementov tenzotja urejene takole: /; <
J2 < J5. Potem zaradi enacbe (5.23) zagotovo velja neenacba J; < Jzef + Jzes +
JzeZ =]; in podobna neenacba Jz =] ef +Jiez +Je2 =],. Ko torej enkrat
najdemo simetrijske osi, tako da je tenzor vztrajnostnega momenta diagonaliziran,
komponenti J; in J3 nista samo najmanjsa in najvecja diagonalna komponenta, temvec
tudi najmanjsa in najvecja mogoca vrednost vztrajnostnega momenta pri vrtenju okrog

katerekoli tezis¢ne osi nasploh.
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Enacbo (5.23) lahko interpretiramo tudi z vidika ustrezne transformacije koordinatnega
sistema. Zaénimo s smernim vektorjem na osi x: X = (1,0,0) v kartezi¢nih
komponentah. Smerni vektor € na osi vrtenja lahko izrazimo kot fiziéno rotacijo
izbranega vektorja X okrog neke tretje osi: € = RX. Matrika R $e ni transformacijska
matrika med dvema koordinatnima sistemoma, ki nas bo zanimala v nadaljevanju.
Vektor kotne hitrosti je ® = wé = wRX in kineti¢na energija:

1

1 . -
E]ng =~ (JawRx) - (wRX).

Pri tem je se diagonalni tenzor. Kraj$amo - w?, pri skalarnem produktu na desni pa
J€ Jd g ] ;WP p p

oba koeficienta pomnozimo z inverzno rotacijsko matriko, saj se s tem skalarni produkt

ne spremeni. Takrat velja:
Js = R7'(J4RX) - R™*(Rx) = (R™YJ4Rx%) - x.

Upostevali smo R™'R = I. Produkt treh matrik na desni si zdaj lahko zamisljamo kot
transformirani tenzor, ki po transformaciji ni ve¢ diagonalen: J' = R7Y,4R. Nazadnje
smo zapisali transformacijo tenzorja drugega reda v standardni obliki, transformacijska
matrika pa je T = R™1. Tako zapiSemo vztrajnostni moment z novim, transformiranim

in nediagonalnim tenzorjem:
—(I'%) - &
Je =U'%)x.

Nazadnje vstavimo tudi komponente vektotja X in dobimo Jg = J'{;. Torej, e za
izhodi§¢no smer izberemo karteziéno os X, potem v skladu s smernim vektorjem e
rotacijske osi transformiramo diagonalni tenzor vztrajnostnega momenta v nov tenzor,
moramo za ustrezni vztrajnostni moment Jz za vrtenje okrog izbrane osi vzeti prvo
diagonalno komponento. S tem smo $e na en nacin pokazali, da se tenzor vztrajnostnega
momenta transformira kot vsi drugi tenzorji drugega reda. Za racun komponente
vztrajnostnega momenta okrog neke osi je najbolj prakti¢en neposredni racun po enacbi

(5.23). Naredimo najprej poucen racunski zgled za valj, in nato tudi za kvader.
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Racunski zgled 26

Kolik$en je vztrajnostni moment valja z maso m, polmerom R in vi§ino h pti vrtenju

okrog teziscne osi, ki gre po diagonali osnega prereza valja?

Osni pretez valja upodobimo v presecni ravnini (X, 2z) s pravokotnikom, s stranicama

a=2R in b="h. V tej ravnini je ¥y =0, zato je smerni vektor diagonale tega

pravokotnika:
5 — (2RO
— J@R)Z+h?

Vztrajnostni moment po enacbi (5.23) je:

Js = 4R?%J +h?]3
€ (2R)2+h% "’

. . 1 1 1 .
Vstavimo tudi [; = m (Z R% + Ehz),]3 = EmR2 in imamo:

R*+5R%h?/6
(2R)%2+h?2

Racunski zgled 27

Kolik$en je vztrajnostni moment kvadra z maso m ter robovi a, b in ¢ pti vrtenju okrog

teziS¢ne osl, ki gre po njegovi telesni diagonali?

Ce se pravokotnik s stranicama a in b vrti okrog osi, ki je pravokotna nanj in gre skozi
njegovo sredisce, je ustrezni vztrajnostni moment podoben tistemu za palico: | =
1n—2 (a? + b?%). To izpeljemo, ¢e pravokotnik razdelimo na tanke palice (vseeno je, vzdol
katere osi) ter integriramo, pri tem pa upostevamo tudi Steinerjev izrek. Izpeljava je v
bistvu enaka kot za palico samo. Ce namesto pravokotnika vzamemo kvader s tretjim

robom ¢ in isto osjo vrtenja, dobimo enak vztrajnostni moment, saj dimenzija vzdolz osi
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vrtenja ne vliva na njegovo vrednost. Kartezicne osi usmerimo po robovih kvadra: x
vzdolz a, y vzdolz b in z vzdolz c. Takrat so lastne vrednosti tenzotja J: J; =
In_z (b%2 +¢?),], = % (a® + c?),J; = In_z (a? + b?). Zaradi preproste geometrije kvadra
smo lahko takoj uganili, da so to simetrijske osi. Vendar je to dobra vaja, da preverimo,

ali so deviacijski momenti res enaki ni¢. Dovolj je, da to pokazemo za enega od njih:

c/2 a/2 b/2
Jiz=—[xydm=—p [, dz- [0 xdx- [} ydy.
Ker so integracijske meje integralov neodvisne druga od druge, smo lahko trojni integral
zapisali kot produkt treh enojnih integralov. Medtem ko je integral po koordinati Z enak

C, sta druga dva integrala enaka ni¢, ker sta integranda lihi funkciji. Res velja J;, = 0.

Telesno diagonalo kvadra predstavimo z vektorjem d = (a,b,c), ki ga normalizitamo.

Potem je vztrajnostni moment:

Js = Jia?+J,b%+j3¢?  m  a?b*+a’c?+b%c?
e a%+b?+c? 6 a?+b?+c?

V primeru kocke, a = b = ¢, je ustrezni vztrajnostni moment Jz = gmaz. To je hkrati

tudi vztrajnostni moment pri vrtenju okrog katerekoli kartezi¢ne koordinatne ost. Se ve¢,
enak vztrajnostni moment dobimo pri vrtenju okrog katerekoli teziscne osi, ker so lastne

vrednosti enake med seboj. Glede tenzorja vztrajnostnega momenta ima kocka popolno

simetrijo, tako kot krogla, ¢eprav je v geometrijskem smislu kvader manj simetricen.

Racunski zgled 28

Koliksen je vztrajnostni moment elipsoida z maso m in polosmi a, b in ¢ pri vrtenju
2
v e . . . v v . . X

okrog ene od kartezi¢nih koordinatnih osi? Upostevamo enacbo ploskve elipsoida —= T

2 2

Yy z"
+5=1

b2

Uporabimo parametricni zapis kartezi¢nih koordinat, ki je podoben transformaciji med

kartezicnimi in sfericnimi koordinatami:
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X = ar sin @ cos @
y = brsinfsing
Z = crcosf.

Zapis velja tudi za notranjost elipsoida, zato je: 0 <7r <1, 0<0<m, 0< ¢ <2m.
Na povrsini je 7 = 1 in res velja zgornja enacba za elipsoid. Pretvoriti moramo majhen
prostorninski element v kartezicnem zapisu dV = dxdydz v nov zapis. Za to

uporabimo absolutno vrednost Jacobijeve determinante A:

dx O0x Ox
ar 00 0
_0kxyz _ |9y 9y 9y
T a8, |or 06 o
dz 0z 0z

ar 96 0
dV = |AldrdOde.

Racun da A = abcr?sin@, tako da je dV = abcr?drdfde, kar spominja na
prostorninski element v sfericnih koordinatah. Dovolj je izracunati komponento
vztrajnostnega momenta J,, ali na kratko J, za vrtenje okrog osi z. Kvadrat pravokotne

razdalje tocke od te osi je 1y = x? 4 ¥, in pristanemo pri produktu integralov:

1 T 21
ridr- f sin0df- | (a®cos?@ + b?sin? @)de
0 0

], = %m(at2 + b2).

P

0

. . m . 4n . . . . .y
Uporabili smo tudi p = 5 in V= ?abc. Tudi prostornino elipsoida izra¢unamo
podobno z uporabo Jacobijeve determinante. V primeru krogle, kjer je R =a = b = c,
dobimo pravi rezultat za njen vztrajnostni moment: [, = EmRz. Da so deviacijski

momenti tenzotja enaki ni¢, pokazemo npr. pri elementu J1; = Jyy, kjer piSemo samo

integrale brez dodatnih koeficientov:
Sy & fol ridr - fon sin® 0 do - fozn sin @ cos @ do.

Tretji integral je enak ni¢. Celotni diagonalni tenzor vztrajnostnega momenta za elipsoid

je potem:
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) b? + c? 0 0
J=cm| 0 a? + c? 0 |
0 0 a? + b?

Izraz spominja na vztrajnostni moment kvadra.

Racunski zgled 29

Koliksen je vztrajnostni moment stozca z maso m, polmerom R in visino h pti vrtenju

okrog tezis¢ne osi, pravokotne na geometrijsko os?

Kot prej pri valju uporabimo rezultat za vrtenje tanke okrogle plosce okrog diametralne

osi, razen tega uporabimo tudi Steinerjev izrek. Pomagamo si s Sliko 35, le da je os
. . . . TV VvV M : v . 3
vrtenja vzporedna z osjo Y in gre skozi masno sredisce, le-to je pri stozcu pri Zh’

gledano od izhodis¢a. Stozec razdelimo po osi Z na tanke okrogle plosce (rezine) z

2
debelino dz in maso dm = 3m (%) ker je prostornina stozca —R h, tankega valja

h 3

. z . .
pa wridz. Tuje r = —R. Prispevku vztrajnostnega momenta dJ = der moramo

2
dodati tudi ¢len dm (Z — %h) . Tako dobimo:

RZhJ [_ Z__h>] dz

J= gm(4R2 + h?).

Tako zdaj ze poznamo celotni diagonalni tenzor vztrajnostnega momenta za teziséne osi
pri vrtenju kvadra (kocke), elipsoida (krogle), valja in stozca. Nazadnje se lotimo Se
zahtevnejSega primera, ko $e ne poznamo simetrijskih osi in moramo zacetni tenzor Sele

diagonalizirati.



120 ANALITICNA MEHANIKA

Racunski zgled 30

Koliksen je vztrajnostni moment tanke plos¢e v obliki enakostrani¢nega trikotnika s
stranico @ in maso M okrog naslednjih treh pravokotnih tezis¢nih osi (Slika 37): 1) ost, ki
je vzporedna z eno od stranic (vzporedna X osi), 2) osi, ki sovpada z visino trikotnika (y

0s), in 3) osi, ki je pravokotna na plosco (Z os)?

0s2AY

Slika 37: Trikotna plo§¢a in dve osi vrtenja

Izhodisce 2D koordinatnega sistema izberemo v ogliscu trikotnika, nasprotna stranica pa
je vzporedna z osjo X in je pri koordinati y, ki je enaka visini trikotnika: y = v = % /3.
V vseh treh primerih si lahko pomagamo z vrtenjem tankih palic, vzporednih z osjo X,
tako da razdelimo trikotnik po visini oziroma osi . Integrirali bomo po koordinati y v
mejah od 0 do v. Dolzina vsake take tanke palice je [ = 2x, kjer vzamemo ustrezno

enacbo premice za desno stranico trikotnika, ki je vsa v obmoc¢ju x > 0. Enacba premice

. T . . . . v . .
jer y=x-tanz - x = 2 Pri vrtenju okrog X in Z osi moramo upostevati tudi

V3
Steinetjev izrek, razdalja med teziS¢em palice in osjo vrtenja pa je d = | y— §v|. Masa

tanke palice je:

s _ 8xdy

— m
S a?y3’

dm=m

kjer je m masa cele plosée, dS ploscina tanke palice, S pa ploscina cele plosce. Najlazji je
izracun za vztrajnostni moment glede na os x. Takrat je os vzporedna s palico in v
postev pride samo prispevek zaradi Steinerjevega izreka. Lastni vztrajnostni moment
zelo tanke palice pri vrtenju okrog njene geometrijske osi (ne osi, pravokotne na palicel)

je namre¢ ni¢. Torej velja:
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o= [ (v-3) am

ma?

8m v a 2
]xng O(y_\/_i) ydy = 24

Tudi izracun vztrajnostnega momenta J,,, je lahek, ker se vse tanke palice vrtijo okrog

pravokotne tezi§¢ne osi:

1
Jyy = E](Zx)zdm

_8m (v 3 __ ma?
]W_27a2f0y dy = 24

Ni presenetljivo, da je Jy,y = Jxx, s3] so zaradi simetrije enaki vztrajnostni momenti za
vse tri teziS¢ne osi, ki sovpadajo z viSinami. Zato bi lahko pricakovali vnaprej, da bo
vztrajnostni moment za katerokoli tezis¢no os (tudi manj simetri¢no) v ravnini (x,y)

enak. Vendar se lahko dodatno prepricamo, da je deviacijski moment Jy,, enak nic. Pri
. . . VeV VvV 2 .
tem moramo koordinato Y’ vzeti relativno glede na lego teziica: y' =y — 3 V- Masni

element dm je sorazmeren ploscinskemu elementu dS = dxdy. Preveriti moramo

dvojni integral in pri tem paziti, ker sta meji za koordinato X odvisni od koordinate y:

V3 2
Ty o Jy 235 (v = 3v) dady.

Najprej integriramo po X in ker je pod integralom liha funkcija pri simetricnih
integracijskih mejah glede na x =0, je rezultat res ni¢. Ostane nam samo Se

komponenta J,,:

Joz = [(2x)%dm + | (y — %v)z dm.

Prvi integral je zaradi lastnega vztrajnostnega momenta palice, drugi pa zaradi
Steinetjevega izreka. Opazimo: J,; = Jxx +Jyy = 2Jxx. Izbrane tezis¢ne osi so
simetrijske osi, tako da smo Zze nasli diagonalni tenzor. Ce pa imamo namesto tanke
trikotne plosce pravilno tristrano prizmo z visino h, lahko takoj po analogiji z izpeljavo

za valj ali tudi kvader uganemo, da se zaradi Steinerjevega izreka h komponentama J,, in
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Jyy doda tudi clen Emhz. Zapisimo torej diagonalni tenzor za pravilno tristrano

prizmo:

. a’® + 2h? 0 0
] = 22 0 a’?+2h* 0
0 0 2a?

Za vztrajnostni moment ima pravilna tristrana prizma podobno simetrijo kot valj.

Racunski zgled 31

Vrnimo se k tanki palici. Naj lezi palica z maso m in dolZino | v ravnini (x,y) in naj
oklepa z osjo x kot a. Njeno tezisce je v izhodiscu koordinatnega sistema. Izracunajmo
celotni tenzor vztrajnostnega momenta, ki v tem primeru ni diagonalen. Nato ga bomo

tudi diagonalizirali, to je, poiskali bomo njegove lastne vrednosti.

Ker je palica pravokotna na os z, je po racunskem zgledu 23 ustrezna komponenta J,, =

1

Emlz. Zaradi z = 0 sta deviacijska momenta J,, in J,, enaka ni¢. Izracunati moramo

tudi Jxx, Jyy in Jxy. Podrobnejdi racun pokazimo samo za komponento [y, ker drugi
dve komponenti izracunamo podobno. Velja [, = [ y*dm, vendar bomo namesto po
masi palice integrirali po njeni dolzini. Uporabimo cilindricno koordinato p, zaradi
simettije integtritamo po polovici palice, 0 < p < 1/2, dodamo tudi koeficient 2.
Kootdinata y je enaka y = p*sina, masni element pa dm = m-dp/l, tako da je

integral:

_ /2 5 . o mdp 1 2 2
Jux =2 ;"7 p?sin® a - —= = —ml*sin® a.
. . . 1
Koordinata x je enaka X = p - cos @, zato je ], = [ x*dm = —ml® cos* a, podobno

izracunamo tudi deviacijski moment: [y, = — Eml2 sin & cos a. Za preizkus vzamemo

a = 0, ko palica lezi na osi X, in dobimo pricakovane vrednosti komponent: [, =
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1 . . 1 .
Jxy =0, ]y = Emlz. Pri a =§ paje Jyy =Juy =0, Jux = Emlz. Zanimivejsi je

. . : 1 1
vmesni kot & = %, kjer so elementi [y = [}y, = Ejzszy = _EJZZ'

Zapisimo celoten tenzor in izpostavimo skupni koeficient:

. sin? a —sinacosa 0

_ 2 .

]_Eml —sina cos @ cos? a 0l
0 0 1

Ta tenzor zlahka diagonaliziramo, lastni vrednosti sta 0 in Eml2 (dvojna lastna

vrednost). Pri tem zavrtimo koordinatni sistem okrog osi z, da se ena od ost X in Y
poravna s palico. Vendar smo tukaj dobili predvsem prakti¢ni rezultat za vztrajnostni
moment palice pri vrtenju okrog osi, s katero oklepa ostri kot, npr. J,,. Ta vztrajnostni
moment je manjsi kot pri vrtenju palice okrog pravokotne osi, ker so deli palice pri
ostrem kotu bliZze rotacijski osi. Lahko bi zaceli ra¢un v nasprotni smeri: z diagonalnim
tenzorjem (5.22), potem bi zasukali koordinatni sistem za kot & okrog osi Z in uporabili

matri¢no transformacijo za tenzor drugega reda.

Ob zadnjem racunskem zgledu se spomnimo tudi necesa iz teotije tenzorjev drugega

reda v 3D (matrik 3 x 3). Pri simetricni matriki razlicnima lastnima vrednostma ustrezata
med seboj pravokotna lastna vektorja. Pri vecji simetriji, kot je npr. tanka palica, sta dve
lastni vrednosti vztrajnostnega momenta enaki (dvojna lastna vrednost). V tem primeru
imamo degeneracijo. En lastni vektor in hkrati rotacijska os je vzdolz palice, ker pa je le-

ta zelo tanka, je ustrezni vztrajnostni moment enak ni¢. Cela ravnina osi, pravokotnih na
palico, ima enak vztrajnostni moment Emlz. Zato lahko izberemo katerikoli med seboj

pravokotni osi vrtenja, ki sta hkrati pravokotni na palico.
5.5 Sestavljeno gibanje

Doslej smo rotacijo telesa, razen pri vpeljavi vztrajnostnega momenta, obravnavali
predvsem z geometrijskega vidika. Zdaj pa obravnavajmo sestavljeno gibanje togega
telesa, to je, kombinacijo translacije in rotacije. Vkljucili bomo tudi dinamiko, to je vpliv
sil in navorov na translacijo in rotacijo. Kot prvi znacilni zgled taksnega gibanja

obravnavajmo kotaljenje po tleh brez podrsavanja.
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Pri tak$nem kotaljenju je trenutna hitrost tocke telesa, ki je dotikalisce s podlago, enaka
ni¢. Telo naj bo rotacijsko simetricno telo, npr. valj ali krogla. Telo imenujmo kar kolo,
Ceprav je lahko krogla. Kratek razmislek pove, da velja enacba v* = Rw, kjer je v*
translacijska hitrost sredisca kolesa, R njegov radij in w kotna hitrost vrtenja. O
kotaljenju kot gibanju lahko razmisljamo na dva nacina, prvi je konceptualno,

preprostejsi, in drugi fizikalno, doslednejsi.

Pri prvem nacinu si lahko v izbranem trenutku kotaljenje zamisljamo kot cisto rotacijo
okrog osi, ki gre skozi dotikalisce D kolesa s podlago (Slika 38). Res je sicer, da se bo v
naslednjem trenutku os premaknila, vendar v danem trenutku zamisel o ¢isti rotaciji Se
vedno velja. Gibanje srediS¢a kolesa S si zamisljamo kot krozenje po kroznici s
polmerom R in kotno hitrostjo w, tako da ena¢ba v* = Rw res velja. Obravnavajmo

kineti¢no energijo:
T = %]w2 = %([* + m)w? = %]*w2 + %m(v*)z.
Upostevali smo Steinerjev izrek in J* je ustrezni vztrajnostni moment za tezi$éno os.
\60
R
D

Slika 38: Kotaljenje kot vrtenje okrog trenutne osi D

Pri drugem nacinu gledamo na kotaljenje kot na sestavljeno gibanje: translacijo in
rotacijo. Pri translaciji se giblje sredisce kolesa in kolo kot celota s hitrostjo v*. Ni nujno,
da je to premo enakomerno gibanje (premo je le, ¢e je podlaga ravna ploskev,
enakomerno pa, ¢e ni rezultante zunanjih sil na kolo). Pri rotaciji pa se kolo se dodatno
kot celota vrti s kotno hitrostjo w okrog sredis¢a. Premislimo Se enkrat o dotikalis¢u D
kolesa s tlemi. Zaradi translacije ima hitrost ¥* naprej in zaradi dodatne rotacije hitrost
Rw nazaj. Ker se morata zaradi trenutnega mirovanja tocke D ti dve hitrosti izniciti, spet
ugotovimo enakost v* = Rw. Najvedjo hitrost ima toc¢ka na vrhu kolesa, in sicer 2v".
Ce kineti¢no energijo kolesa izratunamo kot vsoto translacijske in rotacijske, dobimo
enak izraz, kot smo ga zapisali zgoraj. S kineti¢no energijo sestavljenega gibanja se bomo

vec ukvarjali v nadaljevanju.
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Racunski zgled 32

Kaksni so tiri gibanja tock pri valjastem kolesu, ki se kotali po vodoravni podlagi? Kako

so ti tiri odvisni od razdalje tock od sredisc¢a kolesa 1, ¢e je polmer kolesa R?

Izberimo 2D koordinatni sistem tako, da se os X ujema s podlago. Na zacetku naj se
kolo dotika tal v izhodiscu, torej je srediSce kolesa na osi y. Opazujmo tire gibanja samo
tistih tock kolesa, ki so na zacetku na tej osi. Tiri drugih tock so namrec¢ samo vzporedno
premaknjeni glede na tire obravnavanih tock. Tiri so neodvisni od ¢asovnega poteka
kotaljenja kolesa, zato jih bomo opisali kar z zasukom ¢ kot parametrom. Ker je gibanje
sestavljeno, lahko vektorski premik vsake tocke zapiSemo kot vsoto translacijskega
premika srediS¢a kolesa in rotacije te tocke okrog sredisca. Zato sta po zasuku @
koordinati tocke, ki je od sredisca oddaljena za 1 in je bila na zacetku na osi y, enaki:
x=x"+rsing,y =y* +rcos . Pri tem sta koordinati sredisc¢a kolesa: x* = R in
y* = R. Pri prvi koordinati smo upostevali, da naredi sredis¢e v nekem ¢asu enako pot,
kot je pot obodnih tock kolesa pri vrtenju glede na sredis¢e. S spreminjajocim se
zasukom dobimo pate koordinat (X,y) in natiSemo grafe. Tiri gibanja za razli¢ne
vrednosti T so v brezdimenzijski obliki prikazani na Sliki 39. Grafa za sredis¢no in

obodno tocko sta poudarjena s debelejso rdec¢o ¢rto. Crne Crte ustrezajo glede na
N : . . r_11. 3 L
narasc¢ajoce odmike od ravne ¢rte razmerjem = =3 5 in . Vse krivulje so gladke, z

izjemo r = R (obodna tocka). To lahko dodatno preverimo z odvodom:

dy _dy/de _ -rsing
dx dx/dp R+rcos¢’

Ta odvod lahko postane nezvezen samo takrat, ko je imenovalec enak ni¢. Za r < R se
to nikoli ne zgodi. Za r = R je to takrat, ko je npr. ¢ = T, to je, ko se obodna tocka
dotakne tal (y = 0), kot je tudi razvidno na sliki.



126 ANALITICNA MEHANIKA

2,0

NAAL

Slika 39: Tiri gibanja tock na kolesu pri kotaljenju za tri obrate. Zaradi relativno ve¢jega premika v

smeti osi X koordinati nista narisani v enaki skali.

Podobno kot pri opisu tira gibanja posamezne tocke kolesa pri kotaljenju po ravni
podlagi lahko racunamo tire, ko se notranji polni valj s polmerom R, kotali znotraj
votlega valja z vecjim polmerom Ry (Slika 40). Ta problem je zanimiv za tehniko, npr. za
obravnavo gibanja lezajev. Relativha obodna hitrost pri vrtenju notranjega valja glede na
njegovo sredisce S je enaka hitrosti gibanja S» po ¢rtkani kroznici, kot ¢e bi bilo to

gibanje premo. Zato sta obe kotni hitrosti, prikazani na sliki, povezani takole:

R{—R;

= Wi,
R, kr

Tukaj je w rotacijska kotna hitrost in Wy, kotna hitrost krozenja Sz po ¢rtkani kroznici s

sredis¢em Si in polmerom R; — R,. Tiri gibanja za obodne tocke notranjega valja so
prikazani na Sliki 41.

Slika 40: Prikaz kotaljenja valja po notranjem obodu vedjega votlega valja
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Slika 41: Tiri gibanja obodne tocke za primere Ry = %Rl (modra vodravna ¢rta), Ry = %Rl (tdeca Crta s

4 vrthovi/konicami) in R; = %R 1 (¢rna ¢rta z 10 vrhovi/konicami)

Primerjajmo tudi kotaljenje okroglih teles po klancu navzdol. To bomo obravnavali na
dva nacina: z zvezo med navorom in kotnim pospeskom in po energijskem zakonu.
Poglejmo najprej, kaj nam da zveza M = Ja. Naklonski kot ravnega klanca je . Najprej
samo omenimo fizikalno ustreznejsi, a matematicno nekoliko nerodnejsi nacin resevanja
naloge. Obravnavali bi lahko hkrati rotacijo telesa okrog tezis¢ne osi in translacijo vzdolz
klanca. Za to bi potrebovali dve enacbi: prvo za navor Se neznane sile lepenja, ki
povzroca pospeseno rotacijo, in drugo za pospesek teziSca zaradi razlike dinamicne
komponente teze in sile lepenja. Obravnavajmo raje kotaljenje kot rotacijo okrog
trenutne osi, ki gre skozi dotikalisce telesa na klancu. Navor se pojavi zaradi dinamicne

komponente teze. Tako potrebujemo samo eno enacbo:

o = & _ mgR sin 8
Ji J*+mR? °

Upostevali smo Steinetjev izrek. J* je ustrezni vztrajnostni moment teziscne osi; za
znacilna okrogla telesa (polna in votla krogla, polni in votli valj) ima obliko J* = C mR?,

kjer je koeficient € odvisen od izbranega telesa. Zato je kotni pospesek:

__gsinp
" (C+DR’

g sin

Pospesek gibanja sredisc¢a telesa je a* = Ra = £ ia ni odvisen od polmera. Tisto
telo, ki ima manjsi koficient C, se hitreje kotali po klancu navzdol. Na primer, vrednosti
tega koeficienta so: 2/5 za polno kroglo, %2 za polni valj, 2/3 za tanko krogelno lupino in

1 za tanko valjno lupino. Torej ima polna krogla od teh $tirih teles najveéji pospesek.
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Ce bi telo gladko drselo po klancu brez trenja, potem bi bil pospesek a = gsin 8 > a”.
Razlika med obema pospeskoma se pojavi zaradi sile lepenja, ki delno zadrzuje gibanje.
Dobimo jo po drugem Newtonovem zakonu za rezultanto, ki je razlika dinamicne

komponente teze in sile lepenja:

ma* = Fd _Fl

: 1 .
F, =mgsinf _C_-I-lmg sinf
C :
F, = o md sinf3.

Vendar pa sila lepenja ne more preseci najve¢je mozne vrednosti Fj a0, = kymg cos f,
ki je dolocena z normalno silo tal oz. staticno komponento teze in s koeficientom
lepenja k;. Ce povecujemo nagib klanca, pridemo da kriticnega kota [, ko postane

F; = Fi gy in dosezemo mejo podrsavanja kolesa po klancu:

C :
Mg sin Pir = kymg cos Sy,

Kriticni kot je:

C+1)k
Pir = arctan (E+Dky

To je vec kot kriti¢ni kot za zdrs oglatega telesa po klancu, ki se ne more kotaliti in kjer
velja znani rezultat: By, , = arctank;. Za okroglo telo zadnji izraz nima nobenega
pomena, ker se telo kotali po klancu ze pri zelo majhnih kotih (ponavadi lahko kotalno
trenje kar zanemarimo). Zanimivo je primerjati vedenje oglatega in okroglega telesa, ko
ju postavimo na podlago in nagib podlage postopoma povecujemo. Oglato telo bo
spocetka mirovalo, okroglo pa se bo takoj zacelo kotaliti. Pri kotu By, , bo oglato telo
zdrsnilo po podlagi, pri Se veéjem kotu Py, pa bo tudi okroglo telo zacelo hkrati s

kotaljenjem tudi podrsavati.

Preverimo zgoraj izpeljano enacbo za kotni pospesek tudi z energijo pri kotaljenju.

Kineticna energija je:

T = %(/* + mR?)w? = %(1 + C)mR%w?.
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Naj bo na zacetku potencialna energija enaka ni¢, tako da postane pri kotaljenju navzdol

negativna:
V = —mg|Ah*| = —mgs” sin S.

Spremembo visine sredi$¢a (tezi$¢a) smo oznacili z Ah™ in pot s s*. Pot povezimo z
zasukom telesa: S* = R@. Na zacetku je skupna energija E =T + V = 0 in ostane nic¢

na poti navzdol:
%(1 + C)mR?w? —mgRpsinf = 0.

Izrazimo kvadrat kotne hitrosti s kotom:

wz 9. gsinf .
(1+C)R

Ena od enacb pri enakomerno pospesenem krozenju/vrtenju z zacetno kotno hitrostjo
ni¢ in s kotnim pospeskom & je w? = 2a¢. Zato zgornja enacba ustreza enakomerno
pospesenemu vrtenju. Iz nje lahko preberemo tudi kotni pospesek, ki se ujema s tistim,
izracunanim z uporabo navora dinamicne komponente teze. Kaj natan¢no pa se dogaja
med gibanjem, ce gre pri kotaljenju tudi za zdrs, opisimo pri dveh preprostih zgledih na

vodoravnih tleh.

Racunski zgled 33

Valj zavrtimo s kotno hitrostjo wq in ga narahlo polozimo na vodoravno podlago. Kaj se
bo dogajalo? Kolik§na bo konéna kotna hitrost, ko bo valj presel v kotaljenje po podlagi

brez drsenja?

Ko se valj na tleh vrti na mestu, ne da bi se tudi translacijsko premikal naprej, ali pa
dokler je njegova translacijska hitrost $e premajhna, deluje med valjem in tlemi sila trenja

(Slika 42 levo). Ta sila zaradi negativhega navora po eni strani upocasnjuje rotacijo valja,

: . L . : . o FirR . F
po drugi strani pa ga pospesuje naprej. Veljata torej enacbi: @ = — tjr in a= f

Poenostavili smo zapis in pospesek teziSca, ki je na osi valja, oznacili z a. Rocica sile

trenja je enaka polmeru valja R. Silo trenja v tako zapisanih enac¢bah vzamemo pozitivno.
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FtyR

tinv=at=

Izrazimo kotno hitrost in hitrost tezisca valja: w = wy + at = wy —

F, . . L y . . Sy
ﬁt. Upocasnjevanje rotacije in pospesevanje translacije poteka toliko ¢asa, dokler ne

.o . . M V'V Vv F R
postane obodna rotacijska hitrost enaka hitrosti tezis¢a: Rw = v — R (wo — = t) =
J
Fir . . . . . . . . .
—t Vstavimo tudi vztrajnostni moment valja za geometrijsko os vrtenja ter izrazimo

_ . . . 1 . . .
¢as in potem obe hitrosti. Ugotovimo: w = 3 Wo- lzraza za silo trenja nismo potrebovali,

saj se v kon¢nem rezultatu krajsa. Ce pa poznamo koeficient trenja in izrazimo silo trenja

Fy = kyymg, lahko izra¢unamo tudi ¢as, v katerem pride do pravega kotaljenja.
Y"

> <

— —_

Ftr Ftr

Slika 42: Prehod gibanja valja v kotaljenje in sile: a) na zacetku je samo rotacija valja; b) na zacetku je
samo translacija valja. V obeh primerih slika prikazuje zaCetno stanje.

Napacno bi bilo trditi, da gre za golo pretvorbo dela rotacijske kineti¢ne energije v

translacijsko. Del kineti¢ne energije se izgubi zaradi negativnega dela sile trenja. Kvocient
Tkon _ Jw?+mv? 1

Tza¢ ]w(z) 3

med koncno in zacetno kineticno energijo je:

Racunski zgled 34

Valj potisnemo po vodoravni podlagi s hitrostjo vy, tako da na zacetku samo drsi brez
vrtenja. Kaj se bo dogajalo? Koliksna bo koncna hitrost, ko bo valj presel v kotaljenje po
podlagi brez drsenjar?

Nalogo resimo podobno kot pri zgledu 33. Ko se valj translacijsko giblje, ne da bi se tudi
vrtel okrog geometrijske osi, ali pa dokler je njegova rotacijska hitrost se premajhna,
deluje med valjem in tlemi sila trenja kot v prejsnjem zgledu, samo da kaze v nasprotno

smer (Slika 42 desno). Ta sila zaradi pozitivnega navora po eni strani pospesuje rotacijo
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FerR .
—ina=

valja, po drugi strani pa upocasnjuje njegovo translacijo. Veljata enacbi: @ =

Fir

F FuR . .
- Totinv=v,— =t
m

- Spet izrazimo kotno hitrost in hitrost tezi§c¢a valja: w =

o . . . 2 .
Podobno kot zgoraj resimo enacbo ¥ = Rw in ugotovimo: v = 3 Vo Sedaj je razmerje

med konéno in zacetno kineti¢no energijo valja 2/3.

Pri obravnavanju kotaljenja smo spoznali, da lahko za trenutno os vrtenja vzamemo
razlicne tocke, vendar moramo enacbe gibanja primerno preurediti. Obravnavajmo ta
problem splosneje. Najprej si zamisljamo le ¢isto rotacijo telesa okrog neke fiksne osi. Ta
os naj gre skozi izhodisce izbranega koordinatnega sistema. Vse tocke telesa se vrtijo z
enako kotno hitrostjo w okrog iste osi. Vpeljemo lahko vektor kotne hitrosti @, ki ima
velikost @ in leZi na osi vrtenja (oziroma je vzporeden z njo). Se vedno sta mogoéi dve
smeti @, v isto ali v nasprotno smer. Smer naj bo po definiciji tak$na, kot ustreza gibanju
desnega vijaka: e se telo vrti v neko smer, kaze kotna hitrost v tisto smer, kamor bi se
translacijsko gibal vijak pri taksnem vrtenju. Na primer, ¢e se telo vrti okrog osi z, in
sicer tako, da potujejo npt. v prvem kvadrantu ravnine (x,y), ki jo telo seka, tocke telesa
od pozitivnega poltraka osi x k pozitivnemu poltraku osi Y, potem kaze vektor @ v

pozitivno smer osi Z. Za vsako tocko telesa s trenutnim krajevnim vektotjem 7 lahko

. - dar . . .. .
trenutno hitrost v = - lzrazimo z naslednjim vektorskim produktom:
V=wXT, (5.24)

To je iztedno uporabna enacba pri rotaciji (Slika 43). Pri tem z vektotjem 7' na desni
strani enacbe ponavadi res mislimo vektor od izhodis¢a do izbrane tocke. Ta vektor
lahko razstavimo na dve komponenti, ' = 7, + 7, kjer je vektor %, vzporeden z osjo
vrtenja; 7, je pravokoten nanjo. Takrat je vektorski produkt @ X7 = @ X 1, ker je
prispevek z vzporedno komponento enak ni¢. Zato lahko za vektor 7 na desni strani
enacbe (5.24) vzamemo tudi 7, ki pomeni vektor od tocke na osi, ki je dani tocki
najblizja, do dane tocke. Po podobnem sklepu kot zgoraj je lahko 7 vektor od poljubne
tocke na osi vrtenja do dane tocke. Vendar je zaradi nedvoumnosti najbolje vzeti

izhodisce koordinatnega sistema tako, da gre os vrtenja skozen;.
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0S,

Slika 43: Vektotji za eno toko pri rotaciji telesa. Vektor U je pravokoten na 7" in @.

Enacba (5.24) velja tudi splosneje, to je, ¢e se kotna hitrost spreminja tako po smeri kot
po velikosti. Hitrost tocke je pravokotna na kotno hitrost. Geometrijsko je to spet
najbolj ocitno, ce se telo vrti okrog osi z. Takrat ima kotna hitrost samo komponento
Wy, od ni¢ razlicni komponenti hitrosti pa sta samo Vy in Vy, saj se koordinata z vseh
tock pri tem vrtenju ohranja. V naslednjem racunskem zgledu pokazimo pravilnost

enacbe (5.24) v tem primeru.

Racunski zgled 35

Preverimo enacbo (5.24) po komponentah, ce se telo vrti okrog osi Z v pozitivni smeri

(nasprotno od urinega kazalca).

Kotna hitrost je @ = (0,0,w). Za preprostejsi dokaz vzemimo konstantno kotno
hitrost, tako da se krajevni vektor neke tocke, oddaljene p od osi z, spreminja s ¢casom
na naslednji nacin: 7 = (p cos(wt), p sin(wt), z). Polmer p je velikost vektotja 7,,, ki
smo ga ze omenili. Na prvi nadin izra¢unamo hitrost tocke z odvodom 7 po ¢asu: v =

pw(—sin(wt), cos(wt), 0). Z enacbo (5.24) dobimo enak rezultat.

Ce enacbo (5.24) e enkrat odvajamo po ¢asu, izrazimo tudi pospesek poljubne tocke
vrtecega se telesa:
do _ -

a=—XT+®X(wXT7). (5.25)
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Kotna hitrost se lahko spreminja s ¢asom, in od tod je prvi clen. Pri drugem clenu pri

odvajanju 7 $e enkrat upostevamo (5.24).

Naredimo pomembno posplositev obravnave rotacije. Primerjajmo gibanji dveh tock (T4
in T2) togega telesa, ki ju podajata trenutna krajevna vektotja 7 in 7. Zanima nas njun
relativni krajevni vektor 13, =7, —1; in prav tako relativna hitrost ¥y, = U, — V.
Enacba (5.24) velja za vsako od teh dveh tock posebej in ¢e ustrezni enacbi odstejemo,
hitro ugotovimo, da velja enaka enacba za razliki vektorjev oziroma za oba relativna
vektotja: U1, = @ X Tq,. Iz te enacbe izhaja:

-

UZ - 51 + 5 X FlZ‘ (526)

Hitrost neke tocke T telesa je vsota dveh clenov: hitrosti neke »referencne« tocke Ti in
vektorskega produkta kotne hitrosti z relativnim krajevnim vektorjem od prve do druge
tocke. Vendar v nasprotju z enacbo (5.24) enacba (5.26) velja tudi, ¢e se telo ob rotaciji
giblje tudi translacijsko. Pri dodatni translaciji se namre¢ vse tocke telesa gibljejo
translacijsko enako hitro. Zato se v enacbi, ki v bistvu podaja razliko hitrosti dveh tock,

translacija ne pozna neposredno.

Ker pa lahko toc¢ki T in T> izbiramo poljubno, ju lahko izberemo tako, da tocki T
»naprtimo« zgolj ¢isto translacijo in se dodatno vse druge tocke vrtijo okrog Ti. Najbol;

naravno je, da za tocko T1 vzamemo masno srediSce telesa. Takrat velja:
V=v"4wXT. (5.27)

Hitrost poljubne tocke togega telesa je vsota hitrosti masnega srediSca telesa in
vektorskega produkta med kotno hitrostjo in vektorjem med masnim srediS¢em in to
tocko. Ponavadi z razdelitvijo sestavljenega gibanja na translacijo in rotacijo mislimo
zapis hitrosti z enacbo (5.27). Vendar lahko v konkretnih prakticnih zgledih uporabimo
splosnejso enacbo (5.26) za kak drug par tock oziroma drugo referencno tocko namesto
masnega sredis¢a. Enacbi (5.26) in (5.27) veljata splosno ne glede na nacin spreminjanja

hitrosti referencne tocke in kotne hitrosti. Inacica enacbe (5.26) za pospesek je:

dy =y + 52 Xy + @ X (@ X 7). (5.28)
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Racunski zgled 36

Togo telo se vrti okrog osi g, razen tega pa se tudi translacijsko giblje. Podani sta trenutni
legi masnega sredisca Ty (X4, Y1, Z1) in dodatne tocke T, (X3, ¥, Z,), in ob tem tudi njuni
trenutni hitrosti v, = (le, U1y, vz) in v, = (va, Vay, vz). Komponenti v, nismo
pripisali indeksa, ker mora biti ta komponenta za obe hitrosti enaka; pojavi se samo
zaradi translacijskega gibanja obeh tock. Koliksna je kotna hitrost vrtenja? Ali mora

veljati $e kak dodaten pogoj za komponente hitrosti obeh tock?

Translacijska hitrost je kar hitrost masnega sredis¢a ¥;. Kotna hitrost je @ = (0,0, w).
Uporabimo vektorsko enacbo (5.26). To so tri skalarne enacbe, od katerih je enacba za
razliko komponent hitrosti v, avtomati¢no izpolnjena, enacbi za prvi dve komponenti
razlik hitrosti pa sta: Vpy — iy = —0 (Y — y1) in Vpy — V1, = W (X3 — x1). Ta sistem
je ocitno prevec determiniran, ker imamo dve enacbi za eno samo neznanko w. Kotno
Voy~Viy _  Vax—Vix
X2—Xq Y2=V1

vklju¢no z negativnim predznakom pri drugem, je samo drugacen zapis za pravokotnost

hitrost zapiSemo na dva nacina: w = . Enakost obeh ulomkov,

vektorjev: (U, — v1) * (1, — 11) = 0. Ta pogoj je nepostedno razviden iz enacbe (5.26),
pomeni pa, da ni relativnega gibanja med tockami v radialni smeri. Povejmo tudi

drugace: telo je togo in se razdalje med njegovimi tockami ne spreminjajo.

Nazadnje povezimo kineticno energijo telesa z enacbo (5.27). Izracunamo jo z

integralom po masi telesa:
1 - —_— =
Tzzflv*+a)><r|2dm.

Po kvadriranju izraza v oklepaju razpade integral na tri dele, ki jih zapisimo vsakega

posebe;:
1 2
T, = Em(v )“.

Tz=5*-(5><jfdm)=0

PTG
Ty =~ [lo x 7|*dm.
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Povsod smo pred integral izpostavili, kar se je dalo. V prvem clenu T; prepoznamo
translacijsko kineticno energijo, to je, kot ce bi bila vsa masa telesa zbrana v teziscu. Clen
T, je enak nic, ker je integral v njem enak nic. S tem integralom namre¢ po enacbi (1.10
a) i§¢emo krajevni vektor masnega sredis¢a v tezisénem sistemu samem. Clen Ty pa je

rotacijska kineticna energija za vrtenje okrog masnega sredisca, ki smo jo ze zapisali z
v 1 . . . . .
enacbo (5.15) kot > J*w?, le da tukaj z zvezdico pri vztrajnostnem momentu poudarimo,

da gre za tezis¢no vrtilno os. Kineti¢na energija je torej vsota translacijske in rotacijske

energije glede na masno sredisce:
T =-mv)?+-J w?. (5.29)

Pri analiticni mehaniki ta enacba za dinamiko pri rotaciji in translaciji tega telesa zadosca
tam, kjer lahko dinamicne probleme elegantno resujemo z uporabo Lagrangiana ali
Hamiltoniana. To lepo velja za konservativne sile. Mimogrede, enacba (5.29) je poseben
primer znanega splosnejSega nacela za sistem tockastih teles (ne glede na to, ali so tocke
togo povezane med seboj ali ne), da lahko skupno kineti¢no energijo sistema razstavimo
na kineticno energijo masnega srediSca sistema in na kineticno energijo relativnega
gibanja teles glede na masno sredisce. Nekaj podobnega smo naredili tudi pri sestavu

dveh tockastih teles z enacbo (3.4), le da je bil clen, ki ustreza relativnemu gibanju dveh
SV vV : Y 1
teles glede na skupno masno sredisce, napisan drugace: kot Emrv2 namesto kot vsota

dveh clenov za obe kineti¢ni energiji teles glede na masno sredisce.

Racunski zgled 37

Ravna tanka homogena palica dolzine [, ki stoji na tleh, lahko pade na tla na dva nacina
in oba obravnavajmo hkrati. V prvem primeru je lepenje s tlemi veliko, tako da je
spodniji konec palice, ki se dotika tal, ves ¢as pri miru. To je ¢ista rotacija okrog spodnje
tocke palice. V drugem primeru je lepenje in trenje s tlemi zanemarljivo, tako da spodnji
konce palice drsi »nazaj« med padcem palice »naprej«. To gibanje lahko obravnavamo
kot kombinacijo translacije in rotacije okrog masnega srediS¢a palice. Pri tem se giblje
masno sredisce (tezisce, sredina palice) navpicno navzdol, ker ni vodoravnih komponent
sil nanjo. Kaksne so enacbe gibanja v obeh primerih? Ce nas zanima tudi ¢asovni potek
kota med palico in navpicnico, predpostavimo, da palica na zacetku ni v labilni navpicni
ravnovesni legi (v kateri bi lahko v principu vztrajala neskon¢no dolgo), temvec je

zacetni kot med palico in navpic¢nico @ razlicen od nic.
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Slika 44: Padec palice na dva nacina. Pri prvem nacinu se masno sredi$ce (teZisCe T) giblje po kroZnem
tiru, spodnji konec palice pa je os vrtenja. Pri drugem nacinu se T giblje navpi¢no navzdol, spodnji

konec palice pa v levo.

Geometrija pri obeh padcih je prikazana na Sliki 44. Obakrat si bomo pomagali z
zakonom o ohranitvi vsote kineticne in potencialne energije, generalizirana koordinata
pa bo trenutni kot palice glede na navpicnico ¢@. Zaradi krajSega izrazanja recimo
prvemu padcu »spotik«, drugemu pa »zdrs«, kot ce bi se clovek v prvem primeru

spotaknil ob nekaj in padel togo naprej, v drugem primeru pa bi mu zdrsnilo na ledu.

Prvi primer s spotikom je lazji in ga obdelajmo najprej (leva slika). Kineti¢na energija je
samo rotacijska, vendar racunana glede na spodnji konec palice: T = % Jw? = %mlzwz.
Pri racunu vztrajnostnega momenta za vrtenje okrog krajisca palice | = gml2 si
pomagamo s Steinerjevim izrekom, ce je vztrajnostni moment za vrtenje okrog masnega
sredisca J* = %mlz. Potencialna energija je podana z lego tezisca T: V = %mgl CoS @.

Pri zacetnem kotu @ je bila kineti¢na energija ni¢, zato velja naslednja enacba za
ohranitev energije:

%mgl cos ¢ + %mlzw2 = %mgl COS Q.

Tako lahko izrazimo neposredno zvezo med kotom in kotno hitrostjo:

W = \/3%(cos<p0 — Ccos Q).

2 . v v . . . . .
Ce vzamemo ¢ = -, izracunamo, s koliksno kotno hitrostjo udari palica ob tla in

koliksna je v tem trenutku hitrost zgornjega konca palice:
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9
Wi = 37cos<p0

v = lwy, = /3glcos @,.

Ce izberemo zacetni kot @g = 0, cemur ustreza padec iz labilne ravnovesne lege,

dobimo rezultat vy = \/3_gl, Ceprav je Cas padanja teoreticno neskoncen. Tukaj se
srecamo s podobnim fizikalnim problemom kot pri racunskem zgledu 9 s kroglico na
vrteci se precki. Seveda moramo palico nekoliko izmakniti iz labilne lege, da sploh pade,
cas padanja pa je zelo dolg, ¢e je zacetna lega palice zelo blizu labilni. Zanimivo je, da
udari zgornji konec palice ob tla z veéjo hitrostjo, kot ¢e bi prosto padel z enake visine:
vy = \/2_gl To je morda dobro vedeti, ¢e se prevrnemo z masivno lestvijo. Ce ho¢emo
ugotoviti tudi casovni potek kota, zapiSemo zgornjo enacbo za kotno hitrost v

diferencialni obliki in jo integriramo:

do _
i 3 (cos Po — COS Q)

d
f(p %%  _ 3& -t
Po ,/COS Py—COS @ l

Integral na levi strani enacbe moramo resiti numeri¢no in je taksen kot pri nitnem nihalu.
Izra¢unamo pa lahko priblizno resitev za majhne case, ko sta tudi kota ¢ in @ blizu. Za
priblizek kosinusa kota ¢ lahko uporabimo kar linearni diferencial, ¢e je zacetni kot vecji
od ni¢. Takrat je cOSQ = cOS @y — Sin@q (@ — @y). Ce vstavimo to v zgorniji

integral, le-tega resimo in izrazimo kot, le-tega izracunamo za majhne case:
3 g .
@ = @+ Tsingg - t2

. . v v . v 3g :
Vrtenje je na zacetku enakomerno pospeSeno s kotnim pospeskom a = 2, SN @, v

skladu z enacbo @ = @y + %atz.

Lotimo se drugega dela naloge z zdrsom. Za izracun skupne kineticne energije palice po
enacbi (5.26) potrebujemo tako kotno hitrost w kot tudi hitrost tezisca v*. Vendar je iz
desne Slike 44 razvidno, da morata biti ti dve hitrosti enolicno povezani. Kot pri

prejSnjem racunu za spotik izrazimo najprej visino teziS¢a nad tlemi s kotom naklona

. l vivy 1 . . . . dh L .
palice: h = 5 COS Q. Tezisce se giblje navzdol in njegova hitrost je v* = o = —pSng:
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w. Skupna kineticna energija je vsota dveh Cdlenov: L =%(m(v*)2 + J*w?) =

i (1 + 3sin* @)ml?w?. Izraz za potencialno energijo je enak kot zgoraj. Z energijskim

zakonom pridemo do analogne enacbe za kotno hitrost kot pri spotiku:

4
1+3sin2 ¢’

= \/3%(cosgoo — CoS Q) -

V primeru dotika tal, ko je ¢ = ~» Sta izraza za kotno hitrost pri spotiku in zdrsu enaka.

Zato sklepamo, da palica v obeh primerih udari z enako kotno hitrostjo ob tla.

Koliksna pa je pri zdrsu hitrost drsenja spodnjega konca palice Vg4, ki jo na desni Sliki 44
ponazarja vodoravna puscica ob tleh? Pomagamo si s trigonometrijo, podobno kot
zgoraj pri iskanju zveze med V" in w. Oznac¢imo pomik spodnjega konca palice v levo z

x. To je hkrati razdalja med levim koncem palice in tisto tocko, kamor na koncu pade

VvtV oV . . l . . .
tezisCe. Iz ustreznega pravokotnega trikotnika razberemo: x = S sing. Z odvajanjem

. . : . !
koordinate po c¢asu izrazimo hitrost drsenja v levo: v4 = 5COSQ - w.

Racun trenutne hitrosti zgornjega palice v vmesnih legah pri zdrsu ni tako preprost kot
pri spotiku, ker je gibanje sestavljeno iz translacije in rotacije. Pomagamo si z enacbo
(5.24). Ce nas zanima hitrost zgornjega konca palice samo ob udarcu na tla, lahko
naredimo bliznjico. Ko je palica ze zelo polozna, tik pri tleh, se njen spodnji konec
skoraj ne giblje vec, kar je razvidno iz enacbe za hitrost vy, ker gre kosinus kota proti
ni¢. Ce pa spodnji konec palice na koncu prakti¢no miruje, ra¢unamo hitrost zgornjega
konca palice tako kot pri spotiku. Ker sta tudi kotni hitrosti ob padcu na tla enaki, je

koncni sklep: pri spotiku in zdrsu udari zgornji konec palice z enako hitrostjo ob tla.

Ne glede na podobnosti pri obeh padcih je kinematika, to je odvisnost @(t), v obeh
primerih razlicna. Podobno kot zgoraj pri spotiku prepiSemo enacbo za kotno hitrost v

diferencialno enacbo, preuredimo in nazadnje dobimo:

w/1+3 sinZ ¢
dop = 3 - .
<po Jcos ©o—COS @

Enacba je zapisana tako, da jo lazje primerjamo z ustrezno enacbo za spotik. Razlika pri
obeh enacbah je dodatni koren v Stevcu pod integralom na levi strani v primeru zdrsa.

Ta koren je vedno manjsi od 1, razen tik pred dotikom tal. To pomeni, da ¢as s kotom
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pocasneje raste v primeru zdrsa, ali ¢e obrnemo, pri zdrsu kot hitreje raste s casom kot
pri spotiku. Palica ob zdrsu prej udari ob tla kot ob spotiku. To je dober poduk tudi za
cloveka; ¢e nam zdrsne na ledu, potrebujemo hitrejSe reflekse kot ob spotiku. Za
priblizek pri majhnih casih lahko preprosto nadomestimo kot ¢ pri sinusu v zgornjem
korenu z zacetno vrednostjo @q. Potem je cel koren konstanten in ga lahko prestavimo.

Naprej je racun povsem analogen kot prej pri spotiku. Pri zdrsu je torej za majhne kote

vrtenje okrog masnega sredisca spet enakomerno pospeseno, le kotni pospesek je za
: 4 . : . L o .
koeficient ————— vedji kot pri spotiku. Razlika pri casih padanja pri obeh padcih se
1+sin2 @,
dobro pozna, ce je zacetni kot majhen. Kot zanimivost primerjamo na Sliki 45
numeri¢no izra¢unano c¢asovno odvisnost kota za oba padca pri zacetnih kotih 15°, 30°

in 60°. Visina palice je 2 m.

pl°
D
o

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
t's

Slika 45: Grafi ¢asovne odvisnosti kota pri obeh vrstah padca: spotik (polne modre krivulje), zdrs (rdece
¢rtkane krivulje). Cas je metjen v sekundah.

Nazadnje kot preprost zgled sestavljenega gibanja omenimo Atwoodov stroj, to je
pritrjent Skripec z dvema utezema, prikazan na Sliki 46. Zanima nas pospesek utezi, ce je
m, >m, in c¢e zanemarimo trenje pri Skripcu. Masa Skripca v obliki preprostega
polnega valja je Mg in jo moramo upostevati tudi pri pospesenem gibanju. Pospesek je
potem:

ma—Mmy

a = T
my +m1 +5m§

Enacbe ni tezko izpeljati, ¢e resimo sistem enacb za gibanje vseh treh teles. Koeficient

. e : : : 1 9
polovica pri masi Skripca je zaradi vztrajnostnega momenta valja | = EmR .



140 ANALITICNA MEHANIKA

o

Slika 46: Atwoodov stroj
5.6 Enakomerno vrtenje koordinatnega sistema

Z enacbo (5.24) oziroma z njeno analogijo si pomagamo tudi pri jedrnati izpeljavi
sistemskega pospeska in sistemske (navidezne) sile pri vrtenju koordinatnega sistema. Za
ponazoritev obravnavajmo najpreprostejsi zgled, ko se koordinatni sistem S' vrti okrog
osi g s konstantno kotno hitrostjo w glede na inercialni sistem S. Pri tem naj obe osi z
sovpadata in prav tako koordinatno izhodisce. Dovolj je obravnavati 2D koordinatni
sistem, brez koordinate z, pri tem pa primerjamo koordinati X in Y ter ustrezne
komponente hitrosti in pospeska v obeh sistemih. Nalogo se da resiti na ve¢ nacinov, mi

pa bomo zaceli z zapisom krajevnega vektorja v naslednji napol vektorski obliki:
r=xt+y']. (5.30)

Pri tem se koordinati x' in ¥’ nanasata na vrtedi se sistem S', T in J pa sta enotska
vektorja v smeri koordinatnih osi vrtecega se sistema. Torej se vektorja 1 in J ves cas

vrtita glede na inercialni sistem S s kotno hitrostjo w. Za njuna ¢asovna odvoda veljata

di

- . dj - -
—=w X1 in —]=a)><j. Odvajajmo
dt dt

enacbi, ki sta povsem analogni enacbi (5.24):

krajevni vektor po ¢asu dvakrat:

Lodar L
U=E=5c’l+y’]+x’w><1+y’w><]

L
=" =T+ +2BXI+2YE X+ 2B x (@ xD) +

y'o X (W X]).
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Z drugim odvajanjem smo sicer dobili 8 ¢lenov, vendar sta dva para enaka, od tukaj
dvojki pri tretjem in Cetrtem clenu. Tretji in Cetrti ter peti in Sesti ¢len lahko zdruzimo po
parth:

a=%T+J]7+20x X 1+yD+ax(0x&ET+y)).

Vsebino zadnje enacbe interpretirajmo na fizikalni nacin. Na levi strani enacbe je
resnicni pospesek tockastega telesa, to je pospesek glede na inercialni sistem. Pri prvem
paru ¢lenov na desni strani enacbe sta druga odvoda koordinat glede na sistem §', zato
lahko ta par interpretiramo kot pospesck telesa v vrte¢em se sistemu a’. Podobno gre pri
izrazu v oklepaju srednjega para ¢lenov za hitrost telesa glede na S, to je ¥'. V zadnjem
oklepaju pa je krajevni vektor, ki se trenutno ujema v obeh sistemih, zato ga zapiSemo
brez &rtice: 7. Tako lahko celoten pospesek zapisemo $e bolj strnjeno, vendar raje

izrazimo pospesek v vrtecem se sistemu:
a=a—-20Xv —wxX(@XT). (5.31)

Ceprav smo zaceli obravnavo v 2D sistemu, velja enacba (5.31) na splogno v trch
dimenzijah. Srednji clen imenujemo Coriolisov (sistemski) pospesek in zadnji clen
centrifugalni (sistemski) pospesek, da ga po imenu razlikujemo od centripetalnega
pospeska. Da bosta velikosti in smeri obeh sistemskih pospeskov $e bolj ocitni, zapisimo
ustrezne vektorje po komponentah. Naj bo v izbranem trenutku telo na osi x: 1 =
(x,0,0), tudi osi obeh koordinatnih sistemov naj bodo takrat poravnane. Trenutna
hitrost naj bo v = (v,’c, v3’,, 0) glede na S'. Kotna hitrost sistema S' je o = (0,0,w).
Centrifugalni pospesek je (w?x,0,0) in ima enako velikost, kot bi ga imel centripetalni
pospesek, ¢e bi telo glede na S' mirovalo pri stalni razdalji x od sredis¢a vrtenja. Vendar
pa ima centrifugalni pospesek nasprotno smer kot analogni centripetalni pospesek:
pozitivni predznak prve komponente pove, da kaze centrifugalni pospesek radialno
navzven, stran od osi vrtenja. Coriolisov pospesek je odvisen od hitrosti telesa glede na
vitedi se sistem in je v nafem primeru enak w(—v'y,v',,0). Posebej Coriolisov
pospesek zaradi vrtenja Zemlje zelo vpliva na podnebje in vreme, ker je med drugim v
zvezi s pasatnimi vetrovi v ekvatorialnem pasu in s krozenjem zraka v ciklonih in

anticiklonih.
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5.7 Precesija vrtavke

Vrtavka je zanimiva fizikalna igraca, zato ji namenimo kratek razdelek. Opisali bomo
samo njeno precesijo. Vrtavka je ponavadi podolgovato telo s cilindricno simetrijo, ki ga
postavimo s konico na tla in hitro zavrtimo okrog geometrijske osi. Vzemimo priblizek
konstantnega nagiba geometrijske osi gleda na tla (kot 6 na Sliki 47), ¢eprav se pri
gibanju tudi ta kot ponavadi spreminja, npr. pri pojavu nutacije. Kotno hitrost vrtenja
vrtavke vpeljiimo kot vektor @. Precesija pomeni vrtenje geometrijske osi vrtavke in
hkrati kotne hitrosti @ okrog navpi¢ne osi s precesijsko kotno hitrostjo ap, ki je po
velikosti ponavadi veliko manj$a od @. Predpostavimo, da je sti¢is¢e vrtavke s tlemi pri
tem pri miru, ceprav se sicer tudi to lahko premika po tleh. Vzrok za precesijo vrtavke je
navor sile teze. Namesto da bi vrtavka preprosto padla na tla, se spreminja njena vrtilna

koli¢ina po smeri. Zaradi cilindri¢ne simetrije kaze vektor vrtilne kolicine v isto smer kot

kotna hitrost: L = J@, vztrajnostni moment J je ob tem kar skalar. Vektor od stic¢iica s

tlemi do masnega sredis¢a vrtavke je 7*. Gibalna enacba je:

N N —
*

r'xXmg = w, X Jw.

Pri tem je m masa vrtavke in g tezni pospesek. Uporabili smo tudi enacbi (1.1 b) in

(5.19) ter enacbi (5.24) analogno enacbo, kjer smo nadomestili 7 — L. Vektorja na obeh
straneh zgornje enacbe se ujemata po smeri in velikosti, zato nadaljujemo le z velikostjo

obeh vektorskih produktov:
mgr” cosf = wyJw cosb

w, =" (5.32)

Jo

Precesijska kroZna frekvenca w, je obratno sorazmerna s krozno frekvenco rotacije

vrtavke w, ni pa odvisna od kota 8. Cim vedji je vztrajnostni moment vrtavke in ¢im
hitreje se vrti, tem pocasnejsa je precesija. Precesija je odziv vrtavke na navor sile teze,
namesto da bi se preprosto zvrnila na tla. To se nazadnje vseeno zgodi zaradi sile trenja,

ki upocasnjuje rotacijo.
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Slika 47: Kolic¢ine pri rotaciji in precesiji vrtavke. S kroZcem je oznaCeno masno sredisce vrtavke, ki je
ponazorjeno s pravokotnikom.
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6 Nihanje

6.1 Enostavno sinusno nihanje
Diferencialna enacba sinusnega nihanja je:
¥+ w?x = 0. (6.1)

Simbol w oznacuje lastno krozno frekvenco, ki je takole povezana s frekvenco nihanja in

R 2 . v " .
nihajnim ¢asom: w = 2TV = - Splosna resitev enacbe (6.1) je:
0

x = Asin(wt) + B cos(wt). (6.2)

Koeficienta A in B sta odvisna od zacetnih pogojev. Enacbo (6.2) lahko zapisemo tudi

drugace:
x = xo sin(wt + §). (6.3)

Ce upostevamo adicijski izrek sin(a + ) = sina cos f + cos a sin 8, dobimo zveze

med koeficientoma A4 in B ter amplitudo nihanja x in faznim premikom & v obe smeri:

A =xycos0, B = x; sin 4. (6.4 2)
X, = VA? + B?, & = arctan %. (6.4 b)
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s
“\ 'il Racunski zgled 38
i

Na vodi z gostoto 1 kg/dm?’ plava splav iz lesa z gostoto 0,7 kg/dm?. Debelina splava je
0,5 m. Na splav skoci z visine 2 m clovek. Splav ima 4-krat vecjo maso od cloveka. S
kolik§nim nihajnim ¢asom in amplitudo zaniha splav? Dusenje nihanja zaradi vodnega

upora zanemarimo. Ali si bo ¢lovek zmocil noge? Kaj pa, ¢e samo stopi na splav?

Podatke oznacimo tako: p, = 1 kg/dm’, p; = 0,7 kg/dm’, d = 0,5 m, k = Bs—4 h=2

me
m. Iz podatka za razmerje mas splava in cloveka lahko izrazimo osnovno ploskev splava

S z maso cloveka: p;Sd = kmg - § = %. Enacbo za nihanje izpeljemo iz drugega
!

Newtonovega zakona, masa splava in ¢loveka skupaj je m = (k + 1)m.

Ko je splav (skupaj s clovekom na njem) v ravnovesju, sta sila teze Fy in sila vzgona F,
nasprotno enaki. Oznac¢imo trenutni odmik splava iz ravnovesne lege navzgor z x. Sila
teze ostane nespremenjena, sila vzgona pa se zmanjsa, in ta razlika je rezultanta sil, ki
kaze navzdol, proti ravnovesni legi: Fg = —p,Sxg. Upostevali smo zmanjsanje volumna
izpodrinjene vode za produkt Sx. Zato velja: ma = —p, Sxg, ali nekoliko drugace:

. S
x+ux=0.
m

To se sklada z enacbo (6.1), koeficient pred x je kvadrat krozne frekvence. Izrazimo

nihajni cas:

m
to = 2m =21 | —r—"—.
PvSg pv k g

Upostevali smo zgoraj izpeljano enacbo za ploscino osnovne ploskve splava. Z danimi

podatki izracunamo to = 1,33 s.

Clovek sko¢i na splav s hitrostio v; = 1/2gh. Pri doskoku gre za plastitni trk, po
katerem je hitrost splava in cloveka skupaj (ohrani se skupna gibalna koli¢ina, ce
Mebr _ P2
m k41

zanemarimo reakcijo vode): vy = . To hitrost razumemo kot amplitudo

27X .
Zaradi

nihanja hitrosti, ki je povezana z amplitudo odmika: vy = wxg =
0
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enostavnejse obravnave problema privzamemo, da je cas trka zaradi doskoka cloveka
zelo majhen, v tem casu ¢oln s clovekom vred vseeno doseze ravnovesno lego, za katero
smo izracunali amplitudo hitrosti, nato izracunamo zacetno amplitudo nihanja splava s

clovekom:

_ A/ Zghto

Xy = .
0™ 2n(k+1)

Dobimo rezultat x, = 0,265 m. Da ugotovimo, ali si clovek zmoci noge, moramo
izracunati, za koliko je potopljen splav v ravnovesni legi. Izenacimo silo vzgona in silo

teze in velja:

k+1
dpor = — 2L d.
k py

Debelina potopljenega dela splava v ravnovesju je dpo; = 0,4375 m. Torej ga od celotne
debeline pol metra gleda iz vode samo 6,25 cm. Pri amplitudi nihanja okrog 26,5 cm si
neprevidni clovek zmoci noge. Dodaten vzgon zaradi majhnega potopljenega dela nog
cloveka lahko pri racunih mirno zanemarimo. Vendar moramo poudariti, da pri taksni
amplitudi nihanja, kjer je del nihajnega casa cel splav pod vodo, zgornji racun za nihajni
cas ni vecC tocen, ker je v tem delu nihajnega casa vzgon konstanten in gre za
enakomerno pojemajoce gibanje (¢ = konst), ne za sinusno odvisnost odmika od casal

Racun bi lahko popravili tako, da razlikujemo oba dela gibanja splava.

Ali kaj pomaga, ¢e clovek previdno stopi na splav? Zdaj racunamo amplitudo nihanja
drugace. Poglejmo, koliko splava gleda iz vode, preden stopi clovek nanj. Za potopljeni

del splava velia sedaj d; = 2L+ d = 35 cm. Iz vode gleda torej 15 cm splava. Ker je to

P

sedaj najvisja lega splava pri nihanju, dobimo amplitudo nihanja 15 cm — 6,25 cm = 8,75
cm. To je spet ve¢ kot 6,25 cm, torej si clovek tudi v tem primeru zmoci noge. V resnici
pa bi morali za to¢no vrednost amplitude spet ponoviti racun, tako da bi za del gibanja
(ko je splav cel pod vodo) upostevali konstantni pospesek. Vendar sklep, da si clovek

zmocl noge, ostane nespremenjen. Splav je za cloveka preprosto premajhen in razmerje

njunih mas bi moralo biti vecje pri lesu s tolik§no gostoto. ¢
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s
“\ 'il Racunski zgled 39
i

Izracunajte nihajni ¢as nihala z maso m za majhne odmike okrog ravnovesne lege x = 0,

ce ima odvisnost potencialne energije (na kratko potenciala) od koordinate obliko

hiperboli¢nega kosinusa: V(x) = V; cosh(kx).

Pri zapisu funkcije v blizini znacilne tocke, npr. okrog minimuma, si pomagamo s
. . o . d
Taylotjevim razvojem. Funkciji coshx in sinhx sta ena drugi odvod: ——coshx =

. a . v . . . . —
sinh x, —sinhx = cosh x. Upostevajmo tudi vrednosti cosh 0 = 1 in sinh 0 = 0 in je

Taylorjev razvoj za hiperboli¢ni kosinus preproste oblike:
coshx =14 =x2 +—x* 4 —x6 + -
2! 41 6!

Razvoj je podoben kot pri kosinusni funkciji, le da pri kosinusu predznaki clenov

alternirajo. Potencial je torej:
1 1
V(x) = Vo 143 (k)2 + - (ka)* + - |,
Sila je negativni odvod potenciala po koordinati:
_ 2 1,4.3 , ..
F(x) = Vo(k x+6k x° + )

Za majhne odmike x, ko je kx <« 1, obdrzimo pri sili samo prvi clen: F ~ —k?Vyx. 1z

Newtonovega zakona ma = F izhaja diferencialna enacba:

.. k%V
X+ —2

x = 0.
m

K* Vo oo o
%, Nihajni ¢as je:
m

To je enacba (6.1) s kvadratom krozne frekvence w? =

2T |[m

ty = .
07 Kk IV,



6 Nibanje 149

Vzmetno nihalo, to je na vija¢ni vzmeti s koeficientom k obesena utez z maso m, je
znacilen prototip preprostega sinusnega nihanja. Ker je v ravnovesju vzmet ze
raztegnjena, oznacimo z X dodaten raztezek vzmeti oziroma odmik utezi od ravnovesne
lege navzdol. Takrat je rezultanta sile teze in sile vzmeti razlicna od nic, ker se sila
vzmeti poveca: F = —kx. Predznak minus pomeni, da kaze rezultanta v nasprotno

smer, kot se premakne utez. 1z enacbe ma = —kx, ki je spet (6.1), ugotovimo tudi

N2 k
kvadrat krozne frekvence: w? = ~

Drugi pomemben zgled je fizikalno nihalo. To je sucno nihalo, os vrtenja je vodoravna,
zato je nihanje v navpic¢ni ravnini (Slika 48). Nihalo niha zaradi navora teze, ce ga
odmaknemo iz ravnovesne lege (v kateri je teziS¢e nihala natancno pod osjo vrtenja —
nihanja). Nihalo ima glede na dano os vztrajnostni moment J. Navor teze pri zasuku za
@ iz ravnovesne lege je enak: M = —mgr” sin ¢. Kolicina 7* pomeni razdaljo med osjo
in teziScem nihala. Po enacbi za vrtenje M = Ja = J@ je nihajna enacba: J@ =
—mgr* sin ¢. Za velike kotne odmike nihanje ni sinusno. Ce pa so koti manjsi od okrog
10°, priblizno velja sing = ¢, in zato dobimo enacbi (6.1) analogno enacbo: ¢ =

mgr*

J

@. Nihanje je priblizno sinusno s krozno frekvenco:

mgr*

J

0=

ey 2 v . v . .
Nihajni cas je ty = —- Krozno frekvenco pri su¢nem nihalu smo namesto z w raje

oznacili z veliko ¢rko £2, da tega ne bi zamenjali s kotno hitrostjo. Da je to priporocljivo,
uvidimo, c¢e zapisemo znacilne enacbe pri sinusnem sucnem nihanju: kot je @ =
@0 sin(£2t), kotna hitrost ali ¢asovni odvod kota je w = 2, cos(£2t), kotni pospesek
je odvod kotne hitrosti po ¢asu: @ = — P, sin() = —PFo.

zasuk @

A 4

Slika 48: Fizikalno nihalo
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Racunski zgled 40

Fizi¢no nihalo sestavimo iz dveh enakih tankih palic dolzine [, tako da ju spojimo v ¢rko

T (Slika 49). Os vrtenja je na zgornjem koncu zgornje palice. Kolik§en je nihajni ¢as?

0S

T

U

Slika 49: Fizikalno nihalo v obliki étke T

Najprej izracunamo lego masnega srediS¢a sestava palic po enacbi (1.9 a), ce si

zamisljamo npr. namesto koordinate y* kar ", legi tezis¢ obeh palic glede na vrtilno os

stay; = éin Yy, = l. Tako je:

my{+m 3
,r*= Y1 y2:_l

2m >

kar je zaradi simetrije tudi takoj razvidno tudi s slike. Vztrajnostni moment je vsota

prispevkov obeh palic, kjer moramo upostevati tudi Steinerjev izrek:
1 17
] =2 -Eml2 +m(y? +y2) = Emlz.

Nihajni cas je:

171
t0=2n/ / =2T[/—.
2mgr* 18g

Pozor: V imenovalcu smo morali za maso vzeti 2m, ker mora tam biti skupna masa

nihala.
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Racunski zgled 41

Tanko palico z dolzino | uporabimo kot fizi¢no nihalo in spreminjamo lego njene osi
vrtenja. Razdaljo med osjo vrtenja in teziS¢em oznacimo tukaj z x (Slika 50). Kako je

nihajni ¢as palice t, odvisen od spremenljivke x?

OS
T

w_

Slika 50: Palica — fizikalno nihalo za poljubno lego osi vrtenja

Vztrajnostni moment palice za podano os je: ] = m (% > + xz). Nihajni ¢as je:

1 12
to=2m [ L= 2n [1(x+ D)
mgx g 12x

Ocitno ima nihajni ¢as pri neki vrednosti razdalje X minimum. Ker je korenska funkcija

monotono narascajoca, ni treba minimizirati celotnega izraza za ty, ampak je dovolj
e . ? . d : :
poiskati minimum funkcije y(x) = x + o5 Postavimo d—z = 0 in dobimo X = X,,,;,, za

minimalni ¢as in potem minimalni ¢as sam:

Xpim = —— ~ 0,291

V12

l
tomin = 2T ,ng

Prikazimo graf (Slika 51), kjer namesto nihajnega ¢asa obravnavamo frekvenco v = tl
0

Kjer ima ty neskoncno vrednost (pol), to je pri x = 0, ima frekvenca vrednost ni¢. Kjer

pa ima nihajni ¢as minimum, ima frekvenca maksimum. Ocitno je tudi, da frekvenca ali
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nihajni cas kot funkcija parametra X ni bijektivna: pri dveh razlicnih vrednostih x na

dolocenem intervalu ima nihajni ¢as enako vrednost.

12
1.0
0.8
8
Z 06
<
<
044
024
0.0 g T y T T T g T y
0.0 0.1 02 03 04 05

x/!

Slika 51: Frekvenca nihanja palice kot funkcija razdalje x. Frekvenca je normalizirana glede na
frekvenco pri x = %, to je takrat, ko obesimo palico za njeno krajis¢e. Razviden je maksimum frekvence

pri; ~ 0,29.

Matematicno ali nitno nihalo je le poseben primer fizikalnega nihala. Ker je spodaj na
nitki z zanemarljivo maso majhna utez, v kateri je zbrana vsa masa nihala, vzamemo
r* = l. Razdalja med osjo nihanja in tezi$¢em je kar dolzina vrvice l. Za vztrajnostni
moment vzamemo vztrajnostni moment tockastega telesa pri razdalji [ od osi: J = ml?.

Zato je krozna frekvenca:

mgr*
0= gr- _ |d

] U

Lep zgled nihanja je tudi pri kolenskem prenosu, kjer gred z dolzino L povezuje
enakomerno vrtece se kolo in bat, ki se lahko premika samo v vodoravni smeri. Levo
krajisce gredi je vpeto pri razdalji R od sredis¢a kolesa (Slika 52). Zanima nas enacba
gibanja bata (odmik X), ¢e se kolo vrti s kotno hitrostjo w. Nihanje bata ni sinusno,

izrac¢unamo ga tako, da je razdalja med tockama T in T ves c¢as enaka L. Rezultat je:

x = R cos(wt) + \/LZ — R? sin?(wt).
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S to enacbo podamo koordinato tocke T glede na sredisce kolesa. Prit = 0 je x = L +
R, kar pomeni skrajno desno lego tocke T in tudi tocke T, ko lezi gred na osi x. Nihanje
bata je priblizno sinusno, ¢e velja L > R, ko lahko zanemarimo drugi ¢len pod korenom

v enacbi za x.

Slika 52: Kolenski prenos

6.2 Duseno nihanje
Enacba preprostega nihala pri dusenem nihanju je:
¥+ px + wix = 0. (6.5)

Prvi clen je v zvezi z Newtonovim zakonom, drugi podaja dusenje po linearnem zakonu
upora (sila je sorazmerna s hitrostjo telesa pri pocasnem gibanju skozi viskozno
tekocino), zadnji ¢len pa vraca nihalo v ravnovesno lego. Razmisljamo o mehanskem
nihalu, ¢eprav najdemo podobno enacbo tudi drugje, npr. v elektricnemu nihajnemu
krogu. Koeficient f# je koeficient dusenja, koli¢cina wy pa bi se ujemala s krozno
trekvenco nihala, ¢e ne bi bilo dusenja. Videli bomo, da je pri dusenju krozna frekvenca

nihanja manjsa od w.

Enacba (6.5) je navadna linearna diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi

koeficienti. Je homogena (desna stran je enaka ni¢). Taksne enacbe resujemo z
nastavkom za eksponentno funkcijo x = Ce™ s $e neznano konstanto A v eksponentu.

Ce vstavimo eksponentno funkcijo v enacbo (6.5), dobimo kvadratno enacbo za A:
P+ pl+wi=0

7 resitvamas:

=52 () -t
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Glede diskriminante imamo tri moznosti: ali je negativna, ni¢ ali pozitivna. Nihanje v
pravem pomenu dobimo pri negativni diskriminanti (podkriticno dusenje). Zato najprej
obravnavajmo to moznost, kjer sta koeficienta kompleksna. Izberemo lahko taksni
konstanti pred eksponentnima funkcijama, da dobimo zaradi Eulerjeve formule

exp(ix) = cosx + i sin x kosinusno in sinusno funkcijo. Resitev v kon¢ni obliki je:

B
x =e 2 [C; cos(wyt) + C, sin(w,t)]. (6.6)

s krozno frekvenco dusenega nihanja:

wg = |w? — (5)2. 6.7)

V primeru f < wq velja, prvi¢, da je krozna frekvenca (6.7) samo malo manjsa od
nedusene vrednosti Wy, in drugi¢, da se eksponentni faktor v enacbi (6.6) spreminja le

pocasi v primetjavi z nihajo¢im izrazom v oglatem oklepaju. To pomeni, da efektivna

Bt .
— ) oziroma da

energija nihanja, ki je sorazmerna s kvadratom amplitude, pada kot E(t) =

E(0) exp(—pt).

amplituda nihanja pada s ¢asom eksponentno: A(t) = A(0) exp(

V primeru nadkriticnega dusenja, ko velja g > Wy, imamo namesto oscilirajocih resitev
par realnih padajocih eksponentnih funkcij:

B
x=e 2" - [Cie* + C,e "], (6.8)

kjer je:

o= &7 z

Zaradi popolnosti resitve problema je zanimiv tudi mejni primer, §= Wy, ceprav je,
tizikalno gledano, to golo naklju¢je in je verjetnost, da velja taksna enakost, zanemarljiva.
Lahko za¢nemo z izrazi (6.6) ali (6.8) in preracunamo limitni primer w — 0 ali k¥ — 0.
Kotni oziroma eksponentni funkciji razvijemo v Taylotjevo vrsto samo do linearnega

clena. V obeh primerih dobimo:
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B
B _ —t
= e s, + ¥ =e (G +C) (6.10)

kjer sta C; in Cy novi konstanti. Izraz (6.10) smo sicer nasli kot priblizek, a ga lahko

oy . v . v . . B
matematicno preverimo, ¢e ga vstavimo v enacbo (6.5) skupaj s pogojem 5 = Wo, se res

V§e ujema.

Pri vseh treh obravnavanih moznostih smo dobili po dve prosti konstanti, C; in C,.
Resujemo namrec¢ diferencialno enacbo drugega reda, zato potrebujemo za natancno
dolo¢itev resitve Se dva zacetna pogoja: zacetno lego x(0) in zacetno hitrost v(0). Ni
nujno, da podamo dodatno informacijo prav v taksni obliki; lahko bi podali lego v dveh
razlicnih casih itd. A podajanje zacetne lege in hitrosti je fizikalno najbolj naravno.
Poglejmo na primer, kaj pove enacba (6.10) za mejni primer kriticnega dusenja, ce
imamo tudi zacetna pogoja x(0) = x; in v(0) = 0. Za drugi pogoj moramo iz enacbe

izraziti tudi hitrost. Zapisimo koncni rezultat za odmik in hitrost:

X = xoe_gt : (1 + gt)

V= —X (é)z t- e_gt.
Hitrost je enaka ni¢ samo pri ¢asu ni¢ in v limiti neskoncnega casa, sicer je ves cas
negativna. To pomeni, da nihalo niti enkrat ne zaniha sem in tja. Telo gre samo pocasi iz
zacetne lege v ravnovesno lego x = 0, za kar teoreticno potrebuje neskoncen Ccas.
Pozitivna koordinata pomeni odmik nihala v desno, negativna hitrost pa gibanje nazaj

proti izhodis¢u. Hitrost ima najvec¢jo absolutno vrednost, ko je pospesek nic. V tem
2 Bxo

. . . : : . 2x
trenutku so cas, hitrost in koordinata enaki: t,,, = 7 U =~ 10 Xy = TO. Grafa za

casovno odvisnost koordinate in hitrosti sta prikazana na Sliki 53, dodaten racun je v

racunskem zgledu 41.

0,8+

m

0,6

xIXg, VIV,

/
04

02/

0,04 ; , .
0 1 2 3 4
it
Slika 53: Brezdimenzijski grafi Casovne odvisnosti koordinate (polna modra krivulja) in hitrosti (Crtkana
rdeca krivulja) pri mejnem kriticnem primeru dusenja, ko je zaCetna hitrost ni¢. Zaradi laZje primetjave

smo vzeli absolutno vrednost hitrosti.
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Racunski zgled 42

Pri kritichem dusenem nihanju je najvedja hitrost nihala v,, = 0,5 m/s, ko je odmik od
ravnovesne lege enak x,, = 4 cm. Kolikéna je nedusena krozna frekvenca? Ce je to
nihanje vzmetnega nihala (kroglica na vzmeti) v viskozni tekocini, zapisite pogoj za

kriticno dusenje s parametri tega nihala.
Napisimo razmerje med maksimalno hitrostjo in ustreznim odmikom:

Ym _ Bxo/(2e) _ B _ @wo

Xm 2xp/e 4 27

Iz tega izracunamo wg = 25 s~'. Pri vzmetnem nihalu z maso kroglice m in koeficientom

vzmeti K je krozna frekvenca: wg = \/g Na kroglico s polmerom R, ki se giblje s

hitrostjo v skozi tekocino z viskoznostjo 77, deluje po Stokesovem zakonu sila upora:

E, = —6mRnv, kar ustreza drugemu clenu v enacbi (6.5). Ker je to Newtonov zakon, je

6TR17 . M ey v
B=""inw,= g Enacba za kriticno dusenje je:

m

3mR7n k vkm
m m 31R

Kriticno viskoznost tekocine smo tukaj izrazili s koeficientom vzmeti ter maso in

polmerom kroglice.

6.3 Vsiljeno duseno nihanje
Enacba preprostega nihala pri vsiljenem dusenem nihanju je:

¥+ Bx + wix = ag cos(wqt). (6.11)
Dodali smo sinusno nihajoci clen na desno stran enacbe. Ta clen je posledica sinusno

nihajoce dodatne zunanje sile s krozno frekvenco w,. Konstanta a, ima enoto pospeska.

Za razliko od enacb (6.1) in (6.5) je enacba (6.11) nehomogena. Njeno resitev sestavimo
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iz dveh delov: prvi ustreza homogeni enacbi (6.5), drugi clen je partikularna (posebna)
resitev, ki ustreza desni strani (6.11). Zanima nas nihanje, ki se vzpostavi po daljSem
casu. Odmik, ki ustreza homogeni enacbi, eksponentno pojema s casom, zato ga lahko

po dovolj dolgem ¢asu zanemarimo. Dovolj je najti le partikularno resitev, poskusimo pa

z nastavkom:
x = A cos(wt) + B sin(wt). (6.12)

To je res pravi nastavek, ker se z odvajanjem mesata med seboj kosinusna in sinusna

funkcija. Nastavek vstavimo v enacbo (6.11) in posebej izenacimo del enacbe, ki vsebuje

kosinusne clene, in posebej za sinusne clene (to mora veljati zato, ker sta si kosinusna in

sinusna funkcija linearno neodvisni). Iz dveh enac¢b dobimo oba neznana koeficienta:

_ wi-w? _
(@50 +Bon)?

B = Bwq

 (03-w?)*+(Bwy)?

aq. (6.13 2)

ao. (6.13 b)

Resitev (6.12) lahko zapisemo tudi drugace:
x = xy cos(w,t + §). (6.14)

Vpeljali smo polno amplitudo X in fazni premik § glede na vzbujevalni clen na desni
strani enacbe (6.11). Ce v enacbi (6.14) upostevamo adicijski izrek za kosinusno funkcijo

in oba ¢lena primerjamo s tistima v enacbah (6.12), sta nova parametra povezana z

delnima amplitudama A in B takole: x, = VA? + B? in § = —arctan %, tako da sta

Xy = 12 - a,. (6.15 2
J(@i-0) +(pwny?
— Bw1
§ = —arctan Py (6.15b)

Vzemimo stalni vrednosti wg in B ter opazujmo odvisnost X in § od frekvence wy. V
primeru Sibkega duSenja, B K wy, ima funkcija Xg(w;) izrazit maksimum. Lega

maksimuma je priblizno pri w; = wq. Izracunajmo maksimum natancno s postavitvijo
de

o 0. Tako izracunamo neodvisno in odvisno spremenljivko:
1
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Wiy = Wi — > B> (6.16 a)
a
Xoy = ﬁa‘)’d. (6.16 b)

V drugi enacbi je wy iz enacbe (6.7). Opazimo: wiy < wg < Wy. Ce je dusenje
preveliko (prevelik parameter f3), funkcija xo(w1) nima ve¢ maksimuma, ampak je

monotono padajoca funkcija. To spoznamo ze po izrazu (6.16 a) za ustrezno frekvenco.

d?xg . . .
>, ki mora biti negativen za
dwi

Ce smo dosledni, moramo preveriti tudi drugi odvod

maksimum funkcije. Pokazemo lahko, da se lokalni maksimum zlije z minimumom pri

. . ) ) . .. w
w1 = 0, ko velja 2 = 2w{. Grafi odvisnosti X in § od razmerja kroznih frekvenc w—l
0

za razlicne vrednosti wﬁ so prikazani na Slikah 54 in 55.
0

a)1/cu0

Slika 54: Brezdimenzijski grafi odvisnosti Xy od w1. Izbrane vrednosti wﬁ so 0,25, 0,5, 11in 1,5. Grafi so
0
normalizirani na koli¢nik —%, kier je Xgp = X(0) = —3.
X00 0)0

0

,25
-30 0\
504 1,5
o -90
= ]
120
1,5
-150 4 02 5
-180 : : :
0 1 2 3 4

oo,
Slika 55: Grafi odvisnosti § od % Vrednosti wﬁ so enake kot pri Sliki 54. Fazni premik je podan kar v
0 0

stopinjah in je vedno negativen. Vsi grafi se sekajo pri w1 = wy, kjer je fazni premik —90°. Cim vedji je

parameter wﬁ, tem poloZnejsi je graf okrog preseciScne tocke.
0
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s
' Racunski zgled 43
i

Preprost elektri¢ni nihajni krog sestavljajo zaporedno vezani kondenzator s kapaciteto C,

tuljava z induktivnostjo L, upornik z uporom R in generator sinusne napetosti U =
Uy sin(w4t). Kolik$na je amplituda jakosti elektri¢nega toka in koliksen je njegov fazni

zamik za napetostjo?

Vsota napetosti na vseh 4 elementih je ni¢: U+ Uy + Uy + Uy, = 0. Pri nadaljnji

izpeljavi moramo paziti na predznake clenov. Zamislimo si, da smo v tistem delu
e

nihajnega kroga, ko tok narasca. Takrat se kondenzator polni in zapiSemo Uy, = —
velja pa tudi [ = %. Na tuljavi je napetost Uy = —L '%, na uporniku pa U, = —RI.

Zato pridemo do enacbe:
. e dl _
U, sin(wqt) — i LE —RI =0.

Enacbo odvajamo po c¢asu, tako da drugi ¢len z nabojem pretvorimo v zapis s tokom:

I d?1 dl
-—L——-—R—=0,
C dat? dt

Uyw; cos(w t) —
kar prepisemo nekoliko drugace:

wlLUO cos(wqt).

F+2i+=1=
L LC

1
Lc’
V skladu z enacbami (6.14) in (6.15) sta

Zadnja enacba je ckvivalentna enacbi (6.11). Ustrezni koeficienti so: ff = %, w§ =

w1Ug
P

pospesku analogna koli¢ina je ag =

amplituda toka in fazni premik:

U
IO = 9 >
24( L )
\/R +(C(J)1 wq
RCw
§ = —arctan L

1-LCw?’



160 ANALITICNA MEHANIKA

Naj bodo sedaj vsi drugi parametri stalni, spreminjamo samo w; in is¢emo najvecjo

mozno amplitudo toka [y. V nasprotju s prejsnjim problemom iskanja maksimuma za X

je sedaj maksimum natanc¢no pri w; = wq, kar da [y = %. Clena v oklepaju pod

korenom v imenovalcu v enacbi za [y se sedaj iznicita. Pri elektricnem krogu je

spremenljiva krozna frekvenca w; tudi kot dodaten koeficient na desni strani

diferencialne enacbe za elektri¢ni tok, medtem ko v enacbi (6.11) tega koeficienta ni.

6.4 Sklopljeno nihanje

Obravnavajmo samo primer, ko so vse sile konservativne, to je, izhajajo iz potencialne

energije. Uporabimo spet generalizirane koordinate q;. Takrat je generalizirana sila:

av

Q; = o (6.17)

V ravnovesni legi velja Q; = 0. Zato razvijemo vse generalizirane koordinate okrog

njihovih ravnovesnih vrednosti: q; = ;o + 7;. Ravnovesne vrednosti ;o so take, da je

izpolnjena enacba Q; = 0 za vsak I, odmiki od teh leg pa so 7;.

Celotno potencialno energijo razvijemo v Taylorjevo vrsto. Pri tem zaradi ravnovesja
odpadejo linearni ¢leni v odmikih. Razen tega lahko Stejemo potencialno energijo tako,
da je enaka ni¢, ko postavimo vse generalizirane koordinate na ravnovesne vrednosti.
Razvoj potencialne energije v Taylorjevo vrsto se zato zacne s kvadratnimi cleni v

odmikih, medtem ko clene visjega reda zanemarimo (vsota po I in j):

1 0%V
= Zsama; Wy 619
ali zapisano krajse:
1
V= EV"J' ;1) (6.19)

Matrika Vj; je simetricna. Vzamemo samo primere, ko generalizirane koordinate niso

odvisne eksplicitno od casa, zato je kineticna energija enaka:
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1 ..

Efektivhe mase, ki so tudi funkcije generaliziranih koordinat, lahko spet same po sebi
razvijemo v Taylorjevo vrsto. Zadostuje pa prvi, konstantni clen v razvoju, ki ga

oznacimo T;j po analogiji z V;;. Tako je Lagrangian oblike:

1 .. 1
L= ETij m; 77]' - EVij m; 77]'- (6.21)

Vendar se da v prakticno pomembnih primerih izbrati generalizirane koordinate tako, da
so v izrazu za kineticno energijo razlicni od ni¢ samo diagonalni elementi matrike, ki jih

na kratko oznac¢imo z enim samim indeksom: T; = Tj;, torej:

1

. 1
L =Ty} =S Vijmn;. (6.22)

Ustrezne Euler-Lagrangejeve enacbe so:
Tif; + Vigm, = 0. (6.23)

To je sklopljeni sistem diferencialnih enacb drugega reda, za vsak indeks i od 1 do f

posebej, e je f Stevilo vseh generaliziranih koordinat. Poskusimo z nastavkom:
n;, = Ca;e’*. (6.24)

Tako smo presli na resevanje sistema enacb v kompleksnem obsegu stevil, vendar se da,
kot bomo videli, vedno dobiti realne vrednosti 77;, ki so fizikalno smiselne. Gremo z
nastavkom (6.24) v sistem enacb (6.23), pridelamo naslednji sistem navadnih linearnih

enacb za neznane koeficiente @;:
2 —
—Tiw a; + Vua] = 0. (625)
Konstanta C se je krajsala. Prepisimo sistem teh enac¢b v matricno obliko. Zaradi

nazornosti vzemimo za Stevilo prostostnih stopenj 3 (to nima neposredne zveze z

dimenzijo prostora, ampak s tem, koliko enodimenzionalnih nihal imamo v sistemu):
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Vi — T1(U2 Viz Vi3 a;
VlZ VZZ - Tzwz V23 aZ = 0 (626)
Vis Va3 V33 — Tzw?[ 193

Ta sistem ima od ni¢ razlicne resitve za koeficiente samo, ¢e je determinanta matrike
enaka ni¢. Tako pravzaprav dobimo neznano krozno frekvenco w, in sicer v tem
primeru nasplosno (razen v primeru degeneracije zaradi kake simetrije) 3 razlicne
vrednosti, vsaka od teh treh vrednosti ima lahko oba predznaka. Ce torej vzamemo po

definiciji w > 0, lahko nastavek (6.24) dopolnimo:
n, = C(a;e™* + be™™t). (6.27)

Z. izbiro kompleksnih koeficientov b; = @;" in z realnim C dosezemo, da je 7, zares
realen. Hkrati iz enacbe (6.20), ki je enacba za lastne vektorje, razberemo, da so
koeficienti b; med seboj povezani na enak nacin kot a;. Ce namre¢ obrnemo predznak

krozne frekvence, se v enacbi ni¢ ne spremeni.

Za lazjo orientacijo oznacimo pozitivne vrednosti krozne frekvence z w® za i o0d 1 do
3. Koeficiente za vsako krozno frekvenco posebej dobimo, ko vstavimo reSitev za

krozno frekvenco v enacbo (6.20) in resimo sistem enacb za koeficiente. Tiste, ki

. : . . .. 1 1) . 1
ustrezajo prvi krozni frekvenci, oznacimo npr. tako: ag ), ag ) in ag ), ter podobno za

drugi dve frekvenci. Ker pa je enacba (6.26) degenerirana, lahko enega od koeficientov,

npr. agl), poljubno izberemo. Druga dva sta potem dolocena z njim. Zavedati se

moramo tudi, da je ag ) kompleksno Stevilo in ga dolocata dve komponenti, realna in

imaginarna. Konstanto C lahko postavimo na vrednost 1. Neodvisnih konstant imamo
tako pravzaprav samo 6: po dve za vsako pozitivno resitev za krozno frekvenco. To
ustreza splo$nemu pravilu, da potrebujemo za natancno dolocitev sistema z s f
prostostnimi stopnjami 2 f konstant, ki jih dobimo iz 2f zacetnih pogojev, npt. »zacetno

hitrost« in »zacetni pospesek« za vsako generalizirano koordinato posebe;j.

Racunski zgled 44

Preprosto sklopljeno nihalo je sestav dveh vozickov z enakima masama po m, ki lahko
brez trenja drsita po vodoravni podlagi, ter treh vzmeti: leva in desna naj imata
koeficient k, srednja pa kg (Slika 56). Koliksni sta lastni vrednosti krozne frekvence in

kaksni so ustrezni nihajni nacini?
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© O © O

Slika 56: Sklopljeno vzmetno nihalo

Tega problema ni treba reSevati z zgoraj opisano metodo, ker si lahko pomagamo s
simetrijo sestava. Zamislimo si premik X; levega vozicka iz ravnovesne lege proti desni,
X, pa premik desnega prav tako proti desni in predpostavimo X, > x1. Da je sklepanje
Se lazje, naj bodo dolZine vseh treh vzmeti prav taksne, da v ravnovesni legi nobena ni
niti skréena niti raztegnjena. Pri predpostavljenih premikih vozic¢kov je potem leva vzmet
raztegnjena, srednja tudi, desna vtmet je skréena. Na levi vozicek deluje leva vzmet s silo
proti levi, srednja vzmet pa proti desni, na desni vozicek delujeta tako srednja kot desna

vzmet s silama proti levi. Sedaj lahko zapisemo Newtonov zakon za oba vozicka:

m¥; = —kx; + ky(x, — x1)
mjéz = _ka - ks(xz - xl).
Uvedemo novi spremenljivki: X, = x, + X1 in X_ = X, — X;. Enacbi prvic¢ sestejemo,

drugi¢ odstejemo, upostevamo definiciji novih spremenljivk in dobimo razklopljeni

enacbi za posamezni sinusni nihanji:

mi_ = —(k + 2kg)x_.
Ustrezni krozni frekvenci sta:
k
Wy = |[—
+ m

Tako niha spremenljivka x; s krozno frekvenco w,, spremenljivka x_ pa s krozno
frekvenco w_. Zapisemo lahko enac¢bo za odmik z obema clenoma, sinusnim in

kosinusnim, za obe spremenljivki, potem pa se vrnemo k X in X,. Na splosno je:

x; = Asin(w,t) + B cos(w,t) — C sin(w_t) — D cos(w_t)
x, = Asin(w,t) + B cos(w, t) + Csin(w_t) + D cos(w_t).
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Konstante A, B, C in D dobimo s stirimi zacetnimi pogoji: to sta oba odmika in obe
hitrosti vozickov v ¢asu nic. S fizikalnega vidika so zanimive predvsem tri kombinacije
zacetnih pogojev, kjer bomo vedno vzeli zacetne hitrosti ni¢. Oba vozicka na nek nacin
odmaknemo iz ravnovesne lege in opazujemo, kaj se dogaja. Z odvajanjem enacb za oba
odmika po ¢asu dobimo tudi obe hitrosti in vstavimo t = 0. Ce naj bosta obe zacetni

hitrosti ni¢, mora biti A = € = 0 in ostaneta samo kosinusni funkciji.

Nacin 1: Oba vozicka odmaknemo za enak odmik X,y = X143 v desno in izpustimo. Ker
sta odmika v t = 0 enaka, velja: B+ D = B — D — D = 0. To pomeni, da nihajni nac¢in
s krozno frekvenco w_ sploh ni prisoten. Odmika Xx; in X, sta enaka ves ¢as, ne samo na
zaCetku. Srednja vzmet ni nikoli napeta in razumljivo je, da je v koncnem rezultatu le
krozna frekvenca wy, kjer je prisoten samo koeficient k za levo in desno vzmet. Ta izid
bi lahko uganili brez racunanja: vozicka z levo in desno vzmetjo pravzaprav nihata kot

samostojni nihali, kot da sploh ne bi bilo srednje vzmeti.

Nacin 2: Oba vozicka odmaknemo za nasprotno enaka odmika X,9 = —Xx;9 in
izpustimo. Velja: B+ D = —(B — D) = B = 0. Zdaj nihajni nacin s krozno frekvenco
w4 ni prisoten in imamo samo vecjo krozno frekvenco w_. Odmika sta ves cas
nasprotno enaka, ne samo na zacetku. Tudi srednja vzmet se v skladu z nihanjem obeh
vozickov izmenicno razteza in krci in zato vpliva na krozno frekvenco: poveca jo, ker

»pomaga« levi in desni vzmeti pri vracanju vozickov nazaj v ravnovesno lego.

Nacin 3: Samo prvi vozicek odmaknemo za odmik Xx;4 v desno in izpustimo, medtem ko
je bil zacetni odmik drugega vozicka ni¢. Velja: B — D = x4 in B + D = 0, zato morata
biti koeficienta B = —D = %xlo- Dogajanje je precej bolj zanimivo kot pri prvih dveh
nacinih nihanja. Zapisimo spet enacbi za odmika glede na izracunane koeficiente in

uporabimo tudi obratni adicijski izrek za kosinusno funkcijo:

1 w- + w w- — w
x| = Exlo [COS((U+t) + cos(w-t)] = X10 COS (T-l- t) €03 (T-F t)

Najbolj nazoren je pomen zapisanih enacb, ce je stednja vzmet precej Sibkejsa od leve in
desne: kg < k. Takrat se krozni frekvenci wy in w_ ne razlikujeta veliko in drugi

koeficient pri obeh odmikih, to je tisti s polovicno razliko frekvenc, niha precej
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pocasneje od prvega. Zamislimo si, da oba vozicka nihata s krozno frekvenco > (wy +

w_) in amplituda nihanja oscilira s frekvenco - (w- — w4). Ko niha prvo nihalo
najmocneje, drugo prakticno miruje, in obratno. Energija nihanja se torej ves ¢as prenasa

iz enega nihala na drugo in obratno.

Racunski zgled 45

Nihanje atomov v ravni molekuli CO» obravhavamo z mehanskim modelom. Na sredini
je ogljtkov atom z maso m, levo in desno od njega sta kisikova atoma z maso po M. Med
ogljikovim in vsakim kisikovim atomom je vija¢na vzmet s koeficientom k (Slika 57).
Ravnovesna razdalja C-O je a (ta podatek v racunu sploh ne igra nobene vloge), in to je

hkrati dolZina nenapete vzmeti. Obravnavajte linearno nihanje teh atomov.

M m M
OyrommsesOrsommss()

—> —_—> _—
XL y XD

Slika 57: Molekula CO; kot sistem treh teles in dveh vzmeti; prikazani so odmiki v desno. Vsi trije
odmiki hkrati v desno so dovoljeni, ¢e ob nihanju vklju¢imo tudi translacijo molekule. Sile vzmeti na

telesa so prikazane z rde¢imi puscicami.

Oznacimo odmik levega kisikovega atoma od ravnovesne lege v desno z x;, odmik
desnega kisikovega atoma v desno je Xp, odmik ogljikovega pa y. Za lazjo obravnavo
enacb si zamislimo narascajoce odmike v desno: x; <y < xp. Takrat sta obe vzmeti
raztegnjeni, tako da se skuSata zaradi sile vzmeti spet skrciti in delujeta z ustreznimi

silami na atome (Slika 57). Zapisimo drugi Newtonov zakon za vse tri atome:

MX, = k(y — x1)
my = —k(y —x,) +k(xp —y)
Mip = k(y — xp).

Pri kistkovem atomu smo morali upostevati obe vzmeti: leva ga vlece v levo (negativna
sila), desna pa v desno (pozitivna sila). Predznaki v enacbah so pravilni, ¢e je pri odmiku,

ki ustreza pospesku v isti enacbi, negativen predznak. Pricakujemo, da nihajo vsi trije
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atomi z enako frekvenco, vendar z razlicno amplitudo in faznim premikom. Najbolj
prakticno je odmike zapisati kompleksno: x; = A exp(iwt), y = B exp(iwt), xp =
C exp(iwt), pri ¢emer so lahko kompleksne tudi amplitude A, B in C. Se pred uporabo

teh nastavkov za odmike vse tri enacbe delimo z ustrezno maso in definiramo krozni

frekvenci za vzmetno nihalo s koeficientom vzmeti k in maso M ali m: wy = ’E in

Wm = | Kisikova atoma imata vecjo maso od ogljikovega, zato velja neenakost wy, <
Wp,. Zgornje tri diferencialne enacbe se prelevijo v navadne enacbe za koeficiente

(amplitude):

—w?A = w4 (B - A)
—w?B = w2 (A+ C — 2B)
—w?C = wy(B-0).

To je sistem treh homogenih linearnih enacb, ki jih prepiSemo v matricno obliko:

w? — wg w3 0 A
w2, w? — 2w2, w2, B|=0.
0 w? w? — wy | LC

Ob koeficientih A, B in C je neznana tudi krozna frekvenca w, ki pa jo v tem sistemu
enacb gledamo kot parameter in ne kot neznanko. Homogeni sistem linearnih enacb ima
od ni¢ razlicne resitve samo, ce je determinanta matrike sistema enaka ni¢. Pridelamo

enacbo tretje stopnje za neznanko w?:
w?[w? — 2(wé + w2)w? + wi(wé + 2w2)] = 0.
Prva resitev, w = 0, pomeni samo translacijo celotne molekule, zato ni zanimiva. Hitro

se prepricamo, da ji ustrezajo enaki premiki: A = B = C. Zapisimo pozitivni resitvi, ki

resnicno pomenita nihanje in sta enostavni:

wlsz

Vg + 203,

wr
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Fizikalna interpretacija obeh reSitev je preprosta, ¢e vstavimo ti frekvenci v zgornji
sistem enacb in izrazimo zveze med koeficienti. V primeru @w = w; ugotovimo: C =
—A, B = 0. To pomeni, da ogljikov atom miruje (zato v enacbi za to krozno frekvenco
ni mase tega atoma), kisikova pa nihata v nasprotni stopnji; to je fizikalno smiselno, saj
ostaja pri tak§nem nihanju tezisce molekule pri miru. V primeru w = w, nihajo vsi trije

atomi: C = A, B = — %A. Kisikova atoma nihata z enako fazo, ogljikov atom pa gre v

nasprotno smer in njegov odmik ima vecjo amplitudo. Spet ostaja teziSce molekule pri

miru: M(A+ C) + mB = 0.

Ceprav lastnih frekvenc ne moremo izracunati neposredno, ker bi morali poznati

koeficient vzmeti oziroma ustrezne medatomske sile, je njuno razmerje neodvisno od k:

w2 _ 1+ﬁ
W, m’

Koli¢nik frekvenc, ki ga lahko preverimo eksperimentalno, npr. z absorpcijo

elektromagnetnega valovanja primernih valovnih dolzin, je odvisen samo od razmerja

. M 16 4 o
znanih mas atomov obeh vrst, — =5 % kar nam da koli¢nik 1,91.

12
6.5 Nihanje kristalne mreZe

Pomemben zgled sklopljenega nihanja v fiziki trdne snovi je koherentno nihanje atomov
v kristalni mreZi urejene trdne snovi. Zato mu namenimo cel razdelek. Obravnava se
ponavadi zacne v okviru klasicne fizike, in nato preidemo na kvantnomehanski opis
nihanja. Taksna nihanja kristalne mreze imenujemo fononska nihanja, posameznim
nihajnim vzbuditvam pa fononi. Za nazorno predstavitev naredimo najprej dva racuna z
enodimenzionalnim (1D) kristalom. Kot pri zgornjem zgledu z nihanjem molekule CO;

ponazorimo medatomske sile med sosednjimi atomi z linearnimi vijacnimi vzmetmi.

Racunski zgled 46

Sklopljeno nihanje atomov v kristalni mrezi in hkrati longitudinalno komponento
valovanja kot zvok prikazemo s preprostim 1D modelom. Z njim obravnavamo N
enakih atomov z maso m in z ravnovesno medsebojno razdaljo a. Med sosednjima

atomoma je vija¢na vzmet s koeficientom k. Umetno privzamemo, da sta z vzmetjo
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povezana tudi prvi (najbolj levi) in zadnji (najbolj desni) atom. To je samo matematicna
poenostavitev, ki sicer zaradi velikega Stevila atomov nima nobenega fizikalnega vpliva
na sistem. Obravnavajmo linearno nihanje teh atomov in hkrati longitudinalni val ter

iztrazimo zvocno hitrost.

Oznacimo odmik j-tega atoma od ravnovesne lege v desno z Xj. Namesto nastavka za
nihanje kot pri prej$njem zgledu uporabimo nastavek za longitudinalni ravni val, najprej
v zveznem priblizku: Ax = A expli(wt — qx)]. Prehod k diskretni sliki ali nihanju
posameznih atomov naredimo z nadomestitvijo x = x; = (j — 1)a, ¢e je prvi atom pri
x = 0. Torej je nastavek v diskretnem modelu: x; = Aexpli(wt —q(j — Da)].

Newtonov zakon pove:
mi; = —k(xj — xj_l) + k(xj+1 — xj) = k(xj+1 + X1 — ij).
Uporabimo omenjeni nastavek za X;, krajsamo skupni koeficient A in tudi ¢asovni del

cksponentne funkcije in tudi krajevni del exp[—iq(j — 1)a], potem delimo z —m.

Nazadnje dobimo zvezo:
) koo _ .
w? = ——[e7e 4 glaa — 2]
m

ali

244

2 _2krq _ L
) —m[l cos(qa)]—msm >

Ta problem je v matematicnem smislu drugacen kot problem nihanja molekule CO..

Zdaj izrazimo krozno frekvenco kot funkcijo valovnega Stevila q:

w = 2wq sin%. (6.28)

. } : ’k
Uporabili smo krozno frekvenco enostavnega vzmetnega nihala: wg = —. Fazna

hitrost valovanja je:

w
=—=—sin—. 0.29
=7 g om ( a)
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Grupna (skupinska) hitrost je:

_ dw _ . qa
Cg = gq = @ol " COS—~. (6.29 b)

V primeru dolgih valov ali majhnega valovnega vektorja @ = %ﬂ velja %qa < 1in se

fazna in grupna hitrost ujemata, to pomeni, da ni disperzije:
Cr = Cg = Woa.

Kako bi to izrazili tudi drugace, z makroskopskimi parametri snovi, namesto s tremi
mikroskopskimi parametri (m = masa atoma, k = medatomska vez, podana kot
konstanta vzmeti, @ = ravnovesna razdalja med sosednjima atomoma)? Povedano
drugace: kako bi se vrnili k zvezni, makroskopski sliki valovanja v snovi, s katero smo
reSevanje problema pravzaprav zaceli? Namesto vzmeti si zamislimo kar ravno tanko

palico s prerezom § in dolzino a. Youngov modul palice je E, Hookov zakon zanjo je
oblike: F = kx = %. Temu ustreza konstanta vzmeti kK = %. Namesto da bi bila masa

zbrana v kroglicah (atomih) med vzmetmi, je enakomerno porazdeljena kar po tanki

palici, ki je hkrati vzmet: m = pV = pSa. Zlozimo vse skupaj za dolge valove:

ka? E
c=woa= |—= |-
m p

To je hitrost zvoka v trdni snovi.

Racunski zgled 47

Spet obravnavajmo 1D model fononskega nihanja, le da imamo sedaj v vsaki kristalni
celici po dva razlicna atoma. Vzamemo N parov atomov, kjer ima v vsaki celici levi atom
maso My, desni pa M,. Ravnovesna razdaljo med levim in desnim atomom v isti celici
naj bo a;, med desnim atomom ene celice in levim atomom naslednje celice na desni pa
a,. Pravzaprav bo pri nasem racunu pomembna skupna velikost celice: a = a; + a,.

Razdaljama a; in a, ustrezata nenapeti vzmeti s koeficientoma k; in k,. Spet
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privzamemo cikli¢no povezavo, to je, da sta z vzmetjo s koeficientom k, povezana tudi

prvi in zadnji atom.

Racun zdruzuje obravnavo prejsnjih dveh zgledov, molekule CO; in 1D mreze z enakimi
atomi. Oznacimo odmik levega atoma v j-ti celici od ravnovesne lege v desno z x;j,
desnega atoma pa z y;. Nastavek za odmike obeh vrst atomov je analogen tistemu v
prej$njem racunskem zgledu: x; = Aexpli(wt — q(j — 1)a)] in y; = B exp[i(wt —

q(j — 1)a)]. Po drugem Newtonovem zakonu je:

my ¥ = —ky (% — yj-1) + ke () — x7)
myy; = kz(xj+1 - J’j) - k1(3’j - xj)-

. . . v, Vel v . k . . .
Koristna je vpeljava $tirih znacilnih kroznih frekvenc: wqp = /m—“, kjer sta indeksa a in
B

f lahko 1 ali 2. Uporabimo nastavek za odmike, krajsamo dele eksponentne funkcije

podobno kot pri prejsnjem zgledu, in dobimo sistem dveh enacb za amplitudi A in B:

[w3; + w2, — w?]A — [w%lei"a + w%l]B =0

—[w%ze_iqa + w%Z]A + [w?, + w3, — w?]B = 0.

To je homogen sistem enacb in ima od ni¢ razlicno resitev le, ce je determinanta matrike

sistema enaka ni¢. Od tukaj izhaja kvadratna enacba za kvadrat krozne frekvence:

w*+bw?+c=0
b = —(w}; + wi; + w5 + w3,)

c= 2(0)%10)%2 (1 + cos(qa)) + w%ﬂ‘)%z + w%2w§1)-

Vsi koeficienti so realni, kot morajo biti, ne glede na kompleksni nastavek za odmike
atomov. Da smo iz obeh eksponentnih funkcij z imaginarnima eksponentoma *iqa
dobili realno kosinusno funkcijo, smo si pomagali tudi z enakostjo (WqyWz1)* =
(w11w22)?%, ki izhaja iz definicije teh kolicin. Pri korenjenju obeh resitev za w?

vzamemo pozitivni koren, tako da sta resitvi:
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Koeficient b je negativen, tako da sta obe resitvi smiselni. Ne bomo ju zapisali bolj

eksplicitno, s podanima masama in koeficientoma vzmeti, ker bi bil izraz nepregleden.

Narejena racunska zgleda sta primeren uvod za splosnejso teorijo fononskega nihanja. V
kristalni mrezi je gradbena enota osnovna celica, ki se ponavlja po celem kristalu.
Obravnavamo samo idealni monokristal trdne snovi. Naj vsebuje kristal N osnovnih
celic, vsaka od njih naj ima K atomov. Ker se lahko vsak atom giblje neodvisno v treh
pravokotnih smereh, je skupno stevilo vseh prostostnih stopenj enako f = 3NK.
Vendar ne opazujemo neurejena gibanja, kjer se giblje vsak atom po svoje, temvec
kolektivna harmoniéna nihanja kot v dveh zgornjih primerih z 1D mrezo. Ce torej
izberemo doloceni 3D valovni vektor g, potem bo $tevilo prostostnih stopenj taksnih
sklopljenih nihanj samo f = 3K namesto 3NK. Stevilo prostostnih stopenj kolektivnega
nihanja (reCemo tudi stevilo vej; ime veja bomo razlozili v nadaljevanju) je toliksno, kot
je Stevilo reditev za krozno frekvenco pti izbranem q. Zgornja zgleda za 1D problem
sklopljenega nihanja to potrjujeta: za mrezo s po 1 atomom v celici imamo samo eno
vrednost krozne frekvence, za mrezo z 2 atomoma v celici pa dve. V 3D moramo to
stevilo pomnoziti s 3. Pri analizi nihanja bomo uporabljali pri seStevanju naslednje
indekse: n za osnovno celico, k za kateregakoli od K atomov v isti celici in j za vejo.
Krozna frekvenca, ki je tako kot q enaka za vse atome, saj gre za usklajeno nihanje, je
odvisna samo od valovnega vektotja q in veje j. Zato jo lahko oznacimo z wg; ali $e bolj
nazorno w;(q). Zdaj lahko razumemo pomen termina veja. Ce obravnavamo nihanje
klasi¢no, ima vektor g poljubno vrednost, je zvezna spremenljivka. Ce si zdaj zamislimo
2 fiksirani komponenti ¢, lahko gledamo na w pri izbrani veji kot na zvezno funkcijo
variabilne komponente vektorja q. Temu ustreza dolocen graf w;(q), ¢e s q oznacimo
neko komponento valovnega vektorja v izbrani, ponavadi simetrijski smeri. Za razlicne j
dobimo razli¢ne krivulje — veje. Vsaka od vej je v diagramu w(q), kjer je spremenljivka q

na vodoravni osi, zvezna funkcija q, razlicne veje pa lezZijo ena nad drugo.

Naj bo trenutni odmik k-tega atoma v n-ti osnovni celici od ravnovesne lega enak Upy.
Za opis leg osnovnih celic samih (ne glede na atome v njih) uporabljamo mrezne

vektorje, ce si nekje v kristalni strukturi izberemo izhodisce koordinatnega sistema. Lego

n-te celice podaja mrezni vektor R,. ponavadi zaradi prakti¢nosti vzamemo, da gre ta
vektor od izhodis¢a do izbrane robne tocke n-te celice. Zaradi translacijske simetrije in

polnosti kristala (seveda ne sme biti niti lukenj niti prekrivanja osnovnih celic) mora
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namre¢ imeti osnovna celica obliko paralelepipeda. Lagrangian za nihanje vseh atomov
je:

1 — 1~ N
L= ETnkIunkI2 - Eunk ) (an,nlk/unlk/)- (6.30)

Pri ¢lenu s kineti¢no energijo sestevamo po vseh n in k, pri ¢lenu s potencialno energijo
tudi po indeksih n" in k'. Pri tem je my masa k-tega atoma v celici, Dy nxs pa ogromen
tenzor s 4 indeksi in skupaj 9N*K? elementi. Pika v drugi vsoti v (6.30) pomeni skalarni
produkt. Tenzor D je povezan s potencialno energijo, podobno kot V;; v enacbah (6.18)
in (6.19). Iz Lagrangiana (6.30) izhaja sistem ELE (za vsak par n in k posebej, medtem

ko je na desni strani enacb vsota po n' in k'):

az _
My~ Unk = ~DoienricrUprier- (6.31)

Poskusimo s harmoni¢nim nastavkom za vse odmike:

U = JNl_me*kj -expli(§ - Rn — w;t)] (6.32)

indeksom j pri normirani amplitudi k-tega atoma € ; in pri krozni frekvenci w;
7. indek p plitudi k-tega at kj in pri k frek i
poudarimo, da gre za j-to vejo. Seveda sta obe kolicini odvisni tudi od valovnega
vektorja, vendar tega ne bomo posebej poudarjali. Ob vstavitvi nastavka (6.32) v enacbo

(6.31) pridemo na naslednje enacbe (vsota po indeksih n' in k'):

1
mrmpg,

W&y = Drjenrier * €xpiq - (Rns — Ry)] &) (6.33)
Enacbo (6.33) lahko napiSemo v kompaktnejsi obliki, ¢e na njeni desni strani najprej

sestejemo po indeksu n' in definiramo nov matri¢ni element:

1

Dir = mpn,m,k, -exp[ig - (Rp — Ry)]. (6.34)

Ceprav se sprva pojavi na desni strani enacbe tudi indeks n, matricni element zaradi
translacijske simetrije ne more biti odvisen od njega. Tako nazadnje dobimo dinami¢no
enacbo za nihanje, neodvisno od indeksa n:

wFEkj = D i (6.35)
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Ta enacba sklaplja le nihanje atomov v isti osnovni celici, hkrati je to enacba za lastno
vrednost krozne frekvence. V celici je K atomov, zato lahko pri istem valovnem vektorju
q dobimo 3K resitev (vej) za krozno frekvenco w;. Od teh vej so tri tako imenovane
akusti¢ne, preostale so opticne veje. Tri akusticne veje se od opticnih razlikujejo po tem,
da velja v limiti w(q = 0) = 0; hkrati z velikostjo valovnega vektotja gre k ni¢ tudi
krozna frekvenca. Podrobnejsa analiza na osnovi simetrijskih lastnosti tenzotja Dy niks
zaradi translacijske simetrije kristala pokaze, da je pri treh akusticnih vejah pri majhnih
velikostih valovnega vektorja krozna frekvenca nihanja sorazmerna z njegovo velikostjo:
w;(q) = c;q. Pri tem je ¢ fazna hitrost, ki je za vsako od treh vej razli¢na. Pri opti¢nih
vejah za majhne q priblizno velja padajoca kvadratna odvisnost: w;(q) = A; — B;q?,

kjer sta koeficienta A; in B; pozitivna.

Za konec omenimo tudi nekaj zanimivosti. Tenzor Dpy ik, je povezan tako s
translacijsko kot s tockovno simetrijo kristalne strukture. Te simetrijske lastnosti lahko
opisemo v okviru teorije grup, nas tenzor je v tem pogledu upodobitveni tenzor. Pri
kvantnomehanski obravnavi fononov (kolektivnith mreznih nihanj) vzamemo za
izhodis¢e zgornji klasicni opis. Fononi so povezani tudi z gibanjem prevodnih
elektronov pri superprevodnikih, kar moramo obravnavati povsem v okviru kvantne
mehanike. V okviru teorije BCS (po avtorjih Bardeen, Cooper, Schriefer; Nobelova
nagrada za fiziko) za klasicne superprevodnike so kvantno-mehansko povezani pari
elektronov (Coopetjevi pari) na zapleten nacin povezani s fononi, kar omogoci, da pade
elektricni upor superprevodnih snovi na vrednost ni¢ pri temperaturi prehoda vecji od

nic.
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7 Posebna teorija relativnosti (PTR)

Teorijo je razvil Albert Einstein in je nadgradnja Newtonove klasi¢ne fizike v primerih,
ko se telesa gibljejo z velikimi hitrostmi, to je, primerljivimi s svetlobno hitrostjo c.
Posebna teorija relativnosti (PTR) se nanasa na primere, ko ni mocne gravitacije in tudi
ni prevelikih pospeskov teles, zato je prostor skoraj raven. Splosna teorija relativnosti
(STR) obravnava tudi gravitacijo in mocno ukrivljeni prostor zaradi gravitacije. Tukaj se
bomo omejili na PTR. Posebnost te teotije v primetjavi z Newtonovo mehaniko je med
drugim pojmovanje ¢asa. Cas v relativnostni teoriji ni samostojen in od fizikalnega
dogajanja neodvisen parameter, temvec se s tremi prostorskimi koordinatami povezuje v
stiridimenzionalen (4D) prostor. Imenujemo ga prostor Minkowskega. Seveda mora biti
ne glede na poseben znacaj casovne komponente njena fizikalna enota usklajena z enoto
drugih treh (»prostorskih«) komponent. Prostor Minkowskega je raven. To pomeni, da
za njegov tridimenzionalni »prostorski« del velja evklidska geometrija. To je geometrija,
na katero smo navajeni iz Sole (npr., da je vsota kotov v trikotniku enaka vsoti dveh
pravih kotov). Teorija PTR je nastala zaradi tezav v predhodni teoreticni fiziki; kljucna
pa je ta, da je svetlobna hitrost v vakuumu enaka v vseh nepospesenih (inercialnih)
opazovalnih sistemih, medtem ko naj bi se po Galilejevi transformaciji po prehodu iz

enega sistema v drugega spremenila.

Zato je med glavnimi cilji PTR pravilna transformacija med razlicnimi inercialnimi
koordinatnimi sistemi pri hitrostih, primerljivih s ¢. Med drugim tudi ¢as ni vec inerten,
kot smo ze namignili zgoraj, temve¢ se transformira. Danasnja natancna deklarirana

vrednost svetlobne hitrosti je: ¢ = 2,99 792 458 - 10® m/s. To seveda ne pomeni, da je
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raziskovalcem uspelo izmeriti svetlobno hitrost z absolutno natancnostjo in da so
»slucajno« od zadnje osmice naprej same nicle, temve¢ da so morali na novo definirati
nekaj drugega. Bralec naj si ogleda danasnjo definicijo za enoto meter. Je pa svetlobna

hitrost fizikalno povezana z -elektromagnetizmom ter influencno in indukcijsko

konstanto : ¢ = . Osnovna postulata PRT sta: I) vsi zakoni narave so enaki v vseh

1
Vi EO/UO

inercialnih koordinatnih sistemih; II) ¢ je enaka v vseh inercialnih sistemih (pravimo, da

je € invarianta).
7.1 Lorentzova transformacija

Osnovni in najbolj znan model za PTR je, da se koordinatni sistem S' giblje premo
enakomerno s hitrostjo ¥y v smeri osi X glede na inercialni sistem S, v ¢asu t = 0 obe
koordinatni izhodis¢i sovpadata. Pri tem osi X ves cas sovpadata, druge osi v obeh
sistemih pa so paroma vzporedne. S to geometrijo najhitreje izpeljemo ustrezne
transformacijske enacbe na osnovi invariantne vrednosti svetlobne hitrosti.
Transformacijske enacbe v prostoru Minkowskega imenujemo Lorentzova
transformacija. Ta je bila znana ze pred razvojem PTR, nanasala se je na enacbe v
elektromagnetizmu. Zato lahko imamo elektromagnetizem in Maxwellove enacbe, ki so
invariantne na Lorentzovo transformacijo, za predhodnika PTR. Za majhne hitrosti
relativnega gibanja dveh inercialnih koordinatnih sistemov, vy < ¢, je uporabna

Galilejeva transformacija kot izhodisce za bolj zapleteno Lorentzovo transformacijo:

X =X—U0t
y' =y
z'=z
t' =t

Pri tem so simboli brez crtice koordinate poljubnega tockastega telesa v »mirujocem«
sistemu S in t je cas, merjen kjerkoli v starem sistemu. Simboli s ¢rtico se nanasajo na
»gibajoc¢i se« sistem S'. Besedi »mirujoci« in »gibajoci« smo namenoma dali med
navednice, ker je samo stvar dogovora, kateri inercialni sistem postavimo za mirujocega.
V zgornji transformaciji se spremeni samo koordinata X. Iz teh enacb sledijo enacbe za

transformacijo hitrosti kakega telesa:
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Z vidika postulata o enakosti € so te enacbe napacne, ker bi se po njih spremenila hitrost
delca s svetlobno hitrostjo, npr. fotona, v novem sistemu. Einsteinove transformacijske
enacbe (Lorentzova transformacija) so tako spremenjene Galilejeve enacbe, da: 1) Se

vedno spominjajo nanje, 2) v limiti vy < ¢ preidejo FEinsteinove enacbe nazaj v

Galilejeve, 3) je hitrost ¢ v obeh sistemih enaka. Vpeljimo tudi kolicnik hitrosti By = UTO
Lorentzove enacbe so:
x" = yo(x — Boct) (7.1 a)
y' =y (7.1 b)
z'=z (7.1 ¢)
’ X y
t'=vyo(t—fo2). 719

Vpeljali smo relativisticni koeficient:

1

1-p2

Yo = (7.2)

-

Zakaj smo temu koeficientu dodali tudi indeks 0, bomo razlozili kasneje. Koristne so
tudi inverzne enacbe, ki ustrezajo (7.1), to je, kako iz kolicin s ¢rtico dobimo kolicine
brez crtice. Pre¢ni koordinati y in Z sta trivialni. Koordinato x in ¢as t lahko izracunamo
na dva nacina: 1) iz sistema enacb (7.1 a) in (7.1 ¢); 2) da zamenjamo vlogi obeh
koordinatnih sistemov in hkrati zamenjamo predznak hitrosti Vg, in s tem koeficienta .
Ce se namre¢ sistem S' giblje glede na S v desno, se sistem S giblje glede na §' v levo. V
obeh primerih dobimo enak rezultat, kar potrjuje enacbo (7.2) za yo. Zapisimo torej

inverzne enacbe:

x =Yo(x" + Boct’) (7.3 )
y=y (7.3 b)
z=172 (7.3 ¢)
t=vo(t'+60>) (739

Uvedimo kompleksni krajevni vektor cetverec (na kratko 4—vektor), ki vsebuje tako cas
kot koordinate: x® = (x°,x2,x2,x%), kjer pomenijo x° = ict, x* =x, x> =y in

x3 = z. Posebnost je imaginarna prva komponenta. To je le eden od nacinov prikaza
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4—vektorjev. Tedaj lahko zapisemo Einsteinove enacbe v matri¢ni obliki: x @' = Tx (4),

kjer zapiSemo matriko 4 x 4 v blo¢ni obliki z dvema matrikama 2 X 2:

T = [7(")1 I(C’l | | (7.4 a)
Ty = 7o [illfo _‘1[’) 0] (7.4 )
Id = [(1) (1) . (740

Tudi »niclic v matriki (7.4 a) sta pravzaprav matriki 2 X 2 z vsemi elementi 0.
Transformacijska matrika T se imenuje Lorentzova matrika (tenzor) in je hermitska:
T** =T. Znak * pomeni kompleksno konjugacijo (imaginarna komponenta $tevila
spremeni predznak) in t pomeni transponiranje matrike (zrcaljenje preko diagonale ali
zamenjava vrstic in stolpcev). Velja tudi ortogonalnost: T = T~ to je, transponirana

matrika je enaka inverzni. Tenzor ohranja skalarni produkt ¢etverca samega s sabo:
X%y 422 = (ct')? = x* +y* 4+ 27 = (ct)?, (7.5)

Pomembna enacba (7.5) se da preveriti neposredno iz enacb (7.1). Skalarni produkti v

4D prostoru Minkowskega so taksni, da ima »casovni« ¢len negativen predznak.

Transformacijo komponent hitrosti dobimo tako, da pois¢emo diferenciale dx’, dy’, dx'

. . IR . . dx’ .
in dt’ in z njimi izratunamo nove komponente hitrosti, npr. V', = —,- lako dobimo

enacbe:

vy = (7.6 a)
c2
/ Yy
Uy = 757~ 7.6 b
") oy
%
v=—Yr__ 7.6 ¢
* T oo

Za vajo vzemimo naslednji dve moznosti: ¥ = (¢,0,0) in ¥ = (0,¢,0). V obeh
primerih lahko preverimo, da je velikost transformirane hitrosti spet ¢. Lahko pa to z
enacbami (7.6) dokazemo tudi v splosnejsem primeru: ¢e velja vZ + UJ% + vZ = ¢?, velja

enaka enacba tudi za vsoto kvadratov transformiranih komponent hitrosti.
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7.2  Posebni ucinki Lorentzove transformacije
Poglejmo nekaj posebnosti v zvezi z danimi transformacijami.
Neohranitev soCasnosti dogodkov na razlicnih mestih

Ce sta dva dogodka pri razli¢nih koordinatah v § zgodita v istem ¢asu t, potem ustrezna

¢asa t' v novem sistemu nista ve¢ enaka. Na primer: X; # X, t; = t,. Kolik§en je

volAx .
_ YoPolX pies

¢asovni premik sistemov je At' =t', —t';? Izracun pokaze: At' = o

je

Ax = x; — x4.
Podaljsanje casa

Naj se dva dogodka dogodita na istem mestu v dveh razlicnih ¢asth v S: x; = x5, t; #
t,. Rac¢un pokaze drugacen ¢asovni interval v sistemu S At' = t', —t'y =y, (t; — t;).
Casovni intervali se v S' povecajo. Zaradi relativnosti gibanja (kaj miruje in kaj se giblje?)
pride do navideznih protislovij, ¢e stvari ne razlozimo pravilno. Zato poskusimo to
interpretirati pri enem od znanih fizikalnih sistemov. Mioni so nestabilni elektricno
nabiti delci, podobni elektronom, vendar so masivnejsi. Njthov razpadni cas po
nastanku, npr. pri jedrskih poskusih, je 2,2 ps. Toliko ¢asa »zivik povprecen mirujoci
mion, preden razpade. Kaj pa, ¢e mione pospesimo do zelo velikih hitrosti, blizu
svetlobne hitrosti? Ker smo jih morali pospesiti, novi inercialni sistem S', ki se giblje
skupaj z enim od mionov, ni enakovreden laboratorijskemu sistemu S. Ce bi se lahko
vziveli v »kozo« miona in se gibali skupaj z njim, bi opazili, da mion sam prav ni¢ ne
»obcuti«, da se giblje skoraj s hitrostjo ¢. Z njegove lastne perspektive bo Zivel prav tako
v povprecju 2,2 us, kot ¢e bi miroval (glede na laboratorijski sistem). Vendar mi, ki
mirujemo v laboratorijskemu sistemu, v resnici opazimo, da zivi zelo hitri mion veliko
dlje. Podobno je s ¢clovekom, ki ga pospesimo do skoraj svetlobne hitrosti in posljemo v
vesolje. Zmotna je misel, da si tako vesoljec glede na svojo lastno perspektivo podaljsa
zivljenje! Samo mi, »zunanji« opazovalci, posredno ugotovimo, da njegov ¢as (torej tudi
njegove misli in obcutki) z nasega vidika tece pocasneje. To nakazuje, da je smiselno
govoriti o lastnem casu 7, ki je invarianta (neodvisen od koordinatnega sistema).
Natanc¢neje morda lahko zapiSemo takole: lastni ¢as za neko tockasto telo je identicen
casu v izhodis¢u koordinatnega sistema, ki se giblje skupaj s telesom (translacijsko in
rotacijsko) in ki ima to telo ves cas v izhodiS¢u, ne glede na to, ali je gibanje telesa

pospeseno ali nepospeseno (glede na katerikoli drug opazovalni sistem), ne glede na
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gravitacijo in nehomogenost gravitacijskega polje, v katerem je telo, itd. Lastni cas je

najkrajsi cas, to je, krajsi od vseh transformiranih ¢asov.
Skrcenje dolZin v smeri gibanja

Dolzine se skrcijo za isti relativisticni koeficient, kot se podaljsa ¢as. Neposredno je to
povezano z ohranitvijo svetlobne hitrosti. Vendar moramo bit tudi tukaj natancni, tako
kot pri pojavu podaljsanega ¢asa. Za katerega opazovalca (v katerem sistemu) in glede na
kaj se dolZine skrcijo? Interpretacija merjenja dolZine je morda Se nekoliko zahtevnejsa
kot interpretacija casovnih intervalov. Recimo, da vemo, da se mimo nas (mirujocega
opazovalca) giblje palica z zelo veliko hitrostjo V5. Dolzine ne moremo izmeriti kar tako,
da cakamo z metrskim trakom. Pomagamo si posredno, z merjenjem casa, ko pride
mimo nas najprej sprednji in potem zadnji konec palice. Torej spet zacnemo s
koordinatnim sistemom S. Opazovalec c¢aka s Stoparico v izhodis¢u S. Naj ima zanj
palica dolzino [ (v resnici on izracuna [ Sele s primetjavo ¢asov, ampak pri tej izpeljavi
obrnimo zaradi nazornosti zacetne podatke drugace). Najprej v trenutku £; = 0 (takrat
opazovalec ponastavi Stoparico na nic) pride sprednji konec palice, ki se giblje v desno, v
izhodisce, torej x; = 0. Takrat je zadnji konec palice Se na negativhem poltraku osi X, za

dolzino [ levo od izhodisca (Slika 58). Palica se giblje enakomerno, zato pride v izhodisc¢e

(x, = 0) zadnji konec palice v trenutku t, = —. Transformirajmo zdaj koordinati X po
0

enacbi (7.1 a), medtem ko nas ustrezna ¢asa ne zanimata. Ker sta tako x; kot t; enaka
ni¢, dobimo tudi x';y = 0. Za drugi dogodek je x', = yo(x, — Vot,) = —Yyol. Zato
dolZino palice glede na S' vzamemo kot absolutno vrednost X',, to je, I' = y,l. Lastna
dolzina palice je za koeficient ¥ vecja od dolzine v sistemu S, ali obratno: dolzina palice
v sistemu S je za koeficient Yo manjsa od lastne dolzine v S'. Pri relativisticnih ucinkih je
treba biti zaradi pomanjkanja intuicije natancen, in to je edini nacin, kako natancno in

nedvoumno definirati dolzino za hitra telesa.

VO
— > -
0 X

Slika 58: Meritev dolZine gibajode se palice v sistemu S. Prikazan je »nicelni« trenutek t; = 0, ko je
desni konec palice Ze v izhodis$¢u, levi konec pa Se levo od izhodis¢a in ga bo dosegel v poznejSem Casu
t; > 0.
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Zdaj, ko imamo pred seboj Sliko 58, bodimo pozorni. Opazovalec ne more pravilno
meriti hkrati dva konca gibajoce se palice, kot morda zavaja pogled na sliko. V trenutku
t; = 0, ko je sprednji (desni) konec palice v izhodiscu, opazovalec, ki je tudi v izhodiscu
(ali pa ima tam oci), ne more v istem trenutku neposredno razsojati o njenem zadnjem
(levem) koncu, Ze zato ne, ker svetloba potrebuje nekaj ¢asa, da pride od levega konca

palice do njegovih oci. Ta cas se pri celotnem c¢asu pozna, ce je palica zelo hitra.
7.3  Relativisticna gibalna koli¢ina in energija

Relativisticna gibalna kolic¢ina ter mirovna, kineticna in polna energija tockastega telesa z

. . . = . v
maso M in hitrostjo ¥ in ustreznim parametrom f§ = = so:

p=ymv (7.7 2)

E, = mc? (7.7 b)

T = (y — 1)mc? (7.7 ©)

E=Ey+ T =ymc? (7.7 ¢
1

y = i (7.7 d)

Relativisticni koeficient ¥ smo definirali podobno kot yo v enacbi (7.2). Vendar zdaj ¥ ni
povezan s transformacijo koordinatnega sistema, temvec s hitrostjo telesa. Videli bomo
tudi, kako se koeficient ¥ spremeni, ko gremo iz inercialnega sistema S v nov sistem S'
ta sprememba je res povezana tudi z Y. Za izracun gibanja nabitega delca v elektricnem
ali magnetnem polju si lahko pomagamo kar z gibalno koli¢ino in kineticno energijo,

namesto da bi racunali s silami. Pravilnost enacb (7.7) bomo morali se dokazati.

Izracunamo lahko npr., kako se giblje proton ali elektron v homogenem elektricnem
polju, ce je njegova zacetna hitrost enaka ni¢. Gibanje je takrat 1D in ne potrebujemo
vektorskega zapisa. Razlika med delcema je v masi in v tem, da se giblje elektron v
nasprotno od smeri elektricnega poja (ustrezni negativni predznak bomo ignorirali). Tudi
v relativisticni mehaniki je elektri¢na sila F = eyE, prav tako velja enacba dp = Fdt za
infinitezimalno spremembo gibalne koli¢ine delca. Iz enac¢be p = eyEt in enacbe (7.7 a)
izracunamo hitrost, pri tem bodimo pozorni, da se hitrost skriva tudi v koeficientu y.
Potem z integriranjem hitrosti po ¢asu izracunamo tudi odvisnost poti delca od casa.
Nazadnje lahko izpeljemo tudi neposredno zvezo med hitrostjo in potjo, ¢e odpravimo

¢as. Zapisimo vse tri enacbe:
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p = Cof (7.8 2)
m[1+(52)
_ mc? 14 eoEt)2 1 78b
s=ar N1t (5e) - 7:5b)
mc?
S=5 [y —1]. (7.8 ¢

V zadnji enacbi se hitrost skriva v relativisticnemu koeficientu y. Vendar se da to enacbo

dobiti tudi neposredno iz enacbe za kineticno energijo in elektri¢no delo:
T = (y — 1)mc? = eyEs.
Tudi za delo velja pri konstantni sili klasicna enacba A = F's, ne glede na hitrost, ki jo

pridobi delec. Ze izra¢un poti na dva nacina je prvi namig za skladnost enacb (7.7).
Grafa za ¢asovno odvisnost hitrosti in poti sta prikazana na Sliki 59.

v/c, s//1

Slika 59: Brezdimenzijska grafa -

. (L) in li (L) za gibanje nabitega delca v homogenem elektricnem
1

ty 3]
polju. Crtkani ravni &rti sta asimptoti za hitrost in pot delca pri velikih &asih. Zna&ilni &as t; in zna&ilna

dolZina l; sta razloZena spodaj.
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Komentirajmo najprej hitrost. Za majhne case lahko v korenu izraza (7.8 a) pustimo le
v : : v . . ek
clen 1 in dobimo preprost rezutat za enakomerno pospeseno gibanje: v = at = 0711

Nasprotno za velike ¢ase zanemarimo 1 pod korenom in je v = ¢. Podobno sklepamo o
poti. Za majhne case razvijemo koren v izrazu v Taylotjevo vrsto do linearnega clena v
y . . oy - eE . . . .

casu in dobimo spet klasi¢ni rezultat s = Zo—mtz. Za zelo velike case pa je S = ct, saj se

delec vecino casa giblje skoraj s svetlobno hitrostjo. Natancneje, premica za pot je

mc?

premaknjena iz izhodis¢a s = ¢t — ——. Premik asimptote navzdol je zato, ker je hitrost

eoE

oy . . NI me . .. ..
manjsa od svetlobne. Ce definiramo znacilni ¢as t; = -5 in znacilno dolzino l; = ctq,
0

. ) . ) i .. ) . vt
potem lahko narisemo brezdimenzijska grafa za odvisnost hitrosti in poti od casa: - (t—)
1

in li(ti) Se konkretni podatki: za elektron v elektri¢nem polju jakosti 1 kV/m je
1 1

znacilni ¢as t; = 1,71 ps in znadilna dolzina l; = 512 m.

Zanimiv je tudi pospesek delca v nasem primeru. Najprej izracunamo kvadrat

relativisticnega koeficienta iz enacbe (7.8 a) za hitrost:

y? = 11;2 =1+ (E)Z

1—= mc
c2

Pospesek je odvod hitrosti po ¢asu in racun pokaze:

Izraz za mirovno energijo delca, ki jo podaja v poljudni znanosti najbolj znana
Einsteinova enacba zgoraj, Ey = mc?, lahko potrdimo s poskusi. Na primer, nastanek
novih delcev, predvsem para delec + antidelec, omogocajo trkalniki, ki morajo podeliti
delcem dovolj veliko kineti¢no energijo. Ko trcita npr. dva protona iz nasprotnih smeri,
lahko nastane $e dodaten par delcev, kot sta proton in antiproton. Gibalno koli¢ino in
kineticno energijo preverimo v limiti majhnih hitrosti, ko relativisticne enacbe preidejo v
Newtonove. Pri majhnih hitrostih lahko pri gibalni kolicini (7.7 a) postavimo ¥y = 1, in

smo pri klasicnem izrazu. Pri kineticni energiji (7.7 c) pa razvijemo relativisti¢ni

koeficient v binomskem razvoju samo do prvih dveh clenov:
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~ 1LY\ _ 2 = Lmp?
T~[(1+2 Cz) 1]mc = Smv”.
V enacbi (7.7 a) in (7.7 ¢) vstavimo y iz (7.7 d), odpravimo hitrost in dobimo

neposredno zvezo med polno energijo in gibalno koli¢ino:

E =\ EZ + (cp)?. (7.9)
7.4 Kovariantni zapis vektorjev Cetvercev

V splosni relativnostni teoriji in v kvantni teoriji polja je znacilna uporaba kovariantnega
zapisa vektorjev cetvercev (drugi slovenski termin: stirivektorjev), in prav tako tenzorjev
vi§jega reda. Taksen zapis poveca preglednost enacb in olajsa posplositve teorij. Zapis je
uporaben, ¢e ho¢emo racunati 4—vektorje samo z realnimi komponentami in za ¢asovno

komponento ne potrebujemo imaginarne enote.

Kot smo omenili, se c¢asovna komponenta vektorjev marsikje vede drugace kot
prostorske komponente. Primer za to je racun skalarnega produkta dveh taksnih
vektorjev. Ce imata vektotja samo realne komponente, potem moramo pri skalarnem
produktu v vsoti produktov komponent vzeti produkt casovnih komponent z
negativnim predznakom. Razlikujemo kovariantno (spodnji indeksi) in kontravariantno
(zgornji indeksi) indeksiranje vektorjev ne glede na dimenzijo (ponavadi 3D ali 4D).
Recept je preprost: ¢asovna (»nicta«) komponenta stirivektorja ima v kontravariantnem
zapisu nasproten predznak kot v kovariantnem. Za zgled vzemimo cetverec krajevnega

vektorja, ki ga zapiSemo v kovariantni in kontravariantni obliki takole:

x, = (—ct,7) (7.10 2)
x* = (ct, 7). (7.10 b)

Opustili smo oznako (4) za vektor cetverec. Izbrali smo zapis, kjer ima pozitivnho
casovno komponento kontravariantni vektor. Zato moramo biti povsod pozorni na
predznake, tudi pri transformacijskih matrikah, ker uporabljajo razlicni viri razlicne

zapise.
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Pri tenzorjih drugega ranga (to je, pri matrikah) je lahko indeksiranje tudi mesano (en
spodnji in en zgornji indeks), v obeh mogocih vrstnih redih. Tako imamo 4 moznosti
zapisa indeksov. Pri tenzotjih $e vijega ranga je seveda kombinacij spodnjega/zgornjega

indeksiranja Se vec.

Zapis v enacbah (7.10) je nekoliko nenavaden, ko ga srecamo prvic. S simbolom p lahko
po eni strani mislimo doloc¢eno komponento vektorja, po drugi strani pa je v zgornjem
zapisu oznacen cel vektor. V drugem primeru ima simbol 4 predvsem namen, da po
njegovi legi vemo, ali gre za kovariantni ali kontravariantni vektor. V fizikalnem smislu je
oboje isti vektor. Navada je, da v teorijah polj za indekse uporabljamo grske crke,
posebej priljubljeni sta prav @ in V. Uporabljali bomo indekse od 0 (¢asovna
komponenta) do 3. Da bo vse povsem razumljivo, zapisimo vse Stiri komponente

posamicno: xg = —x° = —ct,x; = x'=x, x, = x> =y, x3 =x> =z

Razlika v kovariantnem in kovariantnem zapisu istega Stirivektorja poenostavi zapis

skalarnega produkta.

V strokovni literaturi je tudi navada, da ¢e vzamemo za indeks latinsko ¢rko namesto
grske, npr. i, s tem mislimo eno od prostorskih komponent (od 1 do 3) stirivektorja.
Zato lahko pravilno zapiSemo skalarni produkt zgornjega vektorja v prostoru
Minkowskega takole: x,x* = x;xt — (x0)? =12 — (ct)?. Se vedno se uporablia
Einsteinova konvencija sestevanja po dvakrat ponovljenem indeksu, vendrar tokrat se
bolj sistemati¢no: enkrat mora biti isti indeks spodaj in enkrat zgoraj. Tako smo naredili
s skalarnim produktom krajevnega vektorja. Einsteinovo pravilo sestevanja velja, ce
indeks ni konkreten, npr. i, ne pa 2. Pri eksplicitno zapisanem indeksu, v nasem primeru
2, smo lahko kdaj v zadregi, ali pomeni res indeks, ce je zgoraj, ali potenco. Vendar je
razvidno iz konteksta, kaj je prav: v nasem primeru pomeni 2 kvadriranje v zadnji enacbi,
medtem kot 2 v oznaki X2 zgoraj res pomeni indeks. Za skalarni produkt poljubnih dveh

tizikalno smiselnih vektorjev cetvercev posplosimo enacbo (7.5) takole:
a‘ub” = (ao, d\) ' (bo, B) = C_i b B - aobo. (711)

Pri tem smo oba vektorja cCetverca spet zapisali tako, da smo locili krajevni in ¢asovni
del. Z navadnim vektorjem s streSico smo oznacili 3D krajevni del, za katerega velja
navadni skalarni produkt. Predznak ¢asovnega dela z indeksom 0 je odvisen tudi od lege

indeksa, zato velja enakost: agh® = —agh, = —a’b°.
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Med tenzorji drugega ranga omenimo najprej metricni tenzor, ki je v primeru prostora

Minkowskega preprost:
-1 0 0 O
— 10 1 0 0
Juv = gtV = 0o 0o 1 ol (7.12)
0 0 01

Enak je v povsem kovariantnem (oba indeksa spodaj) in povsem kontravariantnem (oba
indeksa zgoraj) zapisu. Z njim lahko pretvarjamo med obema zapisoma poljubnega 4-

vektorja, npr. krajevnega vektorja:

x* = gthx, (7.13 2)
Xy = GuX’. (7.13 b)

V obeh primerih seStevamo po indeksu v od 0 do 3. Upostevali smo pravilo, naj bo pri
seStevanju po tem indeksu na desni strani enacbe en indeks spodaj in en zgoraj.
Nasplosno se drzimo tudi pravila, da je lega istega indeksa i, po katerem ne sestevamo,
enaka na obeh straneh enacbe. Indeksi so tako v obeh enacbah (7.13) ustrezno
postavljeni. Hitro se tudi prepricamo, da je metricni tenzor v mesanem zapisu, g, " ali
g* , kar enotska matrika v 4D prostoru. To je prav, saj analogno z enacbama (7.13) ta
matrika spremeni vektor v isti vektor, in sicer v istem zapisu, kovariantnem ali
kontravariantnem. Zaradi doslednosti dopolnimo enacbi (7.13), ¢eprav dodatni enacbi ne

pomenita ni¢ drugega kot prepis vektorja vase:

xt =gt xV (7.13 ¢)
X

W =9u' X, (7.13 ¢

Pri metricnem tenzorju je vseeno, kateri indeks je pri mesanem zapisu zgoraj in kateri

spodaj, nasplo$no pa moramo biti pri zapisu pazljivi.

V splosni teoriji relativnosti, ko so gravitacijske sile velike, je metri¢ni tenzor bolj
zapleten, to pomeni, da ima tudi od ni¢ razlicne elemente izven diagonale, njegovi
elementi pa so funkcije kraja in ¢asa. To nakazuje ukrivljenost 4D prostora, med drugim
je vloga tega tenzorja, da z njim na prakticen nacin izrazimo diferencialni lo¢ni element v

tem prostoru (v vsaki tocki prostora posebej). Izrazimo kar kvadrat lo¢nega elementa:



7 Posebna teorsja relativnosti (PTR) 187

(ds)* = dx,dx* = g"Vdx,dx,. (7.14)

Tukaj imamo vsoto po indeksih ¢ in v. Upostevali smo enacbo (7.13 a) za dvig indeksa.
V primeru tenzorja (7.12) za ravni prostor dobimo rezultat, podoben izrazu (7.5), le da
gre za diferencialne elemente: (ds)? = —(cdt)? + (dx)? + (dy)? + (dz)?, s tem

mislimo razdaljo med bliznjima tockama v 4D prostoru Minkowskega.

Metri¢ni tenzor (7.12) je preprost primer tenzotjev drugega ranga in imajo njegove
komponente enake vrednosti, ¢e sta oba indeksa kovariantna (spodaj) ali kontravariantna
(zgoraj). Vendar je ta enakost tenzorja v obeh zapisih posledica njegove preproste
zgradbe. Kaj pa lahko sklepamo o tenzorjih drugega ranga nasplosno? Pomagamo si
lahko z znacilno izgradnjo tenzorja drugega ranga v fiziki, s tenzorskim (neposrednim)
produktom dveh vektorjev. Vzemimo za zgled tenzor ¢, = a,b,. Preizkusimo tudi
druge tri kombinacije leg obeh indeksov. Govorimo o »dviganju« indeksov tenzorja.
Najprej preverimo moznost ¢, ko dvignemo prvi indeks: ¢, = atb,. Ce ima prvi
indeks katero vrednost od 1 do 3, velja a# = a,, in se element tenzorja ne spremeni. Ce
paje U = 0, se zaradi a® = —a, spremeni predznak elementa celega tenzotja drugega
ranga, saj pri vektorju b, ni bilo sprememb. Sklep je: ¢e dvignemo prvi indeks tenzotja
drugega ranga, se spremeni predznak elementov celotne nicte vrstice, drugi elementi pa
ostanejo enaki. Formalno zapisemo: ¢°, = —c¢g,, in c#, = Cyy za i > 0. Na podoben
nacin ugotovimo s pretvorbo zapisa drugega vektorja, da ¢e dvignemo drugi indeks

tenzotja, se spremeni le predznak elementov nictega stolpca: CMO = —Cyo in ¢,V = ¢y,

za v> 0. Ostane Se tenzor z obema kontravariantnima indeksoma. Tenzor c*V ima
enake elemente kot tenzor ¢, le v nict vrstici in nictem stolpcu, z izjemo elementa ¢ 00,

00 _

se elementom spremeni predznak. Veljavnost ¢ Coo 1zhaja iz tega, da se je elementu

Coo dvakrat zamenjal predznak pri dvigu obeh indeksov.

Za zgled najprej zapisimo Lorentzov tenzor v realnem kovariantnem zapisu namesto

tistega v enacbi (7.4), ki ustreza imaginarni ¢asovni komponenti, in sicer za vse Stiri

mogoce postavitve indeksov. Uporabimo spet blocno obliko z matrikami 2 X 2 (enacba
7.4 a):

(7.15 a)
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_ -1 B
(T)wv =70 5, 1 (7.15b)
1 =B
(TO*, =70 5, 1 ] (7.15 ¢)
v [1 Bo .
(TDu =7o 5, 1 (7.15 &

Enotska matrika Id je enaka kot prej. Najbolj se uporabljata zapisa (7.15 c) in (7.15 ¢):
prvi za pretvarjanje med kontravariantnima vektorjema v sistemih S in S'; drugi za
ustrezna kovariantna vektorja. Vendar se da zapisati tudi pretvorbe v mesani obliki. Stitje
zapisi (7.15) sicer fizikalno istega Lorentzovega tenzorja torej ponujajo tudi Stiri zapise

Lorentzove transformacije:

x't=THx, (7.16 a)
x'y =T,x" (7.16 b)
x'* =TH x" (7.16 c)
x',=T,'x, (7.16 &)

Morda si je najazje zapomniti matriko (7.15 ¢), ker je simetri¢na in brez predznakov, ki

pretvarja kovariantne vektorje tipa (7.10 a).

Zapisimo na kovariantni nacin tudi nekaj vektorjev in zvez med njimi. Na primer,

dx”

stitivektor hitrosti lahko definiramo kot kovariantni vektor v, = ali pa kot

. . dx# . . .
kontravariantni vektor v# — Krajevni vektor cetverec smo odvajali po lastnem

casu, ki je invarianten. Ker je zdaj razlika med obema zapisoma znana, zapisimo znacilne
tizikalne vektorje iz kinematike in dinamike samo v kovariantni obliki. Hitrost cetverec

je:

v, =y(=c,v). (7.17)

Razmislimo, kako smo od definicije v,

dx 1 . v .
d—: prisli do zadnje enacbe, ko vsebuje

cetverec hitrosti v primerjavi s cetvercem (7. 10 a) Se dodatni relativisticni koeficient y.

_dx dt _
ar dt ar
YVy. Upostevali smo relativisticno zvezo med laboratorijskim in lastnim casom dt =

. . v . . . dx
Pri krajevnem delu &etverca je dovolj preveriti prvo komponento v; = —

ydt in tudi definicijo x; = x. Tukaj se relativisticni koeficient ¥ ujema s koeficientom
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Yo vV pomenu, da je transformacija koordinatnega sistema prirejena gibanju delca samega.
Nasplosno bomo morali paziti na razliko med y in Y. Prvi koeficient je povezan s
hitrostjo delca in drugi s splosnejso transformacijo koordinatnega sistema. Nato moramo
biti pozorni tudi na to, da ne zamenjujemo resni¢ne komponente hitrosti delca, npr. vy,

z ustrezno komponento vektorja cetverca Vy: razlikujeta se po koeficientu y. Preverimo
.y v . . de d(—Ct) v .
tudi ¢asovno komponento Cetverca hitrosti: vy = e 2 Enacba (7.17) je

pravilna. Ceprav vemo, da se ¢etverec (7.17) pravilno vede v prostoru Minkowskega, ker

smo ga dobili z odvajanjem cetverca po invariantni koli¢ini (lastnem casu), naredimo

dodatni koristni test. Pokazimo, da je skalarni produkt tega cetverca zares invarianten, to
je neobcutljiv za Lorentzovo transformacijo. Skalarni produkt je: v,vH = y*(w? —
c?) = —c?. Torej ni samo invarianten, temve¢ celo konstanten. V najpreprostejsem
primeru, ko delec miruje, je njegova hitrost ni¢, ¥ = 1, pa je takoj razviden rezultat
v, v# = —c?. V naslednjem rac¢unskem zgledu preverimo, da transformacija cetverca

hitrosti (7.17) z Lorentzovim tenzorjem (7.15 ¢) po enacbi, analogni (7.16 ¢), zares

pripelje do enacb (7.6) za pretvorbo kartezi¢nih komponent hitrosti.

Racunski zgled 48

Dokazimo, da Lorentzova transformacija kovariantnega 4-vektorja hitrosti s tenzorjem

(7.15 ¢) vodi do enacb (7.0).

Tukaj moramo biti Se bolj previdni glede pomena relativisticnega koeficienta y. Opraviti
imamo pravzaprav s tremi tak$nimi koeficienti, ki jih vnaprej oznacimo z ¥, ¥’ in ¥,.
Prvi je povezan z velikostjo 3D hitrosti telesa v sistemu S (enacba (7.2) brez indeksa 0),
drugi z ustrezno hitrostjo v sistemu S', tretji pa s hitrostjo Vg za relativno gibanje ' glede

na S. Enacbe vy, = T, "v,, zapiSemo po komponentah:

—y'c =vyo(=yC) + Bovo(yvx) (*0)
Y ' = BoYo(=vC) + o (yvy) (*1)
Y'vy =y, (*2)
Y'v, = vV, (*3)

Najprej iz enacbe (*0) izrazimo koeficient ¥’ in ga potem vstavimo v druge tri enacbe.

Res potrdimo enacbe (7.6).
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Posplosimo simetricno matriko (7.15 ¢), ¢e se sistem S' giblje glede na sistem S s
hitrostjo v poljubni smeri, osi obeh sistemov pa so $e vedno paroma vzporedne in v
zaetnem trenutku izhodis¢i sovpadata. Vloge kartezicnih koordinat so sedaj

enakovredne, zato posploseni Lorentzov tenzor nima vec blocne oblike:

Vo = (UOx; Voy» vOZ) (7. 18 a)
= v
Bo = jo = (.BOxJ IBOy'.BOZ) (7.18 b)
1
VO = W (7. 18 C)
1-|Bo
[ Yo BoxYo BoyYo BozYo
(BoxYo0)? ﬁOxﬁOng ﬁOxﬁOZyg
BoxYo + T Yotl — —
TMV - ﬁoxﬁoyyg (.30;/1/0)2 .30y.30z7/g : (7'18 é)
BoyYo ——/—— 1+
Yot1 Yo+1 Yot1
BoxBozVs ﬁoyﬁoﬂ’g (BozY0)*
] BozYo T otl T 1 +—y0+1 |

Simetricni tenzor (7.18 ¢) je funkcija 3D vektorja (7.18 b), saj se tudi relativisti¢ni
koeficient (7.18 c) izraza s tem vektorjem. Z dalj$im rac¢unom lahko pokazemo, da sta si

tenzotja z nasprotno predznacenim argumentom inverzna:

T,"(Bo)T:"(=Bo) = 8,." (7.19 a)

S Kroneckerjevim simbolom na desni strani enac¢be smo ozacili tudi enotsko matriko 4 x
4. To je prav, ker njuno zaporedno delovanje pomeni, da se sistem S' ne giblje relativno
glede na S. Enacbo (7. 19 a) lahko zapisemo tudi malo drugace, ker ¢e tenzorju (7.18 <)
zamenjamo legi obeh indeksov (prvega dvignemo, drugega spustimo), je enako, kot ce
3D vektorju (7.18 b) zamenjamo predznak. Elementi nicte vrstice in nictega stolpca

namrec¢ zamenjajo predznak. Tako velja tudi:

T, (Bo)T 2 (Bo) = 8,." (7.19 b)

Primerjava zapisov indeksov in predznakov argumentov, npr. v obeh enacbah (7.19),
pokaze, da moramo biti zelo pazljivi. Z lastnostjo (7.19) se da dokazati, da transformacija
dveh 4-vektorjev s tem Lorentzovim tenzorjem ohranja 4D skalarni produkt teh
vektorjev (7.11):
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a,=T,"a, (7. 20 a)
v, =T,'b, (7. 20 b)
a',b'* = a,b*. (7.20 ©)

Dokaz je zelo podoben kot za transformacije z ortogonalnimi matrikami zasukov v 3D
prostoru. V 4D prostoru Minkowskega so stvari nekoliko bolj zapletene le zato, ker
moramo vedno paziti na predznak ¢asovnih komponent tenzorjev. Tenzor (7.18) lahko s
transformacijo obeh koordinatnih sistemov poenostavimo nazaj v obliko (7.15), kar je
isto, kot ce ze takoj usmerimo prvi kartezicni osi obeh sistemov v smeri njune relativne
hitrosti.

Racunski zgled 49

Prepricajmo se tudi, da tenzor (7.18) pravilno transformira stirivektor hitrosti v

posebnem primeru. Naj velja naslednje:

v, = (—¢,0,0,0)

Vo = —(Vy, vy, v,).
Koliksen je nov cetverec hitrosti v sistemu S'?

Napisimo pretvorbo v matri¢ni obliki na dolgo:

Yo BoxYo BoyYo BozYo 1
l[:j::'l ) BoxVo 1+(B;:I:1)2 ﬁo)pf-:)l/%i ﬁo;:oﬁi?’g _OC
72| 7| o PR enh fuat ]
2
U e Blf Rl Gant

Pri mnozenju na desni strani pride v postev samo O-ti (Casovni) stolpec matrike.

. . . . v Uy . .
Namesto y bomo pisali kar 3. Pti vektotju upostevamo By, = — 7’“ in podobno za drugi
dve komponenti. Transformirani Cetverec hitrosti zapisimo spet kot vrstico: v’y =

14 (—C, Uy, Vy, vz). Dobili smo kar navadni cetverec hitrosti (7.17).
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Razmislimo zdaj fizikalno, kaj smo pravzaprav naredili. V sistemu S je hitrost enaka nic,
saj so vse tri krajevne komponente ni¢, temu pa ustreza prvotni koeficient y = 1. Sistem
S' se glede na S giblje v smeri —v. Zato je glede na S' nova hitrost kar v, saj je to hkrati
hitrost gibanja izhodis¢a sistema S glede na S'. Zato smo tudi dobili pravo
transformirano hitrost.

Vpeljimo tudi druge cetverce. Cetverec gibalne koli¢ine definiramo preprosto kot

produkt mase telesa in cetverca hitrosti:

p, = ym(—c,v). (7.21)

V nasprotju s ¢etvercem hitrosti je krajevni del cetverca (7.21) zares relativisticna gibalna
kolicina v 3D prostoru v skladu z enacbo (7.7 a). Intuitivno uvidimo to razliko s tem, da
velikost vektorja hitrosti v 3D ne more preseci svetlobne hitrosti, medtem ko lahko
gibalna koli¢ina narasca brez omejitve. V limiti ¥ — ¢ namrec velja y = 00. V tem smislu
je v osnovni fiziki gibalna kolicina bolj fundamentalna kot hitrost. Neomejeno rast
gibalne kolicine s casom pottjuje tudi enacba pri konstantni sili: p = Ft, ce telo na
zacetku miruje. To smo Ze upostevali pri gibanju elektricno nabitega delca v homogenem
zunanjem elektricnem polju. V primeru fotona moramo enacbo (7.21) spremeniti, saj
foton nima mase in ima hkrati svetlobno hitrost. Koeficient ym zdaj nagaja, saj veljata
enacbi y = o in m = 0. Vseeno ima foton tudi krajevni del gibalne kolicine. Pravo
enacbo za foton namesto (7.21) hitro uganemo, ¢e vzamemo, da je polna energija
prostega delca enaka E = ymc?. Zato se lahko pri fotonu znebimo koeficienta ym in

dobimo:

Pu = %(—15) (7.22 2)

Pu = %(—15) (7.22b)
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Enacbi (7.21) in (7.22 a) lahko zdruzimo v eno enacbo, ki velja tako za masne delce kot
za delce brez mase. ZapisSimo obe obliki, kovariantno in kontravariantno, 4-vektorja

gibalne kolic¢ine:

P =(—2.7) (7.23 a)
= (2.5) (7.23 b)

Skalarni produkt tega Cetverca samega s seboj je potem:

2

E
p‘up“ = pz - C_2 (724)

Vemo pa, da je ta skalarni produkt neobcutljiv na Lorentzovo transformacijo. Ce gremo

v koordinatni sistem, v katerem delec miruje, je v njem p = 0 in E' = E. Zato je desna
. . . . E§
stran enacbe tudi v kakem drugem koordinatnem sistemu vedno enaka —C—g. Tako se

vrnemo k enacbi (7.9), in s tem potrdimo enacbe (7.7), s katerimi smo tudi prisli do (7.9),

vendar po drugi poti.

Cetverec pospeska ponavadi definiramo tako, da odvajamo cetverec hitrosti po lastnem

casu. Za ta izracun najprej pripravimo casovni odvod relativisticnega koeficienta:

dv _dlp| ©-a

dt — dt v

dy d p2\ 2 3v
%=a<1‘c—z> ]=c—z
ay _dy dv _ 3¥a

at v ac ! e
Naprej gre tako, da vrinemo posredno odvajanje po laboratorijskem ¢asu, podobno kot
smo naredili pri izpeljavi Cetverca hitrosti iz cetverca krajevnega vektorja:
d - d -
ay =——ly(=e, )] =y —ly(=cv)]
dy . A
4=y |2 (.9 +y(0.3)]

a, =V [ 5 (—e,9) + (0,0)] (7.25)
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Vendar je ta izraz za racune in teorijo manj uporaben. Podobno bi definirali cetverec sile
kot odvod cetverca gibane koli¢ine po lastnem c¢asu. Bolj nas zanima neposredna zveza
med pravim 3D pospeskom in pravo 3D silo. Se vedno velja klasi¢na enacba, da je sila

odvod gibalne koli¢ine po casu. Izpeljava je podobna kot zgoraj za ¢etverec pospeska:

-

d( 5 F dy . di_F

i = - — _——

T ac’ " Var T m

iy 2%as _ F

aty" v = o (7.20)

Vidimo, da je ta zveza precej bolj zapletena kot pri drugem Newtonovem zakonu, saj je
enacba za pospesek podana implicitno. Ker vsebuje drugi ¢len na levi strani enacbe
skalarni produkt hitrosti in pospeska, je enacba (7.20) sistem 3 linearnih enacb za 3
komponente pospeska. Sicer ni tezko dobiti eksplicitne resitve teh enacb, vendar so
enacbe nepregledne. Razen tega je pospesek razen od sile odvisen tudi od trenutne
hitrosti. V' primeru 1D gibanja, ko kazejo vsi trije vektorji v isto smer, je eksplicitna

oblika pospeska dokaj enostavna:

a= =— (7.27)

Ta rezultat se ujema s pospeskom, ki smo ga izracunali pri pospesevanju nabitega delca v

homogenem elektricnem polju, le da je enacba (7.27) splosnejsa.

Kako se transformirajo tenzorji vi§jega ranga v 4D prostoru, npr. matrike 4 x 4,
podobno kot pri dviganju indeksov najhitreje ugotovimo, e te tenzorje sestavimo kot
neposredne produkte 4-vektorjev. Dokaz je podoben kot za 3D prostor, ko smo
preucevali rotacije koordinatnega sistema. Vzemimo matriko A,, = a,b,. Ta matrika se
transformira takole:

Ay =a'yb', = (T,"a;)(T,“b,)

Ay, =T,"T, a.b,

ALy =T, T, A, (7.28 2)

Sestevamo po indeksith T in w. Zapisimo zadnjo enacbo tudi v kompaktni obliki kot

mnozenje treh matrik:

A’ = TATY, (7.28 b)
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kjer. je T' transponirana matrika matrike T. Enac¢ba (7.28 b) je brez indeksov, zato si
moramo zapomniti, da je v tem primeru matrika T kovariantna v obeh indeksih (indeksa
spodaj), za Lorentzovo transformacijsko matriko pa smo morali izbrati obliko (7.15 ¢).
Na predznake tukaj ni treba paziti, ker so pri vy > 0 vsi od nic¢ razlicni matri¢ni elementi
T pozitivni. Se ved, ker je ta matrika simetri¢na, lahko transformacijo (7.28 b) zapisemo
tudi lepse: A" = TAT. Posplositev enacbe (7.28 2) na tenzotje visjega ranga je ocitna.
Toliksen kot je rang tenzorja, je seStevalnih indeksov in Stevilo koeficientov z
Lorentzovo matriko. Lega indeksov alternira. Za primer zapisimo tudi transformacijo

tenzotja tretjega ranga s spodnjimi indeksi: A’ 5 = T, T, Ty" Az, o
7.5 Relativisti¢ni Lagrangian

Primerna Lagrangeeva funkcija za en sam prosti delec ali telo, na katerega ne delujejo

nobene sile, je:
L= %m(—czfz + %2+ y2 4 22), (7.29)

Pri tem pika nad simbolom ne pomeni odvoda po laboratorijskem casu t, temvec po
lastnem ¢asu delca 7, medtem ko imamo t za odvisno spremenljivko ali generalizirano
koordinato v nekoliko bolj abstraktnem smislu, tako da je enakovreden kartezicnim

koordinatam. Ustrezna akcija, katere ekstrem iScemo, je torej:
L= %m [ (=282 + 2% + y2 + 22)dr. (7.30)
1

Izbrali smo integracijski meji za gibanje delca med lastnima ¢asoma Ty in T,. Pri prvem

. . . . . dt
clenu v oklepaju ze poznamo odvod laboratorijskega casa po lastnem: t = =V

ptimeru majhnih hitrosti prvi ¢len ni pomemben, ker je t ®* T =€ = 1 in je zato
konstanten, in zato ne vpliva na enacbe gibanja. Drugi trije cleni dajo pri majhnih
hitrostih klasicno kineticno energijo, kar potrjuje ustreznost izrazov (7.29) in (7.30) v
relativisticni posplositvi. Zapisimo Lagrangian tudi v kovariantni obliki z uporabo

metri¢nega tenzorja:

1 dx¥* dxV
L=-m .

2 guv? ? (7.31)
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Dokazimo, da je ta Lagrangian pravilen nasplo$no tudi za velike hitrosti telesa. Odvod
po lastnem casu bomo zaradi veéje razumljivosti namesto s piko raje napisali na daljsi

nacin. Generalizirani impulz je enak:

oL
Py = —a(%). (7.32)

Bodimo pozorni na spremembo lege indeksa p. Poskusimo s ¢asovno in prvo krajevno

. : . . ;o dt
komponento cetverca krajevnega vektorja in uporabimo t = ==Y

oL oL
Po = —758\ = —rawen —ymc (7.33 a)
a(?) 6( dt )
oL oL
P1 = 75\ = Trae, — YMUy. (7.33 b)
o(%5)  a(3)
Pri d b ili dni odvod dr _gx at _ Dobili
rl rugl enacpl smo Vrlflll pOSfC nl oavo pO CaSU dr — dt  dt Ux y Oobill smo

komponenti ¢etverca gibalne koli¢ine, in podobno velja za komponenti p, in p3. Zdaj
preverimo tudi enacbe gibanja (ELE). Iz izraza (7.29) je razvidno, da so ct, x, y in z
ciklicne koordinate, ker so v Lagrangianu samo njihovi odvodi po lastnem casu —
neodvisni spremenljivki. To pa pomeni, da so ustrezni impulzi konstantni. Vse se ujema:

4-vektor gibalne kolicine je res konstanten, ¢e ni nobenih sil na telo. Tudi hitrost je
konstantna in z njo relativisticni parameter Y. Enacbi (7.33) potrjujeta, da so

komponente p, konstantne.
Lagrangeeva funkcija (7.29) se zelo poenostavi, ¢e upostevamo relativisticne enacbe.
Zaradi relacije t = y lahko spet pri krajevnih ¢lenih najprej odvajamo po laboratorijskem
casu. Racunamo podobno kot pg in p; zgoraj. Zaradi kvadratov odvodov dobimo pri
vseh stirih clenih koeficient y2, in tako je

L= %myz(v2 —c?).

Upostevamo tudi definicijo (7.7 d) za y in imamo:

L=—-mc?=—=E. (7.34)
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Lagrangian je pri gibanju prostega delca konstanten in invarianten.

Racunski zgled 50

Atomsko jedro v mirovanju razpade na dve manjsi jedri z masama m, in My, pri tem se

sprosti kineti¢na energija Ej. Koliksni sta gibalni koli¢ini in hitrosti jeder po razpadu?

Ker so mirovne mase ze upostevane pri sprostitvi kineti¢ne energije, moramo namesto s
polnimi energijami racunati s kineticnimi: Eyq + E, = Ej. Gibalni koli¢ini nastalih
jeder sta nasprotno enaki, ker se gibalna koli¢ina ohranja in je na zacetku nic. Zato bomo
za neznanko pri racunu vzeli velikost gibalne koli¢ine p enega jedra. Pri energiji
upostevamo enacbo (7.20 ¢), le da moramo odsteti tudi mirovno energijo pri vsakem
jedru. Uporabimo oznaki Eg; = myc?, Eqy = myc?, za neznanko pa x = (cp)?, in

pridemo do enacbe:

\/E021+x_E01+\/E022 +x_E02 :Ek‘

To enacbo resimo npr. tako, da najprej oba korena pustimo na levi strani enacbe in
potem kvadriramo. Zaradi dvojnega produkta pri kvadratu binoma dobimo $e en koren;
tega izoliramo in spet kvadriramo enacbo. Dobimo enostavnejSo enacbo od enacbe

Cetrte stopnje, ker se cleni delno iznicijo. Resitev je:

1.2 2
[EEk+(Eo1 +Eoz)Ek—Eo1Eoz] —(Eo1Eo2)”
(Eo1+Eo2+Ek)?

. v \/E v . v .
Potem izracunamo p = - 1z enacb p = yymyv; = y,m,v, izracunamo tudi obe

hitrosti in ne pozabimo, da sta hitrosti skriti tudi v relativisti¢nih koeficientih (7 = 1, 2):
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7.6  RelativistiCna teorija v elektromagnetizmu

Oglejmo si posebej delovanje elektromagnetne sile na gibajoci se elektricno nabiti delec:
F=e(E+7xB). (7.35)

Jakost elektricnega in gostoto magnetnega polja izrazimo z elektromagnetnima

potencialoma:
E=-vp-2 (7. 36 a)
B=VXA. (7.36 b)

-

Ponavadni govorimo o skalarnem potencialu ¢ in vektorskem potencialu A.

Upostevajmo tudi vektorski zvezi:

x (VxA)=V(i-4)— (- VA (7.37 a)
dA _ 9A o n
ot + (v-V)A. (7.37 b)

Potem namesto s (7.35) zapisemo elektromagnetno silo na delec s potenciloma:

F=e(V(5-A-¢)- ‘;—‘t‘) (7.38)

Pri enacbi (7.38) moramo biti pozorni na dve stvari: 1) operator V ne deluje na hitrost
delca, ker to ni vektorsko polje; 2) drugi ¢len v oklepaju je substancialni (totalni) odvod
po casu. Drugi ¢len na desni strani enacbe (7.37 b) spominja na advekcijski ¢len pri
Navier-Stokesovi enacbi v hidrodinamiki. Na levi strani enacbe imamo totalni odvod
vektorskega potenciala po Casu, ker sledimo gibanju delca in opazujemo potencial v tocki

trenutne lege delca.

-

Iz izraza U+ A — @ v enacbi (7.38) Ze lahko sklepamo na kovariantno obliko zapisa

vektorskega potenciala, torej posplositve iz 3D v 4D. Predpostavimo, da je krajevni del

Cetverca Ay, torej za komponente z indeksom od 1 do 3, kar enak A, iz Cesar izhaja

skalarni produkt med cetvercema hitrosti in potenciala:
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v, AF = vHA, = y(cAy + - A).

Krajevni del skalarnega produkta v oklepaju Ze ustreza 3D skalarnemu produktu, iz cesar
sklepamo, da je cAg=—¢@. Torej smo nasli tudi casovno komponento

elektromagnetnega potenciala. Kovariantni cetverec je tako:
— 1
4, =(-24) (7.39)

Pri izpeljavi zadnje enacbe opazimo, da so 4D invariantni skalarni produkti prakticen
nacin posplositve vektorjev od 3D na 4D kovariantni zapis, ¢e Ze poznamo kake
vektorje v kovariantnem zapisu. V nasem primeru smo iz znane oblike cetverca hitrosti
vy sklepali na obliko cerverca Ay Zdaj iz cetverca Ay izpeljimo cetverec ju kot
posplositev 3D vektorja gostote toka. Kot ¢asovno komponento bomo temu vektorju
pridruzili tudi gostoto naboja p. Spomnimo se samo pravilne interpretacije obeh gostot:
koli¢ina J pomeni elektri¢ni tok na plo¢insko enoto za prerez, pravokoten na lokalno
smer tega vektorja, p pa je elektri¢ni naboj na prostorninsko enoto. V elektrostatiki in
magnetostatiki lahko prostorninsko gostoto elektri¢ne in magnetne energije izrazimo na

vec nacinov, med drugim z enacbama:

W, =~ p (7.40 2)
Wi =] A. (7.40 b)

Odstejmo obe energijski gostoti in ze uvidimo, da lahko razliko wm — e zapiSemo kot 4D

skalarni produkt dveh vektorjev cetvercev:

W=Ww, —Ww, = %jﬂA“. (7.41)

S primerjavo ¢asovnega in krajevnih clenov skalarnega produkta pridemo do izraza:
Ju = (=cp,)). (7.42)

Zakaj smo energijski gostoti odsteli in ne sesteli? To je podobno kot pri Lagrangianu,
kjer od kineticne energije odsejemo potencialno. Gostota magnetne energije res bolj

ustreza kineticni energiji, saj se morajo elektri¢no nabiti delci gibati, da ustvarijo okolisko
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magnetno polje, medtem ko je gostota elektricne energije prisotna tudi pri mirujocih

nabojih (elektricna potencialna energija).

Najprej omenimo, da lahko v principu vse enacbe v elektromagnetizmu pripisemo v

obliko, ki vsebuje samo cetverca j, (izvir) in A, (potencial), saj se tudi vektorja EinB

izrazita s potencialom. Ob tem za dinamiko, npr. gibanje delcev, uporabimo samo Se
cetverce, na splos$no definirane v mehaniki: #, py itd. Ce ho¢emo zajeti vektorski polji E

in B v skupni opis, je skupaj 6 njunih komponent prevec za vektor cetverec. Zato oba
vektorja v kovariantnem zapisu spravimo v matriko 4 x 4, ki se mora pri Lorentzovi
transformaciji vesti kot tenzor ranga 2. Na osnovi tega tenzorja lahko izracunamo
transformirane komponente obeh polj pti prehodu iz sistema S v §'. Vendar pa gre
neposedna izpeljava te transformacije prek transformirane vrednosti cetverca

elektromagnetnega potenciala. Tukaj samo zapisimo transformacijske enacbe:

E. =E, (7.43 2)
E;, = yo(E, — vB,) (7.43 b)
E; =vo(E, + voBy) (7.43 ¢)
B. =B, (743 O
By = o (By + 2E,) (7.43 d)
B =vo (B, — 2E,) (7.43 ¢)

Nekatere od teh enacb se da preprosto razloziti z nazorno fizikalno sliko, posebej
transformacijo komponent jakosti elektricnega polja, ce ni magnetnega polja. Vzemimo
najprej plosc¢ati kondenzator s kvadratnima plos¢ama s stranico 4, pravokotnima na os x.
Jakost elektricnega polja med plos¢ama ima takrat samo komponento E. = ¢/(& 4°), Ce
je naboj na pozitivni plos¢i e. Kondenzator miruje v sistemu S, medtem ko se sistem S'
giblje s hitrostjo 2 v pozitivni smeri osi x, kot ponavadi. Naboj na plosc¢ah se v novem
sistemu ne spremeni, saj je skalar, ki se ohranja. Stranici kvadratnih plos¢ se tudi ne
spremenita, saj sta pravokotni na smer gibanja sistema S', in zato ni skrcitve dolzin. Zato
ostane tudi komponenta E'. enaka E.. v skladu z enacbo (7.34 a). Druge komponente
obeh polj ostanejo ni¢ tudi v sistemu S', kot povejo tudi enacbe (7.34). Zdaj pa
postavimo plosci kondenzatorja tako, da je ena od njunih stranic vzporedna s smerjo
gibanja sistema S', ki se tako kot prej giblje v smeri osi x glede na sistem S. Jakost
elektricnega polja je zdaj pravokotna na os x; denimo, da je od nic¢ razlicna komponenta

E,. Zdaj je naboj ¢ se vedno enak v obeh sistemih, vendar se ena od stranic plosc, tista v
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smeri osi x, v sistemu S' skrci za relativisticni koeficient . Druga stranica ostane enaka.

Zato je komponenta E', v sistemu S' spremenjena glede na E, v sistemu S:

E3,/= ea =VO'L_VOEy-

2
4

Ta rezultat je v skladu z enacbo (7.43 b). Vendar se zgodi Se nekaj, v sistemu S' je po

enacbi (7.43 e) razlicna od ni¢ tudi komponenta B'::

%

B; = =y, C_gEy = Yo

evy

goc?a?’

Poskusimo najti klasicno interpretacijo za zadnjo enacbo. Najprej predpostavimo, da je

hitrost 20 dovolj majhna, da lahko vzamemo y = 1. Upostevajmo tudi & = 1/(& ), in

imamo:

Elektricni naboj na pozitivni ploséi se giblje glede na sistem S' v negativno smer osi x in
tako pomeni elektri¢ni tok. Ignorirajmo predznak, tok je:
e evg

e
] =-= = X
t a/vg a

Zato lahko enacbo za precno komponento magnetnega polja brez predznaka minus

prepisemo:

Kol
B, = —.
z a

To je podoben izraz kot za gostoto magnetnega polja okrog dolgega ravnega vodnika s
tokom 1. Samo Stevilski koeficient je drugacen zaradi drugacne porazdelitve naboja. Tudi
to je prav, da je magnetno polje pravokotno na smer elektricnega toka. To je intuitivni
uvid, da je pojav magnetnega polja izrazito telativisticen ucinek zaradi medsebojnega
gibanja koordinatnih sistemov. Magnetno polje je le drugacen vidik elektricnega. Kar le-
to dodatno potrjuje, so Maxwellove enacbe, ki prepletajo obe polji. To se med drugim

kaze tudi v elektromagnetnem valovanju.
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Tenzor elektromagnetnega polja v kovariantnem zapisu je:

0 -E, —Ey -—E;

E, O cB, —cB,

Buv =g —cB, 0 ¢B,[ (7.44)
E, ¢B, —cB, O

i

<

To je antisimetricna matrika in paziti moramo na predznake njenih elementov. Ce pri
tem tenzorju uporabimo matricno transformacijo (7.28) z Lorentzovim tenzorjem (7.15
¢), zares pridemo do enacb (7.43). To preverimo za vseh 16 elementov transformiranega

tenzotja (7.44). S tem tenzorjem izpeljemo tudi dve zanimivi ohranitveni enacbi, ce

postavimo enacbo za njegove lastne vrednosti:
|B,,— A-1d| = 0. (7.45)

Z navpic¢nima ¢rtama smo oznacili determinanto matrike, Id je 4D enotska matrika. Po
mnozenju dobimo sekularno enacbo cetrte stopnje s sodimi potencami za lastno

vrednost A:
M4k, + k=0 (7.46 2)
s koeficientoma

k, = (cB)* — E? (7.46 b)
ko = (cE-B) . (7.46 ¢)

Pri transformaciji koordinatnega sistema se lastne vrednosti pravega tenzorja ne
spremenijo, zato morata ostati enaka tudi koeficienta 4 in 4. To se da neposredno
preveriti z enacbami (7.43). Znacilni zgled je elektromagnetno valovanje v vakuumu, kjer
sta elektricno in magnetno polje pravokotna med seboj in za njuni velikosti vedno velja

E = ¢ B. Takrat sta oba koeficienta enaka nic.



A
ANALITICNA MEHANIKA -ﬁ-

Univerzitetna zalozba

AI. 44//7/]7"03%‘].[&; 44. HO//]/ Univerze v Mariboru

Matemati¢ni dodatek A:
Krivulje in ploskve

A1 Krivulje v dveh dimenzijah

Krivulje v 2D obravnavajmo najprej v koordinatnem sistemu s kartezicnima
koordinatama x in y. Za njihov opis imamo dve glavni moznosti: neposredno funkcijsko
odvisnost med koordinatama y(x) ali pa parametricni zapis, kjer sta koordinati funkciji
nekega parametra x(t) in y(t). Parametricni zapis je iz matematikovega pogleda za
splosno obravnavo krivulj boljsi, ker: 1) ne daje prednosti nobeni od obeh kartezicnih
koordinat; 2) je tudi eksplicitni zapis y(x) samo poseben primer parametri¢nega zapisa z
x =t, y = y(t); 3) lahko z njim enolicno podamo tudi Stevilne krivulje, kjer funkcija
y(x) ni enoli¢na, npt. pti kroznici, elipsi in spirali. Vendar ima iz fizikovega pogleda
parametri¢ni zapis $¢ eno pomembno prednost. Ceprav je lahko parameter t samo
matematicni pripomocek in velikokrat nima nobenega fizikalnega pomena, lahko zanj
vzamemo kar cas; od tukaj tudi izbira oznake za parameter. Krivulja sama sicer ni
odvisna od casa, konkretno od tega, kako hitro se tockasto telo giblje po njej. Vseeno pa
lahko tudi pri golih matematicnih zvezah krivuljo obravnavamo fizikalno, to je kot tir
gibanja telesa po njej. S to analogijo lahko pridemo po bliznjici do kakih matemati¢nih

lastnosti krivulj, saj je dinamika domaca.
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Za prvi zgled izracunajmo krivinski polmer R v poljubni tocki dane krivulje, kot smo v
racunskem zgledu 6 Ze nakazali za poseben primer — parabolo pri poSevnem metu. Tam
smo tudi opisali pojem pritisnjene kroznice v dani tocki. Zapisimo najprej nasplosno vse
tri znacilne koli¢ine za gibanje telesa po 2D tiru, to je krajevni vektor, hitrost in

pospesek:

= (x(),y(®)) (A.1 a)
v = (x),y(®) (A.1D)
a = (&), i) (A1 ¢

Kot ponavadi pike nad simboli oznacujejo ustrezne casovne odvode. Odslej casovne
odvisnosti ne bomo posebej poudarjali s casom v oklepaju. Potem izrazimo oba smerna
vektorja, v smeri tangente in normale na krivuljo. Smerni vektor tangente je vzporeden s

hitrostjo, tisti za normalo pa je nanj pravokoten:

= (xJ’)
&, = + -2 (A2 D)

S simbolom * smo oznacili obe mogoci smeri vektorja normale. Katero od njiju vzeti, je
stvar dogovora, npr. da naj vektor kaze proti srediscu prilepljene kroznice. Velikost
radialne komponente pospeska dobimo z absolutno vrednostjo projekcije pospeska na

smer normale:

_ |xy-yx|

Ker je radialni pospesek povezan s polmerom prilepliene kroznice, a, = v?/R, lahko iz
te enacbe in iz zgornjih enacb za hitrost in radialni pospesek telesa izrazimo krivinski

polmer takole:

22 2Y3/2
Skl (A4 2)
1%y —y-x|
Nazadnje lahko pozabimo, da je t cas, saj so enacbe (A.2) in (A.4 a) veljavne za
katerokoli vpeljavo posrednega parametra t, ki pravilno podaja krivuljo. Seveda pike nad

simboli nasplosno pomenijo prve in druge odvode obeh kartezi¢nih koordinat po
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parametru. Enacba (A.4 a) je nekoliko bolj znana v primeru eksplicitne odvisnosti y(x).
Takrat vzamemo X = t, zato sta odvoda X = 1 in X = 0. Pisimo y' = dy/dx in y" =

d?y/dx? in izrazimo R:

_ (a+n?3?

R
lyrr]

(A4 D)

Zadostuje, da preverimo enacbo (A.4 a) v primeru kroznice: X = R cos @, y = R sin ¢.
Zaradi geometrijske nazornosti smo parameter preimenovali t = ¢. Prva odvoda sta
X =—Rsing in y = R cos ¢, druga odvoda pa X = —Rcos¢@ in y = —Rsin¢. Vse
stiri odvode vstavimo v (A.4 a) in res dobimo R = R. Ker pa se pritisnjena kroznica v
dani tocki ujema s krivuljo zaradi tesnega prileganja tudi v drugih odvodih, enacba za R

ne velja samo za kroznico, temvec za poljubno krivuljo.

Zdaj bi radi poiskali tudi srediS¢e v dani tocki pritisnjene kroznice. To lahko naredimo
tako, da gremo od to¢ke na krivulji v smeri vektorja €, za polmer R dale¢ glede na
enacbe (A.1 a), (A.2 b) in (A.4 a). Zato je pomembno, kateri predznak izberemo v enacbi
(A.2 b). Poskusimo ugotoviti, ali moramo to izbiro premisliti za vsak primer posebej, ali
pa je morda ze vnaprej enolicno podana. Za test vzemimo spet kroznico s srediscem v
izhodiscu, njen polmer naj bo kar 1. Vendar vzemimo dva razlicna zapisa glede na kot ¢
(kar pomeni, da se glede na narascajoci kot tocka na kroznici pomika v nasprotnih
smereh): I) x =cosq, y =sing, kot zgoraj; I1I) x =sin¢g, y =cos¢. V obeh

primerih je dovolj obravnavati samo 2D vektor v Stevcu:

dy dx\ _ . _ =
) (%'_%) = (cos@,sinp) =1;

dy dx\ _ e _ _ =2
1) (%'_%) = (—singp,—cosp) = —.

V drugem primeru (gibanje v smeri urinega kazalca) vektor €, ze kaze proti srediscu
kroznice, ¢e vzamemo porzitivni predznak pred celotnim ulomkom v izrazu (A.2 b), v
prvem primeru (gibanje nasprotno od smeri urinega kazalca) pa moramo vzeti predznak
minus. To pomeni, da moramo v vsakem primeru posebej preverjati predznak v enacbi
(A.2 b). Morda bi glede na obdelani zgled kroznice pomislili, da je dovolj preveriti le na
zaCetku, ali se tocka glede na narascajoci parameter giblje po krivulji v smeri urinega
kazalca ali nasprotno. Vendar za poljubno krivuljo stvari niso tako preproste. Za zgled
obravnavajmo sinusno funkcijo v eksplicitni obliki, y = sinx, kjer je parameter kar X.

Koordinata x naj nara$ca, tako da gre tocka »po sinusni krivulji v desno«, kot smo
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navajeni. V konkavnih delih krivulje se tocka giblje v smeri urinega kazalca, v konveksnih
pa nasprotno. Zato tudi sredisca ustreznih kroznic »preskakujejo«: nekje so pod sinusno
krivuljo, drugje pa nad njo, kot prikazuje Slika 60. Lege srediS¢ so bile izracunane po

enacbi (A.5 b) spodaj. Krivuljo, na kateri leZijo sredisca kroznic, imenujemo evoluta.

Slika 60: Grafa za sinusno krivuljo (tanka modra Crta) in ustrezno krivuljo sredis¢ — evoluto (debela
rdeca &rta) za eno periodo, (0, 27). Evoluta ima na sliki prekinitve, ket njene posamezne tocke zbeZijo

v neskoncnost, vsak locen del evolute pa ustreza polovici periode sinusne funkcije.

Kdaj pa se sredisce pritisnjene kroznice neskoncno oddalji od neke tocke na krivulji, kot
sklepamo tudi pri sinusni krivulji? To je tam, kjer je R = 00, po enacbi (A.4 b) je to pri
y"" = 0. Tam krivulja ni ne konveksna ne konkavna, ampak se »zravna« v koscek
premice. Pri sinusni funkciji ustreza neskoncen krivinski polmer tockam, kjer graf seka

abscisno os.

Oznac¢imo krajevni vektor sredis¢a kroznice z T, da ga razlikujemo od krajevnega
vektorja tocke 7 na krivulji, glede na katero izra¢unamo to sredisce. Sredisée je pri s =
T + Ré,. Izraz znotraj absolutne vrednosti v imenovalcu v (A.4 a) je lahko pozitiven ali
negativen, medtem ko moramo v (A.2 b) izbrati pravi predznak. Izkaze se, da se
predznaki tako kombinirajo, da je nasplo$no lega sredisca pritisnjene kroznice za 2D

funkcijo v parametricni in eksplicitni obliki:

x%+y?

PR (v, —x) (A5 )

- 1+(ynN? , ,
=)~ (A5b)

FS = (x,y) +
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Dokazimo, da srediS¢e prilepljene kroznice za eksplicitno podano krivuljo po enacbi
(A.5 b) res lezi na pravi strani krivulje.

Primerjali bomo lego srediséa z lego tangente na krivuljo v dani tocki (Slika 61). Ce je
krivulja tam konveksna (y" > 0), leZi tangenta pod sredi$c¢em, ¢e pa je konkavna (y'" <
0), lezi tangenta nad srediscem ne glede na prvi odvod. Zato najprej pois¢imo tangento v
tocki (x,¥), poljubna to¢ka na tangenti je (x¢, ;). Enacba tangente je y, —y =y’
(x; — x). Naj bo x; = x5 po enacbi (A.5 b) in s primerjavo ordinat y; in yg pri abscisi
Xs bomo ugotovili, ali je tangenta nad sredis¢em ali pod njim. Ordinata tocke na tangenti

je:

1+(yn)?

ye=y-—-y- ”

Spet uporabimo (A.5 b), tokrat drugo koordinato, in izracunajmo razliko:

1+

Ye = Vs = i1

Za konveksno krivuljo je izraz na desni strani zadnje enacbe negativen, zato je Yy < Vs
in tangenta je pod srediS¢em. Nasprotno velja za konkavno krivuljo. Potrdili smo

pravilnost predznakov v enacbi. Na sliki je prikazana kroznica z enacbo z razlicnima

predznakoma za zgornjo in spodnjo polovico: y = +VR? — x2. Za tocke, oznadene od
1 do 4, skozi katere smo potegnili tangente, lahko na oko preverimo veljavnost zadnjega
sklepa.

(s

Slika 61: Lega tangente in srediSCa pritisnjene kroZnice. Za krivuljo smo zaradi lepse nazornosti vzeli

kar kroZnico samo, ki ima seveda eno samo srediSce. Prikazane so simetriCno postavljene §tiri tangente
nanjo (Crtkane crte), kjer se tocke med seboj razlikujejo po predznakih prvega in drugega odvoda

funkcije y(x).
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Izrazimo dolzino doloc¢enega odseka na krivulji (ali po fizikalno pot, ki jo opravi telo
med zacetno in konéno tocko na tiru gibanja). Dolzino odseka oznac¢imo z [, ker bomo

oznako s (tudi v smislu poti) uporabili za nekaj drugega. Dolzino zelo kratkega odseka

izra¢unamo po Pitagorovemu izreku: dl = \/ (dx)? + (dy)?. V parametriénem zapisu
krivulje velja za oba diferenciala: dx = xdt in dy = ydt. Zato je dolzina odscka z

zacetnim in kon¢nim parametrom t, in t; enaka:

ft’;"./xz + y2dt (A6 a)
sz",m + (y")2dx. (A.6 b)

[
[

Dva pomembna parametricna zapisa krivulje sta polarni zapis in zapis z naravnim
parametrom. Opisimo najprej prvega. Pri polarnem zapisu gre za 2D polarni koordinatni
sistem s polarnima koordinatama: X = r cos @, y = r sin . Nasplosno bi s tem opisali
lego poljubne tocke v ravnini. Ker pa imamo doloceno krivuljo, sta koordinati vsake
tocke na njej povezani. V polarnem zapisu je polmer funkcija polarnega kota r = r(¢).
Torej je doslednej§i zapis 2D krivulie v polarni obliki x = r(@) - cos¢@, y =1(¢) -
sin ¢. Sedaj lahko uporabimo enacbi (A.4 a) in (A.6 a), le da nadomestimo t — ¢.
Bodimo pozorni na odvajanje produktov funkcij. Enacbi za krivinski polmer in dolzino

odseka na krivulji sta:

_ (T"2+T2)3/2
T |ri—272-12| <A'7 2)

| = f;’;"\/fﬂz + r2dg. (A.7 b)

S pikami tukaj mislimo odvode polmera po kotu. Za test lahko spet vzamemo kroznico s
konstantnim polmerom 7 = R. Odvodi v (A7) so ni¢, zato je R=R in | =
R(pyr — ¢,). Za premico skozi izhodisc¢e polarni zapis ne deluje, ker je kot konstanten,

polmer pa se spreminja. Lahko pa zapisemo v polarni obliki vsako drugo premico. Za
a

zgled vzemimo premico, vzporedno z osjo X, to je ¥ = a, za katero velja (@) = -
Takrat lahko preverimo, da je imenovalec v izrazu za krivinski polmer enak ni¢ in R =

oo, kot mora veljati za premico. Podobno lahko preverimo | = |Ax|.

Pri drugem pomembnem parametricnem zapisu krivulje uporabljamo »naravni
parameter« S, ki ima skoraj enak pomen kot pot pri gibanju telesa. Tako kot pot tudi s

meri dolzino odseka na dani krivulji. Razlika je v tem, da pot merimo med dvema
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poljubnima tockama na krivulji, parameter S pa merimo glede na neko vnaprej izbrano
to¢ko na krivuljii. Naj bo krajevni vektor te izbrane tocke Ty. Ce se iz te tocke
pomaknemo za pot S v eno smer, enolicno pridemo do poljubne tocke na krivulji. Zato
lahko recemo, da je poljubni krajevni vektor na krivulji enolicna funkcija parametra s,
7 = 71(s). Za razliko od poti ima lahko parameter s tudi negativni predznak. Tocko 7
oznacuje vrednost s = 0; ¢e gremo od te tocke po krivuljii v eno smer, definiramo s >
0, v nasprotni smeri pa je s < 0. Zaradi (ds)? = (dx)? + (dy)? ali zapisano z odvodi

x% + y% = 1 se zgornje enacbe poenostavijo. Na primer krivinski polmer je:

_ 1
%y-yi|

S pikami so misljeni odvodi koordinat po naravnem parametru. Za izracun dolzine
odseka na krivulji ne potrebujemo ve¢ enacbe (A.6 a), ampak je [ kar absolutna vrednost
razlike vrednosti S za dve izbrani tocki. Je pa ponavadi tezava v tem, da ni lahko izraziti
koordinat kot funkcij naravnega parametra. Zapis krivulj z naravnim parametrom nam

tako bolj koristi pri splosni teoriji kot pri prakti¢nih primerih.

Na koncu tega razdelka naredimo sSe en poucen racun, ki nam bo koristil za 3D krivulje v
naslednjem razdelku. Kaj dobimo, ¢e odvajamo tangentni smerni vektor (A.2 a) e enkrat
po parametru (Casu) t? Odvajamo neodvisno vsako od obeh komponent posebej, in
sicer upostevamo pravilo za odvajanje ulomka, saj moramo upostevati tudi imenovalec.
Casovni odvod vektorja &; je kolinearen normalnemu vektotju &,. Sicer pri odvajanju
tangentnega vektorja dobimo bolj zapleten izraz s skupnim koeficientom, ki vsebuje tudi
druga odvoda koordinat. Vendar lahko ta koeficient ignoriramo, saj lahko normalni

smerni vektor normiramo po odvajanju. Tako velja:

dé
S5 — _dt
en = |d_§t|

dt

Ta enacba ima nazoren geometrijski in fizikalni pomen. Spomnimo se, kako pri fiziki v
srednji Soli ugotovimo smer centripetalnega pospeska pri enakomernem kroZzenju tocke
po kroznici, ne da bi bilo treba dvakrat odvajati krajevni vektor po casu. V dveh
trenutkih v majhnem casovnem razmiku nariSemo hitrostni vektor v ustreznih dveh
tockah na kroznici (ali pa namesto vektorja hitrosti kar enotski vektor na tangenti). Ko ta
dva vektorja postavimo skupaj (enega vzporedno premaknemo, tako da zacetka

vektorjev sovpadata) ter od smernega vektorja v poznejSem trenutku odstejemo smerni
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vektor v predhodnem trenutku, ta razlika vektorjev res kaze proti srediscu krozenja.
Razlika vektotjev €; v bliznjih trenutkih je kar sorazmerna z odvodom de;/dt, kot je
zapisan v Stevcu zadnje enacbe. Pravo smer razlike obeh vektorjev pri graficni
konstrukciji, to je proti srediscu S, dobimo ne glede na smer potovanja tocke po kroznici
(v smeri urinega kazalca ali nasprotno). To dokazuje, da ima enacba v vsakem primeru
pravi predznak in da tako zapisani vektor e, res kaZe proti sredii¢u pritisnjene kroZnice

na krivuljo.
A.2 Kirivulje v treh dimenzijah

Za 3D krivulje ima Se bolj kot v primeru 2D parametricni zapis prakti¢no prednost pred
neposrednimi zvezami med koordinatami. Spet si za parameter t najprej zamislimo kar
¢as in zapi§imo: x = x(t), y = y(t), z = z(t). Enacbe za 2D lahko tako z lahkoto
posplosimo na 3D. Tangentni smerni in normalni smerni vektor v poljubni tocki krivulje

sta:

-~ (x,y,z)

€t = m (AS a)
deg

e, = |é|. (A.8 b)
dt

Ta dva vektorja dolocata ravnino v dani tocki pritisnjene kroznice. Seveda se lahko ta
ravnina spreminja od tocke do tocke. Tretji smerni vektor, pravokoten na zgornja
vektorja, torej pravokoten na ravnino pritisnjene kroznice, pa dobimo kar z vektorskim

produktom obeh:
e3 = e; X ey. (A8 ¢

Ta vektor je ze normiran, ker sta koeficienta med seboj pravokotna enotska vektorja.
2

e . v . . . v .o
Polmer pritisnjene kroznice spet lahko izrazimo kot R = — Vendar tukaj izraza ne
T

bomo zapisali po komponentah, ker je predolg. Raje ga najprej izracunajmo v

konkretnem primeru 3D vijacnice.
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Koliksen je krivinski polmer vijacnice R? Njen polmer glede na projekcijo na ravnino

(x,¥) je r, njen hod v smeri osi Z pa je h.

Zaradi vecdje nazornosti je parameter vijacnice kar kot ¢. Koordinate njenih tock so

potem:

X =71 Cos@

y =rsing
_he
Coonm

Ko se kot poveca za polni kot, naraste koordinata z za hod h. Tangentni smerni vektor

je:

. h
R (—r sin ¢@,r cos (p,g)

e, =
t ren (L)

Tukaj imenovalec nasprotno od splosnega izraza (A.8 a) ni odvisen od kota, zato ga
lahko pri ra¢unu e, po enacbi (A.8 b) ignoriramo. Normalni smerni vektor je zelo

preprost:
e, = —(cos@,sing,0).

Ker nima komponente v smeri osi z, je srediSce prilepljene kroznice pri istem Z kot
tocka sama. To Se ne pomeni, da lezi kroznica sama v vodoravni ravnini, ampak je
nagnjena, kot bomo videli. 1z zadnjega izraza uganemo, da lezi srediSce prilepljene

kroznice na osi Z in se zato tudi polmera ujemata: R = r.

Kako bi zadnji trivialni rezultat razlozili na fizikalni nacin? Zamislimo si enakomerno
gibanje tockastega telesa po spirali: @ = wt. Tukaj je t resnicni cas. V skladu z
Galilejevo transformacijo za inercialne sisteme je pospesek enak v vseh teh sistemih. Ce

torej namesto sistema S, ki »miruje«, vzamemo sistem S', ki se glede na S enakomerno

1 . . . _how . 1
giblje v smeri osi Z »navzgor« s hitrostjo vy = > pomeni to, da se giblje S' »navzgor«
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enako hitro kot telo. Navpic¢na komponenta hitrosti telesa glede na S' je nié, kar je enako
p p g ] 5 ] )

kot da telo v tem sistemu samo enakomerno krozi po kroznici s polmerom R = 1.

Normala ravnine prilepljene kroZznice ima smerni vektor (A.8 ¢):

(isin —lcos r)
N | D,

e — 2T
’ re (L)

Kot med normalo ravnine kroznice in osjo Z izracunamo s skalarnim produktom

vektorjev €3 in k = (0,0,1). Skalarni produkt je kar tretja komponenta vektotija es:

r h
0= arccos ——= = arctan py—

nr
T'Z + (l)
2T

To je tudi kot med tangentnem smernim vektorjem in ravnino (X,y) in je enak za vse
tocke. Zadnji rezultat lahko tudi preprosto razlozimo: ce vijacnhico poravnamo v ravni
klanec, potem na vodoravni premik 277 pride navpi¢ni premik h, tangens naklonskega

kota pa je res razmerje teh premikov.

Do racuna krivinskega polmera in centripetalnega pospeska pelje Se nazornejsa fizikalna
pot. Zadostuje tangentni vektor, ne potrebujemo normalnega. Parameter t je Ccas,

. . . . . L= v v, . o~ dv o
tangentni smerni vektor je dolocen s hitrostjo: e, = =. Pospesek je a = —. Najpre;j
v dt

pokazimo, da je projekcija pospeska na tretji smerni vektor enaka nic:

a; =a- (e X e,)
(v Cd v

a,=a'|—-xC—|—

3 v dt \v

a3=

Qy
/-~
S EN))
X
()
/N
< |Ql
|
=
<
~
N———

Upostevali smo vse tri enacbe (A.8) in € je normalizacijski kvocient za normalni smerni
vektor, ki nas tukaj ne zanima, saj bi radi samo pokazali, da je a3 = 0. V notranjem

oklepaju je odvod ulomka iz druge vrstice. V zadnjem izrazu je vsota dveh
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psevdoskalarnih produktov. V obeh produktih sta po dva vektorja enaka, zato je rezultat

res enak nic.

Zadnja ugotovitev je pomembna tudi z vidika dinamike tockastega telesa na 3D krivulji.
Ko v dani tocki pois¢emo vse tri smerne vektotje, €;, €, in €3, lezi trenutni pospesek
samo v ravnini, ki jo dolocata prva dva vektorja, kot da bi imeli 2D gibanje. Gledano
geometrijsko se v nekem trenutku telo giblje po pritisnjeni kroznici, tako da ima
pospesek samo dve pravokotni komponenti: tangentno in radialno. Torej lahko za racun
radialne komponente @, v smeri vektotja €, uporabimo kar Pitagorov izrek in jo v celoti

izrazimo z vektorjem hitrosti in njegovim c¢asovnim odvodom:

a, = \/a2 - (Ci ' ét)z

-

Radialni (centripetalni) pospesek lahko zapisemo tudi v neposredni vektorski obliki. Od

av

- g (2. E)2. (A9 2)

dt v

celotnega pospeska odstejemo njegovo tangencialno komponento kot vektor:

- - a"rj
ar=a—( )

b. (A9 b)

v2
Tudi krivinski polmer 3D krivulje v neki tocki izrazimo s hitrostjo in njenim odvodom:

R=—" (A.10)
-2

DolZina odseka na 3D krivulji ali pot po njej je:

L= [ %2+ y2 + 2%t (A11)
A.3 Ploskve

Ce spet vzamemo 3D karteziéni koordinatni sistem, lahko ploskev v 3D prostoru
izrazimo na veé¢ nadinov: 1) z = z(x,y), ali ena koordinata tocke na ploskvi je funkcija
drugih dveh koordinat; 2) v implicitni obliki F(x,y,z) = 0, kjer je F znana funkcija; 3)

parametri¢no z dvema parametroma, npt. U in v, to je, X = x(u,v), y = y(u,v), z =
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z(u,v). Ukvartjali se bomo samo s parametricnim zapisom ploskve, ker je najbolj
prakticen, odvisnost vseh treh kartezi¢nih koordinat od parametrov pa lahko zapisemo

krajde: 7 = (U, V). Parametroma U in v pravimo tudi krivoértni koordinati na ploskvi.

Po ploskvi lahko potekajo razlicne 3D krivulje, in sicer poteka skozi vsako izbrano tocko
na ploskvi nesteto tak$nih krivulj. En nacin, kako iz ploskve dobiti doloceno krivuljo na
njej, je, da postavimo dolo¢eno funkcijsko zvezo med parametroma u in v, npr. v = u?.
Takrat je neodvisen parameter samo Se U in gre res za 3D krivuljo. Najveckrat pa
izberemo dve druzini krivulj na naslednji nacin. V prvi druzini izberemo za vsako
krivuljo toéno dolodeno vrednost parametra V: v = v,. Potem je 7(u,vy) res 3D
krivulja, ker se spreminja samo prvi parameter. Vsaka krivulja te iste druzine ima drugo
vrednost fiksiranega parametra V. Podobno dobimo tudi drugo druzino krivulj, ce

namesto parametra v fiksiramo u: U = uy.

Zdaj pa na ploskvi izberimo doloceno tocko, dolocata jo izbrani vrednosti obeh
parametrov, npr. g = 7 (U, V). Ta tocka naj bo izhodis¢na tocka za dve razli¢ni
krivulji na tej ploskvi, ki gresta skozi to tocko in se sekata v njej. V prvem primeru
obdrzimo fiksirani ¥ = v, in sprostimo parameter U, tako da dobimo krivuljo 7(u, vg).
Ta zagotovo gre skozi to tocko, saj je ena od moznih vrednosti parametra U zanjo prav
u = Uy. Podobno dobimo drugo krivuljo skozi to tocko, ¢e obdrzimo u = u, in
sprostimo v: 7(Uy, V). Vsaka od teh krivulj ima svojo tangento v tej tocki, smerna

vektorja pa sta:

- (g—?) (uo,v0)

= —== A2
‘u [(é) (uo,vo)] ( a)
- (gj) (uo,v0)

= 2% Al12Db
“z [(6_2) (uoﬂ?o)] ( )

V prvem primeru je bil prosti parameter za odvajanje U, v drugem primeru pa v. Zaradi
razumljivosti smo v oklepajih posebej poudarili, da vstavimo po odvajanju U = Uy in

VU = V4. Oba smerna vektorja sta normirana.

Z.daj se pojavi zanimivo vprasanje: kaj je s tangento oziroma njenim smernim vektorjem
skozi kako drugo krivuljo (razlicno od prvih dveh, pri katerih smo fiksirali uy ali vg)
skozi isto tocko Ty, ¢e to krivuljo dolo¢imo z zvezo v = f(u), f pa je znana funkcija?

Velja f(ug) = vp. Ta krivulja je potem funkcija u: ¥ = 7(u, f(u)). Zapis z dvema
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parametoma smo obdrzali, ker krivuljo se vedno omejuje ploskev. Smerni vektor

tangente izracunamo zdaj z navadnim odvodom krajevnega vektorja po u:

dr _ or or

==t [
Vrinili smo posredno odvajanje po prvotnem parametru ¥ pri drugem clenu. Zdaj
moramo samo Se vstaviti U = Uy in ¥V = Vy, in nato normalizirati vektor na 1, da
dobimo tangentni smerni vektor. Vendar nas to tukaj ne zanima, temvec¢ opazimo nekaj
pomembnejsega. Prvi ¢len na desni strani enacbe je kolinearen vektorju €y iz (A.12 a),
drugi ¢len pa vektotju €, iz (A.12 b). Kolinearnost obeh ¢lenov s tangentnima
vektorjema (A.12) po normalizaciji na 1 ostane. Zato je na$ novi tangentni vektor
linearna kombinacija prej$njih dveh: e; = C;€;1 + Co€;,. To pomeni, da leZijo vsi trije
vektorji v isti ravnini. To torej pomeni: smerni tangentni vektorji (ali kar tangente same)
vseh krivulj na ploskvi, ki gredo skozi njeno izbrano tocko, dolocajo v tej tocki isto
ravnino. V dani tocki na ploskvi obstaja samo ena, tocno doloc¢ena ravnina, ki se dotika
ploskve. Za dolocitev te ravnine je dovolj poiskati smerna tangentna vektorja dveh
razlicnih krivulj na ploskvi skozi to tocko, ki se sekata: ponavadi izberemo kar tisti pri
konstantnem u in pri konstantnem v. Ker torej gre za eno samo ravnino, ki vsebuje
tangente vseh ploskovnih krivulj v isti preseci§éni tocki, ji pravimo tangentna ravnina.
Smerni vektor normale na to ravnino (na kratko govorimo kar o normali na ploskev

samo namesto na njeno tangentno ravnino) izracunamo kot naslednji normirani

vektorski produkt:
- ét1Xét2
n= lee1xeral (A.13)

Medtem ko enacba (A.13) podaja neposredno zvezo med ustreznimi smernimi vektorji,
za racunanje ni najbolj prakticna, saj smo morali po nepotrebnem izvesti normalizacijo
vektorjev trikrat: v obeh enacbah (A.12) in potem tudi v (A.13). Normalo na ploskev
zato izracunamo bolj neposredno takole:

ar _or

=~ _ ou’ v
n= —a_;‘xa_a. (A.14)
ou adv

Normalizacijo moramo izvesti samo na koncu. Po tej razlagi lahko poenostavimo zapisa

s posebnim oznacevanjem spremenljivk U in Vg, ki se nanasata na eno tocko, in posebe;
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za U in v, ki se nanasata na izbrano krivuljo skozi to tocko. Tako tocko kot tangentna

vektorja v njej naj oznacujeta kar parametra U in .

Ce sta smerna vektorja (A.12) v vseh tockah ploskve pravokotna med seboj, govorimo o
pravokotnem koordinatnem sistemu na mrezi, podani z obema spremenljivkama,
Ceprav je ta mreza Se vedno krivocértna. TakSen sistem je ugoden, ker vcasih olajsa

resevanje problemov.

Normalo na ploskev, ki je podana v obliki F(x,y,z) = 0, dobimo takole:

(2 2ror)
=2y (A.15)

Jey ey

Pravilnost enacbe (A.15) je ocitna, ce je ploskev ravnina z enac¢bo ax + by + cz +d =

0, kjer so koeficient a, b in ¢ ze komponente normale.

Racunski zgled 53

Izra¢unajmo normalo na ploskev v poljubni tocki elipsoida s polosmi a, b in ¢, in nato

tudi za valj in svitek.

2 2 2
Implicitna enacba elipsoida kot ploskve je % + Z_Z + i—z =1, ¢e je njegovo sredisce v

izhodiscu kartezicnega koordinatnega sistema z osmi, poravnanimi s simetrijskimi osmi

elipsoida. Zapisimo enacbo parametri¢no:
7 = (asinf cos¢,bsinfsing,ccosH).

Parametra spominjata na sfericna kota v krogelnem koordinatnem sistemu, ceprav

nimata istega geometrijskega pomena. Odvoda krajevnega vektorja po obeh »kotih« sta:

or
a0
aF
op

= (acosB cosg,bcosfsing,—csinb)

= (—asinf@sing,bsinf cos¢,0).
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Samo $e vektorsko ju zmnozimo in produkt normaliziramo:

(bcsin 6 cos ¢,ac sin 6 sin @,ab cos 6)

Jc2sinZ 8(a? sinZ p+b2 cos? p)+a?b? cos2 §

n=

v- . . — r ..
Ocitno se v primeru krogle, @ = b = ¢ = R, vektor poenostavi v n = p kot mora biti.
Tangentna smerna vektorja pri elipsoidu nasplosno nista pravokotna med sebo;.
Pravokotna pa sta v primeru krogle ali rotacijskega elipsoida, a = b, ki ga dobimo z

vrtenjem elipse s polosema a in ¢ okrog osi Z.

Valj (plas¢ valja) najbolj prakticno zapiSemo v parametricni obliki, ¢e je os valja kar

koordinatna os z:
7 =(Rcos@,Rsing, z).

Tukaj moramo biti nekoliko previdni pri interpretaciji: medtem ko ima kot ¢ vlogo
krivocrtne koordinate u, je z hkrati kartezicna koordinata in krivocrtna koordinata

namesto V. Ustrezna parcialna odvoda sta:

or — R(—si 0)
e sing,cos @,

or
PPl (0,0,1).

Smerna vektorja sta med seboj pravokotna. Njun normirani vektorski produkt je po
pricakovanju n = (cos@,sing,0) in ustreza normali na kroZnico v 2D ravnini. Ce

namesto navadnega valja vzamemo elipti¢ni valj z enac¢bo 7 = (acos¢,bsing,z),

izracunamo na podoben nacin smerni vektor normale na plas¢: n =
1

Va2 sin2 p+b2 cos?

q)(bCOS(p,aSin(p,O).

Obravnavajmo tudi svitek ali torus. Torus kot ploskev/telo dobimo, ¢e kroznico/krog
zavrtimo v 3D za polni kot okrog osi, ki lezi v isti ravnini kot prvotni lik, vendar ga ne
seka. Zavrtimo kroznico s sredis¢em na osi X na Sliki 62 okrog prikazane osi z. Tako res
dobimo 3D objekt — ploskev torusa v 3D prostoru z aksialno simetrijo. Torus dolocata
dva polmera: T je polmer kroznice na sliki in R oddaljenost njenega sredisca od osi z. V

3D lahko re¢emo, da je R glavni polmer torusa, r pa polmer njegovega prereza.
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Kako bi izbrali primerna parametra, ekvivalentna u in v? Prvi je ociten: polarni kot 8 na
sliki. To ni obicajni polarni kot v sfericnem ali cilindricnem koordinatnem sistemu. V
prikazani ravnini so kartezi¢ne koordinate tock na kroznici: X, = R + 7050, ¥,4. =
0, z = rsin 8. Za prvi dve koordinati smo uporabili indeks »zac, in s tem poudarili, da
sta to zacetni (izhodis¢ni) vrednosti koordinat pred vrtenjem. Drugi parameter je
azimutni kot @, za katerega zavrtimo narisano kroznico okrog navpicne osi. Koordinata

Z se pri tem ne spremeni, X in y pa se spremenita pri rotaciji z matriko (5.1 c).

><V

Slika 62: Rotacija kroZnice okrog osi z, da dobimo torus. Crtkana krivulja prikazuje kroZnico v 3D, v
ravnini, vzporedni z ravnino (X, y), v katero se pri rotaciji preslika prikazana totka T na prvotni

kroZnici v ravnini (X, z).

Krajevni vektor, oba odvoda po kotih in normalni vektor na ploskev so potem:

T = ((R +rcosf)cos@, (R +1rcosh) sin<p,rsin9)
or . o

28 =r(—sin6f cos@,—sinf sinp, cos )

or _

% = (R+rcosf)(—sing,cose,0)
n = (cos @ cos ¢, cos O sin,sinf).

Tukaj r ni velikost krajevnega vektorja, vendar ni nevarnosti za zamenjavo. Tangentna
smerna vektorja sta povsod pravokotna med seboj, tako kot pri valju. Normalni vektor
na torus ima podobno obliko kot normala na kroglo, le kotni funkciji kota 8 sta
obrnjeni, saj v krogelnem koordinatnem sistemu definiramo ta kot glede na navpicnico,

in ne vodoravnico.
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Omenimo tudi nasprotno smer normalnega vektorja. To dobimo, ¢e zamenjamo vrstni
red tangentnih smernih vektorjev pri vektorskem produktu. Ponavadi se odlo¢imo za
taksno smer normale, da kaze od izbocene strani ploskve navzven. Tako smo naredili

tudi v nasih treh primerih. V zadnjem primeru torusa dobimo prav nasprotne predznake

N, . ., . or _ or
vseh komponent vektorja n, ¢e vzamemo vrstni red mnozenja 78 % %0 Cel vektor smo

zato pomnozili z —1.

Vcasih nas zanima loc¢ni element na ploskvi, ¢e gre za majhen premik od tocke, ki jo

dolo¢a par krivoértnih koordinat (u, v), do tocke, kjer se koordinati malo spremenita,

(u + du, v + dv). Premik je diferencial: dr = ( )du + ( )dv Ce ga pomnozimo

skalarno samega s seboj in korenimo, dobimo majhen lo¢ni element ali koscek poti na

ploskvi:

ds =

w?+22 -2 dudy +|—| (dv)2.

Ce se tockasto telo premika po doloceni krivulji na ploskvi, lahko izra¢unamo njegovo
pot z integriranjem elementa ds. Spet je ugodno razmisljati na fizikalni nacin, tako da sta
spremenljivki © in v znani funkciji ¢asa: u = u(t), v = v(t). Tako sta diferenciala teh

spremenljivk du = udt in dv = vdt, zato postane integracijska spremenljivka kar cas:

of . ., [07]% .,
v+ 2] o2 - at. (A.16)

a7 |2

or

‘2
u 2—-
ou T ou

Nazadnje se lahko vprasamo, ali lahko tudi za ukrivljene ploskve definiramo krivinski
polmer kot za krivulje v 2D in 3D. Pomagamo si lahko kar s krivinskimi polmeri krivulj,
ki lezijo na dani ploskvi. Vendar je pri ploskvah problem veliko tezji kot pri krivuljah.
Skozi dano tocko ploskve, kjer nas zanima njena ukrivljenost, namrec poteka nesteto 3D
krivulj in vsaka ima v tej tocki drugacen krivinski polmer. Celo krivulje, ki imajo v isti
tocki ploskve isto tangento (torej isto smer), imajo lahko v tej tocki razlicne krivinske
polmere. To je zato, ker »ukrivljenost« krivulj na ploskvi ne dolo¢a samo ukrivljenost
ploskve same, temvec¢ so lahko krivulje e bolj ukrivljene. Ob tem da krivulje sledijo
ukrivljenosti ploskve, se lahko krivijo tudi v precni smeri — znotraj ploskve. Da bo bolj
razumljivo, o ¢em govorimo, omenimo najpreprostejsi primer, ko je ploskev kar ravnina.
Ravnina sama ni ukrivljena, zato je v vseh njenih tockah in v vseh smereh v vsaki tocki

krivinski polmer ravnine neskoncen. Vendar so 2D krivulje, ki leZijo v tej ravnini, vseeno
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ukrivljene. Njihov krivinski polmer torej ne more biti merilo za ukrivljenost ravnine.

Krivulje, ki izrazajo ravnost ravnine in ki lezijo v njej, seveda poznamo, to so premice.

Tako moramo tudi pri ukrivljenih ploskvah nasplosno poiskati tak$ne krivulje, ki zares
ponazarjajo ukrivljenost ploskve. To so presecis¢a ploskve z ravninami (vemo, da je
presecisce dveh ploskev 3D krivulja). Vendar tudi vse ravnine niso primerne za ta
namen. Postopek, kako v dani tocki ploskve poiskati krivinske polmere v razlicnih

smereh in med njimi najti najmanjsi in najvedji polmer, podajajo naslednji koraki:

1) V tocki T pois¢emo normalo na ploskev.

2) Vzamemo Sop vseh ravnin, ki vsebujejo to normalo. Te ravnine so torej
pravokotne na tangentno ravnino ploskve v T, od ene ravnine do druge pridemo z
rotacijo okrog normale.

3) Za vsako od teh ravnin pois¢emo krivuljo kot presecisée ravnine s ploskvijo.
Krivulja gre skozi tocko T.

4) Vsaki taksni krivulji izracunamo krivinski polmer v T

5) Nazadnje od vseh teh polmerov pois¢emo najmanjsega R; in najvecjega R,. To

sta znacilna krivinska polmera ploskve v tocki T.

Koncne enacbe za Ry in R, so nasplosno precej zapletene, zato bomo tukaj samo
podrobneje opisali postopek glede zgornih pet tock in potem za konkreten zgled vzeli
torus. Zaceli bomo spet s parametri¢nim zapisom ploskve 7 = 7(u, v). Pri izpeljavi
bomo zaradi razumljivosti spet natancnejsi pri oznakah. Zato bomo tocko T, kjer is¢emo
oba krivinska polmera, podali s krajevnim vektotjem 74 = 7 (Ug, Vo) = (X0, Yo, Zo)-
Prosta parametra U in ¥ bosta spet oznacevala celotno in poljubno krivuljo na ploskvi, ki

gre skozi tocko T.
Korak 1. V tocki T pois¢emo normalo 11 po enacbi (A.14) in ozna¢imo n = (nq, ny, ng).

Korak 2. Izberimo poljubno ravnino, ki vsebuje tako to¢ko T kot normalo. Takrat je
normala te ravnine Ny = (Ngq, Mgy, Ng3) pravokotna na normalo ploskve 7. Njun
skalarni produkt je ni¢: nynyg + NyNyp + n3nzg = 0. Zaradi enolicnosti je najbolje
vsako tak$no ravnino in njeno normalo parametrizirati s kotom zasuka @ glede na eno
od teh ravnin (referencno ravnino). Zadostuje interval 0 < @ < 7. Naj bodo zdaj x, y in

Z koordinate poljubne tocke te ravnine. Enacba ravnine je: npi(x —xo) +

Nro (Y — ¥o) + np3(z — z5) = 0.
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Korak 3. Kombinirajmo ena¢bo ploskve ¥ = 7(u, V) in enacbo ravnine iz koraka 2, da
dobimo 3D presecis¢no krivuljo. To najlaze naredimo tako, da v enacbo ravnine

vstavimo parametricno zapisane kartezi¢ne koordinate glede na ploskev:

np1(x(uw, v) — x0) + npa(y(w, v) — o) + ng3(z(u, v) — zp) = 0.

Tako dobimo neposredno zvezo med parametroma, ki jo lahko nato zapisemo kot v =

v(u).

Korak 4. Presedis¢na krivulja ploskve in dane ravnine ima zdaj enacbo 7 = 7(u, v(w)).
Njen krivinski polmer R izracunamo po enacbi (A.10), kjer vzamemo U namesto ¢asa ¢,
in Se pisemo vektor hitrosti kot odvod krajevnega vektorja po u, da hitrosti ne bi

zamenjevali s parametrom v:

d_?|2
R = du = (A.17)
dr
i O L
du? du? |dr
[

Korak 5. Ce nam uspe vsak taksen krivinski polmer R eksplicitno izraziti s kotom a, ki

podaja presecno ravnino in z njo tudi »smer« na ploskvi, v kateri iS¢emo krivinski

dR e e gt
polmer, potem lahko z zahtevo e 0 poiscemo najmanijsi in najvedji krivinski polmer.

Bodimo $e natan¢nejdi. Ce ho¢emo v koraku 4 uporabiti enacbo (A.17) z u kot
neodvisnim parametrom, moramo na primeren nacin izraziti prvi in drugi odvod
drugega parametra po prvem: dv/du in d?v/du®. To lahko naredimo, ne da bi prej
izrazili eksplicitno zvezo v(u) v koraku 3. V veéini primerov, tudi za preprosta
geometrijska telesa, je namre¢ ta zveza dokaj zapletena, in nato posledicno sta oba
odvoda $Se toliko bolj zapletena. Korak, ki ga bomo naredili zdaj, je zahteven, vendar se
izplaca, ker olajsa racunanje v konkretnih zgledih. Izpeljavo naredimo kar v vektorski
obliki. Zacnimo spet s parametricno obliko krivulje, ki jo dolocata ploskev in presecna
ravnina: Mg * [1(u, v) — 7 (Uug, V)] = 0. Pri tem se u spreminja, v pa je funkcija u.
Odvajajmo to enacbo po u:

or or dv

" ou v du

—_
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_ o7
Lo (u,v) = — 20 (A.18 2)
du ﬁR.%
Odvajajmo ta odvod se enkrat:
d*v _ Ok(uy) Ok(u)
= PR k(u, v) . (A.18 b)

V enacbi (A.17) sta prvi in drugi odvod:

df _ 9F | 9F dv

du  ou | ov du (A'19 a)

d?7 927 %7 dv . 9%F [dv\? o7 dZv

ETam T 25 et () T (A19b)
Z upostevanjem enacb (A.18) in (A.19) lahko konéno zapisemo oba odvoda:

ar or or

E - E - 5 (AZO a)

CF_ 0% . 0% o () 0k oKy or

du?  ou? 2k uow T k av? (k v au) v’ (A.20 b)

Funkcijo k smo nazadnje pisali brez argumentov. Sele potem, ko imamo izrazene vse

odvode, lahko identificiramo U = Uy, V = v in vstavimo vse skupaj v enacbo (A.17).

s
"\ "i Racunski zgled 54
it

Po opisanem postopku poskusimo ugotoviti oba krivinska polmera v poljubni tocki
torusa. Kako sta polmera R{ in R, odvisna od parametra 8 na Sliki 62? Kako je vmesni
krivinski polmer odvisen od parametra «, ki podaja zasuk ravnin, ki vsebujejo isto

ploskovno normalo?

Zaradi simetrije je dovolj obravnavati tocko v ravnini (X, z), kot je ptikazana na Sliki 60.
Njeni koordinati sta x = R + 1 cos 8, z = r sin 6. Zaradi simetrije normale na torus v
tej tocki ni treba racunati, saj oéitno leZi v tej ravnini in gre v radialni smeri: 1 =
(cos@,0,sin B). Referenéna ravnina, ki seka torus, vsebuje tocko T in hkrati normalo,
je kar prikazana ravnina. Definiramo jo s kotom @ = 0, njena normala je g = (0,1,0).

Zaradi aksialne simetrije torusa pricakujemo, da bo krivinski polmer krivulje kot
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presecisca te ravnine s torusom (to je prikazana kroznica in njen krivinski polmer je enak
7) enak najmanjSemu polmeru R; ali pa najve¢jemu polmeru R, ploskve v tej tocki.

Krivinski polmer oznac¢imo z Ry, da ga razlikujemo od polmera R.

Krvivinski polmeri krivulj v tockah, ki predstavljajo tudi krivinske polmere ploskve
same, so ocitni samo v dveh primerih: 1) e je presecna ravnina kar omenjena ravnina
(x, z) ali zaradi aksialne simetrije njej ekvivalentne »navpi¢ne« ravnine, ki vsebujejo os z;
2) e je presecna ravnina (x,y). V prvem primeru je preseéna krivulja kroZnica s
polmerom 7, kot je na Sliki 60, ter njej zrcalna kroznica na drugi strani osi z, zato je
krivinski polmer kar r. V drugem primeru sta presecni kroznici dve: najbolj notranja s
polmerom R — 7, ki ustreza tockam s 8 = T, ter najbolj zunanja s polmerom R + 1, ki
ustreza tockam s @ = 0. Ti dve ravnini sta pravi presecni ravnini, saj vsebujeta lokalno
normalo na ploskev v vsaki preseciséni tocki. Ugotovili smo, da imajo skrajne tocke

torusa (6 = 0 ali ) naslednja znacilna polmera v dveh pravokotnih smereh: 7 in R + 7.

Naloga s prese¢nimi ravninami v drugih tockah je tezja. Ker vse te ravnine vsebujejo
normalo ploskve, gredo skozi sredisce S kroznice na Sliki 62. Poskusimo dobiti enacbo
kake druge ravnine, ki jo dobimo s 3D zasukom ravnine (x,z) okrog osi N =
(cos8,0,sin B). Za enak kot, kakor se zavrti ravnina okrog osi, ki jo sama vsebuje, se
zasuce tudi njena normala Ng. Za zasuk zacetne normale ng = (0,1,0) okrog n =
(cos8,0,sin0) za kot @ uporabimo enacbo (5.2). Nato po korakih, opisanih zgoraj,
izracunamo vse odvode in polmer Ry, za vsak a. Na Sliki 63 so prikazani izracunani
grafi odvisnosti krivinskega polmera od tega kota za razli¢ne vrednosti kota 8. Vzeli smo

primer R = 3r.

8 20

R Ir

T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

o o’

Slika 63: Odvisnost krivinskega polmera od su¢nega kota & presecne ravnine glede na zacetno ravnino
(x, z). Izbrali smo polarne kote: 8 = 0, 30°, 45° in 60° (slika levo, zunanji, v vseh smereh izbo&eni del
torusa) ter @ = 90°, 145° in 180° (slika desno, mejni in notranji del torusa). V primeru tock notranjega

dela torusa navpicne ¢rtkane Crte na grafih prikazujejo asimptoto, kjer Ry, doseZe neskoncno vrednost;
v tem primeri so smeri izbocenosti ploskve pri manjsih kotih, smeri vbocenosti pa pri vecjih kotih a

glede na te kriti¢ne vrednosti kota &.. Ry, je normaliziran na polmer 7.
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Iz leve Slike 63 je razvidno, da sta v primeru vsestranske izbocenosti ploskve smeri, ki
ustrezata najmanjSemu in najve¢jemu krivinskemu polmeru, med seboj pravokotni.
Zaradi simetrije tudi ni tezko ugotoviti leg sredis¢ ustreznih pritisnjenih kroznic. V
primeru @ = 0, je to seveda kar sredisc¢e S na sliki. Tudi v primeru a = §> lezi sredisce
pritisnjene kroZnice v ravnini (X, z), seveda pti obravnavanem kotu ¢ = 0. To ni v
nasprotju s tem, da moramo sredisce pravzaprav iskati v presecni ravnini, ki je pri @ = %
pravokotna na ravnino (X,Yy). Vendar se ti dve ravnini sekata v isti premici, prav v
premici skozi tocko T in skozi na Sliki 62 prikazano sredisce S. Hkrati ta premica vsebuje
normalo na torus in vse je v redu. Torej sklenemo: za povsem izboceno stran torusa, ki
jo predstavlja tocka T na Sliki 62, lezi sredisce pritisnjene kroznice, ki ustraza najve¢jemu
krivinskemu polmeru, na premici v ravnini (X, z), ki gre skozi toc¢ki T in S, vendar je
sredi$ce pritisnjene kroznice Se nizje na premici, kot je tocka S. Na notranji strani strani

torusa so stvari bolj zapletene.
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Matemati¢ni dodatek B:
Grupe

Definicija grupe in nekaj pojmov

Grupa G je konc¢na ali neskon¢na mnozica elementov, med katerimi uvedemo binarno

(dvocleno) operacijo (oznacimo jo kar s piko kot za navadno mnozenje). Zanjo veljajo

naslednja pravila:

D

)

1)

V)

Za poljubna elementa grupe dobimo z njuno binarno operacijo enolicno
dolocen element grupe: a, beG — a b = ceG.

V G obstaja poseben element, enota e, ki pri binarni operaciji ohranja vse
elemente grupe:e-a =a-e = a.

1 tako da

1,

Za vsak element grupe aeG enoli¢no obstaja inverzni element a~
dobimo enoto pri binarni operaciji obeh grupnih elementov: a-a™* = a”
a=e.

Binarna operacija je asociativna: a - (b-¢) = (a - b) - c.

Pripadnost smo oznacili z znakom €. Odslej bomo (razen v posebnih primerih) binarni

operaciji rekli kar mnozenje, znak za mnozenje bomo izpuscali. Imena mnozenje, enota

in inverzni element so primerna, ker je najznacilnejsi zgled neskonéne grupe mnozica

vseh realnih Stevil brez stevila 0. Oznacimo jo Ry. Tukaj je navadno mnozenjo zares
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1 —

grupno mnozenje, enota je e = 1, inverzni element pa a~~ = —. Stevilo 0 smo morali

Q|+

izpustiti iz mnozice, ker nima inverznega elementa.

Nasplosno grupa ni komutativna, zato ne smemo kar tako zamenjati vrstnega reda
taktorjev pri mnozenju. Asociativhost pomeni nekaj drugega: po pravilu (IV) lahko
prestavljamo oklepaje, to pomeni, kaj prej zmnozimo, ne smemo pa prestavljati vrstnega
teda grupnih elementov. Nekatere grupe so komutativne, kot je zgoraj omenjena grupa
Ry. Taksne grupe imenujemo tudi Abelove grupe. Lep primer nekomutativne grupe je
neskon¢na mnozica neizrojenih kvadratnih matrik enake dimenzije. Taksne matrike
lahko poljubno mnozimo med seboj in vrstni red faktorjev je pomemben. Matrike
morajo biti neizrojene (od ni¢ razlicna determinanta), tako da lahko vsaki matriki
poisc¢emo inverzno matriko. Enota je kar enotska matrika, to je diagonalna matrika s

samimi enkami po diagonali.
Nekaj naslednjih trditev ne bomo dokazovali, ker tukaj ni prostora za to.
Naslednji enacbi za element X sta enoli¢no resljivi:

ax=b-o>x=a"'b (B.1 a)
xa=b-x=bhbal (B.1b)

Za inverzni element veljajo naslednja pravila, podobno kot za kvadratne matrike:

(aH)1=a (B.2 a)
(ab)"=b"1a™? (B.2 b)
(abc)™ ' =c b ta™l. (B.2c)

Dva elementa a in b v G sta si podobna, ¢e najdemo tretji element ¢ v G, da velja b =
cac™t. To zvezo napidemo tudi drugace: bc = ca. Ni nujno, da je tudi element ¢
podoben elementoma a in b. Podobnost ozna¢imo takole: b~a. Podobnost je

ekvivalencna relacija:

1. Element je sam sebi podoben: a~a.
2. Podobnost je povratna: a~b — b~a.
3. Podobnost je prehodna (tranzitivna): (a~b), (b~c) = a~c.
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Kot za vsako ekvivalencno relacijo razpade grupa na locene (disjunktne) razrede
podobnih elementov (na kratko razrede). To pomeni, da element ne more biti v dveh
razredih hkrati. Enota je vedno sama razred zase. Tudi kateri drugi element je sam zase
razred, ¢e komutira z vsemi drugimi elementi grupe. Ce pa je celotna grupa komutativna,
potem je vsak element razred zase. Ena od pomembnih lastnosti vsake grupa je prav

njena razdelitev na razrede.

Podmozica H grupe G je njena podgrupa za isto grupno mnozenje, ¢e ostane produkt
poljubnih dveh elementov iz H spet v H. H mora vsebovati tudi enoto in z vsakim
elementom tudi inverzni element. Zato zgoraj omenjeni razredi niso podgrupe, z izjemo
enote kot razreda. Prirocen nacin dokazovanja, da je H podgrupa G, je naslednji: ¢e za
poljubna dva elementa a in b iz H velja, da je tudi produkt ab~! v H, potem vemo, da je
H podgrupa. Ce je grupa G konéna, je $tevilo njenih elementov (mo¢ grupe) vedno
deljivo s Stevilom elementov katerekoli podgrupe. Kot primer neskoncne grupe
omenimo spet grupo neizrojenih kvadratnih matrik iste dimenzije, njena podgrupa (spet
neskoncna) pa je npr. podmnozica matrik z determinanto 1. Podgrupa podgrupe taksnih
matrik so rotacijske matrike, opisane v poglavju o rotaciji teles. Tudi te matrike imajo

determinanto 1 in tudi dodatne lastnosti.

Ce zberemo skupaj vse elemente grupe, ki komutirajo z vsemi elementi, je ta mnozica

tudi podgrupa. Imenujemo jo center celotne grupe.

V teoriji grup je pomemben tudi pojem odsek grupe G po kateri od njenih podgrup H.
Za lazje sklepanje naj bosta obe grupi konéni, stevilo elementov G naj bo N, Stevilo tistih
H pa M < N. Odsek je mnozica elementov iz G, ki jih tudi je M, kakor v H.
Razlikujemo leve in desne odseke, dobimo pa jih na naslednji nacin. Desni odsek po
podgrupi H, katerega zastopnik je element a, oznacimo aH. Ta oznaka pomeni, da
vsakega od elementov iz H z leve strani pomnozimo z izbranim elementom a. Poljubni
element tega odseka b lahko zato zapisemo kot b = ah, kjer heH. Tudi a spada v ta
odsek, ker velja a = ae. Lazje si zapomnimo pojem desnega odseka, ce recemo, da
izbrani element a z desne pomnoZimo z vsemi elementi iz H. Stevilo razli¢nih desnih
odsekov je manjse od N, ker ni nujno, da dasta dva razli¢na elementa a; in a, razlicna
odseka. Lahko je tudi a;H = a,H. Res je, da produkta a, in a, z istim elementom dasta
dva razlicna elementa, vendar vrstni red v mnoZici ni pomemben. Stevilo razli¢nih
odsekov je N/M, ker imajo vsi odseki po M elementov in cela grupa G razpade na

odseke. To hkrati pomeni, da je mo¢ grupe N vedno deljiva z mocjo neke podgrupe M,
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kot smo ze omenili. Odseki sami niso podgrupe. Podgrupa je edino desni odsek eH, ki
edini vsebuje tudi enoto in ki je kar enak podgrupi H. Nekaj konkretnih zgledov bomo
podali v zvezi z grupami simetrijskih operacij, ki so v fiziki najpomembnejse. Mnozico
vseh razliénih desnih odsekov oznac¢imo G /H in jo imenujemo (desni) faktorski prostor

G po H.

Podobno definiramo levi odsek Ha. Za leve odseke veljajo podobne lastnosti kot za
desne odseke. Tudi njihovo stevilo je N/M. Ker grupa G nasplosno ni komutativna, tudi
levi in desni odsek z istim zastopnikom a, to je, Ha in aH, nista med seboj vedno enaka.
Vemo samo, da je element @ v obeh. Ce pa slucajno velja za vsak element aeG, da je
Ha = aH, pravimo, da je H podgrupa edinka. Ni nujno, da mora biti cela grupa G ali
pa vsaj podgrupa H komutativna, da bi bila H edinka. Ce je H center grupe (njeni
elementi komutirajo z vsemi elementi G, ¢eprav celotna grupa G ni komutativna), potem
je H ze avtomatsko edinka. Tako je center grupe ze podgrupa edinka, ni pa vsaka

podgrupa edinka center grupe.

Od splosnih grupnih relacij in zakonitosti omenimo $e dve za fiziko zelo pomembni. To
je homomotfizem grup in njegova posebna skupina — upodobitve. Homomotfizem f
slika iz grupe G v grupo K in njegove lastnosti spominjajo na linearne preslikave. Lahko
sta grupi enaki, vzemimo splosni primer, ko sta razlicni. Homomorfizem ni nujno
bijektivna preslikava, je pa enolicen. Vsak element geG se preslika v to¢no dolocen
clement iz K: f(g) = k. Po definiciji preslika homomorfizem produkta v produkt
homomortfizmov: f(g19,) = f(91)f(g;). Pazimo: elementa g; in g, zmozimo v G,
njuni preslikavi £(g,) in f(g;) pa v K. Analogno velja za linearno preslikavo v istem
vektorskem prostoru ali pa iz enega vektorskega prostora v drugega: f(x +y) =
f(x)+ f(y). Z vidika grupne teorije je tudi ta preslikava homomorfizem, ¢&e si

zamisSljamo sestevanje kot grupno binarno operacijo.

Iz te definicije homomorfizma izhaja nekaj lastnosti, ki jih je lahko dokazati. Enota v G
se preslika v enoto v K. Ce obe enoti ozna¢imo drugade, npr. eg in ek, potem je

f(eg) = ek. Inverzni element se preslika v inverzni element: fg!) = (), ali zapisano

drugace: flo) flg!) = ex.

Ce homomorfizem ni surjektivna preslikava, potem definiramo njegovo sliko Im f =
f(G). S homomorfizmom delujemo nad vsemi elementi iz G in opazujemo dobljeno

podmozico v K. Izkaze se, da je Im f podgrupa v K. Podobno, ¢e homomotfizem ni
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injektivna preslikava, definiramo njegovo jedro Ker f. To so vsi elementi iz G, ki jih f
preslika v enoto eg v drugi grupi. Seveda pripada mnozici Ker f tudi enota ez v prvi

grupi, izkaze pa se, da je jedro podgrupa edinka v G.

Upodobitev je tisti homomorfizem, ki grupo G preslika v mnozico neizrojenih
kvadratnih matrik izbrane dimenzije, npr. v matrike 3 x 3 (ali kar pomeni isto, v mnozico
linearnih preslikav vektorskega prostora vase). Povedali smo ze, da je tudi mnozica

tak§nih matrik grupa, e je grupno mnozenje kar mnozenje matrik.
B.2 Zgledi grup

Omenili bomo dve skupini grup: grupo permutacij in grupo simetrijskih operacij, kot so
rotacija, zrcaljenje in translacija za mrezne vektorje v kristalih. Grupo permutacij za n
elementov, ki jih oznac¢imo s Stevilkami od 1 do n, imenujemo tudi polna simetricna
grupa in oznacimo S,. Moc¢ te grupe je n!, ker je toliko moznih razvrstitev elementov.
Grupa ni komutativna. Eden od zapisov vsakega elementa te grupe je v obliki tablice

(razpredelnice), ki pove, kako se premesajo elementi, npr.

9=(; 1 3)

To pomeni, da na prvo mesto pride 2 namesto 1, na drugo mesto 1, 3 pa ostane na
mestu. To je eden od 6 elementov grupe S3. Omenjeni element grupe g je tudi primer,
ko se zamenjata samo dve stevilki med seboj. Za poljubno permutacijo je znacilno, da se
da razstaviti na zaporedje samih takih dvoclenih zamenjav. To zaporedje ni enoli¢no,
vseeno pa velja, da se permutacija da razstaviti na samo liho stevilo ali samo sodo stevilo
dvoclenih zamenjav. Glede na to ji recemo liha ali soda permutacija. Vzemimo Se en

zgled za permutacijo iz grupe Sx:

9= 51 4 2

Vidimo, da smo naredili ciklicho permutacijo prvih treh Stevil. Tukaj najprej zamenjamo

med sabo prva dva elementa, potem pa drugega in tretjega, zato je to soda permutacija.

Grupno mnozenje pomeni tukaj zaporedno izvedbo dveh permutacij. Enota je
permutacija, ki ohranja vrstni red vseh Stevil. Tudi pri grupi permutacij lahko iscemo

razrede, podgrupe in odseke. Omenimo samo razdelitev na razrede. Tako kot lahko
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vsako permutacijo razstavimo na same zamenjave parov elementov, jo lahko tudi
razstavimo na same cikle. Cikel dolzine  pomeni, da zamenjamo prvi element z drugim,
drugi s tretjim, in tako do r-tega, ki se zamenja s prvim. Tako smo imeli pri elementu g
zgoraj za permutacijo 5 $tevil en cikel dolzine 3. Stevili 4 in 5 sta vsaka v svojem ciklu z
dolzino 1. Ce zapiSemo permutacijo s samimi cikli, zapisemo zgornjo permutacijo takole:
g = (1,2,3)(4)(5). Cikel sam lahko ciklicno permutiramo, ker se ponavlja po veckratnem
izvajanju, tako da je vseeno, katero stevilo napisemo na prvo mesto. Tako je npr. za nas

primer pravilen tudi zapis: g = (2, 3, 1)(4)(5).

Izkaze se, da sta dve permutaciji v istem razredu podobnosti natanko takrat, ko imata
cikle enakih dolzin ne glede na to, kako so v ciklih razporejena Stevila. Obravnavajmo
nekoliko podrobneje permutacijsko grupo S3, ki ima samo 6 elementov. Zapisali bomo
vse njene elemente, omenili generatorje grupe, prikazali tablico mnozenja ter razdelitev

na cikle in razrede.

Elementi so v obicajnem zapisu in v ciklih:

pm=e=(; 2 3)=0@ B3 2)
p=a= (; g f) =(1,2,3) B.3 b)
p=b=( 3 3)=MDE3) B30
ps=a’= (é i 3) = (1,3,2) (B3¢
ps=ba=(; 2 7)=013)@ B3 d)
po=bat=(; | 3)=123) . B3¢

Permutacije p3, ps in pg so lihe, pq, P, in p4 pa sode. Nasploh imamo v vsaki mnozici z
vsaj dvema elementa natanko pol permutacij lihih in pol sodih. Ob enoti smo posebej
oznacili elementa a in b. To sta generatorja grupe. Tako imenujemo tistih nekaj
elementov, s katerimi lahko s potencami in mnozenjem sestavimo vse druge elemente
grupe. Elementi so tako razdeljeni po razredih: {p; H{ps, Ps, P P2, P4} Enota ima tri
cikle dolzine 1; drugi razred s tremi permutacijami en cikel doZine 1 in en cikel dolZine 2;
tretji razred z dvema permutacijama pa en sam cikel dolZine 3. Nasplosno ima grupa

permutacij toliko razredov, na kolikor nacinov lahko razdelimo stevilo elementov
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mnozice na vsoto naravnih Stevil. V nasem primeru mnozice s 3 elementi, nad katerimi

izvajamo vse permutacije,jeto: 3=3=2+1=1+ 1+ 1; to so 3 mogoce vsote.

Tablica mnozenja ima v nasem primeru 6 vrstic in 6 stolpcev. V njej zapiSemo rezultat
produktov za vse mogoce pare elementov v grupi. Ker grupa ni komutativna, je
pomembno, da ne zamenjamo med seboj vrstic in stolpcev. Dogovorimo se, da vrsticam
ustreza prvi faktor, stolpcem pa drugi faktor produkta. Vendar pazimo, da podobno kot
pri izvedbi operatorjev na argumente najprej pri razvrscéanju elementov neke mnozice
najprej izvedemo drugo permutacijo v produktu, Sele potem prvo permutacijo. Tablica

mnozenja je podana v Preglednici 1.

Peglednica 1: Tablica mnoZenja elementov permutacijske grupe S3

P po P1 p2 Ps3 P4 Ps Ps
p1 p1 P2 %] P4 Ps Pe
P2 P2 P4 Pe pP1 [ %] Ps
P3 P3 Ps pP1 Pe P2 P4
P4 P4 p1 Ps P2 Pe P3
Ps Ps Ps P4 [ %] pP1 P2
Pe Pe [ %] P2 Ps P4 p1

Produkte smo dobili z neposrednim mnozenjem in z upostevanjem zgornjih zvez med
generatorjema in drugimi elementi. Dodaten test pravilnosti tablice (razpredelnice) je, da
mora biti v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu posebej vseh 6 elementov grupe, ceprav v
razlicnem vrstnem redu. S to tablico mnozenja se lahko dodatno prepricamo o zgornji
razdelitvi grupe na razrede. Na primer, podobnostna relacija med elementoma p3 = b in
ps = ba iz drugega razreda, ki imata poleg permutacije pg dva cikla dolzin 1 in 2, je

1

naslednja: ba = aba™! ali ps = p,p3p5*. Ceprav je element a v tretjem razredu,

povezuje omenjena elemeta iz drugega razreda.

Za fiziko je zanimivej$a grupa operacij z vektorji v prostoru. Obravnavajmo najprej

ciklicno grupo C,,. To je grupa zasukov okrog ene same n-stevne osi v 3D. Osnovna
.. . . . . . 21 .
operacija, to je element, ki mu pravimo tudi generator grupe, vrti za kot @ = — Tej

operaciji ali elementu grupe damo ponavadi kar isto oznako Cj,, kot jo ima cela grupa.
Vendar tukaj zaradi vecje preglednosti ta element oznacimo preprosto a. Vsi drugi
elementi grupe so potence tega elementa (kar pomeni veckratne zasuke za kot a). Zato

je a generator grupe. Velja a™ = e (enota), tako da so elementi grupe:
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C,={eaa?.., a1}

Grupa je komutativna, ima n elementov in prav toliko razredov, ker je vsak element svoj

razred.

Se zanimivejse so grupe, kjer imamo ve¢ razliénih osi vrtenja v 3D. Taksne grupe niso
komutativne, pojavljajo pa se v zvezi s tockovno simetrijo kristalov. Te simetrije in
ustrezne grupe moramo upostevati pri razlicnih fizikalnih opisih kristalov, npr. pri
mreznih nihanjih. Ena od skupin tako imenovanih grup tockovnih simetrijskih operacij
so grupe D,. Kot pri grupi C,; je osnovni kot vrtenja a = 27” okrog n-stevne osi.
Naravno stevilo # ni poljubno, ampak dopusca translacijska simetrija kristala le vrednosti

n =1, 2, 3, 4 in 6. Pravokotno na glavno n-stevno os so postavljene tudi 2-§tevne osi,

kot med sosednjima 2-$tevnima osema v isti ravnini je enak polovicnemu osnovnemu
kotu vrtenja @. Za zgled vzemimo grupo D3. Osnovni kot je @ = 120°, 3 dvostevne osi
(ali 6 njihovih poltrakov) pa so v pravokotni ravnini in kot med sosedama je 60°. Grupa
ima 6 elementov, grupa C3 s tremi od teh elementov, vkljucno z enoto, je njena
podgrupa. Trije dodatni grupni elementi so zasuki za 180° okrog vsake od treh
dvostevnih osi. Razredi so trije: {eH{C3, C£HC5, C;, Cy'}.

Slika 64: Kompozitum dveh vrtenj: najprej okrog 3-Stevne osi (tocka T se preslika v vmesno tocko T,),
potem okrog 2-Stevne osi C; (tocka T, se preslika v konéno tocko Ty). Enak rezultat (preslikava iz T
nepostdno v Ty) da zasuk okrog osi C;. TriStevna os, pravokotna na ravnino slike, je oznacena z

majhnim trikotnikom v preseci§¢u dvostevnih osi.

Elemente smo oznacili takole: C3 je zasuk za 120°, C: pa za 240° okrog 3-$tevne osi, C5,

C; in €3 so zasuki za 180° okrog razli¢nih 2-§tevnih osi. Grupa mora biti popolna, zato

mora biti produkt katerihkoli dveh elementov spet v grupi. Kot primer Slika 63
prikazuje, da je produkt (v bistvu kompozitum) vrtenja za 120° okrog 3-Stevne osi in
vrtenja za 180° okrog ene od 2-$tevnih osi spet vrtenje, in sicer za 180° okrog druge 2-

Stevne osi: €' C3 = (. Pazimo na zaporedje: najprej zasuk okrog 3-Stevne osi in potem
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okrog 2-§tevne osi. Na sliki je 3-Stevna os prikazana s trikotnikom (kot je navada v
literaturi), os pa je pravokotna na podano ravnino. Vse tri 2-Stevne osi so v tej ravnini.

Polni krogec oznacuje lego tocke nad ravnino, prazni krogec pa pod njo.

V zvezi z grupo D3 prikazimo tudi njene upodobitve. Kot smo omenili, se grupni
elementi preslikajo v ustrezne kvadratne matrike, vendar tako, da se produkt ohranja. To
med drugim pomeni, da se enota preslika vedno v enotsko matriko. Med upodobitvami
so v teoriji pomembne nerazcepne upodobitve. Tukaj ni prostora za obsirno razlago,
omenimo samo, da se v primeru nerazcepnih upodobitev matrike nasplosno ne dajo
zapisati kot bloéne matrike. Stevilo neodvisnih nerazcepnih upodobitev in dimenzije
ustreznih matrik so omejeni z mocjo grupe. Stevilo neodvisnih nerazcepnih upodobitev
je kar enako Stevilu razredov, v nasem primeru 3. Dimenzije ustreznih matrik doloca
enacba, da je vsota kvadratov dimenzij enaka Stevilu elementov grupe. V nasem primeru
je edina moznost: 12 + 1% + 22 = 6. Tako sta dve neodvisni upodobitvi 1D (matrika je
kar Stevilo), ena je 2D (matrika 2 x 2). Vendar pazimo, za vsako nerazcepno upodobitev
imamo 6 razli¢nih matrik (ali za 6 Stevil za 1D upodobitev), to je, za vsak grupni element
posebej. Kaksne so matrike, ni popolnoma enolicno doloceno, vendar se mora vse
skupaj lepo ujemati. Zapisimo vsej Sest 2D matrik za tretjo nerazcepno upodobitev.

Preslikavo grupnega elementa bomo oznadili z D(g).

D(e)=[(1) 0 (B.4 2)
D(Cy) =1 [\/_ g B4D)

D(C?) [ 7 _1 B.40)
pey=[; | B4
D(cy =2 -1 \/5] (B.4 d)

V3 1
_\/§]

11 1 _1
G [—x/§ 1

B.4e)

Matrike nimajo kakega neposrednega geometrijskega pomena, npr. niso rotacijske

matrike. Da so pravilne, lahko preizkusi bralec sam. Na primer, kvadrat matrike iz (B.4
b) je matrika (B.4 c), ker dvakratni operaciji C3 ustreza operacija C%. Kvadrat matrik od
(B.4 ¢) do (B4 ¢) pa mora biti enotska matrika, ker dvakratni operaciji C, ustreza

identiteta, saj dvakratni zasuk za 180° vrne tocko na isto mesto. Z mnozenjem vsch
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parov matrik lahko bralec naredi podobno tablico mnozenja kar za grupne elemente, kot

je tablica mnozenja za grupo Sz zgoraj.

Kaj pa preprostejsi 1D nerazcepni upodobitvi? Tukaj je namesto matrike kar eno Stevilo,
kar je spet isto kot sled matrike. V teotiji je pomembna znacilna kar sled matrike za
vsako upodobitev in za vsak grupni element. Sledi zgornjih matrik za 2D upodobitev
takoj preberemo. Preglednica sledi elementov po upodobitvah in razredih je spodaj. Sledi
matrike upodobitvene matrike enega grupnega elementa re¢emo karakter elementa. Cel

razred elementov ima enak karakter pri isti upodobitvi (Preglednica 2)

Preglednica 2: Prikaz karakterjev elementov grupe D3

Upod/el. e C3 c3 C; C; C;

I (1D) 1 1 1 1 1 1
I (ID) 1 1 1 1 a =)
I3 (2D) 2 -1 -1 0 0 0

Vidimo, da je prva upodobitev zelo preprosta: vsakemu grupnemu elementu podeli
vrednost 1. Seveda se tudi mnozenje teh Stevil ujema z grupnim mnozenjem, saj je
rezultat vedno 1 - 1 = 1. Druga 1D upodobitev daje vrednosti 1 in —1, tako da je treba
bolj paziti, da se grupno mnozenje pretvori v pravilno mnozenje obeh stevil. Vedno pa
velja e eno pravilo, ¢e vzamemo vrstice karakterjev v preglednici kot komponente 6D
vektorjev, potem so skalarni produkti razlicnih vektorjev (vrstic) enaki 0, skalarni
produkt vektorja samega s seboj je 6. To pravilo pomaga pri postavitvi smiselnih

vrednosti upodobitvenih matrik ali pa stevil za vse mogoce nerazcepne upodobitve.
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Matemati¢ni dodatek C:

Pravokotni koordinatni sistemi

C.1 Definicija pravokotnih koordinatnih sistemov

Obravnavajmo 3D prostor. Pravokotni koordinatni sistemi so taksni, da so v vsaki tocki
prostora vsi trije smerni vektorji pravokotni med seboj. Definicija velja tudi v primerih,
ko se smeri teh vektorjev spreminjajo od tocke do tocke. Tukaj nas zanimata samo dva
sistema: cilindri¢ni in sferi¢ni koordinatni sistem. Ob kartezicnega ju v fiziki najbol]

uporabljajo, ceprav so znani tudi drugi sistemi, npr. paraboli¢ni.
C.2 Pretvorba koordinat

Trojice kartezi¢nih, cilindri¢nih in sferi¢nih koordinat naj bodo (x,y,2), (p,®,z) in
(1,08, ¢). Navedli bomo pretvorbe med koordinatami v obe smeri za para kartezic¢ni-
cilindricni in kartezicni-sfericni koordinatni sistem. Pri cilindricnem sistemu se

koordinate pretvarjajo takole:

X = pCcosq (C.1a)
y =psing (C.1Db)
zZ=2z (Clo
p=+/x%2+y? (C.2 a)

@ = arctan% (C.2Db)
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z=2Z (C2¢)

Cilindri¢na koordinata p pomeni razdaljo tocke od osi z, ki sovpada v obeh sistemih,
kartezicnem in cilindricnem. Azimutni kot ¢ je kot med osjo x in pravokotno projekcijo
zveznice med izhodis¢em in tocko na ravnino (X, y). Pravokotna projekcija cilindri¢nega

sistema na ravnino (X, y) je polarni 2D koordinatni sistem.

Pri sferi¢nem sistemu so pretvorbe naslednje:

x =rsinfcosg (C.32a)
y =rsinfsing (C.3b)
zZ=rcosf (C3¢)
r=x2+y%+2z2 (C.42)
0 = arccos\/ﬁ (C4b)
¢ = arctan % (C4 ¢

Sfericna koordinata r pomeni razdaljo tocke od izhodis¢a. Azimutni kot ¢ ima enak
pomen kot pri cilindri¢cnem koordinatnem sistemu, kot 8 je kot med osjo z in zveznico
med izhodis¢em in tocko. Z odvajanjem kartezicnih koordinat po casu izrazimo tudi
ustrezne kartezicne komponente hitrosti s casovnimi odvodi koordinat v obeh sistemih.

Z.a cilindri¢ni sistem izracunamo:

Uy =pCOS®@ —psSing - @ (C.52)
vy, =psing+pcosg - (C.5Db)
v, = Z. (C.5¢)

Za sfericni sistem so komponente hitrosti:

v, =7sinfcosp +rcos@cosp-0 —rsinfsing - @ (C.62)
vy=7"sin951ngo+rcost9$in<p-9+rsin0cosg0-gb (C.6 b)
v, =7cosf —rsinf - 6. (C.6¢)

Komponent pospeska ponavadni ni treba racunati, ker raje reSujemo dinamiko gibanja z

ELE ali s Hamiltonovimi enacbami.
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C.3 Smerni vektorji ter prostorninski, ploskovni in lo¢ni element

Smerni vektorji so enotski vektorji, ki jih izra¢unamo najprej z odvajanjem kartezicnih
koordinat po koordinatah v drugem koordinatnem sistemu in jih nato normaliziramo.

Tako je v cilindricnem koordinatnem sistemu trojica teh vektorjev:

s (2x 0y oz _ -
e, = (ap’ap’ap) = (cos¢@,sin¢g,0) (C.7 2)
s _1.(%x dy ory_ o _g

e(p—p (aqo'a(p'ago) (—sing,cos¢e,0) (C.7b)
5 (2 By a7y _

é, = (5.2.22) = (001). (CT ¢

V sfericnem sistemu so smerni vektorji:

o = (2 92\ _ (y; 0

er = (ar’ ar’ar) = (sin@ cos ¢, sin O sin ¢, cos B) (C.82)
5, = L. (%% 9y 07\ _ : o

ey =7 (69,69,69)—(cochosq),cosHsm(p, sin ) (C.8 b)
s oL (% oy Bzy_

p =~ (a<p’a<p’a<p)_( sing,cos ¢, 0). (C.8¢)

S skalarnimi produkti lahko preverimo, da so pri obeh koordinatnih sistemih vsi trije
vektorji zares paroma pravokotni: pri vseh parth so skalarni produkti enaki nic.

Koordinate in smerni vektorji obeh sistemov so prikazani na Sliki 65.
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Slika 65: Koordinate in smerni vektorji za cilindri¢ni (levo) in sferi¢ni (desno) sistem

Pogosto potrebujemo tudi infinitezimalni prostorninski element, na primer pri racunanju
vztrajnostnega momenta telesa, kjer integriramo po njegovi prostornini. Izracunamo ga z
uporabo 3D Jacobijeve determinante, ki ima za elemente vseh 9 odvodov kartezicnih
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koordinat po drugih koordinatah. Te odvode smo ze uporabili v enacbah (C.7) ali (C.8),

le da zdaj ni nobene normalizacije. Za zgled pokazimo le rac¢un za sferi¢ni sistem:

ox Jdy 0z
or or or
__|ox 9y oz
/=36 26 a6
ox 0dy 0z
a9 99 39
sin 6 cos @ sin 6 sin ¢ cos 8
J=|rcosfcosp rcosfsing —rsinf|=r?sinf
—rsinfsing rsinf cos@ 0

Racun taksne trivrstne determinante si olajsamo tako, da iz druge vrstice izpostavimo
koeficient 7, iz tretje pa rsinf. Ce dobimo negativho vrednost J, vzamemo njeno
absolutno vrednost. Za izracun prostorninskega elementa vrednost J tudi pomnozimo s

produktom diferencialov koordinat. Tako izpeljemo za cilindri¢ni sistem

dV = pdpdedz, (C.9a)
za sferi¢ni sistem pa

dV = r?sin 0 drdfde. (C.9b)

Izpeljana volumna prostorninskih elementov za oba sistema ne smemo poistovetiti z
elementom dV = dxdydz v kartezi¢nih koordinatah, ker so vsi trije del¢ki prostora
orientirani drugace. Ploskovne elemente racunamo nasplosno drugace. Navedimo le
posebna primera, skladna s cilindricno ali sfericno simetrijo. Iz enacbe (C.9 a) je
razvidno, da je ploskovni element na plascu valja s polmerom p enak dS = pdedz.
Ploskovni element na povrsini krogle s polmerom 7 je v skladu z enacbo (C.9 b) enak
dS = r?sin 6 dfd@. Za tanko valino lupino namre¢ velja preprosta zveza dV = dpdS,

za tanko krogelno lupino pa dV = drdS. Zapisimo ploskovna elementa $e enkrat:

dS = pdodz (C.10 2)
dS =r?sinf dode. (C.10 b)

Kvadrata lo¢nih elementov za oba sistema sta:

(ds)? = (dp)* + p*(de)* + (dz)* (C112)
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(ds)? = (dr)? + r2(d8)? + r?sin? 6 (d)>. (C.11b)

Izpeljemo ju npr. tako, da v enacbi (ds)? = (dx)* + (dy)* + (dz)* upostevamo
diferenciale vseh kartezicnih koordinat. Pri sestevanju vseh ¢lenov se iznicijo tisti z
mesanimi produkti diferencialov koordinat v drugem sistemu. To je v skladu s

pravokotnostjo smernih vektorjev.
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