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PREDGOVOR

Skripta ZGLEDI 1Z OSNOV LINEARNE ALGEBRE Povzetek teorije in postopki resevanja nalog
s komentarji je v prvi vrsti namenjena Studentom univerzitetnega programa Strojnistvo ter
interdisciplinarnih univerzitetnih programov Mehatronika in Gospodarski inzeniring — Smer
Strojnistvo, ki v prvem letniku dodiplomskega izobrazevanja posluSajo predmet Linearna
algebra oziroma Algebra. Gradivo je dopolnitev k ucbeniku Osnove linearne algebre (iste
avtorice). Medtem ko je v omenjenem ucbeniku poudarek na teoreti¢ni osnovi obravnavanih
vsebin in je vecina trditev tudi dokazanih, prinasa skripta k vsakemu obravnavanemu poglavju
reSene zglede.

Gradivo obsega istih sedem poglavij kot ucbenik: Determinante, Matrike, Sistemi linearnih
enacb, Vektorji, Vektorski prostori, Linearne preslikave, Lastne vrednosti in lastni vektorji. Na
zacetku vsakega poglavja je uvodni del (Namen poglavja), v katerem so navedeni pomembne;jsi
teoreti¢ni pojmi, ki jih bomo ponovili, in napoved nalog, ki jih bomo v okviru tega poglavja
resili. Nato sledi kratek teoreti¢ni del (Povzetek teorije) z zapisanimi definicijami, lastnostmi in
obrazci, ki jih potrebujemo pri resevanju nalog. Studentom tako za osveZitev znanja omenjenih
pojmov ni treba iskati v u¢beniku. Teoreticnemu delu sledi osrednji del poglavja (ResSeni zgledi),
ki ga predstavljajo podrobno reseni zgledi z vsemi vmesnimi koraki. Resevanje nalog spremljajo
tudi komentarji, ki Studenta spomnijo, na kateri teoreti¢ni osnovi temelji iskanje pravilne poti do
reSitve. Vsako poglavje se konCuje z Zakljuckom, ki vsebuje klju¢ne besede in bistvene
ugotovitve poglavja ter tudi kratek opis pomembnejsih metod resevanja nalog.

Pri nekaterih zgledih k lazjemu razumevanju poteka resevanja in k boljsi prostorski predstavi
pripomorejo barvne slike oziroma razli¢ni grafi¢ni prikazi. Za risanje sem uporabila programa
Mathematica in CorelDraw.

Dodajmo s$e, da lahko studenti v virih [3], [4] in [5], navedenih v Literaturi na koncu skripte,
najdejo vecje Stevilo primernih nalog z reSitvami (vendar brez podrobnih opisov postopkov
reSevanja). Zato ob koncu posameznega poglavja v gradivu tovrstne naloge niso dodane.

Delo sta strokovno pregledala recenzenta izr. prof. dr. Dominik Benkovi¢ in izr. prof. dr. Simon

Spacapan, lektoriranje je izvedlo podjetie PRETEKS, d. 0. 0. Za opravljeno delo se jim iskreno
zahvaljujem.

Maribor, december 2021






Poglavje 1
DETERMINANTE

1.1 Namen poglavja

V prvem poglavju bomo:

- zapisali definicijo determinante;

« ponovili lastnosti determinant;

- raunali determinante drugega in tretjega reda po definiciji oziroma po shemi;

- predstavili raCunanje determinant z uporabo diagonalizacije determinant;

- pri racunanju determinante vi§jega reda uporabili razvoj determinante po vrstici oziroma po
stolpcu;

- izraCunali nekaj determinant n-tega reda.

1.2 Povzetek teorije

Determinanta reda n ali n-vrstna determinanta je Stevilo, ki ga predstavimo v obliki kvadratne
sheme, sestavljene iz n vrstic in # stolpcev:

ain ap - ay ot QAin

ai azp o+ Ay ottt A
D =

aj dig -ty oot Qip

aAnl A2+ A Apn

Stevila aij, i,j = 1,2,...,n, (obicajno so a; € R) so elementi determinante. Prvi indeks pri
elementu a; pove, v kateri vrstici lezi element, drugi indeks pove, v katerem stolpcu lezi
element. Tako elementi s prvim indeksom i sestavljajo i-to vrstico, elementi z drugim indeksom j
pa j-ti stolpec. Elementi z enakima indeksoma tvorijo glavno diagonalo determinante.
Determinanto krajse zapisSemo kot

D = |a,-j|n.

Indeks 7 ob desni navpicni ¢rti predstavlja red determinante.



Determinanta prvega reda je enaka kar elementu, ki jo predstavlja:
lan| = an.

Determinanto drugega reda definiramo kot razliko produktov elementov na diagonalah
determinante:

an an
= anax —danndai.
aszr ax

Determinanto tretjega reda definiramo na naslednji nacin:

ain apn as
azy dx Az =

asy das ass

= a11022da33 + 4120230431 + 13021432 — A31422013 — A32023411 — A33021d12.

Pri raunanju determinant tretjega reda lahko za pomo¢ uporabimo t. i. Sarrusovo pravilo: na
desni strani determinante pripiSemo prvi in drugi stolpec determinante ter tvorimo podukte po
naslednji shemi:

o o ~
apn ap ais an an
* © A
o - ~
az; dz a3 az d»n =
* © -
o - ~
asy dsz dass asy as
* © A
o 0 0 O S ~ o~ o~
=ai1aa33 + di2a3az1 + a13al1dz — dsdalz — adsdadil — aszalidin.
ko ox % v v v A A A

Pri raCunanju determinant vi§jih redov si pomagamo z lastnostmi determinant ali z razvojem
determinante po vrstici ali stolpcu.

Lastnosti determinant:

Vrednost determinante se ne spremeni, ¢e vsako i-to vrstico zapiSemo kot i-ti stolpec oziroma
vsak j-ti stolpec zapiSemo kot j-to vrstico:

|aif|n = |a_,-,~|n, i,j= 1,2,...,1’1.
Zaradi tega vse lastnosti determinant, ki veljajo za vrstice, veljajo tudi za stolpce.
Ce v determinanti zamenjamo dve vrstici, determinanta spremeni predznak.

Ce sta v determinanti dve vrstici enaki ali proporcionalni, je vrednost determinante enaka 0.



Njena vrednost je enaka 0, ¢e ima determinanta vse elemente neke vrstice enake 0.

Ce i-to vrstico determinante, i = 1,2,...,n, pomnozimo z A € R, je vrednost nove determinante
enaka vrednosti prvotne determinante, pomnozene z A.

Naj bodo D, D, in D determinante, ki se ujemajo v vseh vrsticah, razen v i-ti vrstici. Tako naj
bo i-ta vrstica

determinante D, enaka n-terici (ul, U, ..., u,,),
determinante D, enaka n-terici (vl, V2, et vn> n
determinante D enaka n-terici (Aul + uvi, Auz + pva, ..., Aug + yv,,) ,

A, u € R. Potem med determinantami D,,, D, in D velja zveza
D = AD, + uD,.

Ce v determinanti poljubni vrstici pristejemo veckratnik katerekoli druge vrstice, se vrednost
determinante ne spremeni.

Poddeterminanta Dy elementa ay v determinanti D, (i,k = 1,2,...,n), je determinanta, ki jo
dobimo iz D tako, da v njej preCrtamo i-to vrstico in k-ti stolpec ter: dobljeno determinanto

pomnozimo s faktorjem (—1)"**.

Racunanje determinante s pomocjo poddeterminant elementov neke vrstice ali nekega stolpca
dane determinante:

Determinanta D = |a;|,, i,j = 1,2,...,n, je enaka vsoti produktov, ki jih dobimo, Ce vsak
element poljubno izbrane vrstice determinante ali vsak element poljubno izbranega stolpca
determinante pomnozimo z ustreznimi poddeterminantami. Na primer:

D =an+Diy+ap< D+ +apn=+Din,
D = ai; 'Dlj + ay; 'DZj + et ay 'Dnj.
Pravimo, da smo determinanto razvili po i-ti vrstici ali po j-tem stolpcu.

Determinanta je diagonalizirana, ¢e so vsi elementi na eni strani glavne diagonale enaki 0.
Vrednost diagonalizirane determinante je enaka produktu diagonalnih elementov:

D=ayan-«-apipi1*am.
Dogovor: Zaradi krajSega zapisovanja bomo pri racunanju vrednosti determinant uporabljali
zapis

Vi=k-Vi+V;,, i,jeN, keR,



ki pomeni: j-to vrstico determinante v naslednjem koraku (7;}) bomo izracunali tako, da bomo k
Jj-ti vrstici trenutne determinante (V) pristeli i-to vrstico trenutne determinante (V;), pomnoZeno
s skalarjem k. Ce bomo podobne transformacije izvajali nad stolpci, bomo namesto ¥ pisali S.

1.3 ReSeni zgledi

1.3.1 Poisc¢ite mnozZico tock 7(x,y) v ravnini, za katere je determinanta

X+y x—y
XxX—=y x+y

enaka 0.

ResSevanje naloge:
Po definiciji dvovrstne determinante imamo:

D=+ —@x-y)? =x2+2xp+y2 — (2 =2xy + %) = 4xy = 0.

Torej, x = 0 ali y = 0 in iskane tocke lezijo na koordinatnih oseh.

1.3.2 Izracunajte dvovrstni determinanti:

1442 2a
1-a>  1-a?
a) ¢ o, acR, a=++l,
2a 1+a
1-a? 1-a

a+bi c+di . .
b) , i je imaginarna enota.
—c+di a-bi

ReSevanje naloge:
a) Najprej iz vsake vrstice izpostavimo skupni faktor obeh elementov vrstice

racunamo vrednost determinante po definiciji:

1+a? 2a

1-a? 1-a? i 1 . 1 . 1+ az 2a B
2a 1+a> 1-42 1 —a? 2a 1 + a2

1-a? 1-a?



e

b) Pri ratunanju upoStevamo, da je i = —1. Tako je:

a+bi c+di = (a + bi)(a - bi) — (—c + di)(c + di) =

—c+di a-bi

=a’+b*—(~c*—d*) =a*+b> +* +d%

1.3.3 Izracunajte trivrstne determinante:

2 1 1 -6 21 =30
a) |0 5 -2 |, b) 1 -3 5 |
1 -3 4 2 7 -4
0  1+i 142 + -1 -5
c) 1—i 0 2-3i| d) % % -1
1-2i 243i 0 1 4 1
i je imaginarna enota.
ReSevanje naloge:
a) Uporabimo Sarrusovo pravilo:
2 1 1 2 1
0 5 210 5 =40+(-2)+0-(5+12+0) =21.
1 -3 4 1 -3

b) V postopku racunanja determinante najprej zamenjamo prvo in drugo vrstico (element 1
zgoraj levo nam v nadaljevanju olajsa delo). Pri tem se spremeni predznak determinante. Nato
uporabimo pravili V3 = 6 « Vi + Vo in Vi = (=2) « V1 + V3. Dobimo:

-6 21 =30 I -3 5 1 -3 5
D=|1 -3 5 =—-1 -6 21 30 | =—-]0 3 O
2 7 -4 2 7 -4 0 13 -14



V drugi vrstici izpostavimo faktor 3 in uporabimo pravilo V3 = (-13) « V> + V3. Tako je:

1 -3 5
D=-3-10 1 0 | =(=3):(-14) =42.
0 0 -4

c¢) Na zaCetku raCunanja determinante uporabimo pravilo V3 = (=2)«V>+ V3. Nato
determinanto razvijemo po prvem stolpcu. Dobimo:

0 1+i 1+2i 0 1+ 1+2i
D = 1-i 0 2-3i =] 1-i 0 2-3i =
1-2i 2+3i 0 -1 2+3i -4+6i
1+ 142 1+7 1+2i
=(1—i)«(-1)"**. +(=1) - (=)' =
( )+ D 2+3i 4+6i DD 0 2-3i

=—(1-D(A+i)(-4+6i)—2+3)(1+2)) - (1 +)(2-3i)-0) =
=—(1-0)(-4-4i+6i-6-2-3i—4i+6)—-(2+2i-3i+3) =

=—(1-0)(-6-5)-54+i=6-6i+5+5-5+i=06.

d) Racunanje determinante bo enostavnejSe, ¢e bomo najprej odpravili ulomke pri elementih

determinante. Tako iz prve vrstice izpostavimo faktor %, iz druge faktor % V nadaljevanju

prepiSemo tretjo vrstico in uporabimo pravilo V; = (=3) - V3 + V}, j = 1, 2. Dobimo:

+ -1 -+ 3 -6 -2 0 6 -5
-3 1 _ - 1.1, _ -1, _
D S . c a3 2 4 57| 0 14 -7
1 -4 1 1 4 1 1 -4 1

Sedaj determinanto razvijemo po prvem stolpcu in izpostavimo faktor 7 iz druge vrstice:

S PPN T B Bl N A _ 28 _ 1
D=r (D" .7 = S (6+10) = 2% = L.




1.3.4 Dokazite enakost:

a-b-c 2a 2a
26 b-c—a 2b = (a+b+c).
2c 2¢ c—a-b>b

ReSevanje naloge:

Enakost bomo dokazali tako, da bomo izracunali vrednost determinante (ki jo ozna¢imo z D).
PrepiSimo drugi stolpec determinante, ga pomnozimo s faktorjem —1 in ga pristejmo k prvemu in
tretjemu stolpcu (S = (=1) + S2 + 5, j = 1, 3). Tako je:

—-a—-b-c 2a 0
D=| a+b+c b-c—a a+b+c
0 2¢ -a—-b-c

V nadaljevanju prvo vrstico pristejemo k drugi (V3 = V| + V>), v naslednjem koraku enako
naredimo z drugo in s tretjo vrstico (V3 = V, + V3). Dobimo:

—-a—-b-c 2a 0 —-a—-b-c 2a 0
D= 0 at+b—-—c a+b+c = 0 at+b+c 0
0 2¢ -a—-b-c 0 2¢ -a—-b-c

Sedaj iz prvega in tretjega stolpca izpostavimo faktor —1 in determinanto razvijemo po prvem
stolpcu:

D:(_1)'(_1)'(a+b+c).(_1)1+1 a+b+c 0

2c a+b+c

=(a+b+c)((a+b+c)*-0) = (a+b+c)’.

1.3.5 Izracunajte determinanto:

t—3 t+2 -1
D=|1t+2 t-4 ¢
t—1 t+4 t-5

Za Kkatero vrednost parametra ¢ je determinanta enaka 0?



ReSevanje naloge:

Z namenom, da si olajSamo delo, bomo determinanto najprej preoblikovali tako, da bo v njej ¢im
manj elementov s parametrom ¢. Prvo vrstico prepisSemo, jo pomnozimo s faktorjem —1 in nato
priStejemo k drugi in tretji vrstici (V7 = (=1) - V1 +V}, j = 2,3). Nato podobno naredimo 3¢ za
stolpce: S7 = (=1) 81 +§j, j = 2, 3. Tako imamo:

=3 t+2 t-1 t-3 5 2
D= 5 -6 1 = 5 -11 4
2 2 —4 2 0 -6

Sedaj uporabimo Sarrusovo pravilo za izracun determinante:

t-3 5 2 t-3 5
D= 5 -—11 -4 5 11 =66(—-3)-40+0-(—44+0-150) =
2 0 -6 2 0

= 66t — 44,

Vrednost determinante bo enaka 0, ko bo izpolnjeno 667 — 44 = 0, torej za t = %

1.3.6 Izracunajte determinanti:

1 2121 1 -2 3 -2 2
00111 2 -1 1 3 2
a) [ 1 100 0], by (1 1 2 1 1
00112 1 4 -3 -2 -5
1 2211 3 -2 2 2 2

ReSevanje naloge:

a) Z namenom, da v prvem stolpcu pridobimo c¢im ve¢ nicel, uporabimo pravilo
Vi=(1)«Vi+V; j=3, 5, nato zamenjamo drugo in tretjo vrstico (pri tem determinanta
spremeni predznak). Prav tako iz vrstice s samimi negativnimi ¢leni izpostavimo faktor —1. Tako

je:

1 2121 1 2 1 2 1 1 21 2 1
00111 0 0 I 1 1 011 2 1
D=1 1000 =]0-1 -1 -2 -1 =)Dl 001 1 1
00112 0 0 I 1 2 001 1 2
1 2211 0 0 1 -1 0 001-10

10



Ponovno uporabimo pravilo V; = (1) « V3 + V}, j = 4, 5. Ko zamenjamo Cetrto in peto vrstico,
ugotovimo, da je determinanta diagonalizirana. Njena vrednost je enaka produktu elementov na
glavni diagonali:

121 2 1 121 2 1
011 2 1 011 2 1

Di={001 1 1 | =001 1 1 | =(1)elelele(2):1=2.
000 0 1 000 -2 -1
000 -2 -1 000 0 1

b) Determinanto bomo izraunali podobno kot v primeru a). Uporabimo pravila
5 =2) i+ Vo, V=) Vi+V;,j=3,4 inVi=(=3)V+Vs. Tako je:

J

1 -2 3 -2 =2 1 -2 3 -2 2
2 -1 1 3 2 0 3 -5 7 6
D=1 1 2 1 1 =0 3 -1 3 3
1 4 -3 -2 -5 0 2 -6 0 -3
3 -2 2 2 2 0 4 -7 8 4

Sedaj iz Cetrte vrstice izpostavimo faktor —2 ter zamenjamo drugo in Cetrto vrstico:

1 2 3 2 =2
o1 3 0 3
Dy=(-1)-(2)-]0 3 -1 3 3
0 3 -5 7 6
0 4 -7 8 4

V nadaljevanju uporabimo pravila V; = (=3)-V2+V;, j=3, 4 in Vi =(-4)-V2+Vs.

Dobimo:
1 2 3 -2 =2
01 3 0 %
D,=2.{0 0 -10 3 —%
0 0 -14 7 %
0 0 -19 8 =2

11



Sedaj izpostavimo faktor —10 iz tretje vrstice. Z uporabo pravil V; =14V3+ V4 in
Ve =19 « V3 + Vs sledi:

1 23 -2 =2
013 0 2
Dy=2-(-10)-| 0 0 1 -3& 2
000 1 1
0 0 O % %

Do diagonalizacije determinante manjka Se naslednji korak: iz Cetrte vrstice izpostavimo faktor

14 ; - o U — 23 X0 .
—- in uporabimo pravilo V3 = <_W> « V4 + Vs. Konéno imamo:

1 23 2 =22
o013 0 2
Dy=(20)-L.10 0 1 -5 & | =(20)-2.1.1-1-1-(-2) =118
o000 1 2
000 0 -2

1.3.7 Z zniZevanjem reda determinante izracunajte determinanto:

6 2 1 0 5
2 1 1 -2 1
1 1 2 23
3 0 2 3 -1
-1 -1 -3 4 2

ReSevanje naloge:
Tretjo vrstico prepiSemo in uporabimo pravila Vi = (=6) « Vs +Vy, V3 =(-2)V3+ V2,
3 =(3)V3+Vsin Vi = V3 + Vs. Dobimo:

6 2 1 0 5 0 -4 -11 12 -13
2 1 1 =2 1 0 -1 -3 2 -5
D=1 1 2 -2 3 =11 2 -2 3
30 2 3 -1 0 -3 4 9 -10
-1 -1 -3 4 2 o 0 -1 2 5
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Sedaj determinanto razvijemo po prvem stolpcu, v naslednjem koraku prepiSemo drugo in cetrto
vrstico, nato uporabimo pravili Vi = (-=4) « Vo + Vi in V3 = (=3) « Va2 + V3. Tako je:

-4 —11 12 -13 0 1 4 7
-1 -3 2 -5 -1 -3 2 -5

D=1-(-1)". —
-3 -4 9 -10 0 5 3 5
0 -1 2 5 0 -1 2 5

V nadaljevanju determinanto ponovno razvijemo po prvem stolpcu, prepiSemo prvo vrstico in
uporabimo pravili V3 = (=5) « Vi + V2 in Vi = V| + V3. Imamo:

1 47 1 4 7
D=(1)-D"| 5 35| =|0 -17 =30
125 0 6 12

Determinanto Se enkrat razvijemo po prvem stolpcu in izraCunamo njeno vrednost:

-17 =30

Dzl‘_l 1+1.
1) 6 12

= (-17) - 12 = 6 - (-30) = —24.

1.3.8 Pokazite, da je determinanta

NN W
|
—_
—_

1N

[T
N b O O O
w W o O O

neodvisna od elementov a, b, c, d, e, f € R.

ReSevanje naloge:

Izracunali bomo determinanto in pri¢akujemo, da ne bo odvisna od elementov a, b, ¢, d, e,

f € R. V zadnjem stolpcu ima determinanta dva nenicelna elementa. Determinanto bomo razvili

po tem stolpcu, pred tem bomo v njem pridobili Se en nicelni element. S tem namenom

prepiSemo prve tri in zadnjo vrstico determinante, cetro vrstico izraCunamo po pravilu
3 =(1)Vs+ Va
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31 200 3 1 2 00

2 -1100 2 -1 1 00
D=2 0 100]| = 2 0 1 00
a b ¢ 53 a-d b—e c—f 3 0

e 23 d e f 23

Sedaj determinanto razvijemo po zadnjem stolpcu in dobljeno determinanto ponovno razvijemo
po zadnjem stolpcu:

3 1 2 0
2 -1 1 0
2 0 1 0
a—-d b—e c—f 3

31 2
=3.3.D** 2 -1 1
2 0 1

D — 3 . (_1)5+5

V zadnji vrstici determinante pridobimo Se eno ni¢lo po pravilu Vi = (—1) « V> + V3, nato
determinanto razvijemo po zadnji vrstici in izraCunamo njeno vrednost:

= 9.3-4)=0.

2
D=9+[2 -1 1| =9-1-(-1)" )
0

32‘

Determinanta je zares neodvisna od elementov a, b, ¢, d, e, f € R.

1.3.9 Resite enacbo:

1 1 1 1

1 1—x 1 1

1 1 2—-x - 1 =0
1 1 1 n—x

ResSevanje naloge:

Dano enacbo zelimo zapisati v enostavnej$i obliki. S tem namenom bomo izraunali vrednost
determinante na levi strani enacaja. Ker vrstice v determinanti vsebujejo veliko enakih elementov
(enice), bomo prvo vrstico prepisali, jo pomnozili s faktorjem —1 in jo pristeli k ostalim vrsticam.
Dobimo:
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1 1 1 1

-x 0
0 0 1-x =0
0 0 0 - n—1-x

Ugotovimo, da je determinanta diagonalizirana. Enacba se torej poenostavi v:
le(=x)(1-x)-2-x)+--e(n—-1-x)=0.

EnacbaimanresSitevix; =0, x =1, x3 =2, ...,x, = n—1.

1.3.10 Izracunajte determinanto reda »n:

X a a - a
a x a - a
D: a a x e a
a a a X

ReSevanje naloge:

Ugotovimo, da so stolpci determinante podobni med seboj. Z namenom, da v determinanti
pridobimo ¢im ve¢ nicel, prvi stolpec prepiSemo, nato ga pomnozimo z —1 in ga priStejemo k
drugemu stolpcu. Nato pomnozimo drugi stolpec prvotne determinante z —1 in ga pristejemo k
tretjemu stolpcu. Tako nadaljujemo do zadnjega stolpca. Dobimo determinanto:

a 0 x-a 0

D:
a 0 0 - X—a a—x
a 0 0 0 x-a

Opazimo, da so elementi na glavni diagonali determinante in nad njo ravno nasprotni. V
nadaljevanju postopamo na naslednji nac¢in: zadnjo vrstico prepiSemo. Nato predzadnjo vrstico
priStejemo k zadnji. Predpredzadnjo vrstico priStejemo k novi predzadnji vrstici. Ko tako
nadaljujemo do prve vrstice, dobimo:
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x+(mn—-1a 0
(n-1)a x—-a O
(n—-2)a 0 x-a

2a 0 0 - x—a 0

a 0 0 0 x-a

Ker je zapisana determinanta diagonalizirana, je njena vrednost enaka produktu elementov na
glavni diagonali:

D=x+0m-1a)(x—a)"".

1.3.11 Poiscite nicle polinoma p,(x), kjer je n > 1, p,(x) je polinom, definiran s predpisom:

1 x x% X3 x"
x x x* x x"
x2 x* x* X3 x"
pn(x) = 3.3 .3 3
x° x° x° X x"
x"l xn x"l xn x"l

ReSevanje naloge:
Glede na elemente determinante bomo v vsaki vrstici izpostavili potenco z osnovo x z najvec¢jim
moznim eksponentom (eksponenti v potencah, ki ostanejo, naj bodo nenegativna Stevila).

Natanc¢neje: v i-ti vrstici izpostavimo faktor x*!, i = 1, 2, ..., n+ 1. Tako dobimo:
1 x x* x3 -+ x"
11 x x2 - x™!
11 1 x - x"?
pn(x) =1 exoex2exd e oxs
111 1 n=3
111 1 1
Faktor pred determinanto je x'*2#3**  Ker je vsota prvih n naravnih $tevil enaka @, se ta
CIN)) : . . L :
faktor poenostavi vx~ 2 . Determinanto v zgornjem zapisu za p,(x) izratunamo tako, da zadnjo
vrstico prepiSemo, nato uporabimo pravilo V; = (=1)«Vu+V:, i=1, 2, ...., n. Sedaj

imamo:
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0 x—1 x2-1 x3-1 -+ x"—=1
0 0 x—1 x2—1 - x"'—1
( ) n+(n+1) O 0 0 x_l xn—2_1
X)) =x 2 .
! 0 0 0 0 e |
1 1 1 1 1

V naslednjem koraku determinanto razvijemo po prvem stolpcu:

x—1 x2=1 x*-1 -+ x"—1

0 x—-1 x>—-1 - x"1-1

pn(x) _ xn.(lgrl) . 1 . (_1)1+(n+1) . 0 0 x — 1 . xn_2 _ 1
0 0 0 o x—1

Determinanta v tem zapisu je diagonalizirana, zato je njena vrednost enaka produktu elementov
na glavni diagonali. Tako je:

ne(n+1) ne(n+1)

pa@) = ()" - ) =T (1)

n+(n+1)
2

Polinom p,(x) ima torej dve nicli: x; = 0 s kratnostjo inx, = 1 s kratnostjo n.

1.4 Zakljucek

Kljucne besede prvega poglavja: determinanta prvega, drugega, ..., n-tega reda, Sarrusovo

pravilo, lastnosti determinant, poddeterminanta, razvoj determinante po vrstici ali po stolpcu,
diagonalizirana determinanta.

Povzetek: Determinanta reda n je Stevilo, ki ga predstavimo v obliki kvadratne sheme,
sestavljene iz n vrstic in n stolpcev. Stevila aj, i,j = 1,2,...,n, zapisana v shemi, so elementi
determinante. Prvi indeks pri elementu a;; pove, v kateri vrstici lezi element, drugi indeks pove, v
katerem stolpcu lezi element. Determinante prvega, drugega in tretjega reda racunamo po
definiciji oziroma po shemah, predstavljenih v razdelku 1.2. Pri racunanju determinant visjih
redov si pomagamo z lastnostmi determinant. Pri tem si prizadevamo znizati red determinante ali
determinanto zapisati v diagonalizirani obliki. Pogosto je primerno (s transformacijami, ki
ohranjajo vrednost determinante) determinanto preoblikovati tako, da v neki vrstici ali v nekem
stolpcu vsebuje le en nenicelni element. Potem determinanto razvijemo po tej vrstici ali po tem
stolpcu. Ce je potrebno, postopek veckrat ponovimo. Radunanje determinant n-tega reda zahteva
razen omenjenih lastnosti in postopkov tudi nekaj nase iznajdljivosti.

Besedila nalog v prvem poglavju so vzeta iz virov/povzeta po virih [1], [3] in [5], teorija pa iz

12].
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Poglavje 2

MATRIKE

2.1 Namen poglavja

V drugem poglavju bomo:

- definirali pojem matrika dimenzije (razseznosti) m x n;

- ponovili ra¢unske operacije z matrikami in definicije posebnih matrik;

« racunali z matrikami;

- iskali inverzne matrike danih matrik;

- dolocali range matrik;

- reSevali preprostejSe matricne enacbe.

2. 2 Povzetek teorije

Matrika dimenzije (razseznosti) m x n je shema (tabela) m « n Stevil, ki so razporejena v m vrstic

in n stolpcev:

an

asi

aAml

ainn

ann

Am2

ay;

ay;

aij

A mj

dln

Aan

amn

Stevila aj, i=12,...,m in j=1,2,...,n, imenujemo elementi matrike. Podobno kot pri
determinanti elementi a; s prvim indeksom i, i = 1,2,...,m, tvorijo i-to vrstico, elementi z
drugim indeksom j, j = 1,2,...,n, paj-ti stolpec. Matriko kraj$e zapiSemo kot:

A4 = [ay]

mxn"®

Transponirana matrika matrike 4 je matrika A7, ki jo dobimo iz matrike 4 tako, da v njej vsako
i-to vrstico zapisemo kot i-ti stolpec, i = 1,2,...,m, ali vsak j-ti stolpec zapiSemo kot j-to vrstico,

j=12,...,n Velja(4")" = 4.

Nicelna matrika je matrika, ki ima vse elemente enake 0.

Kvadratna matrika je matrika, ki ima enako $tevilo vrstic in stolpcev. Kvadratna matrika je reda
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n, ¢e ima n vrstic in n stolpcev. Elementi a1, a2, ..., au tvorijo glavno diagonalo.

Trikotna matrika je kvadratna matrika, ki ima vse elemente na eni strani glavne diagonale enake
0.

Zgornje trikotna matrika ima nicelne elemente pod glavno diagonalo (to pomeni a; = 0 za
i>])).
Spodnje trikotna matrika ima nicelne elemente nad glavno diagonalo (to pomeni a; = 0 za
Jj > ).

Diagonalna matrika je kvadratna matrika, ki ima lahko nenicelne elemente le na glavni diagonali
(to pomeni a; = 0zai +j).

Enotska matrika je diagonalna matrika, ki ima na glavni diagonali same enice.

Nasprotna matrika matrike A je matrika —4, ki jo dobimo iz 4 tako, da vsem elementom
zamenjamo predznak:

A = [aj] -A =[-ay],.,, i=12,....ominj=12,...n

mxn?

Vsaki kvadratni matriki lahko priredimo njeno determinanto tako, da elementi matrike in
determinante sovpadajo:

A = [aj] detd = |A| = |ay|,.

nxn’

Racunske operacije z matrikami:

Matriki 4 in B sta enaki, ¢e imata enako dimenzijo in se ujemata v vseh istoleznih elementih.

Sestevamo lahko le matrike enakih dimenzij. Elementi matrike, ki je vsota dveh matrik, so vsote
istoleznih elementov posameznih matrik.

Odstevanje matrike je pristevanje nasprotne matrike.
Matriko mnozimo s skalarjem (Stevilom) tako, da z njim pomnozimo vsak element matrike.

Matriki 4 in B lahko zmnozimo le, ¢e ima matrika A toliko stolpcev, kot ima matrika B vrstic. Za
dimenziji matrik, ki sta faktorja, in dimenzijo matrike, ki je njun produkt, velja:

mxn nxp mxp
Elemente matrike, ki je produkt dveh matrik, izracunamo na naslednji nacin:

A = [aij]mxn’ B = [bij]nxp’
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C=4-B=lay],,, *bil,, = [ci]

mxp’

n
pri Semer je ¢;; = E aik = by.
pam

Inverzna matrika:

Matrika A4 je obrnljiva ali nesingularna, &e obstaja taka matrika A™', daje 4 A" =471 A = I
Matriko A~ imenujemo inverzna matrika matrike 4. Ce taka matrika 4~' ne obstaja, pravimo, da
je matrika A singularna. Matrika A je nesingularna natanko takrat, ko je det4 + 0.

Inverzno matriko matrike 4 lahko izracunamo z naslednjim obrazcem:

— -7
Dy Dp - Dy,
PR Dy1 D2 -+ Dy
detA : ’
Dnl DnZ te Dnn
pri ¢emer so elementi Dy, i,j = 1,2,...,n, poddeterminante elementov a;; v matriki 4.

Ce je red matrike 4 velik, uporabimo za dolo¢anje inverzne matrike Gauss-Jordanovo metodo.
Metodo izvedemo v naslednjih korakih:

1. matriki 4 dopiSemo enotsko matriko enake dimenzije,

2. dobljeno matriko preoblikujemo z dovoljenimi transformacijami (vrstico pomnozimo z
nenic¢elnim Stevilom, vrstici pristejemo drugo vrstico, vrstici zamenjamo med seboj) tako, da levi
del matrike predstavlja enotsko matriko,

3. na desnem delu matrike od¢itamo inverzno matriko.

Shematic¢ni prikaz Gauss-Jordanove metode:

[4:1] ~ - ~[1:47]

Rang matrike

Naj bo matrika 4 dimenzije m x n. Ce v tej matriki preértamo nekaj vrstic ali nekaj stolpcev,
lahko dosezemo, da je preostala matrika kvadratna. Determinanto te matrike imenujemo
poddeterminanta matrike A. Rang matrike A, rangA, je red najvecje nenicelne poddeterminante
matrike 4.

Rang matrike se ne spremeni, ¢e izvedemo katero izmed elementarnih vrsticnih transformacij:

— vrstico pomnozimo z nenic¢elnim Stevilom,
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— vrstici priStejemo drugo vrstico,
— vrstici zamenjamo med seboj.

Ker je rangd = rangA’, lahko vse naStete transformacije izvajamo tudi nad stolpci (imenujemo
jih elementarne stolpicne transformacije).

Matriki 4 in A' sta vrsticno (stolpicno) ekvivalentni, A ~ A', &e lahko eno matriko dobimo iz
druge z zaporedjem elementarnih vrsti¢nih (stolpicnih) transformacij.

Rang matrike dolo¢imo tako, da dani matriki pois¢emo vrsti¢no (stolpicno) ekvivalentno matriko
take oblike, da iz nje rang kar "od¢itamo".

Matri¢ne enacbe

Matricne enacbe so enacbe, v katerih kot koeficienti in neznanke nastopajo matrike, ki so lahko
pomnozene s skalarji. Pri reSevanju teh enacb upoStevamo definicije racunskih operacij z
matrikami in dejstvo, da mnoZenje matrik ni komutativno. To pomeni, da za mnozenje ne velja
AB = BA.

2.3 ReSeni zgledi

2.3.1 Dane so matrike:

1 -1 2 4 0 3
A: Py B: ]
0 3 4 1 =2 3

2 3 0 1 2
C=| 5 -1 -4 2 D= -1
-1 0 0 3 3

Izracunajte:
a) 34 -4B, b) AC, ¢) BD, d) CD,

e) AT, f) A'B, g) ATC.
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ReSevanje naloge:
Pri racunanju vsakega izraza bomo upostevali definicije racunskih operacij z matrikami:

1 -1 2 4 0 -3
a) 34-4B=3. —4. =
0 3 4 -1 =2 3
- 3.1-4-4 3.(-1)-4.0 3.2-4.(=3) | | -13 -3 18
3.0-4+(=1) 3:3-4-(-2) 3-.4-4.3 4 17 0 |

b) Ker je v produktu AC prva matrika dimenzije 2 x 3 in druga dimenzije 3 x 4, bomo produkt
lahko izracunali (prva matrika ima namre¢ enako Stevilo stolpcev kot druga vrstic). Rezultat
mnozenja bo matrika dimenzije 2 x 4:

2 3 0 1
1 -1 2 5 -2 4 5
AC = s -1 42 | = :
0 3 4 11 -3 -12 18
-1 0 0 3

Pri tem smo elemente produkta matrik AC izra¢unali na naslednji nacin:

a =1+24(=1)+5+2(=1)==5, ap=1(3)+(=1)+(=1)+2:0=-2,
a3 =1+04(=1)+(-4)+2:0=4, au=1-1+(-1)-2+2.3=35,
Ay =0+2+43-5+4-(=1) =11, an=0+(=3)+3+(=1)+4.0=-3,

a3 =00+3:(-4)+4.:0=-12, ay=0-1+3:2+4.3=18.

¢) V produktu BD je prva matrika dimenzije 2 x 3 in druga dimenzije 3 x 1. Rezultat mnozenja
bo matrika dimenzije 2 x 1:

2
4 0 -3 -1
BD = S = .
-1 =2 3 9
3

d) Ker ima v produktu CD prva matrika dimenzijo 3 x 4 in druga dimenzijo 3 x 1, produkta ni
mogoce izracunati.
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f) V produktu 47B je prva matrika dimenzije 3 x 2 in druga dimenzije 2 x 3. Rezultat mnoZenja
bo matrika dimenzije 3 x 3:

10 4 0 -3

. 4 0 -3
AB=| 13 |- = -7 -6 12
4 -8 6

g) Ker ima v produktu A7C prva matrika dimenzijo 3 x 2 in druga dimenzijo 3 x 4, produkta ni
mogoce izracunati.

2.3.2 Poiscite realna Stevila x, y, z, ¢, za katera je izpolnjeno:

3. Xy _ x 6 N 4 x+y .
z t -1 2t z+t 3

ResSevanje naloge:
Iz matricnega zapisa dobimo ob uposStevanju raunskih operacij z matrikami naslednji sistem
enacb:

3x=x+4, 3y=6+x+y, 3z=-1+z+1t, 3t=2t+3.
Sistem zapiSemo v poenostavljeni obliki
2x =4, —x+2y=6, 2z—t=-1, t=3,

od koder takoj sledix =2, y=4,z=1, ¢t = 3.

1 23
1 -2 3
2.3.3 Za matriki 4 = |: 7 s o :|in B = 2 45 preverite trditev
356

(4AB)" = BT4T.
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ReSevanje naloge:
Trditev preverimo z neposrednim racunanjem. Tako je:

T

1 -2 3 b2
(AB)T=|: ]-245 =
7 8 -9
356

T
123 r
BaT-| 245 | o] D720 |-
N 7 8 -9

1 23 1 7 6 —4
356 3 -9 11 7
Dobljeni matriki sta enaki.
1 2

4 -3
g(x) = x* + 2x — 11. Izradunajte f{4) in g(4).

234 Dani so matrika A=|: :| in polinoma f{x) =2x*-4x+5 in

ReSevanje naloge:
Najprej zapis$imo predpis za f{4). Konstantni ¢len 5 v predpisu polinoma f{x) nadomestimo s 57,
kjer je I enotska matrika ustrezne dimenzije; v nasem primeru 2 x 2. Tako je:

fA) =2+ 4> -4 A4+5-1.

Posebej izratunamo potenco 43, najprej seveda A42:

1 2 1 2 9 4
A2 = . - ,
4 -3 4 -3 -8 17
9 4 1 2 -7 30
AS — AZ o4 = . = .
-8 17 4 -3 60 -67
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Potem je:
-7 30 1 2 10
flA) =2- —4. +5. =
60 —-67 4 -3 0 1
B —-14-4+5 60-8+0 B -13 52
120-16+0 -134+12+5 104 -117 |
Podobno dobimo:

g(A) = A2 +2-A—11]=

9 4 1 2 10
+2. 11 -
8 17 4 -3 01
| 9+2-11 —4+44-0 0o
—8+8-0 17-6-11 00 |

Ugotovimo, da je matrika A ni¢la polinoma g(x).

2.3.5 Pokazite, da sta matriki

1 0 2 -11 2 2
A= 2 -1 3 in B= -4 0 1
4 1 8 6 -1 -1

inverzni.

ReSevanje naloge:
Pokazali bomo, da sta produkta matrik 4B in BA enaka enotski matriki:

10 2 a1 2 2 ] [ 100 ]
AB=| 2 213 || 4 0 1 | =

41 8 6 -1 -1 00 1

TR 1 o2 [ 100]
BA=| -4 0o 1 |- 213 |=|o01

6 -1 -1 4 1 8 00 1
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T
2.3.6 Z uporabo obrazca 4~ = -1 [ Dy } poiscite inverzne matrike danim matrikam:

detA

B 25 B cosa sina
a) A1 = , b) A2 = . ,
1 3 —sino cosa
[ 10 20 =30 5
c) A3 = 0 10 20 , d) 44 = 3 5
0O 0 10 7 6 10

ReSevanje naloge:
Pri vsakem primeru bomo najprej izracunali determinanto matrike, nato poddeterminante D
njenih elementov, nazadnje bomo delne izraune vstavili v obrazec in zapisali inverzno matriko:

25

a)detd, = =6-5=1.
1 3

Dy =3, Dp=(C1)-1=-1, Dy=(-1)-5=-5  Dn=2

T T
S — 1 Dy Dy :l. 3 -1 _ 3 -5
U7 detdr | Dy Do I 5 2 -1 2

cosa sina i _
b) detd, = ] = cosa »cosa — (—sina) +sina = 1.
—sina cosa
Dy = cosa, Dy, = (-1) « (—sina) = sina,
Dy = (-1) «sina = —sina, Dy = cosa.
T T
PR Dy Dy ] cosa sina B coso —sina
2 detda | Dy Dy 1 —sina cosa sina  cosa .
10 20 =30
c)detds =| 0 10 20 | = 10° (determinanta je diagonalizirana).
0 0 10

Dy = 100, D = (—1) .0 = 0, Dy = Oa
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Dy = (1) -200 = -200, Dy =100, Dy; = (-1)-0=0,

D31 = 40010+ (=30) = 700, D3z = (-1) + (200 - 0) = —200, D33 = 100.

T T
Dy1 Di» Das 100 0 0
1 1 __1 | _ _
D31 D3 Dass 700 -200 100
1 -2 7
i _
10 0 1 2
0 0 1
5 8 4 5 8
dydetd4s =| 3 2 5 3 2 =100+280+72—-56—-150—-240 = 6 (uporabili smo
7 6 10 | 7 6
Sarrusovo pravilo).
Dy =-10, Dp=(1)-(-5)=5 Di=4,

Dy = (-1) « 56 = =56, Dy =22, Dy = (1) - (-26) = 26,

D3 = 32, D3 = (1) - 13 = —13, D33 = —14.

T T
Dy D Dis -10 5 4
43" = goigr| Da D Dn | =g e| 56 22 26 | =
D31 D3 Dss 32 —13 -14
-10 =56 32
1. _
6 5 22 -13
4 26 -14
Il —a -b
2.3.7 Poiscite inverzno matriko matrike 4 = 01 O , Kjer sta @ in b poljubni
0 0 1

Stevili.
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ReSevanje naloge:

Za iskanje inverzne matrike bomo uporabili Gauss-Jordanovo metodo. Matriki bomo torej
dopisali enotsko matriko in celotno (razsirjeno) matriko preoblikovali z dovoljenimi operacijami
tako, da bomo iz nje 47! kar od¢itali na desni strani razirjene matrike. V prvem koraku imamo:

1l —a -b 1 00
01 0 010
0 0 1 0 01

Sedaj drugo in tretjo vrstico prepiSemo in uporabimo pravilo Vi = a « V> + Vi, nato drugo in
tretjo vrstico ponovno prepisemo in uporabimo pravilo Vi = b « V3 + V. Tako dobimo:

10 -b:1a60 1 00:1ab
01 0 :010 ~ 010:010
00 I :00°1 001:001

Ker smo v levem delu razsirjene matrike ze pridobili enotsko matriko, inverzno matriko kar

od¢itamo:
1 a b
A = 010
0 01
2.3.8 Matrika A4 je ortogonalna, ¢e je A~! = A7. Katere izmed matrik:
0100 | O
B 6 2
) A 00 01 b) 4 1 ’ 0
a - s = = s
"l oot o ’ G
1000 N
111
¢) Az = 1 01
011

so ortogonalne? Odgovore utemeljite.

ResSevanje naloge:
Vsaki izmed matrik 4;, A, in A3 bomo najprej z Gauss-Jordanovo metodo poiskali inverzno
matriko (Ce le-ta obstaja), nato Se njeno transponirano matriko.

a) Matriki 4, dopiSemo enotsko matriko. Ce vrstice razsirjene matrike ustrezno premeSamo (na
prvo mesto zapiSemo Cetrto vrstico, na drugo mesto prvo vrstico, na tretjem mestu pustimo tretjo
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vrstico, na Cetrto mesto zapiSemo drugo vrstico), lahko inverzno matriko A7' takoj odgitamo:

0100:1000 | [1000:0001 |
0001:0100 01 00:1000
0010:00T10 001 0:00T10
1 000:000°1 0001:0100
Inverzna matrika matrike 4, je tore;j:
0001 |
. 1 000
A7 =
0010
0100
Transponirana matrika matrike 4 je:
— _T — —
0100 0 001
0001 1 000
AT = =
0010 0010
1 000 0100
Ker je A7' = A7, je matrika A, ortogonalna.
b) Matriki 4, bomo inverzno matriko poiskali z naslednjimi koraki:
1. korak: matriki dopiSemo enotsko matriko;
2. korak: uporabimo pravila Vi = /3 « Vy, V3 = (—ﬁ) «Vi+Vain
* 1 *
Vi=|—-—= | -Vi+V3
: : ) (1 e
3. korak: uporabimo pravila V3 = 5 Vs, V3 = _f «Vi+Vain
J2
4. korak: tretjo vrstico prepiSemo, uporabimo pravili V3 = -3 " V> in
* 1 %
Vi=—= V54V
1 \/7 2 1
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Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

o+ F o] [
==X 0 P010 | <]
L RE
_1%0 Lo B

~ 0= 0 5 -5 |~
0 0 1:-L2 o9&

N
= L 10
0% -1 01
1oo: & L8
010: & K &
001:-2 o =2

Iz zadnje razsirjene matrike od¢itamo inverzno matriko A5

5 A5
S e
eI I
2 6 3 6
i e
= 0 =

Transponirana matrika matrike 4, je:

T

1 __1 3
3 J6 2 3
T _ 1 2 _ J6
43 = 3 J6 0 - 6
1 1 1 2
J3 J6 2 T2

Ker je A5' = A%, je tudi matrika A, ortogonalna.

A
5 3
G
3

2
0 5

¢) Tudi v tem primeru bomo matriki 43 inverzno matriko poiskali v ve¢ korakih:

1. korak: matriki dopiSemo enotsko matriko;

2. korak: prvo vrstico prepiSemo, na drugo mesto zapiSemo tretjo vrstico in

uporabimo pravilo V3 = (=1) « V) + V2,

3. korak: uporabimo pravila V'

(—1) . V2 + Vl,

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

() — —

— (e —

—_ = =

oS O =

oS = O

- o O
1§
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Transponirana matrika matrike 43 je:

T
111 110
AT=1 101 =l 101
011 111

Ker 43! # A1, matrika 43 ni ortogonalna.

2.3.9 Dana je matrika:

0 cosp O
A=1] cosp 0 sinp |, ¢eR
0 sinp O

Izracunajte A", n € N.

ReSevanje naloge:
IzraCunali bomo nekaj zaporednih potenc matrike 4 in skuSali ugotoviti predpis za splosno
potenco A", n € N:

0 cosp O 0 cosp O
A% = cosp 0 sing | cosp O sing =
0 sinp O 0 sinp O
0 cos?p 0 cos @ sin cos’p 0 cosgsing
= 0 cos?¢ + sin%¢p 0 = 0 1 0
cos @ sin @ 0 sing cospsing 0  sin’¢p
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cos’p 0 cosgsing 0 cosp O

A3 =4% 4= 0 1 0 | cosp 0 sing =
cospsing 0  sin’gp 0 singp O

0 cos’p+cospsin’p 0 0 cosp(cos’p +sin’p) 0

= Cos 0 sin @ = cos @ 0 sin @ =
0 cos’psing +sin*p 0 0 sing(cos’p +sin’p) 0
0 cosp O

=| cosp 0 sing =A.
0 sinp O

Pri tem smo uporabili zvezo cos?¢ + sin?¢ = 1. Ugotovimo, da je:
A3=A4, A*=A3-A=A-A=A4> A =A4*A=A4*-4=4>=A4,
A=A A=A4-A=4% A =4°A=A4A>-4=4>=4, ...
Na osnovi teh ugotovitev postavimo domnevo:
(i) A" =4, neN,
(i) A" = 4%, neN.

Domnevo bomo dokazali z matemati¢no indukcijo. Najprej preverimo, da trditev veljazan = 1.
Zares,

(i) 421 = 4" = 4,
(ii) 421 = 42,

Sedaj predpostavimo, da trditev velja za neko naravno Stevilo n. Dokazimo (ob upoStevanju
predpostavke in zgornjega preracuna za 4° in A*), da velja tudi za naslednika tega Stevila.

(1) AZ(n+1)—1 — A2n+2—1 — A2n—1 -A2 =4 -A2 — A3 — A, ne N,
(11) AZ(n+1) — A2n+2 — A2n -A2 — AZ -A2 — A4 — AZ, n e N.

Domneva je dokazana.
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2.3.10 Dana je matrika:

S O O =

Izracunajte A", n € N.

ResSevanje naloge:
Nalogo bi lahko reSevali podobno kot prejs$njo, tako da bi izracunali prvih nekaj potenc matrike
A, uganili splo$ni predpis za 4" in njegovo pravilnost dokazali z matemati¢no indukcijo.
Oglejmo si Se drugacen nacin reSevanja naloge. Matriko A zapiSemo kot 4 = [+ B, kjer je [
enotska matrika dimenzije 4 x 4 in

0 0 -1
00 1
00 O
00 O

-1
0
1
0

Ker I komutira z vsako matriko enake dimenzije, velja:

A" =(I+B)" = 2 (n)rkpr = 2 (1 )B~.
k=0 k=0

Izradunati je treba potence B* (kar v splosnem ni laZje delo od ra¢unanja potenc 4"). Ugotovimo:

00 -1
o | 001
00 O
00 O
B3:Bz. =
Torej je B® =

_1__
0
1
0
000 -1
000 1
000 0
000 0

S O O O

S O O O

|
—_

S O =

S O o O

1

O —_

0

0 -1 -1 |
0 0

0

0 0

A" =B+ n-B+(1)B =T+n-B+ 0 Dpo_

2
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000 -1
000 1
000 O
000 O

0000
0000
0000
0000

[0]. Prav tako velja B” = [0] za vsak n > 3. Potem je:




1000 | [00-n = | | 00022
0100 00 n O 00 (0 XD
= + + 2 =
0010 00 0 n 000 0
_0001_ _0000_ 00 0 0
[ n(n+1)_
1 0 -
:Olnn(n2—1)
0 0 1 n
00 O 1

2.3.11 Izracunajte range matrik:

32 1 2 1 4 -1 2
a) A= 20 -11 | b) B = 2 -1 A 5 |, AeR
04 5 1 1 10 -6 1

ReSevanje naloge:

Rang matrike lahko izracunamo tako, da matriko z dovoljenimi transformacijami preoblikujemo
do oblike, iz katere rang kar odcitamo. Spomnimo se, da se rang matrike ne spremeni, ¢e v
matriki zamenjamo dve vrstici, vrstico pomnozimo z nenic¢elnim Stevilom ali vrstici priStejemo
drugo vrstico (elementarne vrsticne transformacije). Vse omenjene transformacije lahko
izvedemo tudi nad stolpci (elementarne stolpi¢ne transformacije).

a) Matriko 4 bomo preoblikovali z elementarnimi stolpicnimi transformacijami v naslednjih
korakih:

1. korak: tretji stolpec prepiSemo, nato uporabimo pravila ST = (-3) « S3 + 51,
85 =(-2) 83+ 852in8; = (-2) 83 + 845

1

2. korak: tretji stolpec napiSemo na prvo mesto in uporabimo pravila S% = 5 S,
St = % .S, in S§ = % . Su;

3. korak: sedaj prepiSemo prvi in drugi stolpec in uporabimo pravili S5 = (1) <S> + 53
in SI = (—1) « Sy + 84,

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

32 1 2 0 0 1 O
A= 2 0 -1 1 ~ 5 2 -1 3 ~
04 5 1 -15 -6 5 -9
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I 0 0 O I 0 00
~ -1 1 1 1 ~ -1 1 00
5 3 -3 3 5300

Ocitno je red najvec¢je nenicelne poddeterminante v preoblikovani matriki enak 2, saj ima vsaka
poddeterminanta reda tri nicelni stolpec in je njena vrednost enaka 0. Tako je rang 4 = 2.
b) Matriko B bomo najprej preoblikovali z elementarnimi stolpi¢nimi transformacijami, nato Se z

elementarnimi vrsti¢nimi transformacijami v naslednjih korakih:

1. korak: prvi stolpec prepisSemo, nato uporabimo pravila S5 = (=4) + S; + 52,
ST =81+831n8; = (-2) + S1 + S4;

2. korak: prvo vrstico prepisemo in uporabimo pravili V3 = (=2) « Vi + V>
in V%‘ = (—1) . V1 + V3;

3. korak: sedaj prepiSemo prvi stolpec, Cetrti stolpec zapiSemo na drugo mesto ter drugi in
tretji stolpec po vrsti na tretje in ¢etrto mesto;

4. korak: prvo in drugo vrstico prepisSemo ter uporabimo pravilo V3 = V, + V3.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

1 A -1 2 10 0 0
B=| 2 -1 25 | ~| 2 -22-12+2 1 | ~
1 10 -6 1 1 -A+10 -5 -1
B 0 o 0 | 10 0 0
~l 0 221242 1 | ~| 01 —22-1 242 | ~
0 -2+10 -5 -1 0 -1 -A+10 -5
10 0 0o
01 24-1 2+2
0 0 —31+49 —3+2

Od tu naprej imamo dve moZznosti, in sicer:
LA=3 in Il A+3.

Oglejmo si vsako moznost posebej.
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ILCejel =3, je

1 0 0O
B~ 01 -735
00 0 O

Ocitno je v tem primeru rang B = 2.

II. Ce je A # 3, prepis§emo prvo in drugo vrstico ter uporabimo pravilo V% = ———= V3 in

1mamo

10 0 0
B~ 01 22-1 2+4A
00 -3 1

V tem primeru je rang B = 3.

012

2.3.12 Dana jematrika4 = | 2 3 4 |. PoiS¢ite matriko X, za katero velja
1 01

(A-2DX=A+1.

ResSevanje naloge:
Ce obstaja matrika (4 — 2I) ', iz dane matriéne enaé¢be izrazimo matriko X kot

X=U=-2D""U4+]).

Z namenom, da izra¢unamo matriko (4 — 27)~', najprej zapis§imo matriko 4 — 2I:

1 00 -2 1 2
A-21= 2 3 4 -2-1 010 = 2 1 4
0 01 1 0 -1

Sedaj z Gauss-Jordanovo metodo pois¢imo njeno inverzno matriko. Postopek bomo izpeljali v
veC korakih:

1. korak: matriki dopiSemo enotsko matriko /;
2. korak: zamenjamo prvo in tretjo vrstico;

3. korak: uporabimo pravili V3 = (=2) « Vi + Vo in Vi =2V + V3;
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4. korak: prvo vrstico prepisSemo, tretjo vrstico zapiSemo na drugo mesto in nato uporabimo
pravilo Vi = (=1) « V5 + V>,

5. korak: drugo vrstico prepiSemo in nato uporabimo pravili V3 = % Viin Vi =Vi+ V.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

21 2 1100 1 0-1:001
21 4 :010 |~ 214 :010 |~
1 0-1:001 21 2 100
10 -1 1 10 -1:0 0 1
~ 6 1 -2 ~1 01 0 1 0 2 ~
1 0 2 00 6 :-11 -4
B S T R
~ 10 1 0 2
11 2
00 % % 3
Torej je
_1 1 1
6 3
A-2D)7" = 1 0 2
_1 1 _2
6 3
Nazadnje matriko X izracunamo kot
11 1
5 6 3 1 1 00
X=U-2"'U4+1) = 1 0 2 2 +| 010 =
11 2
- 1 -2 1 1 001
R IERE N
= 1 0 2 2 4 4 = 31 6
1 1 2 1 1
5 & 3 102 -2 7 |
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2.3.13 ReSite matri¢ni enacbi:
a) ATX+2B = 34" - BX,

b) XAT + 3BT = 4BTX + 24,

. . I 1 , 0 2
pricemerje 4 = mB = .
0 -1 0 -1

ResSevanje naloge:
a) Enacbo najprej preuredimo in izrazimo matriko X. Pri tem upoStevamo, da matricno mnoZenje
ni komutativno. Imamo:

ATX +2B = 347 - BX,
ATX + BTX = 347 - 2B,
(AT + BT)X = 347 — 2B,
X =(T+BT)" . (347 - 2B).

IzraCunamo vse potrebne matrike:

T T
PP I T I gr_| 02 | _[ 00
0 -1 1 -1 0 -1 2 -1
30 0 0 3 0
347 - 2B = - - ,
3 3 4 -2 -1 -1
1 0 0 0 1 0
C=A"+BT = + = :
1 -1 2 -1 3 2

Sedaj izraCunamo inverzno matriko matrike C:

T T
-l = 1 Dy D _ 1 . -2 -3 _ L. 1 O .
detC D> Dy -2 0 1 2 3 -1

Nazadnje izraCcunamo elemente matrike X:

1 0 30
X=C'+(34T-2B) = L+ . . -
( ) =2 [3—1} [—1 —1]
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70 |_1] 30
5 4 2 101 |

b) Ker matri¢no mnoZenje ni komutativno, matrike X iz enacbe
XAT + 3BT = 4BTX + 24

ne moremo izraziti. Elemente neznane matrike X ozna¢imo z neznankami x, y, z in u. Glede na
dano matri¢no enacbo izvedemo ustrezne racunske operacije z matrikami

Xy to | [oo ] [oo 11 xy R

z u 1 -1 6 -3 8 —4 z u 0 2 |
0 - ] 2 2

x+y -y . 0 0 _ 0 0 N

z+u -u 6 -3 8x—4z 8y —4u 0 -2

in pridemo do naslednjega sistema enacb:

x+y=2

—y =2
z+u+6=8x—-4z
—u—3=8y—4u-2.

Sistem poenostavimo:

x+y=2
y=-2

& —-5z-u==6
8y —3u =-1.

Iz prve enacbe izraCunamo x = 4, iz Cetrte enacbe izraCunamo u:
-1 . -
u=—-B8y+1)==(16+1) =-5,
3 3
iz tretje enacbe izraCunamo z:

—Lgr_y_6)= 1L _6) = 3L
2—5(8x u—=06) 5(32+5 6) 5
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Iskana matrika X je torej enaka

4 2
X =
31 _
5 5
2.4 Zakljuéek

Kljucne besede drugega poglavja: matrika dimenzije m x n, transponirana matrika, nicelna

matrika, kvadratna matrika, trikotna matrika, diagonalna matrika, enotska matrika, nasprotna
matrika, racunske operacije z matrikami, inverzna matrika, rang matrike, matri¢na enacba.

Povzetek: Matrika dimenzije m x n je shema (tabela) m - n Stevil, ki so razporejena v m vrstic in
n stolpcev. Matriko krajSe zapiSemo kot [a;] ., pri Cemer so Stevila a;, i=1,2,...,m in
j=12,...,n elementi matrike. Matrike primernih dimenzij lahko seStevamo, odStevamo,
mnozimo s skalarjem in mnozimo med seboj.

Matrika A4 je obrnljiva ali nesingularna, ¢e obstaja taka matrika 47!, daje 4 - 4! =471 A = I
Matriko 4~! imenujemo inverzna matrika matrike 4. Ce taka matrika A~! ne obstaja, je matrika

T
A singularna. Inverzno matriko matrike 4 izratunamo po obrazcu A~ = delt v [ D } , pri
¢emer so elementi Dy, i,j = 1,2,3, ..., n, poddeterminante elementov a; v matriki 4. Ce je red

matrike vecji od 3, za raCunanje inverzne matrike rajsi uporabimo Gauss-Jordanovo metodo, pri
kateri k dani matriki zapiSemo enotsko matriko, nato z dovoljenimi transformacijami "razSirjeno
matriko" preoblikujemo tako, da lahko iz nje inverzno matriko kar od¢itamo.

Rang matrike 4, rangd, je red najvecje nenicelne poddeterminante matrike 4. Rang matrike se
ne spremeni, ¢e izvedemo katero izmed elementarnih vrsti¢nih transformacij: vrstico pomnozimo
z neni¢elnim Stevilom, vrstici priStejemo drugo vrstico, vrstici zamenjamo med seboj. Rang
matrike razberemo iz matrike, ki smo jo pred tem ustrezno preoblikovali s transformacijami, ki
rang ohranjajo.

Matricne enacbe so enacbe, v katerih kot koeficienti in neznanke nastopajo matrike. Pri
reSevanju matriénih enacb upoStevamo definicije racunskih operacij z matrikami in njihove
lastnosti.

Besedila nalog v drugem poglavju so vzeta iz virov/povzeta po virih [1], [3], [4] in [5], teorija
paiz [2].
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Poglavje 3
SISTEMI LINEARNIH ENACB

3.1 Namen poglavja

V tretjem poglavju bomo:

- definirali sistem m linearnih enacb z n neznankami in uvedli razli¢ne pojme, povezane s
takim sistemom enacb;

- ponovili, kdaj je sistem linearnih enacb resljiv;

- ponovili, kdaj ima sistem linearnih enacb natanko eno resitev in kdaj vec¢ kot eno resitev,

- reSevali sisteme treh ali ve¢ enacb s tremi ali z ve¢ neznankami z razli¢nimi metodami;

- upostevali posebnosti homogenih sistemov linearnih enacb;

- obravnavali resljivost sistemov linearnih enacb s parametri.

3.2 Povzetek teorije

Sistem m linearnih enacb z n neznankami nad R ima obliko:
anxi+apxy+ - +amx, = by

aiX1+ a»xy+ -+ amx, = by

Am1X1 + QX2 + o + AnXn = by .

Stevila a;, i = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n, so koeficienti sistema, Stevila b;, i = 1,2,...,m, so
desne strani enach, xi, k = 1,2,...,n, so neznanke.

Sistem linearnih enacb je homogen, ¢e so vsi b;, i = 1,2,...,m, enaki 0. Ce je vsaj eno izmed
Stevil b; # 0, je sistem nehomogen.

Resitve sistema linearnih enacb so urejene n-terice (x1,Xx2,...,x,) € R”, ki zadoS€ajo vsem
enaCbam hkrati.

Sistem linearnih enacb lahko zapiSemo tudi v skrajSani (matri¢ni) obliki 4 « X = B, pri ¢emer so:
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air ap o A

ar axn - A .
A= ] ] ] osnovna matrika,

Aml Am2  *** Amn

X1 by

X2 b> . .
X = ) stolpec neznank, B = ) stolpec desnih strani.

Xn bm

Razsirjena matrika sistema je osnovna matrika sistema z dodanim stolpcem desnih strani:

ai ap - am : b

) a axn - ay : b
[4:B] =

aAml Am2 - Amn - bm

Sistem linearnih enacb je resljiv, Ce ima vsaj eno resitev.

Resljiv sistem je dolocen, ¢e ima natanko eno reSitev oziroma nedolocen, ¢e ima ve¢ kot eno
resitev.

Sistem m linearnih enacb z n neznankami je resljiv natanko takrat, ko imata osnovna matrika 4 in
razSirjena matrika sistema |:A : B:| enak rang r. Ce je sistem resljiv in je » = n, je sistem dologen.
Ce je r < n, lahko za n — r neznank izberemo poljubne vrednosti, ostalih 7 neznank je z njimi
natanko dolocenih. Sistem ima v tem primeru (n — r)-parametricno druzino resitev.

Homogeni sistem enacb je vedno resljiv, saj imata osnovna matrika sistema in razsSirjena matrika
sistema enak rang. Ce je osnovna matrika sistema kvadratna in je njena determinanta razli¢na od
ni¢, ima sistem le trivialno resitev (vse neznanke so enake 0). Homogeni sistem enacb z vec
neznakami, kot je Stevilo enacb, ima nenicelno resitev.

Ce je matrika sistema linearnih enacb obrnljiva, lahko za reSevanje sistema enacb uporabimo

_ i . e det4

Cramerjevo pravilo. V tem primeru re§itve izraGunamo po obrazcu x; = ~—% k= 1,2,...,n. Z
det4

A smo oznacili osnovno matriko sistema in z A; matriko, ki jo dobimo iz 4 tako, da v njej

nadomestimo £-ti stolpec s stolpcem desnih strani enacb, torej s stolpcem B.

NajucinkovitejSa metoda za reSevanje sistemov linearnih enacb je Gaussova eliminacijska
metoda. S to metodo danemu sistemu linearnih enacb priredimo ekvivalenten sistem, iz katerega
reSitve hitreje izraCunamo. Sistema enacb sta ekvivalentna, Ce imata isto mnozico resitev. Ker je
sistem enacb z razSirjeno matriko sistema natanko doloc¢en, lahko nad vrsticami take matrike
izvajamo enake transformacije kot nad enacbami sistema, ko ohranjamo njegovo ekvivalentnost.
To pomeni, da smemo v razsirjeni matriki sistema:

— vrstico pomnoziti z neni¢elnim Stevilom,
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— vrstici pristeti drugo vrstico,
— vrstici zamenjati med seboj.

Zaradi enostavnejSega zapisa bomo postopek Gaussove eliminacijske metode prikazali za primer,
ko je Stevilo enacb v sistemu enako Stevilu neznank. Sicer Gaussovo eliminacijsko metodo
uporabljamo tudi v primeru, ko je Stevilo enacb razlicno od stevila neznank.

Sistemu linearnih enacb priredimo razsirjeno matriko sistema

ain ap - am by
a axn -+ awn b

9
apl A2 - Apn bn

ki jo z dovoljenimi transformacijami preoblikujemo v matriko oblike

cii ci2 ci3 o+ Cin di
0 cx» ¢ - co dr
0 0 ¢33 - c3 ds
0O 0 0 - cwm dn

Tej matriki pripada sistem enacb
cuXi+cpxy+ci3xz+ o+ ciX, = di
€20X2 + C3X3 + -+ 4+ ConXy = d>

€33X3 + -+ C3Xy = d3

CnnXn = dﬂ)

iz katerega reSitve enostavno izracunamo. Iz zadnje enacbe izraCunamo neznanko x, in jo
vstavimo v predzadnjo enacbo, iz katere izracunamo neznanko x,-;. Obe izracunani neznanki
vstavimo v predpredzadnjo enacbo, iz katere izraCunamo neznanko x,—. Postopek nadaljujemo;
na koncu iz prve enacbe izracunamo Se neznanko x;. ReSitev danega sistema linearnih enacb je
urejena n-terica Stevil (x1,x2,...,x,).

V primeru, ko je Stevilo enacb (r) manjSe od Stevila neznak (n), poteka postopek Gaussove
eliminacijske metode podobno. V zadnji enacbi dobimo namesto ene neznanke n —r+ 1
neznank. Eno izmed njih izrazimo s preostalimi n —» neznankami. ReSitev je v tem primeru
(n — r)-parametricna druzina. Vse preostale neznake izra¢unamo po prej opisanem postopku.

Ce je Stevilo enacb vecje od Stevila neznank, sta v reSljivem sistemu vsaj dve enacbi sistema
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linearno odvisni, kar opazimo tudi kot linearno odvisni vrstici ustrezne prirejene matrike.

3.3 ResSeni zgledi

3.3.1 ReSite sistem linearnih enacb:

a) x+2y+z=3 b) x+2y—-3z=1
2x+5y—z=-4 2x+5y—-8z =4
3x-2y—z =25, 3x+8y—-13z=17.

ReSevanje naloge:
V obeh primerih bomo resitve sistema iskali z Gaussovo eliminacijsko metodo. Sistemu
priredimo razsirjeno matriko sistema, ki jo preoblikujemo v vec¢ korakih:

a) 1. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:
5 =(2) i+ VoV =(=3)Vi+Vs;
2. korak: prvo in drugo vrstico prepisemo in uporabimo pravilo:
Vi=8+Va+Vs.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3
2 5 -1 4 ~ 0 1 -3 -10 ~ 01 -3 -10
3 -2 -1 5 0 -8 -4 4 0 0 —28 -84

Zadnji matriki priredimo sistem linearnih enacb, ki je ekvivalenten prvotnemu:
xX+2y+z=3
y—3z=-10
—28z = -84.

Iz zadnje enacbe takoj sledi z = 3. Ce to upostevamo v drugi enacbi, izradunamo y:
y=3:3-10=-1.

Na koncu iz prve enacbe izra¢unamo x:
x=(2)-(-1)-3+3=2.

Sistem ima natanko eno resitevx = 2, y = —1, z = 3.
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b) 1. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:
5 =(2) i+ Vo V3 =(=3)Vi+Vs;
2. korak: prvo in drugo vrstico prepisemo in uporabimo pravilo:
Vi=(2)Va+Vs.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

1 2 -3 1 1 231 1 2 31
25 -8 4 ~ 01 -22 ~ 01 -2 2
3 8 13 7 02 -4 4 00 0 O

Zadnji matriki priredimo sistem linearnih enacb, ki je ekvivalenten prvotnemu:
x+2y-3z=1
y—2z=2.
Iz zadnje enacbe izrazimo y:
y=2z+2
in nazadnje iz prve enacbe izracunamo x (pri tem upostevamo y = 2z + 2):
x=-202z+2)+3z+1=—-—=2-3.
Resitev sistema enacb, ki je enoparametri¢na, lahko zapisemo v obliki x = -t -3, y = 2+ 2,

z=ttelR.

3.3.2 ReSite sistem linearnih enacb:

a) x;+3x2—-2x3+5x4 =4 b) x1+x2—2x3+4x4 =5
2x1+8x —x3+9%x4 =9 2x1+2x2 —3x3+x4 =3
3x1 +5x2 = 12x3+ 17x4 = 7, 3x1 +3xy —4x3 —2x4 = 1.

ReSevanje naloge:
Za reSevanje bomo v obeh primerih spet uporabili Gaussovo eliminacijsko metodo. Sistemu
priredimo razsirjeno matriko sistema, ki jo preoblikujemo v vec¢ korakih:

a) 1. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:

3:(_2)'V1+V2inV§:(—3)'V1+V3;
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2. korak: prvo in drugo vrstico prepisemo in uporabimo pravilo:
V; =2 Vo + V3.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

13 2 5 4 1 3 2 5 4
28 -1 9 9 ~ 0 2 3 -1 1 ~
35 =12 17 7 0 4 -6 2 -5
13 -2 5 4
~ 02 3 -1 1
00 0 0 -3

Zadnji vrstici zadnje matrike priredimo enacbo 0 +x;+0+x2+0+x3+0 +x4 = -3 oziroma
enakost 0 = —3, ki pomeni protislovje. Dani sistem linearnih enacb tako nima resitve.
b) 1. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:
5=C2) i+ Vain Vi =(=3)«Vi+ Vs
2. korak: prvo in drugo vrstico prepisemo in uporabimo pravilo:
Vi=(2)Va+Vs.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

11 -2 45 11 -2 4 5
22 -3 13 ~ oo 1 -7 -7 ~
33 4 21 00 2 -14 -14
11 -2 4 5
~ 00 1 -7 -7
00 0 0 O

Zadnji matriki priredimo sistem linearnih enacb, ki je ekvivalenten prvotnemu:
X1 +Xx2—2x3+4x4 =5
X3 — 7X4 =-7.

Iz zadnje enacbe izrazimo x3:

X3 = 7)C4—7,
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iz prve enacbe izrazimo x; (pri tem upostevamo x3 = 7x4 — 7):
X1 =—x2+2(7x4—7) —4x4+5 = —x2 + 10x4 — 9.
Resitev sistema enacb, ki je dvoparametri¢na, lahko zapisemo v obliki:

x1=-u+10v-9, x =u, x3=7v—-"7,x4 = v, u,v € R.

3.3.3 Poiscite vse resitve sistema linearnih enacb:

3x—y+z-w=4
X+2y—z-w=-1
dx+2z=4

2x -3y+2z=15.

ReSevanje naloge:
Resitve sistema enacb bomo poiskali z Gaussovo eliminacijsko metodo. Sistemu priredimo
razsirjeno matriko sistema:

3 -1 1 -1 4
1 2 -1 -1 -1
4 0 2 0 4
2 -3 2 0 5

V prvem stolpcu bomo (razen v prvi vrstici) pridobili ni¢le. Eden izmed moznih nacinov
reSevanja je nasledn;ji:

1. korak: drugo vrstico zapiSemo na prvo mesto in uporabimo pravila:
=) VL V= (A i+ Vain Vi = (22) < Vi + Vi
2. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravila:

§=(—%>-V2, Vi=8-Vi+Vsin Vi = (=1) + Va+ Va.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

321 1 -1 4 12 -1 -1 -1 12 -1 -1 -1
1 2 -1 -1 -1 0 -7 4 2 7 01 -3 -% -1
402 04 | | 086 48 | |00L 12
23 2 0 5 0-7 4 2 7 00 0 0 0
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Zadnji matriki priredimo sistem enacb, ki je ekvivalenten prvotnemu:

X+2y—z-w=-1

V- %z - %w = -1
10,12
TEIt W 0
Iz tretje enacbe izrazimo z = —%w, w € R. Zaradi enostavnejSega zapisa brez ulomkov lahko

postavimo w = 5¢, ¢t € R. Potem je z = —6¢. Iz druge enacbe izra¢unamo y:
-4 2 .51 =-2—
y=- (6t)+7 S5t—1 2t—1.

Nazadnje iz prve enacbe izra¢unamo x:
x=-2(2t—1)—6t+5t—1=3¢t+1.
Resitev danega sistema enacb je torej enoparametricna:

x=3t+1,y=-2t-1,z=—-6t, w=5t,t € R,

3.3.4 PoiScite vse resitve sistema linearnih enacb:

2x+y+z+3u=7
xX+2z4+u+2v=28
x+3y+4u—-3v=2
2y —z+4+2u—-3v =-3.

ReSevanje naloge:
Resitve sistema enacb bomo poiskali z Gaussovo eliminacijsko metodo. Sistemu priredimo
razSirjeno matriko sistema:

21 1 3 0 7
10 2 1 2 8
13 0 4 -3 2
02 -12-3-3

V prvem stolpcu bomo (razen v prvi vrstici) pridobili ni¢le. Eden izmed moznih nacinov
reSevanja je nasledn;ji:

1. korak: tretjo vrstico zapiSemo na prvo mesto in uporabimo pravila:

S = (2) ViV, VE= (=)« Vi Vyin Vi = Vy;
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2. korak: prvo vrstico prepisSemo in uporabimo pravila:
i= (1) =3 sinyi = (2) Vi v
3. korak: prvo vrstico prepiS§emo in uporabimo pravila:

i=s5e V=3t = (-3)

4. korak: prve tri vrstice prepiSemo in uporabimo pravilo:
3 =C1) V34 Vs

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

211 3 701 [ 13 0 4 3 2 ]
10 1 051 -5 6 3

1 3 4 -3 2 0 -3 2 -3 5 6
02 -12 -3 -3 0 2 -1 2 -3 -3
_1304—32__1304_32_
~01—%1—%—% o515 63|
oo Z o I 2 00 10 1 3
00 -%0-%-% | L0010 1 3 |
13 0 4 -3 2 ]

05 -15 -6 -3

00 1 0 1 3

00 0 0 0 0

Zadnji matriki priredimo sistem enacb, ki je ekvivalenten prvotnemu:

x+3y+4u—-3v=2

S5y—z+5u—6v=-3

z+v=73.
Iz tretje enacbe izrazimo z = —v + 3, v € R. Iz druge enacbe izrazimo y kot funkcijo u in v:

y = %(z—5u+6v—3) = %(—v+3—5u+6v—3) = %(—5u+5v) =v—u, u,velk
Nazadnje iz prve enacbe izra¢unamo x kot funkcijo u in v:

x=-3y—-4u+3v+2=-3v-u)-4u+3v+2 =—-u+2.
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Resitev danega sistema enacb je torej dvoparametri¢na:

X=-u+2,y=-u+v,z=-v+3,u,v ek

3.3.5 Resite sistem linearnih enacb z uporabo Cramerjevega pravila:

a) ax;—2bx, =c b) 2x; —3x2+x3 =-1
3axi — 5bx; = 2c, X1+xX2+x3=6
a, b+ 0, 3x1 +x2 —2x3 = —1.

ReSevanje naloge:
Pri uporabi Cramerjevega pravila izracunamo determinanto osnovne matrike sistema A in
determinante matrik A, k = 1, 2 oziroma k = 1, 2, 3, v katerih smo A-ti stolpec nadomestili s

stolpcem desnih strani. Resitve izra¢unamo po obrazcu x; = (Leet{jlélk ,k=1,2o0ziromak=1, 2,
3:
a —2b
a) detd = = —5ab — (—6ab) = ab,
3a -5b
-2b
detd, = | © = _She + 4be = —be,
2¢ —5b
a c
detd, = = 2abc — 3ac = —ac.
3a 2c
Resitvi sta v tem primeru:
_detd, —bc c . _ detA; —ac

X, = = =—-—= in x3= = = -

<
det4 ab a det4 ab b’

b) Pri racunanju detreminant bomo tokrat uporabili Sarrusovo pravilo. Tako dobimo:

detA=|1 1 1 |1 1 =-4-9+1-3-2-6=-23,

-1 -3 1 -1 3
detd,=| 6 1 1 6 1 =2+3+6+1+1-36=-23,
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2 -1 1 |2 -1

detd = | 1 6 1 |1 6 =-24-3-1-18+2-2=—46,
3 -1 2|3 -1
2 3 -1 ]2 -3

detds; = | 1 1 6 |1 1 =-2-54-1+3-12-3=-69.
31 -1 (3 1

Resitve sistema linearnih enacb so v tem primeru:

_ detd; _ -23 _ 1
'™ “det4 23 ’

_ detd, _ —46 _
2= Getd T 23 %

_ detd; _ —69 _3
det4 -23 '

3.3.6 Poiscite resitve sistema linearnih enacb, ¢e obstajajo:

a) 2x1+x2—3x3 =2 b) x1+x2 =1
4x1 + 2x, — 6x3 = 3, X1 +x2+x3 =4
X2 +Xx3+x4 =3

X3+X4+x5 =2
X4 +x5 = —1.

ResSevanje naloge:

a) IzraCunajmo ranga osnovne in razSirjene matrike sistema. Sistemu priredimo razSirjeno
matriko sistema in jo enkrat transformiramo tako, da prvo vrstico prepiSemo in uporabimo
pravilo V5 = (=2) « V1 + V. Tako imamo:

[4:8] - 21 =32 2132
' 42 -6 3 00 0 -1 |

1z preoblikovane matrike razberemo, da je rang 4 = 1| in rang |:A : B:| = 2. Ker ranga osnovne in

razSirjene matrike sistema nista enaka, sistem linearnih enacb ni resljiv.

b) Sistemu linearnih enacb priredimo matriko, ki jo preoblikujemo v dveh korakih:
1. korak: prepiSemo vse vrstice razen druge in uporabimo pravilo

5=(1)Vi+ Vo
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2. korak: prvo vrstico prepisSemo in uporabimo pravila:
Vi=V3, V3=V, Vi=(1)Vi+Vam Vs = (-1)-Vi+Vs.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

1 1T0O0O 1 10O 1 1 1000 1
11100 4 0010 3 01110 -3
01110 -3 ~ 01 11 -3 ~ 00100 3
00111 2 00111 2 00O0T1T1 -1
00011 -1 000T1T1 -1 000O0O0OTPO

Na osnovi zadnje matrike ugotovimo, da sta ranga osnovne in razsirjene matrike sistema enaka 4,
torej je sistem resljiv. Danemu sistemu enacb priredimo ekvivalenten sistem:

X1+x2=1

X2 +X3+X4 = -3
X3 =3

X4 +xs5 = —1.

Iz zadnje enacbe sledi x4 = —xs5 — 1,
iz druge enacbe sledixz = —x3 —x4 -3 =-3—-(—x5—1)—3 = x5 -5,
izprvex; = x2+1 =—(xs—5)+1 =—xs5+6.

Resitev sistema enacb, ki je enoparametri¢na, lahko zapiSemo v obliki x; = —¢+6, x2 = t-5,

x3=3,x4=—-t—1,x5 =t,t € R (pri tem smo xs nadomestili s 7).

3.3.7 Ugotovite, ali imajo dani homogeni sistemi linearnih ena¢b netrivialne resitve. Ce
obstajajo, jih poiscite.

a) x+y—-z=0 b) x+y—-z=0 ¢) x+2y-3z+4u=0
2x-3y+z=0 2x+4y-z=0 2x—-3y+5z-Tu =20
x—4y+2z =0, 3x+2y+2z=0, Sx+6y—9z+8u = 0.

ReSevanje naloge:
V vseh treh primerih danemu sistemu linearnih enacb priredimo matriko sistema in jo z
elementarnimi transformacijami preuredimo tako, da iz nje lahko od¢itamo rang:

a) 1. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:
32 (—2)-V1+V2inV§ = (—1)'V1+V3;
2. korak: prvo in drugo vrstico prepisSemo ter uporabimo pravilo:

V; = (—1) < Vy+ V3.
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Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
A= 2 3 1 ~ 0 -5 3 ~ 0 -5 3
1 4 2 0 -5 3 0 0 O

Rang matrike A4 je enak 2, torej je manjsi od Stevila neznank. Sistem bo imel tudi netrivialne
reSitve. Na osnovi zadnje matrike danemu sistemu enacb priredimo ekvivalenten sistem:

x+y-z=0

-5y+3z=0.
Ker ima sistem dve enacbi s tremi neznankami, ima netrivialno resitev z eno prosto neznanko. Iz
druge enacbe sledi y = %z in iz prve x = —%z+z = %Z. Resitev lahko zapiSemo v obliki

x=2t,y=3t,z=>5t1teR.

b) 1. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:
32 (_2)'V1+V2inV§ = (—3)'V1+V3;
2. korak: prvo in drugo vrstico prepisSemo ter uporabimo pravilo:

V§=%-V2+V3.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

1 1 -1 I 1 -1 I 1 -1
B = 2 4 -1 ~ 0 2 1 ~ 02 1
32 2 0 -1 5 0 0 -

2
Ugotovimo, da je rang B = 3 in je enak Stevilu neznank. Sistem enacb ima natanko eno resitev -

torej trivialno resitevx =y =z = 0.

c¢) Ker je sistem enacb sestavljen iz treh enacb s Stirimi neznankami, je rang prirejene matrike
sistema manjsi od Stevila neznank in sistem zagotovo ima netrivialno reSitev. Sistemu enacb
priredimo matriko in jo preoblikujemo z naslednjim postopkom:

1. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili

3=(—2)-V1+V2inV§=(—5)-V1+V3;
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2. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili
s = (—%)-VﬂnV;‘ =T ViV

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

12 3 4 12 3 4 12 -3 4
c=| 235 -7 |~ 0711 -5 |~ 01 -33
56 -9 8 0 -4 6 —12 00 L 6

Danemu sistemu enacb priredimo ekvivalenten sistem

X+2y—-3z+4u =0
3

yl— 7z+3u =0
72-{—6% = 0.

1z zadnje enacbe sledi z = —12u,
iz druge enacbe y = % «(-12)u—3u = 21u
in iz prve enacbe x = (-2) « (-21u) + 3 « (—12u) — 4u = 2u.

Resitev lahko zapiSemo v obliki x = 2¢, y = -21¢, z = -12t, u = ¢, t € R.

3.3.8 Za katere a¢ € R je sistem linearnih enacbh
ax—a*’y+z+au =0
X+ay+2z+4au = 4
ay+z+2au =2

resljiv? Za taka Stevila a zapiSite reSitve sistema.

ResSevanje naloge:

Sistem linearnih enacb je resljiv, e rang osnovne matrike sovpada z rangom razSirjene matrike
sistema. RazSirjeno matriko koeficientov sistema bomo najprej preoblikovali tako, da bomo v
vsaki naslednji vrstici na zacetku vrstice pridobili vsaj eno niclo ve¢ kot v prejs$nji vrstici.
Postopek bomo izvedli z naslednjimi koraki:

1. korak: tretjo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:
Vi=VomVs = (-a)-Vi+Vi
2. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:

V5 =Vyin Vi = 2a - Vi + Va;
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3. korak: drugo in tretjo vrstico prepiSemo in uporabimo pravilo:
Vi=(2)Va+ V.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

a —a* 1 a 0 1 a 2 4a 4
A= 1 a 2 4a 4 ~| 0 —2a*> 2a+1 —4a*+a —4da ~
0 a 1 2a 2 0 a 1 2a 2
1 a 2 4a 4 1 —a 0 0 O
~ 0 al 2a 2 ~ 0 a 1 2a 2
001 a O 0 01 a O

Za a = 0 dobimo matriko:

1 000O0 00 O 100 0O
00102 ~ ~ 01 2 00
00100 0 -2 00 -200

Ugotovimo, da je v tem primeru rang A = 2 in rang [4:B] = 3. Ker rang osnovne matrike sistema
ni enak rangu razsirjene matrike sistema, sistem linearnih enacb nima resitve.

Za a # 0 je rang A = rang [4:B] = 3 in sistem enacb je resljiv. Zadnji preoblikovani matriki
priredimo sistem enacb:

x—ay=0
ay+z+2au =2
z+au = 0.

Iz zadnje enacbe sledi z = —au. To zvezo uposStevamo v drugi enacbi, iz katere izra¢unamo
najprej ay in nato e y:

ay = —(—au) —2au+2 = —au + 2,
y=-u+ %.
Nazadnje Se iz prve enacbe izraCunamo x:

x=a<—u+%> = —aqu + 2.

Resitev je enoparametric¢na; zapiSemo jo lahko v oblikix = —at+2, y = —t + %, z=-at,u =1,

t € R,
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3.3.9 Dolodite realno §tevilo a tako, da bo imel sistem enacb

x-y-z=0
2x—-3y+az=0
(a-2)x+y+4z=0

netrivialne reSitve. Katere so te resitve?

ReSevanje naloge:

Homogeni sistem linearnih enacb bo imel netrivialne resitve, ko bo rang ustrezne matrike sistema
manj$i od Stevila neznank. Matriko koeficientov sistema bomo najprej preoblikovali v zgornje
trikotno matriko z elementarnimi vrsti¢nimi transformacijami, ki ohranjajo rang matrike (in
reSitve sistema). V prvem stolpcu matrike 4

1 -1 -1
A= 2 -3 a
a-2 1 4

bomo (razen v prvi vrstici) pridobili ni¢le. Eden izmed moznih na¢inov reSevanja je naslednji:
1. korak: prvo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:
5=C2) i+ Vain Vi = (—a+2)Vi+Vs;
2. korak: prvo vrstico prepisSemo in uporabimo pravili:
5=(-1)«Voin Vi =(—a+1)V5+Vs.

Z upostevanjem navedenih korakov matriko preoblikujemo na naslednji nacin:

1 -1 -1 I -1 -1 I -1 -1
A= 2 -3 a ~1 0 -1 a+2 ~1 0 1 —(a+2)
a-2 1 4 0 a-1 a+2 0 0 a(a+2)

Rang matrike 4 bo manjs$i od 3 za a = 0 ali @ = —2. V obeh primerih je rangd = 2, torej sta
reSitvi enoparametricni.

Za vrednost a = 0 dobimo matriko

I -1 -1
o1 =2 |,
0 0 O
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ki ji priredimo sistem enacb:
x-y-z=0
y—2z=0.

Iz druge enacbe sledi y = 2z in iz prve x = y +z = 3z. Izberimo z = ¢, ¢ € R in dobimo resitev
x=3t,y=2t,z=1tteR.

Za vrednost a = —2 dobimo matriko

1 -1 -1
01 0 )
0 0 O

ki ji priredimo sistem enacb:

Iz prve enacbe sledi x = z. ReSitev sistema enacb lahko v tem primeru zapiSemo kot x = u,
y=0,z=u,ueck.

3.3.10 S Cramerjevim pravilom raziscite resljivost sistema linearnih enacb:

AXx+y+z=1
xX+Ay+z=271
x+y+Az=2A%

v odvisnosti od parametra A.

ReSevanje naloge:

Pri obravnavi sistema bomo uporabili Cramerjevo pravilo. S tem namenom izra¢unamo
determinanto osnovne matrike sistema D(A) in determinante D;(4), i = 1,2,3, ki jih dobimo iz
D(L) po zamenjavi i-tega stolpca s stolpcem desnih strani. Pri ra¢unanju determinant bomo
uporabili Sarrusovo pravilo. Tako dobimo:

A1 1A
DA =1 2121|1212 =2+1+1-A+A+2)=21>-31+2=
11 A |11

A-1DA*+A-2) = (A -1)*(A+2),
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1 11 1 1
DiAD)=| A2 A 1| 2 2 =2+ +21-A+1+1)=-2+22+21-1=
A1 A | A2
= AA-D+U-1D)=@A-1D1-12) =—(A-1D*A+1),
A1 1[4 1
D) =11 2 1|1 2 =2P+1+22-A+A22+1)=1*-21+1=
1 A2 A |1 A2
= (A-1)%
A1 1 Al
DiAD)=|1 2 A |1 A =2 +2+1-(A+22+2%) =24 -212+1=
1 1 A2 1 1

== =Q-D*+ 1)~

Za A # 1, =2 je sistem resljiv in ima natanko eno reSitev. Po Cramerjevem pravilu je v tem
primeru:

_ D) _ -A-1)’G+D) _ i+

D(4) A-1)2*(A1+2) A+2°

y:Dz(A): A-0*
D(A) A-1D21r+2) A+2°

_D;) _ A-D)’+1)* _ (A+1)

D(4) A-1)*2+2) A+2

Za A = 1 ima dani sistem enacb obliko:

x+y+z=1
x+y+z=1
x+y+z=1,

kar pomeni, da se sistem zreducira v eno enacbo s tremi neznankami. Tak sistem ima
dvoparametri¢no druzino reSitevx = -u—v+ 1,y =u, z = v, u,v € R.

Za A = =2 ima dani sistem enacb obliko
2x+y+z=1
xX—=2y+z=-2
xX+y-2z=4.

Ce sestejemo vse tri enacbe, pridemo do zveze 0 = 3, kar pomeni, da sistem nima resitve.
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3.3.11 Dolocite parameter p tako, da bo sistem linearnih ena¢b
2px—-3y+p-3=0
3x-2y+1=0
dx-py+2=0

imel reSitev.

ReSevanje naloge:

Sistem linearnih enacb bo resljiv, ¢e bosta imeli osnovna in razsirjena matrika sistema enak rang.
S postopkom, opisanim v nadaljevanju, bomo razsirjeno matriko sistema preoblikovali tako, da

bomo iz nje hkrati dolocili rang osnovne in rang razsirjene matrike sistema.
Razsirjeno matriko sistema bomo preoblikovali na naslednji nacin:
1. korak: drugo vrstico prepiSemo in uporabimo pravili:

VT = (—p+3)-V2+V1 in V%‘ = (—2)-V2+V3;

2. korak: drugi stolpec prepiSemo in uporabimo pravili za spreminjanje stolpcev:

ST =83in83 =Sy;
3. korak: uporabimo pravila:

Vi=(C1)Vy, V5 =VsinV;i =Vy;
4. korak:uporabimo pravila:

St =81, 85 =(=2)+S1 +S5,in S =35, +85;.

Z upostevanjem navedenih korakov razsirjeno matriko sistema preoblikujemo na naslednji nacin:

2p -3 —p+3 -»+9 2p-9 0
[4:B]=| 3 2 -1 ~ 3 -2 -1 ~

4 —p 2 -2 4-p O
0 2p-9 —p+9 1 2 -3

~1 -1 =2 3 ~1 0 4-p 2 ~
0 4-p 2 0 2p-9 —p+9

1 0 0

~1 0 4-p 2

0 2p-9 9-p

Iz preoblikovane matrike ugotovimo, da je rang osnovne matrike sistema enak 2, saj Stevili 4 — p
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in 2p — 9 nista hkrati enaki 0 za nobeno vrednost p € R. Ce naj bo tudi rang [A EB:| = 2, mora

biti determinanta zadnje zapisane matrike enaka 0. IzraCunajmo:

1 0 0 5

0 4-p 2 | =1.cn| 77 -
2p-9 9-p

0 2p-9 9-p

=@-pO-p)-2-9-(-2)=p*-p+18=(p-6)p-3) =0
oziromap = 3 alip = 6.

Za p = 3 ima dani sistem enacb obliko:

6x—-3y=0
3x-2y =-1
4x -3y = 2.

Ce drugo enatbo pomnozimo z 2 in oditejemo od prve, dobimo y = 2 in nato iz prve enacbe
x =1

Za p = 6 ima dani sistem enacb obliko:

12x -3y =-3

3x-2y =-1

4x — 6y = 2.
Ce prvo enabo pomnoZzimo z (—%) in pristejemo k drugi, dobimo x = —% in nato iz prve
enacbe y = %

3.4 Zakljucek

Kljucne besede tretjega poglavja: sistem m linearnih enacb z n neznankami, homogeni sistem,

nehomogeni sistem, reSitev sistema, osnovna matrika sistema, razSirjena matrika sistema,
Cramerjevo pravilo, Gaussova eliminacijska metoda.

Povzetek: Sistem m linearnih enac¢b z n neznankami nad realnimi Stevili ima obliko:
anxy t+apx; + - t+aix, = bl

a1 x) +axyx; + - +ayux, = bz

Am1 X1+ QX2 + o + AnXn = by .

Stevila aj, i = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n, so koeficienti sistema, Stevila b;, i = 1,2,...,m, so
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desne strani enacb, xx, k = 1,2,...,n, so neznanke. Sistem linearnih enacb je homogen, ¢e so vsi
bi, i =1,2,...,m, enaki 0. Ce je vsaj eno izmed Stevil b; # 0, je sistem nehomogen. Resitve
sistema linearnih enacb so urejene n-terice (xi,x2,...,X,), ki zadoScajo vsem enacbam hkrati.
Sistem m linearnih enacb z n neznankami je resljiv natanko takrat, ko imata osnovna matrika in
razSirjena matrika sistema enak rang. Pri reSevanju sistemov najveckrat uporabimo Gaussovo
eliminacijsko metodo, s katero danemu sistemu priredimo ekvivalenten sistem, iz katerega lahko
resitve enostavneje izratunamo. Ce je osnovna matrika sistema obrnljiva in njena dimenzija ni
prevelika (v praksi 2x2 ali 3x3), lahko pois¢emo resitve sistema tudi s Cramerjevim pravilom.

Besedila nalog v tretjem poglavju so vzeta iz virov/povzeta po virih [1], [3], [4] in [5], teorija pa
iz [2].
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Poglavje 4

VEKTORII

4.1 Namen poglavja

V cCetrtem poglavju bomo:

- definirali vektorje kot urejene n-terice realnih Stevil in vpeljali dve osnovni operaciji z vektorji
(seStevanje vektorjev in mnoZenje vektorja s skalarjem);

- definirali pojem linearna kombinacija vektorjev;

- definirali skalarni produkt vektorjev iz R” in vektorski produkt vektorjev iz R3 ter omenjeni
operaciji uporabili pri reSevanju nalog;

- znali izraCunati dolZino vektorja in zapisati pravokotno projekcijo vektorja na dani vektor;

- v razli¢nih situacijah izracunali kot med neni¢elnima vektorjema;

- definirali meSani produkt treh vektorjev, ga izracunali in pri reSevanju nalog uporabili njegov
geometrijski pomen;

- znali zapisati razli¢ne oblike enacbe ravnine in premice;

- dolo¢ili razdaljo tocke do ravnine, to¢ke do premice in razdaljo med premicama;

- znali dolociti pravokotno projekcijo tocke oziroma premice na dano ravnino.

4.2 Povzetek teorije

Vektor je urejena n-terica Stevil, ki jo lahko predstavimo tudi v obliki stolpca ali vrstice:

ai
- a .o .o
a= ) ali a= [ a, a - a } ali a= (ai,az,...,a,),
ap
ai,az,...,a, € R. Ta S§tevila imenujemo komponente vektorja a. Vektorja sta enaka, Ce se

ujemata v vseh svojih komponentah.
Mnozenje vektorja s skalarjem:

aeR, aeR?
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al aag

- an aaj

an aay

Sestevanje vektorjev:

a,be R
a bl a +bl
- - ar b, ar + by
a+ b= + =
a, bn an+bn

Vektorja a in b iz R" sta kolinearna, de obstaja tak skalara € R, daje b=« a.
Naj bodo vektorji 6;1,6;2,...,6;,16 R”" in skalatji ay,a2,...,a, € R. Vektor
E: (141 L;l +a- L;z +...+a, L;,,

imenujemo linearna kombinacija vektorjev ay,az,...,a,.

Skalarni produkt vektorjev ainb iz R" je operacija, ki vektorjema priredi skalar:

5 e b= (al,ag,...,an) . (bl,bz,...,bn) = a1b1 +a2b2 + .- +anbn e R.

Naj bo a € R”. Stevilo

|5| —Ja-a-= Jad+ad+ - +a

imenujemo dolzina ali evklidska norma vektorja a. Vsak vektor z dolzino 1 imenujemo enotski
vektor.

Kot ¢ med nenicelnima vektorjema ainbizR" je definiran z naslednjo zvezo:

¢ = arccos —“2—

digs

Za poljubna vektorja a,b e R" velja a-b= |Z | ‘b‘ CoS .

Vektorja ainbizR" sta pravokotna natanko takrat, ko je njun skalarni produkt enak 0.
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Naj bosta ain b poljubna nenicelna vektorja. Vektor 1;, ki je kolinearen z vektorjem b in za

katerega je vektor a-— ;) pravokoten na vektor b, imenujemo pravokotna projekcija vektorja ana

vektor b. Izracunamo ga po obrazcu ;7 = |“;|b2 b.

b
Vsak vektor a = (a1,a2,a3) € R? lahko na enolien nacin zapiSemo kot linearno kombinacijo
izbranih treh vektorjev:

a=a; i +axj+ask.

Vektorji i, j, k so enotski, paroma pravokotni in leZijo v smereh, ki jih dolo¢ajo koordinatne osi.
Imenujemo jih vektorji standardne baze prostora R3.

Naj bo a = (a1,az,as) poljuben vektor, z o, f in y pa oznacimo kote, ki jih vektor a po vrsti
oklepa s koordinatnimi osmi x, y in z. Komponente enotskega vektorja e v smeri vektorja a
izradunamo kot e = (cosa,cos B,cosy) in jih imenujemo smerni kosinusi vektorja a. Pri tem
velja zveza:

cos?a + cos?f + cos?y = 1.
Vektorski produkt je operacija, ki vektorjema 5, b € R3 priredi vektor

axl;eﬂ@.

Naj bosta a =a i+ a j+ a3 k in b=>by i + by j + b3 k. Pri raCunanju komponent

vektorskega produkta vektorjev a in b si lahko pomagamo z "determinanto"”

B ik
ax b= ai a» as |
b1 by b;

ki jo razvijemo po prvi vrstici. Pri tem velja:

a) Vektorski produkt a x l; je enak 6 natanko takrat, ko sta vektorja ain l; kolinearna.

b) Velikost vektorskega produkta vektorjev ain 13 je enaka plos¢ini paralelograma, ki ga ta
vektorja napenjata, kar pomeni ‘Zz X l;‘ = |Zz| ‘l;‘ sin@, pri cemer je ¢ kot med vektorjema
ain l;

c¢) Vektorski produkt a x l; je pravokoten na vektorja ain l;

Ce vektorski produkt dveh vektorjev skalarno pomnoZimo s tretjim vektorjem, dobimo t. i.
mesani produkt. Vpeljali bomo naslednjo oznako:

(5, b, E) — mesani produkt vektorjev 5, b, c.
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Torej je
(abc)=a-(bxc),  abeer

Naj bodo spet @ = (a1,az,a3), b= (b1,b2,b3) in ¢ = (c1,c2,¢3). Potem je:

ayp az as
(a,b,c) =1 by by b3
c1 C2 C3

Velja tudi:
(&,b,é) =a- (b x E) = (5 x b) .c.
Absolutna vrednost meSanega produkta (Zz, l;,2> je enaka prostornini paralelepipeda, ki ga

napenjajo vektorji 5, b in c. Paralelepiped je geometrijsko telo, ki ga omejujejo trije pari
skladnih vzporednih paralelogramov.

Naj bodo 41(x1,y1,21), A2(x2,v2,22), A3(x3,V3,23) in Aa(xa,ya,z4) oglisCa tristrane piramide.
Njeno prostornino izra¢unamo po obrazcu:

X2 —X1 Y2—Y1 2Z2—Z1
_ |4
V= S| X3—X1 Yy3—yi1 z3—Zi

X4—X1 Y4a—)Y1 Z4—2Z1
(zunanji ¢rti pomenita absolutno vrednost determinante).

Vektorje v prostoru R* lahko uporabimo tudi kot pripomocek za dolo¢anje razli¢nih oblik enacbe
ravnine in premice, prav tako tudi za izracun oddaljenosti tocke od ravnine oziroma premice ali
za doloc¢anje razdalje med dvema premicama.

Ravnina v prostoru je lahko dolocena s to¢ko 4(a,a»,as), ki lezi v tej ravnini, in z vektorjem ﬁ,
ki je pravokoten na to ravnino (imenujemo ga normalni vektor ravnine). Naj tocka T(x,y,z) s
krajevnim vektorjem 7 lezi v tej ravnini.

Enacba ravnine v vektorski obliki: (r - rA> en=0.
Splosna oblike enacbe ravnine: mx+ny+nsz =d,
pri emer je n = (ny,n2,n3)ind =n « ry.

Segmentna ali odsekovna oblika enacbe ravnine: % + % + % =1.
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Absolutne vrednosti $tevil a = nLll’ b= ,,% in ¢= 1% predstavljajo dolzine odsekov

(segmentov), ki jih ravnina odreze od koordinatnih osi.

Ravnina je natanko dolocena tudi s tremi nekohnearmml tockami A(a;,az,as), B(bl,bz,bg,) 1n
C(cl 02,03) Tocka T(x,y,z) s krajevnim vektorjem rlezi v tej ravnini, ¢e so vektorji 4 — r,
rg —rpinry — rc komplanarni. V tem primeru mora biti njihov meSani produkt enak 0:

(ra = rra = ro.ra — 7c ) =0
oziroma
ar —x a —y as —z

al—b1 az—bz a3—b3 = 0.

apy—<C¢y ax—C2 asz—cCs3

Ko to determinanto izracunamo in zapis uredimo, dobimo splosno obliko enacbe ravnine.

Premica v prostoru je dolocena s tocko 4(ai,az,a3) in smernim vektorjem s.

Enacba premice v vektorski obliki: F=rs+As, AeR;

b

Parametricna oblika enacbe premice:  x = a; + As|

V= ax+As2 A€ R;
zZ =asz+ ),S3
.\ : . . X—a —a z—a
Kanonicna oblika enacbe premice. 5 Lo Y T 3,

Razdalja toc¢ke do ravnine

Vpeljimo naslednje oznake:

7T — ravnina,

A — tocka, ki lezi v ravnini 7,

P — tocka, ki lezi v prostoru R3,

d - razdalja tocke P do ravnine r,

7 P4, TP — krajevna vektorja tock 4 in P,
n — normalni vektor ravnine T,

d=|(rp - >W
n
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Razdalja toc¢ke do premice

Spet vpeljemo nekaj oznak:

p — premica,

A — tocka na premici p,

P — to¢ka, ki lezi v prostoru R?,

d — razdalja toCke P do premice p,

Fa P — krajevna vektorja tock 4 in P,
s — smerni vektor premice p,

N GER
5]

Razdalja med premicama

V tem primeru bomo lo¢ili dve moznosti.

I. Premici sta vzporedni: razdalja med premicama je enaka razdalji katerekoli tocke na prvi
premici od druge premice.

II. Premici nista vzporedni (sta mimobeznici): premici sta nosilki dveh nevzporednih robov
paralelepipeda, ki ne lezita v isti ravnini.

Za dolocitev obrazca za racunanje razdalje med mimobeZznicama bomo spet vpeljali nekaj oznak:

P1, p2 — mimobezni premici,

A — tocka na premici p,, B —tocka na premici pi,
;A , ;B — krajevna vektorja tock 4 in B,

S1, > —smerna vektorja premic p; in p2,

d — razdalja med premicama p; in p,

|<S1 »82 .4 — I'B >|
d= .

|S1 X S2|

4.3 ReSeni zgledi

4.3.1 Dana so tri ogliS¢a paralelograma ABCD: A(1,-2,0), B(2,1,3) in C(-2,0,5). Dolo¢ite
cetrto oglisc¢e in dolZino diagonale BD.
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ReSevanje naloge:
S slike

A B
Slika 4.1. Paralelogram ABCD.

. ﬁ _) )4 . . . .
razberemo, da je AB = DC. Ce ozna¢imo koordinate tocke D z d;, d» in d3, velja
— —
AB=DC =
2-1,1-(-2),3-0)=(2-d1,0-dr,5-d3) =
1=-2-dy, 3=-dy, 3=5-ds.
Iz zadnje vrstice sledi d| = -3, d, = -3, d3 = 2.

Izraunajmo Se dolZino diagonale BD:

BD = |H)’| = J3-2)P 4 (3-1)2+(2-3)2 =25+ 16+1 = J42.

4.3.2 Dani so vektorji a=2i-3 j,b=1-2jin c=9i+4 j. Zapisite vektor ¢ kot

linearno kombinacijo vektorjev a in b.

ResSevanje naloge:
Ce je vektor ¢ linearna kombinacija vektorjev ain b, obstajata skalarja o, € R, tako da je ¢

—aa +f b. Vektorje 5, binc zapiSemo po komponentah in upostevamo navedeno zvezo:
c=aa +p l;
9,4) = a(2,-3) + p(1,-2).
Zgornji zapis preoblikujemo v sistem dveh enacb z dvema neznankama, ki ga resimo:
20+ =9
—3a-2p =4,

a =22, B=-35 Torejjec=22a—-35b.
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433 Najbodou—=2i -3 +4kv=3i+j—2kinw=i+5j +3 k Izratunajte:
a)2u-3v+4w,
b)u-vinu - w,
c); X ;v,
d) |u| in |v].
Resevanje naloge: o B B
Pri reSevanju naloge bomo vektorje u, v in w najprej zapisali po komponentah. Tako je u

= (2,-3,4), v = (3,1,-2) in w o= (1,5,3). Nato uporabimo definicije seStevanja oziroma
odstevanja vektorjev, skalarnega in vektorskega produkta ter dolzine vektorja:

a) 2u-3v+4w=22,-3,4)-303,1,-2)+4(1,5,3) =
(22,2+(=3),24)+((-3) +3,(=3) + 1,(-3) -« (-2)) + (4 - 1,4 + 5,4 . 3) =
(4,-6,8) + (=9,-3,6) + (4,20,12) =

(4-9+4,-6-3+20,8+6+12) = (~1,11,26).

b)  wu-v=(2,-3,4)-(3,1,-2) =2:3-3:14+4.(=2) = -5,

u-w=(2,-3,4)-(1,53)=2-1-3-5+4.3 = 1.

bl

~ ]

J
C) vxw=|31 2| =03-5-(-2),-33-1:(-2)),3-5-1-1)=
15 3
(13,-11,14).

d)  |u| =22+ (=3)" +4*> = J29,

[v] = J32+ 12+ (-2)* = /14,

4.3.4 Dana sta vektorja a=mi+3 j+4kinb=4i+mj— 7k Dolocite m tako, da
bosta vektorja pravokotna.
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ReSevanje naloge:

Vektorja ain b sta pravokotna natanko takrat, ko je njun skalarni produkt enak 0. V naSem
primeru je:

@ b= (m3,4) (4m—T) = 4m+3m+4-(=T) = Tm—28 = 0,

od koder sledi m = 4.

4.3.5 Izracunajte kot med vektorjema a= ; +3 ; -2 kinb=4 ; -2 k.

ResSevanje naloge:

a-b

ol

Kot med vektorjema a in b izraCunamo po obrazcu ¢ = arccos . 'V naSem primeru je:

i-b _ (1,3,-2) - (0,4,-2)
|&|‘1§‘ [P+ () - [0+ 42+ (2)

cCosp =

1-0+3-4+(-2)-(-2) _ g

J14 - 20 J70
oziroma ¢ = arccos ‘/3_0 , kar je v stopinjah priblizno 17°.

4.3.6 Izracunajte kot med vektorjema ain b, Ce sta vektorjai —a+2bin Z] =a — b enotska
in pravokotna.

ReSevanje naloge:

Kot med vektorjema a in b bomo spet izracunali po obrazcu ¢ = arccos |‘i| b_ 17 besedila
oo

naloge sledi, da je | E| = |(}| = 1 (vektorja ;9 in Z] sta enotska) in ;) . Z] = 0 (vektorja ;) in (} sta

pravokotna). Najprej izrazimo vektorja ainbz vektorjema ;7 n 5 . Zvezi 1; =a+2bin 5 —a-b

odstejemo (drugo od prve) in dobimo 3 b = ;9 - Z] oziroma b = % ([; - (}) Iz druge zveze nato

sledi:

a=q+b=g+t(p-q)=1p+2 ¢
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Sedaj izratunamo dolZini vektorjev ain b ter njun skalarni produkt. V izracunih upostevamo, da
je |p| = |q| =1linp « g= 0. Dobimo:

EE G -

Q)

ja| = Ja -
A 2.2 .04 .5 _ A5
ledpep = (Lo L 2Y.(L,_ 12\ _
‘b‘_‘/b b‘\/<3p 3q> (3p 3q>‘
[T o 1. L. L. A2
cohe (Lo 22\ (Lo 1)
a b‘<3p+3‘1) (3” 3‘1>
-1l ->. 2. > 12 - 2 -__1
Potem je:

.- 1
= arccos -4 1’ = arccos —— 9 —arccos( —1 )
’ alJo 5T J10

3 3

Tako smo dobili kot ¢ = 108,4°.

4.3.7 Dolodite kot, ki ga rob kocke oklepa z glavno diagonalo.

ResSevanje naloge:
Brez izgube na sploSnosti lahko vzamemo enotsko kocko, ki jo postavimo v koordinatni sistem,

kot kaze slika 2:

Z A
E4
0, >
x

Slika 4.2. Kocka z robom « in glavno diagonalo d (oznaCena sta ustrezna vektorja ain d).
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S slike razberemo komponente vektorjev a in d:

a=(1,0,0), d=(1,1,1).

Kot med vektorjema a in d izraCunamo na naslednji nacin:

g-d (1,0,0) - (1,1,1) ] 3

cosp = L = .
|a|‘d‘ JIEroTior 17y 12412 3 3

Kot med robom kocke in telesno diagonalo je potem enak ¢ = arccos @ = 54,7°.

4.3.8 Izracunajte skalarni produkt (3 a -2 b) . (5 a —6 b), ¢e je kot med vektorjema a in

l;enak%, 5| =4in ‘I;‘ = 6.

ReSevanje naloge:
Pri izracunu upostevamo lastnosti operacije skalarni produkt, definicijo dolzine vektorja in zvezo

a- 13: |a|‘l;‘cos<p. Dobimo:
(32—213)-(52—613)=152-5—1013-2—18a-1§+121§-1§=
~2 -~ = -2 ~2 N -2
15)a|” =28 a - b +12|b|" = 15[a]’ - 28[al || cos + 12]p| =

15-42—28-4-6cos%+12-62 = 336.

4.3.9 Poiscite smerne kosinuse danega vektorja
a)a=20i +30j — 60 k,

b) b je vektor z zacetno tocko Bi(—1,-2,1) in s kon¢no tocko B»(3,—-4,6).

ReSevanje naloge:
Smerni kosinusi danega vektorja so kosinusi kotov, ki jih ta vektor oklepa s koordinatnimi osmi.
Za vektor a = (ai,az,a3) jih izraCunamo po obrazcu:

a a a
cosa = —=—, cosf = =%, cosy = —=-.

o g o]
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a) Ugotovimo @ = 20 i +30 j — 60 k= (20,30,-60). Dolzina vektorja a je enaka:

ja| = JaT+a + a3 = [207 4307+ (60)7 = /4900 = 0.
Smerni kosinusi so potem:

cosazﬁziz%, cosﬁzﬂzﬂz%, Cosy = = = 0 =2

5| 70 |5| 70
b) Najprej izracunamo komponente vektorja b:
b= BB, = (3 - (_l)a_4 - (_2)76 - 1) = (47_2a5)'

Dolzina vektorja b je enaka:

6] = F+ 2757 - VB - 345,

smerni kosinusi pa:

cosq = 2L - _4_ _ 4‘5, cosff = by _ 2 _ —2,/?)
p| 35 B o] 35
cosy = by _ 5 _ ﬁ.
TR

4.3.10 Dana sta vektorja a=2i+2 j+kinb=61i+ 3+ 2 k. lzracunajte dolzini

projekcij ap inb, .

ResSevanje naloge:
Pravokotna projekcija vektorja a na vektor b je vektor ay , doloten z zvezo a, = 4 f b.
g

DolZina tega vektorja je enaka

|5b | _ ‘a'b‘ ‘z‘ _12,2,1)-(6,3,2)] _ 2:6+2-3+1-2] _ 20
W J6T 137122 J49 7
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V drugem delu naloge v obrazcu za izracun projekcije a zamenjamo vlogi vektorjev a in b.
Tako imamo:

p-ﬂ . .
b, | = la] - (2,2,1)-(6,3,2)] _ 20 _ 2

-2
o]

J2E 2T 12 o3

4.3.11 Dokazite: ¢e enotska vektorja iz R® napenjata paralelogram s plos¢ino 1, sta
pravokotna.

ReSevanje naloge:

Naj vektorja ain b napenjata paralelogram. Iz besedila naloge razberemo: |2| = ‘b‘ =1in

P = ‘Zl X b‘ = 1, s ¢ pa oznaCimo kot, ki ga oklepata vektorja ainb.

1. nacin resevanja:
Velja:

1= ‘5 X b‘ = |5|‘b‘|sin(p| = |sing]|.

I

> + kr, k € Z. Z omejitvijo na oster kot vektorja a in b zares oklepata

Kerje singp| =1, jep =

pravi kot.

2. nacin reSevanja:

Nalogo lahko resimo tudi z naslednjim izracunom:
L2 - 2 L2172
‘a . b‘ = “a”b‘cosgo‘ = |a| ‘b‘ cos?p =
~21-2 S22 ~27 2
jal*[p| (1 = sin*p) = |a|[s|" - [a]*|b| "sin*p -
1217 2 N -2
jal*[p| = |axb| =1-1-1-0.
Pokazali smo, da je a-b= 0, torej sta vektorja ainb pravokotna.

4.3.12 Naj bosta ain b iz R3 poljubna vektorja in a, 5, ¥, 6 € R poljubni skalarji. Izrazite
ploscino paralelograma, ki ga napenjata vektorja m=aa +B b in n= y a+5b,s plos¢ino

paralelograma, ki ga napenjata vektorja ain b.
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ReSevanje naloge:
Plos¢ina paralelograma, ki ga napenjata vektorja a in b, je enaka velikosti njunega vektorskega

produkta: P = ‘5 x b ‘ Najprej izracunajmo vektorski produkt vektorjev m in n:

%xﬁ=(aa+ﬁg)x(ya+5l;>=

zayaxa+ﬂybxa+a5axl;+ﬂ5l;xl;=

ay 0 Py ax b +ad a x b +f5 0= (aé—ﬁy)(a < Z)_

Pri tem smo upostevali, da je vektorski produkt vektorja s samim seboj ni¢elni vektor in da je
operacija vektorski produkt antikomutativna. Plos¢ina paralelograma, ki ga napenjata vektorja m
in n, je potem enaka:

Pi=|mxn|= ‘(a5—,8y) 2 13‘ - |a5—ﬂy|‘5 < 13‘ — a5 — By |P.

4.3.13 Naj bodo a, b in c vektorji iz R* z dolzinami |a| = 2, b‘ =3, |c| = 1. Vektorja a in
b oklepata kot 2, kot med ravnino, dolo¢eno z vektorjema ain b ter vektorjem c, paje %

Izracunajte prostornino paralelepipeda, ki ga napenjajo vektorji m=a-b+c,n=2a+c

ino=a+ b+ c.

ReSevanje naloge:

Prostornina paralelepipeda je enaka absolutni vrednosti meSanega produkta vektorjev, ki
paralelepiped napenjajo. Pri reSevanju naloge bomo uporabili lastnost meSanega produkta, ki
sledi iz lastnosti determinant:

(a+ bd) = (22d) + (i), abidens

Podobna lastnost velja tudi za primer, ko je vsota vektorjev zapisana na drugem ali tretjem mestu
v meSanem produktu.

Prostornino paralelepipeda ozna¢imo z V. Potem je:
v=|(mno)| = |(a-b+c2asaarbec)]

Upostevamo prej omenjeno lastnost meSanega produkta in dejstvo, da je meSani produkt
vektorjev enak 0, Ce sta dva med njimi kolinearna:

Vol (a2 aa)+ (a2 ab)+ (a2 ac) + (ea) + (acb)+ (@) +
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(068)+ (- h2ad) s (-had)+ (a2a0)| -

o[ (06.2)] = 2fa (b 0)| = 2| (3 % 8) ]

Pri zgornjem izraCunu smo uporabili tudi lastnost, da meSani produkt treh vektorjev spremeni
predznak, ¢e zamenjamo vrstni red dveh vektorjev. V nadaljevanju uporabimo zvezi:

a-b=lal|p|cosg in
| x b| = |a| || sing, aber>.
Potem je:
V=2F2x2‘¢2|qmsa(5xij)::
2al +[p] -sina (a.5) [¢] -cos & (a x b¢) =

2.3.5inZ 1. l_ﬂz.ﬂ.iz.
223sm31cos2 6 12 > 3 3./3.

4.3.14 Pokazite, da so vektorji y a-ac, ab-— B ain 5} c - y b komplanarni ne glede na

izbiro skalarjev a, B, y € R in vektorjev a, b in ¢ iz R3.

ResSevanje naloge:

Trije vektorji iz prostora R*® so komplanarni, e je njihov meSani produkt enak 0. V naSem
primeru uporabimo izkusnje iz prej$nje naloge in dobimo:

(ya—aaab—ﬁaﬁz—yb)=

(y&,ab,ﬁg>+(y5,ab, —yb>+<y5, —Ba,ﬁ2>+(y5, —ﬁa, —yb>+

(—ag,al;,ﬂc>+(—a2,al;, —yl;>+<—a2, —ﬁa,/}2>+(—a2, —,BZI, —yl;>=
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= aﬁy(a,l;,2> + (—aﬁy)(g,;,l;) = aﬁy((a,l;,2> - (3,5,2)) = 0.

MesSani produkt danih vektorjev je enak 0, torej so komplanarni.

4.3.15 Piramida z oglis¢i 7(0,0,0), 4(5,2,0), B(2,5,0) in C(1,2,4) ima trikotnik 4BC za
osnovno ploskev. Izra¢unajte prostornino in visino piramide.

ResSevanje naloge:
Prostornino V' tristrane piramide z oglis¢i Ai(x1,y1,z1), A2(x2,y2,22), A3(x3,v3,z3) in
A4(x4,y4,z4) izraGunamo z obrazcem:

X2 =X Y2—VI Z2—2Z)
VI% X3—X1 Y3—YV1I Z3—Z|

X4—X1 Y4a—)Y1 Z4—2Z1

V nasem primeru imamo (pomagamo si z oznakami ogliS¢ piramide na sliki 4.3):
4

°
el
o

Slika 4.3. Tristrana piramida z osnovno ploskvijo AABC in vrhom V.

5-0 2-0 0-0
_1 _ _ _ -1 -
V=l 2-05-00-0 5
1-0 2-0 4-0
5 2
%4-(—1)3+3 ‘:%-4-(25—4):14.

Visino piramide v bi lahko dolo¢ili kot oddaljenost vrha piramide ¥ od ravnine skozi to¢ke 4, B
Sv

in C. Hitreje jo bomo izracunali z uporabo obrazca za prostornino piramide V = 3

, pri ¢emer

je S ploscina osnovne ploskve piramide.
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Osnovna ploskev piramide v nasem primeru je trikotnik ABC, ki predstavlja polovico

. —_— . —_— .
paralelograma, napetega z vektorjema 4B in AC. Tako je:

ik ik
=~ Ly xac| =1 -1 =
S—2|A XAC| |l 2-5 5-2 0-0 1l -3 30
1-52-2 4-0 ~4 0 4
ik
2344 21 1 0 || =6LLD =6+ P+ 17 = 63,
-1 0 1

Visina piramide je potem enaka:

_ 3y _3.14 _ T3
S 6J3 3

Yy =

. i oYV _z4le x—1 _ 2=y _2-7 N
4.3.16 Ali premicip;: 2 —x > 3 inp2 5 ) G sovpadata?

ResSevanje naloge:
Enacbi premic zapiSemo v nekoliko drugacni obliki, da bomo lahko od¢itali njuna smerna
vektorja:

x—2 Y z+1 x—1 _y—2 z=2
L T A T
Smerna vektorja premic p; in p, sta po vrsti S| = (-1,2,3) in sy = (2,-4,-6). Ker sta

vektorja oitno kolinearna, sta premici vzporedni. Ce najdemo kak$no njuno skupno tocko,
premici v resnici sovpadata. Ugotovimo, da tocka 77(2,0,—1) lezi na premici p;. Ni tezko
preveriti, daje 7, € p:

2-1 _0-2 _ -1-2 _ 1

2 —4 -6 27

Ker sta premici vzporedni in imata skupno tocko, sovpadata.

4.3.17 Dani sta to¢ki 4(2,3,—-1) in B(4,-1,1) iz R3. Za vsako od to¢k P(2,4,-1), O(3,1,0) in
R(-2,11,-5) ugotovite, ¢e leZi na daljici 4B in ¢e leZi na premici p skozi to¢ki 4 in B.
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ReSevanje naloge:
Vektorska oblika enacbe premice (daljice) skozi tocki 4 in B je:

r=ary +(l—a);3, aeR O<a<l).

Za vsako izmed tock P, Q in R bomo glede na zapisano enacbo dolocili vrednost skalarja a (¢e
obstaja).

Tocka P:

2,4,-1) = a(2,3,-1)+ (1 —a)(4,-1,1)

Ko zvezo zapiSemo po komponentah, dobimo naslednji sistem enacb:
2=2a+4—-4a oziroma 2a0=2 - a=1
4=30-1+a 4a =5 - az%

-l=—a+1-a 20=2 - a=1

Ker za a ne dobimo enakih vrednosti iz vseh zvez, obravnavana vektorska enacba ni resljiva.
Torej tocka P ne lezi na premici p in seveda tudi ne na daljici 4AB.

Podobna izra¢una naredimo tudi za tocki Q in R.
Tocka Q:
(3,1,0) = a(2,3,-1)+ (1 —a)(4,-1,1)
3=20+4-4a oziroma 2a=1 - o=~
l=3a-1+a 4a=2 - a=<1
O=-0a+1-a 2a=1 - ag=4<1
Ker je a € [0, 1], lezi tocka Q na daljici AB in torej tudi na premici p.
Tocka R:
(-2,11,-5) = a(2,3,-1) + (1 —a)(4,-1,1)
-2=2a+4-40 oziroma 20=6 - a=3
I11=3a-1+a 4o =12 - a=3
-5S=—a+1l-a 20=6 - a=3
Vektorska enacba ima v tem primeru resitev, vendar a ¢ [0,1]. Zato tocka R ne lezi na daljici

AB, lezi pa na premici p.
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4.3.18 Zapisite enacbo premice v kanoni¢ni in parametri¢ni obliki, ¢e premica:
a) poteka skozi tocki 4(1,3,2) in B(2,5,-6),

b) vsebuje tocko C(1,-2,4) in je pravokotna na ravnino z enacbo 3x + 5y + 7z = 15.

ReSevanje naloge:

x . y S X=X —Jo z—z . <
Kanoni¢na oblika enacbe premice je 5 0o -2 S2y = 5 O pri Gemer tocka T(xo,0,20)
lezi na premici, s = (s1,52,53) pa je smerni vektor premice. Parametricna oblika enacbe premice

jex =xo+1ts1,y =yo+1s2,z=2z0+1s3, t €R.

a) Smerni vektor premice je na primer vektor 4B = 2-1,5-3,-6-2) = (1,2,-8), za tocko
na premici uporabimo kar tocko 4(1,3,2). Kanoni¢na oblika enacbe premice je v tem primeru:

x—1 _y=3 _z-2

1 2 -8’

parametricna oblika enacbe premice je
x=1+t,y=3+2t,z=2-8tteR.

b) Za smerni vektor premice vzamemo normalni vektor dane ravnine, torej s = (3,5,7).
Kanoni¢na oblika enacbe premice je:

x—1 _y+2 -4

3 5 T

parametri¢na oblika enacbe premice je

x=1+3t,y=-2+5t,z=4+7t, t € R.

4.3.19 Zapisite enacbo ravnine, ki na koordinatnih oseh x, y, z po vrsti odreze odseke -2, 5,
7.

ReSevanje naloge:

Uporabili bomo segmentno obliko enacbe ravnine % +

o<

+ % = 1, pri ¢emer so a, b, ¢ po vrsti

odseki, ki jih ravnina odreze na koordinatnih oseh x, y, z. Ko vstavimo podatke, lahko enacbo
zapisemo Se v splosni obliki:

x Y oz _
7-}—3-{—?—1

35x =14y + 10z + 70 = 0.
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Slika 4.4. Ravnina z enacbo 35x — 14y + 10z + 70 = 0.

4.3.20 Med premicami v ravnini 7 : x —2y+2z = 18, ki gredo skozi tocko 7(4,y0,5),

doloc¢ite:
a) premico p, ki seka premico p’ : % =y= %,

b) premico g, ki je vzporedna ravnini y = 0.
ResSevanje naloge:
Najprej dolog¢imo koordinato y, tocke 7. Ce leZi to¢ka T'v ravnini 7, velja

4-2yp9+2-5 =18,

od koder sledi yg = -2
a) Pri reSevanju prvega dela naloge si pomagamo s sliko 4.5, kjer smo prese¢isée premice p' in

ravnine 7 oznacili s P.

pJ

Slika 4.5. Premica p < & seka premico p’ v tocki P.
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Dolo¢imo koordinate tocke P = p' N . Enacbo premice p' zapiSemo v parametri¢ni obliki:

Ker premica p' seka ravnino m, velja 2¢—2¢+2 -3¢ = 18, od koder sledi ¢ = 3. Koordinate

tocke P so potem P(6,3,9). Smerni vektor premice p je na primer vektor TP = (2,5,4), njena
enacba je:

x—4 _y+2 _ z=5

2 5 4

b) Normalni vektor ravnine y = 0 je na primer vektor n= (0,1,0). Ta vektor je torej pravokoten
na smerni vektor s = (s1,52,53) premice p (slika 4.6). Tako je:

s n=0,
(s1,52,53) - (0,1,0) = 0,
Sy = 0.

Za smerni vektor premice p torej velja s = (s1,0,53).

Enacba premice p je potem oblike x =4 +1s;, y = -2, z = 5+ 53, t € R. Ker leZi premica p v
ravnini 7z, velja:

44ts1—2+(2)+2+(5+1s3) =18,
ts1+2ts3 =0, t € R.
Dobimo naslednjo zvezo med komponentama vektorja s:

s1 +2s3 = 0 oziroma s1 = —253.

Tako bo vektor s oblike s = (—253,0,53). Za smerni vektor premice p lahko izberemo vektor S
= (-2,0,1). Enacba premice ¢ je potem
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Slika 4.6. Premica ¢ — r je vzporedna ravnini y = 0.

4.3.21 Tocke A(2,—-1,-2), B(2,2,4), C(-1,2,2) so oglis¢a trapeza ABCD.
— —
a) Dolodite tocko D, ¢e velja enakost AB = —3CD.
b) NapiSite enacbo ravnine, v kateri lezi trapez ABCD.
¢) Izracunajte plos¢ino trapeza.

d) Izracunajte prostornino piramide, ki ima za osnovno ploskev trapez ABCD in vrh v
izhodis¢u koordinatnega sistema.

ResSevanje naloge:

a) Pogoj 4B = -3CD zapisemo po komponentah, pri cemer naj bo D(d1,d2,d3):
(0,3,6) = -3 «(d1 +1,d2 - 2,d3 - 2).

1z te enakosti dobimo tri zveze, iz katerih izra¢unamo koordinate tocke D:
-3d1-3=0 - d;=-1,
3d,+6=3 > dy=1,
-3d;+6=6 - d3=0.

Torej je D(-1,1,0).

b) Normalni vektor ravnine lahko izracunamo kot:

= (-6,-18,9) = -3(2,6,-3).

3

Il

'

oy}

X

'

>

Il

o
N W~
N N X
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Enacba ravnine naj bo dolocena z normalnim vektorjem n = (2,6,-3) in s tocko A(2,—-1,-2).

Dobimo:
(=) em =0,
x—2,y+1,z+2)-(2,6,-3) =0,
2x—4+6y+6-3z—-6=0,

2x + 6y —3z = 4.

c¢) Plos¢ino trapeza izraCunamo po obrazcu:

S = (a+c)-%,

, ¢ = |C_D)| inv =4d(C,p). S p smo oznacili premico skozi toc¢ki 4 in B

. . —_—>
pri emer je a = |AB
(slika 4.7).

C D
Slika 4.7. Trapez ABCD z vi$ino v.

Izracunamo:

|Z9’| = J0+32162 = /45 =35,

CB| = Jo+ D)7+ (-2)” = /5,

4B <4D| | 3006, 16+ (3)
_ _ _ 32,6,23)] _ 7
B 7 I Y AN 5

Ploscina trapeza je potem enaka:

_ (35 +V35) -7

S=(a+c)-% 23 = 14.
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d) Prostornino piramide izra¢unamo po obrazcu:

V= Sev
3 b
pri ¢emer je S plos€ina osnovne ploskve in v pa viSina piramide. V nasem primeru je
v = d(O,r), kjer je O izhodis¢e koordinatnega sistema in 7 ravnina, v kateri lezi trapez ABCD.
Plos¢ino S smo izraCunali v primeru c), vi§ino v dolocimo na naslednji nacin:

v=d(O,n) = <er - r}) ﬁ =
n
(0-2,0-(1),0-(2)) - 2,6,3)] _ |4+6-6] _ 4
[P+ 6+ (-3) J49 !

Prostornina piramide je potem enaka:

4.3.22 Izracunajte razdaljo med premicamax = -2y = zinx =y = z - 2.

ResSevanje naloge:
Vsako enaCbo premice najprej zapiSemo v kanoni¢ni obliki, iz katere bomo od¢itali smerni
vektor posamezne premice in tocko, ki lezi na premici:

pi: X=-2y=z = = = ,

p2: x=y=z-2 = =

Ugotovimo, da ima premica p; smerni vektor El = (-2,1,-2) in poteka skozi tocko A4(0,0,0),
premica p, ima smerni vektor s» = (1,1,1) in poteka skozi tocko B(0,0,2). Razdaljo med
premicama p; in p; izracunamo po obrazcu, ki smo ga predstavili v uvodnem delu tega poglavja:

|<S1 282 , V4 — rB>|

dp1,p2) = = =
|S1 X 82 |
Najprej izracunajmo absolutno vrednost mesanega produkta (El ,S2 .04 — g ):
-2 1 =2
- == -~ 33| 21
|<S1 82 5 P4 — I”B>|= I 1 1 = ((=2)-(-1) |1 =
0 0 -2

(=2) - (2-D)|=6.
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Izracunajmo Se velikost vektorskega produkta ;1 X Ez :

sixsa =| 2 1 =2 | =(.0.-3) =3(1,0,-1),

|s1 % 52 | =3/12+02+(-1)* =3/2.
Razdalja med premicama p; in p» je potem enaka:

dpi,p2) = 6 _ J2.

_6 _ 2 _
32 2

4.3.23 Ravnina 7 je dolocena z normalnim vektorjem 7n in s tocko 7, € m. Poiscite
pravokotno projekcijo tocke 4 na ravnino 7 in njeno zrcalno sliko glede na ravnino 7.

ReSevanje naloge:
Vpeljimo naslednje oznake (slika 4.8):

P — pravokotna projekcija tocke 4 na ravnino 7,
Z — zrcalna slika toc¢ke 4 glede na ravnino r,

;ze — enotski vektor v smeri vektorja ;z,

d — razdalja tocke 4 do ravnine 7.

3

Slika 4.8. Tocka A ¢ 7, njena pravokotna projekcija P na ravnino 7 in zrcalna slika Z toc¢ke A4
glede na ravnino 7.
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Naj bo n = (a,b,c), A(ai,az,a3) in To(xo,y0,20). Spomnimo se obrazca za izraCun razdalje
tocke do ravnine:

- - n
(FA — I"T0>'T
]

d:

“|Ga - )

S slike razberemo:

rp =rq —dne =rA—|<rA— rr0>- Ne | *he .
Podobno ugotovimo:
rz =r4 —2dn, =ry —2|<rA - rT0>- He | *ne .

Ce lezi tocka A4 v tistem polprostoru glede na ravnino 7, v katerega ne kaze vektor ﬁ, izberemo v
zgornjih dveh izrazih pred absolutno vrednostjo znak "+".

4.3.24 Poiscite pravokotno projekcijo premice p: 2x+y—z =1, x—2z = 3 na ravnino r:
3x+y+z=2.

ResSevanje naloge:
Premica p je podana kot presek dveh ravnin. Najprej bomo poiskali njeno enacbo (reSimo sistem
dveh enacb s tremi neznankami):

2x+y—z=1,
x—2z=3.
Iz druge enacbe izrazimo x, ga vstavimo v prvo enacbo in izrazimo y:
y=-2x+z+1=-202z+3)+z+1=-3z-5.
Enacbo premice p v parametri¢ni obliki zapiSemo kot:
x=2t+3, y=-3t-5, z=1t tek.
Sedaj pois¢imo prebodisce premice p z ravnino r:
3Qe+3)+(=3t=5)+t=2 > 4=-2 > t= —%.

Tocka A, ki predstavlja prebodisce, ima potem koordinate:

2
-2 ()-s-3
o1
27
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torej A(2 573 ) Ta tocka se pri pravokotni projekciji na ravnino 7 projecira sama vase.

Vemo, da je pravokotna projekcija premice na ravnino spet premica. Z namenom, da dolo¢imo
njeno enacbo, pois¢imo projekcijo Se ene tocke premice p, na primer tocke B(3,—5,0) na ravnino
7. Uporabili bomo obrazec iz prej$nje naloge. Pri tem s P ozna¢imo iskano tocko, s Ty izbrano

tocko na ravnini 7 (na primer 79(0,0,2)) in z n, enotski vektor v smeri normale na ravnino.
Izrac¢unamo:

;le = +(331,1) = ;(39131)9

J32+12+12 J11

rp =7rp —|<}"B - rTo)' Ne

.né =

(3,-5,0) — ‘(3,—5,—2) . 4(3,1,1)‘ L 3,1,1) =

T T

5.0)- L .o-5-2). G50y (6.2 2
(3,-5.0)~ - < 0-5-2)-G,1,1) = 3,-5,0) - (£, 2. &)
21 57 2

11’ 117 11

Pois¢imo Se enacbo premice skozi tocki A4 in P (slika 4.9):

A

0

Slika 4.9. Dolocanje enacbe premice p skozi tocki 4 in P.

;zr; +/lﬁ = (2,——,—— +/’L(27 -2,- %,—12—1 +%> =

@-F-3) (3% %)

Nazadnje zapiSimo enacbo pravokotne projekcije premice p na ravnino 7 v parametricni obliki:

x=2+101 y=—%—37t, Z=—%+7t, teR.
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10 -10

Slika 4.10. Premica p in njena pravokotna projekcija na ravnino 7.

4.4 Zakljucek

Kljucne besede Cetrtega poglavja: vektor, urejena n-terica realnih Stevil, seStevanje vektorjev,

mnozenje vektorjev s skalarjem, linearna kombinacija vektorjev, skalarni produkt, dolzina
vektorja, enotski vektor, kot med vektorjema, vektorski produkt, meSani produkt, enacba ravnine,
enacba premice, razdalja tocke do ravnine, razdalja tocke do premice, razdalja med premicama.

Povzetek: Vektor je urejena n-terica realnih Stevil, ki jo lahko predstavimo v obliki vrstice: a
= (ai,as,...,a,). Najpreprostejsi racunski operaciji z VektOI‘_]l sta mnozenje VthOI‘]CV S skalarjl
in seStevanje vektorjev. Linearna kombinacija vektorjev a;,as,...,a, € R” je vektor ¢ = a; ap +
ay ar +...+ an an, pri ¢emer so skalarji @1,a2,...,a, € R. Skalarni produkt vektorjev a in b 1z

R” je operacija, ki vektorjema priredi skalar. Za poljubna nenicelna vektorja 5,b iz prostora R”

lahko definiramo kot ¢ med vektorjema, ¢ = arccos —~2— in pravokotno projekcijo ;9 vektorja

gdig

a na vektor b, ;9 = “b b Za vsak vektor iz R” definiramo tudi dolZino vektorja in enotski

vektor — Vektor z dolzino 1, ki kaze v smeri danega vektorja. Vektorskl produkt je operacija, ki
vektorjema a b € IR3 priredi vektor iz R*®. Vektorski produkt a x b je enak 0 natanko takrat, ko

sta vektorja a in b kolinearna. Velikost vektorskega produkta vektorjev a in b je enaka ploscini
paralelograma, ki ga ta vektorja napenjata. Ce vektorski produkt dveh vektorjev skalarno
pomnozimo s tretjim vektorjem, dobimo t. i. meSani produkt treh vektorjev, ki je realno Stevilo.

Absolutna vrednost meSanega produkta (5, b,E) je enaka prostornini paralelepipeda, ki ga

napenjajo vektorji a,b in c. Ce je meSani produkt (a,b,b) enak 0, so vektorji a,b in ¢

komplanarni, lezijo v isti ravnini.
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Vektorji v prostoru in racunske operacije med njimi omogocajo, da na preprost nacin zapisemo
razli¢ne oblike enacbe ravnine in premice ter izracunamo oddaljenost tocke do ravnine, tocke do
premice in razdaljo med premicama v prostoru.

Besedila nalog v Cetrtem poglavju so vzeta iz virov/povzeta po virih [1], [3], [4] in [5], teorija
paiz[2].
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Poglavje 5
VEKTORSKI PROSTORI

5.1 Namen poglavja

V petem poglavju bomo:

- definirali pojma vektorski prostor in vektorski podprostor;

- za dano mnoZico z operacijama seStevanje elementov in mnozenje elementov s skalarjem
preverili, ¢e je vektorski prostor;

- ugotavljali, ali so dane podmnoZice neke mnoZice njeni vektorski podprostori;

- definirali pojma linearna odvisnost in linearna neodvisnost vektorjev;

- za konkretne vektorje razli€nih vektorskih prostorov preverili, ali so linearno odvisni ali
neodvisni;

- definirali pojma baza in dimenzija vektorskega prostora;

- preverili, €e je neka moZica elementov baza danega vektorskega prostora;

- znali zapisati komponente vektorja v neki bazi By, ¢e bomo poznali komponente vektorja v neki
dani bazi B;.

5.2 Povzetek teorije

Naj bo V neprazna mnozica z elementi, ki jih imenujemo vektorji. Na mnozici V sta definirani
dve operaciji:

— seStevanje vektorjev,
— mnozenje vektorjev s skalarji.

Skalar je lahko realno ali kompleksno Stevilo, lahko je tudi element poljubnega obsega F (slednje
moznosti ne bomo obravnavali). SeStevanje priredi vektorjema x,y € V vsoto x+y € V,
mnozenje s skalarjem a € R(C) pa priredi vektorjux € V vektor ax € V.

Pri tem veljajo naslednje lastnosti:
1. seStevanje vektorjev je komutativno:

x+y=y+x, Vx,yel,
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2. sestevanje vektorjev je asociativno:
x+y)+z=x+@+z), Vxyzel;

3. obstaja nicelni vektor 0 € V, ki je nevtralni element za sesStevanje:
x+0=x, Vxel,

4. za vsak vektor x € V obstaja nasprotni element za seStevanje, to je vektor —x:
x4+ (—=x) = 0;

5. mnozenje vektorjev s skalarjem je "distributivno" glede na seStevanje vektorjev:
alx+y)=ax+ay, VaecR(C), Vxyel,;

6. mnozenje vektorjev s skalarjem je "distributivno" glede na sestevanje skalarjev:
(a+ pP)x =ax+ Px, Va,peR(C), Vxel;

7. velja "neprava asociativnost":
(af)x = a(Px), Va,p e R(C), VxeV;

8. obstaja tak element 1 € R(C), da je
lex=x, VxeV.

Strukturo (V,R,+,+) imenujemo realni vektorski prostor ali vektorski prostor nad obsegom
realnih stevil.

Strukturo (V,C,+,+) imenujemo kompleksni vektorski prostor ali vektorski prostor nad obsegom

kompleksnih stevil.

Opomba: Velikokrat bomo rekli kar "V je vektorski prostor", ¢eprav bomo imeli v mislih celotno
strukturo.

Naj bo V vektorski prostor in W podmnozica mnozice V. Pravimo, da je W podprostor
vektorskega prostora V, ¢e je W tudi sam vektorski prostor glede na operaciji seStevanja
vektorjev in mnozenja vektorjev s skalarjem v prostoru V.

Kriterij za preverjanje, Ce je neka mnozica vektorski podprostor danega vektorskega prostora:
Naj bo W podmnozica vektorskega prostora V. Potem je W vektorski podprostor prostora ' nad

istim obsegom, Ce je izpolnjen naslednji pogoj: linearna kombinacija ax + By poljubnih
elementov x,y € W in poljubnih skalarjev a, B € R(C) je spet element iz .

96



Mnozica vektorjev {xi,x2,...,x,} € V je linearno neodvisna (ali vektorji xi,x2,...,x, € V so
linearno neodvisni), ¢e je linearna kombinacija

a1xX1+02x2 + <+ + 0pXy
enaka ni¢elnemu vektorju samo, ¢e so vsi skalarji 1,2, ...,a, enaki 0.
Ce obstaja kaksna linearna kombinacija
a1xX1+axxy + -+ 00X, = 0,
pri Cemer je vsaj eden izmed skalarjev a; # 0, pravimo, da so vektorji xi,x2,...,x, linearno

odvisni.

Vektorji 51 ,52 ,...,am € R” so linearno neodvisni natanko takrat, ko je rang matrike
A € M, ki ima te vektorje za stolpce, enak m.

Vektorji by1,b,,...,b, € V sestavljajo bazo vektorskega prostora V, ¢e so linearno neodvisni in ¢e
lahko vsak vektor x € V izrazimo kot njihovo linearno kombinacijo:

X = (Zlbl +a2b2 + - +Olnbn, o; € [R((C), i = 1,2,...,1’1.
Stevila a; € R(C), i=1,2,...,n, bomo imenovali komponente vektorja x v bazi by,b, ...,b,.

Ce vektorji by,b,...,b, tvorijo bazo vektorskega prostora V, je vsaka mnozica m vektorjev
c1,¢2,...,cm € V,kjer je m > n, linearno odvisna.

Ce ima vektorski prostor ¥ bazo s konéno mnogo vektorji, imenujemo $tevilo teh vektorjev
dimenzija vektorskega prostora V, dim V. Ce lahko v vektorskem prostoru ¥ najdemo poljubno
veliko mnozico linearno neodvisnih vektorjev, je dim V' = co.

Vsaka mnozica B = {bi,bs,...,b,; < V, ki vsebuje linearno neodvisne vektorje, je baza
n-razseznega podprostora vektorskega prostora V.

Dolo¢anje komponent vektorja v standardni bazi, ¢e poznamo komponente vektorja v neki dani
bazi:

Komponente poljubnega vektorja x € R” v standardni bazi dobimo tako, da stolpec komponent
vektorja x v dani bazi pomnozimo z matriko prehoda, ki ima za stolpce ravno vektorje dane baze.

Dolo¢anje matrike prehoda med dvema poljubnima bazama:

Naj bosta By = {b1,b2,...,b,} in By = {c1,c2,...,c, bazi vektorskega prostora V.

97



Oznac¢imo z B in s C matriki, ki imata vektorje baz B, in B, za stolpce:

b
!

by
!

by
!

m C=

C1

!

Cc2

!

Cn

!

Matrika P = B!« C je matrika prehoda od baze B, k bazi B,. Ce torej stolpec komponent
vektorja x v drugi bazi B, pomnoZimo z matriko prehoda P, dobimo stolpec komponent vektorja
X v prvi bazi B;.

5.3 Reseni zgledi

53.1 Dana je mnoZica V = {(2z,w,z); Z, WE (C}. Pokazite, da je J z obicajnim
seStevanjem vektorjev in mnoZenjem vektorjev s skalarjem po komponentah vektorski
prostor nad obsegom C. Pois¢ite dim V.

ReSevanje naloge:

Pokazali bomo, da mnozica V' ni prazna, da je seStevanje elementov iz V' notranja operacija in da
je rezultat operacije mnozenje elementov iz V' s skalarjem iz C spet element iz V. Nato bomo
preverili, ali za mnozico ¥V z omenjenima operacijama velja vseh osem toCk iz definicije
vektorskega prostora.

Mnozica V vsebuje element (0,0,0) = (2 +0,0,0), torej niprazna. Oznacimo v = (2z,w,z),

vi = (2z1,wi,21), v2 = (222,Ww2,22).

SeStevanje vektorjev iz V' je notranja operacija na V:

Zapoljubna v, vi € Vje
v+v = 2z,w,z) + Qz1,wi,z1) = Qz+z1),w+wi,z+2z1) € V.
Uporabili smo definicijo seStevanja vektorjev v V ter distributivnost sestevanja in mnozenja v C.

Mnozenje elementov iz V's skalarjem iz C daje rezultat iz V:

Zapoljubnav € Vin A € Cje:
Av = A2z,w,z) = 2(Az),Aw,Az) € V.

Uporabili smo definicijo mnozenja vektorjev iz V' s skalarjem iz C ter komutativnost in
asociativnost mnozenja v C.
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Komutativnost sestevanja:

Za poljubna v, vi € Vje:
v+vy = Qz,w,z) + 2z1,wi,z1) = Qz+z1),w+wi,z4+21) =
2z +z),w1 +w,z1 +2) = Qzi,wi,z1) + 2z,w,z) = vy + .

Uporabili smo definicijo seStevanja vektorjev v V, distributivnost seStevanja in mnozenja ter
komutativnost sestevanja v C.

Asociativnost seStevanja:

Za poljubne v, vi,v2 € Vvelja:
v+vi)+v2 = (2z,w,z) + 2z1,w1,21)) + (2z2,w2,22) =
= QEz+z1),w+wi,z4+2z1) + (2z2,w2,22) =
=Q2z+z1)+z2),(WH+w1) +wa,(z4+2z1) +22) =
=QEz+E1+z2),w+ Wi +w2),z+ (z1 +22)) =
= (2z,w,z) + 2(z1 + z2), (W1 + w2),(z1 +22)) =
= (2z,w,z) + ((2z1,w1,z1) + (222, w2,22)) = v+ (vi +v2).

Uporabili smo definicijo sestevanja vektorjev v V, distributivnost seStevanja in mnozenja v C ter
asociativnost seStevanja v C.

Obstoj nevtralnega elementa za sestevanje v V-

(0,0,0) je nevtralni element za seStevanje v V, saj je (0,0,0) = (2 +0,0,0) € V in za poljubni
v € Vvelja

v+(0,0,0) = 2z,w,z) + (0,0,0) = 2z+0,w+0,z+0) = 2z,w,z) = v.

Uporabili smo definicijo seStevanja vektorjev v V in priStevanje nevtralnega elementa za
seStevanje v C.

Obstoj nasprotnega elementa:

Element —v vpeljemo kot —v = (—2z,—w,—z) € V. Potem za poljuben v € V velja:
v+ (—v) = Qz,w,z) + (2z,-w,—z) = 2+ (-2)),w+ (—w),z+ (-2)) =
=(2-0,0,0) = (0,0,0).

Uporabili smo definicijo sestevanja vektorjev v V, distributivnost seStevanja in mnozenja v C ter
obstoj nevtralnega elementa za sestevanje v C.
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Mnozenje vektorjev s skalarjem je "distributivno" glede na sesStevanje vektorjev:

Zapoljubne v, vi € Vin 4 € C velja:
Av+vi) = MQ2z,w,z) + 2z1,wi,z1)) = A2z +z1),w+wi,z+z1)) =
Ae2z+ A 221, Aw+ Aw,Az+ Az1) = (A + 22, Aw, Az) + (A + 221, Aw;,Az1) =
AQz,w,z) + A(2z1,w1,z1) = Av+ Avy.

Uporabili smo definicijo seStevanja vektorjev v V in definicijo mnoZenja vektorjev v V' s
skalarjem iz C ter distributivnost sestevanja in mnoZenja v C.

Mnozenje vektorjev s skalarjem je "distributivno" glede na seStevanje skalarjev:

Zapoljubne v € Vin A1, 1, € Cvelja:
A+ A2)v = (A1 +A2) « 2z,w,z) = (A1 + A2) 2z, (A1 + A2)w, (A1 + A2)z) =
RAz+ 20z, iw+ Aow, A1z + A2z) = Az, Aiw, 412) + 2z, Aaw, Apz) =
MQzw,z) + A2(2z,w,z) = A1v+ A,

Uporabili smo definicijo mnozenja vektorjev iz V s skalarjem iz C, definicijo seStevanja
vektorjev v V, distributivnost sestevanja in mnozenja v C.

"Neprava asociativnost" mnozenja vektorja s skalarjem:

Zapoljubne v € Vin A, A, € Cvelja:

(Lid2)v = (A1d2) « Qz,w,z) = (M1A2) « 2z, (Mid2)w, (A142)z) =

(A1(A2 +22), L1 (Aaw), A1 (A22)) = A1(A2 « 2z, Aow, A22) = A(1 A2 « 2z, w,2)) = A1(A2v).
Uporabili smo definicijo mnozenja vektorjev iz V's skalarjem iz C in asociativnost mnoZenja v C.

Mnozenje z 1 € C ohranja vektor:

Za poljubni v € Vvelja:
lev=1+Q2z,w,z) = +2z,1w,1+2) =2z,w,z) =

Uporabili smo definicijo mnozenja vektorjev iz V's skalarjem iz C in obstoj nevtralnega elementa
za mnozenje v C.

Dolociti moramo Se dim V. Poljubni vektor v € V lahko zapiSemo kot:
v=_2zw,z)=2z+(2,0,1)+w-(0,1,0), =z weC

Vektorja (2,0,1) in (0,1,0) sta elementa mnozice V in sta ocitno linearno neodvisna, zato
predstavljata bazo prostora V. Tako je dim V' = 2.
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5.3.2Zan € N\ {1} so dane mnoZice:

Wi = {(x1,x2,...,x,) € R"; x; —x, = 0},
Wy = {(x1,x2,...,x,) € R"; x1 —x, = 1},

Wi = {(x1,x2,...,x,) € R"; x1 +x, = 0},

Wi = {(x1,x2,...,x,) € R"; ;C_}lq =0, x, % 0},
Ws = {(x1,x2,...,x,) € R"; x; > 0}.

Katere izmed zgornjih mnozic so vektorski podprostori prostora R” nad obsegom R?

ReSevanje naloge:
Podmnozica W vektorskega prostora V je vektorski podprostor prostora V, ¢e je poljubna linearna
kombinacija elementov iz W spet element iz W.

a) Za poljubna x = (x1,x2,...,x,) iIny = (V1,2,...,Vs) iz W) ter poljubna a, B € R je
ax + fy = a(x1,X2,...,Xn) + BO1,Y2,...,Vn) = (ax1 + By1,0x2 + By2,...,0x, + Pyn).
Preverimo, ali sta prva in zadnja komponenta v tem elementu enaki:
axi + py1 —(ax, + Bys) = alx1 —x,)+BO1—yn) =0+ -0=0,
sajjex; = x, iny; = y,. Tako je ax + fy € W, in W, je vektorski podprostor prostora R”.

b) Najprej se spomnimo, da vsak vektorski podprostor vsebuje 0 (nicelni element prostora). V
elementu 0 = (0,0,...,0) € R” razlika med prvo in zadnjo komponento ni enaka 1, zato 0 ¢ W
in W, ni vektorski podprostor prostora R”.

c¢) Za element 0 = (0,0,...,0) € R” velja, da je x; x, =00=0, in 0 € W3. Za poljubna
x = (X1,X2,...,x,) Iny = (¥1,¥2,...,Vn) iz Wi ter poljubna a, f € R je

ax + By = (ax1 + Pyi,ax2 + Pya,...,ax, + Pyn).

Preverimo, Ce je v tem elementu produkt prve in zadnje komponente enak 0:
(axy1 + By1) « (axn + Byn) = a’x1x, + Bay1x, + afx1y, + B*yiyn =
=a?-0+afix,+x1y2) + B2+ 0 = aBf(yix, +x1¥n) # 0

za poljubne a, f € R in x, x,, y1, y» € R. Tako W3 ni vektorski podprostor prostora R”.

d) Element 0 = (0,0,...,0) € R” ne more biti element prostora W4, saj x, # 0. Tako W4 ni
vektorski podprostor prostora R”.

e) Za poljubna x = (x1,x2,...,X,) iny = (y1,y2,...,Vn) iz W5 ter poljubna a, € R preverimo,
ali je ax + fy € Ws. Prva komponenta tega elementa je ax; + By, kar je Stevilo, ki za poljubna
skalarja @, € R in poljubna elementa x;, y; € R ni ve¢je ali enako 0. Tako Ws ni vektorski
podprostor prostora R”.
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5.3.3 Izrazite polinom p(¢f) =3t2+5t—5 kot linearno kombinacijo polinomov
pi() =2 +2t+1, pa(t) =22 + 5t +4in p3(t) = 1> + 3t +6.

ReSevanje naloge:
Is¢emo skalarje a, B in y iz R, za katere bo veljalo:

p(0) = api(9) + Bp2(2) + yp3(0).
To pomeni:
32 +5t=5=a(? +2t+ 1)+ BQRe> + 5t +4) + y(£* + 3t +6).

Desno stran zveze uredimo po padajoCih potencah spremenljivke ¢ in izena¢imo istolezne
koeficiente. Dobimo:

32 +5t-5=(a+2B+y)? + Ra+58+3y)t+ (a+4B+6y)
oziroma
a+2p+y =3, 20+58+3y =5, a+4p+6y =-5.

Prvo enacbo pomnozimo z 2 in od nove enacbe odstejemo drugo enacbo; dobimo - —y = 1.
Nato tretjo enacbo odstejemo od prve; dobimo -2 —5y = 8. Iz tako dobljenih enacb
izraCunamo B = 1 in y = —2. Z uposStevanjem teh dveh vrednosti iz prve enacbe izraCunamo $e
a = 3.

Tako polinom p(¢) zapiSemo kot p(¢) = 3pi(t) + p2(t) — 2p3(2).

5.3.4 Ali so dani vektorji linearno odvisni ali neodvisni? Odgovor utemeljite.
a)u = (1,1,0), v=(1,3,2), w = (4,9,5),
b)yu = (1,2,3), v=(2,5,7), w = (1,3,5).

ReSevanje naloge:
Vektorji u, v in w so linearno neodvisni, ¢e je njihova linearna kombinacija au + fv+yw = 0
samo v primeru, kojea = f =y = 0.

a)a(1,1,0) + p(1,3,2) + y(4,9,5) = (0,0,0).

Uporabimo definicije za mnozenje vektorja s skalarjem, za seStevanje vektorjev in za enakost
dveh vektorjev. Ugotovimo:

(a,a,0) + (B,3B,2B) + (47,97,57) = (0,0,0).
1z te zveze dobimo sistem enacb:

a+B+4y =0, a+3B+9y =0, 2B+5y=0.
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5

Ko drugo enacbo odstejemo od prve in izrazimo skalar 8, pridemo do zveze 8 = =57 Iz prve
(ali druge) enacbe dolo¢imo Se a = —%y. Obravnavani sistem linearnih enacb ima torej

neskon¢no mnogo resitev:

a=3t p=5 y=-2t, tek.
Tako je na primer:

3(1,1,0) +5(1,3,2) — 2(4,9,5) = (0,0,0)

oziroma 3u + 5v — 2w = 0, kar pomeni, da so vektorji #, v in w linearno odvisni.

b) Podobno razmisljamo tudi v tem primeru. Imamo:
a(1,2,3) + p(2,5,7) +y(1,3,5) = (0,0,0)
in nato sistem enacb:
a+2f+y =0, 2a+56+3y =0, 3a+78+5y=0.

Ko prvo enacbo pomnozimo z 2 in odstejemo od druge ter prvo enacbo pomnozimo s 3 in
odstejemo od tretje, pridemo do dveh enacb z neznankama f in y; iz ene sledi f = —2y. Ko to
zvezo vstavimo v prvo od obeh enacb, ugotovimo f§ = y = 0. Iz prve enacbe zaCetnega sistema
treh enacb ugotovimo Se o = 0. Sistem ima torej le trivialno resitev o = f = y = 0, kar pomeni,
da so vektorji u, v in w linearno neodvisni.

5.3.5 V vektorskem prostoru M;3; so dane matrike

1 2 -3 1 3 -4 3 8 -11
A= , B= in C= .
4 0 1 6 5 4 16 10 9

Ali so linearno neodvisne? Odgovor utemeljite.

ResSevanje naloge:

Nalogo lahko resimo z ugotavljanjem, ¢e so koordinatni vektorji teh matrik glede na standardno
bazo prostora M,3 linearno neodvisni. Ustrezne koordinatne vektorje zapiSemo kot stolpce
matrike M. Pois¢imo njen rang. Tako je
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o1 3 | [
2 3 8 01 2
3 4 11 0 -1 —2
M = ~
4 6 16 0 2 4
0 5 10 01 2
1 4 9 03 6

Pri tem smo prvo vrstico prepisali in uporabili pravila

Vi =(2)Vi+Vo, V3=3:Vi+Vs,
Vi = (=4) Vi + Vs V§=%-V5,
Ve=(1)Vi+Vs.
Vrstice V3 do Ve v zadnji matriki so neniCelni veCkratniki vrstice V, in tako ugotovimo, da je

matrika M vrstiéno ekvivalentna matriki

S O O O O =
S O O O = =
S O O O N W

Ocitno je rang M = 2. Ker je manjsi od Stevila koordinatnih vektorjev, so le-ti linearno odvisni
med seboj. Tako so tudi matrike 4, B in C linearno odvisne. Hitro se tudi prepricamo, da je
A+2B-C=0.

5.3.6 Pokazimo, da so funkcije f{r) = sint, g(¢) = cost in h(f) =t iz R - R linearno
neodvisne.

ReSevanje naloge:
Pokazati zelimo, da so v zvezi af + Bg + yh = 0 vsi trije skalarji @, B, v enaki 0. Zapisana zveza
pomeni, da je za vsak ¢ € R izpolnjeno

af(t) + Pg(1) + yh(t) = 0
oziroma
asint + fcost+ yt = 0.

Izberimo tri poljubne vrednosti za ¢, na primer ¢ = 0, % in.
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Dobimo sistem enacb:
a*0+p1+y:0=0
a-1+/3-0+y-% =0
a*0+p-(-1)+y-mr =0,
ki je ekvivalenten sistemu enacb:
B =0, a+y-% =0, -f+y-.m=0.
Sistem ima ocitno le trivialno resitev o = f = y = 0. Tako so funkcije £, g in 4 zares linearno

neodvisne.

5.3.7 Pokazite, da sta vektorja a, b € R" linearno neodvisna natanko takrat, ko sta linearno

neodvisna vektorjaa + bina — b.

ReSevanje naloge:

Predpostavimo najprej, da sta a in b linearno neodvisna vektorja. Torej je:
a1 a +as b= 0 natanko takrat, kojea; = a2 = 0.

Pokazimo, da sta linearno neodvisna tudi vektorja a+bina-b. Naj bo njuna linearna
kombinacija

pr(a+b)+pa(a-b) =0
Pokazati moramo, da sta ni¢elna tudi oba skalarja 8, in . Zapisimo:
0=pi(a+b)+ps(a-b) = (Br+p2) a+Bi-p2) b.

Ker sta vektorja a in b linearno neodvisna, velja f1+ P2 =0 in B — P2 = 0. Prisli smo do
sistema dveh linearnih enacb z dvema neznankama, iz katerega takoj sledi f; = B2 = 0. Torej

sta vektorja @ + b in a — b linearno neodvisna.

Za dokaz v nasprotni smeri predpostavimo, da sta vektorja a + b in a — b linearno neodvisna.
Torej je:

}’1(54—5)4—}/2(5—5):6 f=2 }/127/2:0. (*)
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Naj za neka skalarja 61,02 € R velja 04 a + 8, b=0. Pokazati zelimo, da sta vektorja ainb
linearno neodv1sna torej, da je v naSem primeru 6; = 62 = 0. S tem namenom bomo zvezo

S1a+6, b 0 preoblikovali na naslednji nacin:

p=O1 7. 61 2.0 4 =6y ;0 4 01,
0 61a+62b—2 +2 +2b > bizai b=

2
61 7.6 2 61 4,60, 61 7 6y 7 ﬁ(_A)_ﬁ(_j_
2a+2a+2b+2b+2a 2a+2 b > b=

M(A ‘) M(x‘)
3 a+b)+ 3 a—>b).

. 51+52

Zaradi zveze (*) iz zgornjega zapisa sledi 01-05

=0in 2 = (0. Podobno kot v prvem

2 2
delu dokaza od tu dobimo ¢; = 9, = 0, kar smo Zeleli pokazati.

5.3.8 Pokazite, da sta vektorja u = (1 +i,2i) in w= (1,1+1i) iz C? linearno odvisna v
vektorskem prostoru C> nad obsegom C in linearno neodvisna nad obsegom R.

ResSevanje naloge:
Spomnimo se, da sta vektorja a in b linearno odvisna nad poljubnim obsegom F, ¢e obstaja tak
skalar A € F, daje a = Ab. Pois€imo tak skalar A € F za na$ primer:

u=w - (1+i2i)=A,14+1)
l+i=A4, 2i=A+Ai

Vrednost skalarja A = 1 + 17 ustreza tudi drugi enacbi. Skalar A je kompleksno Stevilo, ki ima
imaginarno komponento razli¢no od 0, torej A ¢ R. Tako sta vektorja u# in w linearno odvisna
nad obsegom C. Po drugi strani o€itno ne obstaja skalar 4 € R, za katerega bo u = uw. Torej sta
u in w linearno neodvisna nad obsegom R.

5.3.9 Katere izmed naslednjih mnoZic tvorijo bazo prostora R3?
a)d ={1,1,1),(1,-1,5)}
b) B = {(1,2,3),(1,2,5),(2,0,1),(1,3,1)}
c)C=<(1,1,1),(1,2,3),(2,-1,1)}
d) D =<(1,1,2),(1,2,5),(5,3,4)
e)E=4{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

H F = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,0)}
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ReSevanje naloge:
a) in b) Vektorski prostor R3 je trirazseZen, torej ima vsaka njegova baza natanko tri elemente.
Tako mnozici 4 in B ne predstavljata baze prostora R3.

¢) Spomnimo se trditve, da so vektorji a , a y ens am € R" linearno neodvisni natanko takrat,
ko je rang matrike 4 € M,,, ki ima te vektorje za stolpce, enak m. ZapiSimo vektorje iz mnoZice
C kot stolpce matrike in dolo¢imo njen rang;:

2 11 2 11 2
M, = 1 2 -1 ~ 01 -3 ~ 01 -3
1 02 -1 0 0 5

Pri tem smo najprej uporabili pravila Vi = V,V5 = (=1) < Vi+Vain Vi =(-1)« Vi + V3, v
naslednjem koraku smo prvi dve vrstici prepisali, tretjo pa dolocili kot Vi = (=2) « Vo + V3.
Ocitno je rang M, = 3 in vektorji so linearno neodvisni. Ker je njihovo Stevilo enako dimR3,
tvorijo bazo prostora R>.

d) Primer reSujemo podobno kot primer ¢). Imamo:

115 11 5
M, = 1 23 ~ 01 -2 ~ 01 -2
0 3 -6 00 O

Ocitno je rang M, = 2, vektorji iz mnozice D so linearno odvisni in ne predstavljajo baze
prostora R3. Kot dodatek k nalogi poii¢imo koeficiente v njihovi linearni kombinaciji. Na
primer, dolo¢imo a in 8 iz R tako, da bo veljalo:

(1,1,2) = a(1,2,5) + B(5,3,4).
[S¢emo torej Stevili a in B, ki sta reSitvi sistema enacb:
l=a+5B, 1=2a+3B, 2=>5a+4p.
Ce prvo enatbo pomnozimo z —2 in pristejemo k drugi, lahko iz dobljene zveze izradunamo

2

7 Preverimo, ali obe vrednosti zados¢ata tudi

B = % Nato iz prve enacbe izraCunamo Se a =
tretji enacbi. Tako je:

(1,1,2) = %(1,2,5) + %(5,3,4).

e) Ko zapiSemo vektorje mnozice E kot stolpce matrike, je o¢itno, da je rang matrike

M5 = enak 3.

—_ = =
e e =)
- o O
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Vektorji mnozice E so torej linearno neodvisni; ker so trije, predstavljajo bazo prostora R3.

f) Vektorji iz R* (R"), med katerimi je ni¢elni vektor, so vedno linearno odvisni. Velja namre¢:
0-(1,0,0)+0-(0,1,0) + «(0,0,0) = (0,0,0), a # 0, a € R.

Torej vektorji iz mnoZice F ne tvorijo baze prostora R3.

5.3.10 Ali vektorji (1,1,1,1), (1,2,3,2), (2,5,6,4) in (2,6,8,5) tvorijo bazo prostora R*? Ce

ne, poiscite dimenzijo podprostora, ki ga ti vektorji napenjajo.

ReSevanje naloge:
Dane vektorje zapiSemo kot stolpce matrike in dolo¢imo njen rang:

11 11
PR o N
13 02
12 01 2
112 2 ] [ r1i22 ]
01 3 4 013 4
00-2-=2 | | 0011
00 1 1 0000

Pri tem smo uporabili naslednja pravila:

l.korak: Vi = Vi, Vi=(=1)«Vi+V; i=234

2.korak: Vi = Vi, V5 = Vo, Vi = (=2)« Vot V3, Vi=(=1)Vo+Vy

3. korak: Vi = Vi, V5 = Vs, V5 = —%) Vs, V= % Vi + Vs
Iz zadnje matrike razberemo, da je rang 4 = 3. To pomeni, da so dani vektorji linearno odvisni
(rang matrike je manjs$i od Stevila teh vektorjev) in tako ne predstavljajo baze prostora R*.
Podprostor, ki ga ti vektorji napenjajo, ima dimenzijo 3.

5.3.11 PokaZimo, da polinomi p,(f) = 1+ 1, p2(f) = t—1 in p3(f) = (t—1)* tvorijo bazo
vektorskega prostora R;[x] (prostora vseh polinomov stopnje 2 ali manj nad obsegom
realnih $tevil) in pois¢imo komponente polinoma p(f) = 2t> — 5t + 9 v tej bazi.
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ReSevanje naloge:
Ker vemo, da je dimR;[x] = 3, zadosc¢a pokazati, da so polinomi p(¢), p2(¢) in p3(¢) linearno
neodvisni. Pokazimo torej, da so v linearni kombinaciji

ap1(t) + Pp2(t) +yp3(1) = 0, 1€R,
vsi skalarji a, 8, v enaki 0. Tako je:
at+ 1)+ pt—-1)+y(t-1)> =0,
v+ (a+B-2y)t+a—B+y=0. (%
Ker so polinomi #2, ¢ in 1 linearno neodvisni, mora biti
y=0, a+B-2y=0, a-p+y=0.

Iz tega sistema enacb hitro ugotovimo, da je @ = § = y = 0 in tako so polinomi p;(z), p2(¢) in
p3(¢) zares linearno neodvisni.

Ko i$¢emo koordinate polinoma p(¢) v bazi {pi(¢),p2(¢),p3(¢)}, koristimo prej zapisano zvezo
(*) in zapiSemo:

y?+(a+B-2y)t+a—-B+y=2t>-5t+9.
Od tu sledi
y=2, a+B-2y=-5 a—-pB+y=09.
Z upostevanjem y = 2 iz druge in tretje enacbe hitro sledi @ = 3 in f = —4. Tako je:
p(@) = 3p1(1) = 4pa2 (1) + 2p3(2)
oziroma koordinate polinoma p(¢) v bazi {p1(¢),p2(¢),p3(¢)} so (3,-4,2).
5.3.12 Za Kkatera $tevila 1 € R je mnozica B = {l — Ax, 1 —x2, x—x?} baza vektorskega
prostora R;[x]?

ReSevanje naloge:
Mnozica B je baza vektorskega prostora V, ¢e so vsi njeni elementi linearno neodvisni, in lahko
vsak vektor iz V izrazimo z njihovo linearno kombinacijo.

Splosno velja: ¢e ima vektorski prostor V" kon¢no bazo z n elementi, potem ima vsaka linearno
neodvisna mnozica v V kve¢jemu n elementov. V nasem primeru ima mnozica B tri elemente in
je podmnozica trirazseznega prostora R;[x]. Zato zados$¢a, da ugotovimo, kdaj (za katere
vrednosti A) bodo elementi mnozice B linearno neodvisni. ZapiSimo njihovo linearno
kombinacijo, ki naj bo enaka 0:

a(l —Ax)+ B -x2)+y(x—-x*) =0, a, B,y eR.
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Zvezo preoblikujemo in uredimo po potencah spremenljivke x:
(a+PB)+(—ar+y)x+ (=B —7)x* = 0.

Ker so elementi 1, x in x? linearno neodvisni, mora biti izpolnjeno:
a+p=0, —al+y=0, -p-y=0 =
a=-f=y = —al+a=0 = A=1.

Za A =1 je zapisan sistem treh enacb s tremi neznankami netrivialno resljiv (na primer
a=y=1, p=-1). Za 2 € R\{l} velja a = f =y = 0. Mnozica B je torej baza prostora
R;[x] za vse vrednosti A € R\{1}.

5.3.13 Pri katerem a € R tvorijo vektorji x = (1,1,a®>+a—1), y = (1,a>—a+1,-1) in z
= (-2,-2,a* + a + 2) bazo prostora R3?

Re§evanje naloge

Vektorji x , y in z bodo linearno neodvisni natanko takrat, ko bodo nekomplanarm kar bo
natanko takrat, ko bo njihov meSani produkt razli¢en od 0. Z drugimi besedami: vektorji X y inz
bodo linearno neodvisni natanko takrat, ko bo determinanta matrike, ki ima komponente teh
vektorjev za elemente stolpcev (ali vrstic), razlicna od 0 (v tem primeru bo namre¢ rang matrike
enak Stevilu vektorjev, torej bo enak 3). [zraCunajmo:

1 1 at+a-1 1 1 at+a-1
<;7;72> = 1 az—a+1 -1 = O a2—a —a2_a =
-2 -2 at+a+?2 0 0 3a% +3a

1+(a?-a)Ba’+3a) =a(a—-1) +3a(a+1) =3a*’(a—-1)(a+1).

Pri tem smo najprej uporabili pravila Vi =V, V5 =(=1)Vi+Vo in V5 =2V +V3, v
naslednjem koraku smo determinanto izraCunali kot produkt diagonalnih elementov
(determinanto smo namre¢ diagonalizirali). MeSani produkt vektorjev X, )7 in z bo razlicen od 0
zavsak a € R\{-1,0,1}. Za vse take vrednosti a bodo vektorji X ,)7 in z tvorili bazo prostora R3,
saj bodo linearno neodvisni, njihovo §tevilo pa je enako dimenziji prostora.

5.3.14 Za bazo B, = {(1,0,1),(2,1,2),(1,2,2)} prostora R3 pois¢ite matriko prehoda v
standardno bazo B prostora R* in matriko prehoda iz baze B, = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

v bazo B,. ZapiSite komponente vektorjev i, j, k v bazi B,.
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ReSevanje naloge:

Komponente poljubnega vektorja x € R3 v standardni bazi B dobimo tako, da komponente
vektorja x v dani bazi B, pomnozimo z matriko prehoda P, ki ima za stolpce ravno vektorje dane
baze (} 5 =Px B, )- ReSitev prvega dela naloge je torej matrika:

1 21
P=P = 01 2
1 22

Podobno razmisljamo tudi, ko prehajamo iz neke baze B v drugo bazo B»:
xp =Pixp =P>xs, .

Pri tem ima matrika P; za stolpce vektorje baze B, in matrika P, vektorje baze B,. 1z zgornje
zveze sledi:

N - N
XB, _Pl Pg XB,y »

¢e matrika P! obstaja. Tako dobimo naslednjo matriko prehoda:

-1

P=Pi'p, =

—_— D
N =N
[N S R

Z Gauss-Jordanovo metodo izratunajmo P7':

121:100 121:100
012:010 [~ 0o12:010 |~
122:00 1 001:-101
120 2 0 -1 100: -2 2 3
10:21=2|~lo0o10:2 1 =2
01 :-10 1 001:-1 0 1

Pri tem smo uporabili naslednja pravila:
1. korak: prvi dve vrstici prepisemo, Vi = (—=1) « V, + V3;
2.korak: Vi = (1) « Vs + Vi, V3 = (=2) V3 + V3, tretjo vrstico prepiSemo;

3. korak: Vi = (=2) « V2 + V1, drugo in tretjo vrstico prepiSemo.
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Iz zadnje matrike od¢itamo inverzno matriko Py':

-2 -2 3
Pl = 2 1 =2
-1 0 1

Iskana matrika prehoda je matrika

-2 -2 3 I 11 -1 -4 2
P=Pi'P, = 2 1 2 1 10 = 1 3 2
-1 0 1 1 00 0 -1 -1

Za dolocitev komponent vektorjev v bazi B; bomo izhajali iz zveze X =P }31 , od koder
bomo izrazili xz, :

XB, = p! XB .

V nasem primeru je P = P, za vektor X5 pa po vrsti vzamemo vektorje i, j, k:

2 2 3 1 )

1B, _Pll 1= 2 -2 = 2 )
10 1 1

o 23 [ o] [ 2]

jg, =Pi'=| 2 1 =2 = 1 |
10 1 0 0

i BN R
ks, =Pi'k=| 2 1 =2 | o
10 1 1

Opazimo, da so vektorji iz, ,jp, 1nkp, po vrstiravno stolpci matrike Pl

5.4 Zakljucek

Klju¢ne besede petega poglavja: vektorski prostor, vektorski podprostor, linearno (ne)odvisni

vektorji, baza vektorskega prostora, dimenzija vektorskega prostora.

Povzetek: Vektorski prostor /' nad obsegom realnih (kompleksnih) Stevil je neprazna mnozica

elementov, na kateri sta definirani dve operaciji: seStevanje vektorjev in mnozZenje vektorjev z
realnimi (kompleksnimi) skalarji. MnoZica V' je zaprta za obe operaciji, ki morata zadoScati
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osmim lastnostim (glej formalno definicijo vektorskega prostora). Podmnozica W c V je
podprostor vektorskega prostora V, ¢e je W tudi sama vektorski prostor glede na operaciji
seStevanja vektorjev in mnozenja vektorjev s skalarjem v prostoru V.

Vektorji  x1,x2,...,x, € V' so linearno neodvisni, ¢e je linearna kombinacija
a1x1 + a2x2 + -+ + a,x, enaka nicelnemu vektorju samo, ¢e so vsi skalarji a1,a»,...,a, enaki 0.
Ce obstaja kaksna linearna kombinacija a1x; + a2xs + - + @,x, = 0, pri &emer je vsaj eden
izmed skalarjev a; # 0, pravimo, da so vektorji xi,x2,...,x, linearno odvisni. Vektorji
bi,ba,...,b, € V tvorijo bazo vektorskega prostora V, ¢e so linearno neodvisni in ¢e lahko vsak
vektor x € V izrazimo kot njihovo linearno kombinacijo. Ce vektorji b1,ba, ...,b, tvorijo bazo
vektorskega prostora V, lahko vsak vektor x € V' na enolicen nacin izrazimo kot linearno
kombinacijo teh vektorjev. Ce ima vektorski prostor ¥ bazo s konno mnogo vektorji,
imenujemo Stevilo teh vektorjev dimenzija vektorskega prostora ¥V, dim /. Komponente
poljubnega vektorja x € R” v standardni bazi dobimo tako, da stolpec komponent vektorja x v
dani bazi pomnozimo z matriko prehoda, ki ima za stolpce ravno vektorje dane baze.

Besedila nalog v petem poglavju so vzeta iz virov/povzeta po virih [1], [3] in [5], teorija pa iz

[2].
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Poglavje 6
LINEARNE PRESLIKAVE

6.1 Namen poglavja

V Sestem poglavju bomo:

- ponovili definicijo linearne preslikave;

- za dane preslikave pokazali, da so linearne preslikave;

- za posamezne preslikave ugotovili, zakaj niso linearne;

- dano linearno preslikavo predstavili z ustrezno matriko;

- za dano matriko poiskali linearno preslikavo, ki jo ta matrika doloca.

6. 2 Povzetek teorije

Naj bosta V in U vektorska prostora nad istim obsegom (R). Preslikava F: V - U je linearna
preslikava ali linearna transformacija, Ce velja:

(1) Fx+y) =F(x)+F(), Vxyel,
(i) F(ax) = aF(x), VaeR, Vxe V.

Ce v (ii) postavimo a = 0, dobimo F(0) = 0, kar pomeni, da vsaka linearna preslikava preslika
nicelni vektor prostora ¥ v nicelni vektor prostora U.

Za poljubna skalarja o, f € R in poljubna vektorja x,y € V velja:
® (i)
F(ax + By) = F(ax) + F(By) = aF(x) + BF(y).
To zvezo obicajno uporabimo pri ugotavljanju, ¢e je neka preslikava linearna.

Naj bo 4 poljubna matrika dimenzije m x n. Ta matrika naj dolo¢a preslikavo F4: R” — R™,
definirano s predpisom

Fa(x) = Ax
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za poljuben element x € R”. Pri tem piSemo elemente prostorov R” in R kot stolpce:

X1 X1 Vi
X2 X2 Y2

FA =A4- = e R™
Xn Xn Ym

Tako definirana preslikava F4 je linearna preslikava.

Naj bosta V' in U vektorska prostora nad poljubnim obsegom (v nasem primeru bomo za obseg
vzeli kar R) in F: V' — U linearna preslikava. Ozna¢imo z By = {b1,b»,...,b,} bazo vektorskega
prostora Vin z B, = {ci,c2,...,cn} bazo vektorskega prostora U.

Vektorji F(by), F(b,),..., F(b,) so elementi vektorskega prostora U. Vsakega med njimi lahko
na enoli¢en nacin zapiSemo kot linearno kombinacijo baznih vektorjev baze B»:

F(bi) = anci +ancr+ -+ aimcm,

F(by) = azrici +ancr+ -+ + amCm,

F(bn) = anC1 +ancy+ -+ amumCn,
pri¢emersoa; € R, i=1,2,...,n,j = 1,2,...,m.

Transponirano matriko zgornjega sistema linearnih enacb imenujemo matricna reprezentacija
linearne preslikave F glede na bazi B, in B,. Stolpci te matrike so torej komponente vektorjev
F(by), F(b2), ..., F(b,) glede na bazo B;:

aiy azr - Anl
F . aip dx - dp2
(Flp, 5, = .

Aim A2m " Amm

Naj bo F: V —» V linearna preslikava in B kon¢na baza vektorskega prostora V. Potem za vsak
vektor v € V velja:

[Flp« V]p = [FO) ],
pri ¢emer je:

[F7] ; matri¢na reprezentacija preslikave F glede na bazo B,
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[v], stolpec komponent vektorja v glede na bazo B in

[F'(v)], stolpec komponent vektorja F(v) glede na bazo B.

6.3 ReSeni zgledi

6.3.1 Za dane preslikave F'|, F», ..., F7 : R? > R? ugotovite, ali so linearne:
a) F @ (x,y) » (x,0),
b) F> : (x,y) = (0,x),
¢) F3: (ny) » (x+Ly),
d) Fy : (r,p) » (2x,),
e) Fs 1 (x,y) » (x,y),
f)Fe : (x,y) » (x,€”),
g) F7: (x,y) » (x,siny).
ReSevanje naloge:

Preslikava F: V' — U je linearna, Ce je aditivna (F(x +y) = F(x) + F(y) za vsaka x,y € V) in
homogena (F(Ax) = AF(x) za vsak x € V' in vsak A € R). Naj bodo v vseh obravnavanih

primeriha= (ai,az), b= (b1,b2) € R?1in A € R poljubni.

a) Aditivnost:
Fi(a + b) = Fi((a1,a2) + (b1,b2)) = Fi(a1 + b1,as + by) = (a1 + b1,0) =

(a1,0)+ (bl,()) = Fl(al,a2)+F1(b1,b2) = Fl(a) +F1(g).

Homogenost:
Fi(Aa) = Fi(Ma1,az)) = Fi1(Aai,Aaz) = (Aa;1,0) = A(a1,0) = AF(a1,a2) = AF:(a).

Preslikava F'; je aditivna in homogena, torej je linearna.
b) Aditivnost:
Fz(a + b) = Fz((al,az) + (bl,bz)) = Fz(al +b1,a2 +b2) = (0,611 +b1) =

(0,a1) + (0,b1) = Fa(ar,az) + Fa(b1,b2) = Fa(a) +F2(l;).

Homogenost:
Fz(ﬂ a) = Fz(ﬂ(al,az)) = Fg(ﬂal,lag) = (O,/lal) = /I(O,al) = /le(al,ag) = /ng(a).
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Preslikava F, je aditivna in homogena, torej je linearna.

c) Vemo, da linearna preslikava F: V' — W preslika nicelni vektor prostora V' v nicelni vektor

prostora W. V naSem primeru za 0 € R? velja:

F3(0) = F5(0,0) = (0+1,0) = (1,0) = (0,0) =0.

Preslikava F3 ni¢elnega vektorja iz R? ne preslika v ni¢elni vektor in zato ni linearna. Lahko pa
tudi preverimo, da ni niti aditivna niti homogena.

Aditivnost:
F3(5 + b) = F3((a1,a2) + (bl,bz)) = F3(a1 +b1,a2 +b2) = (a1 +b1 + 1,a2 +b2);

po drugi strani je
F3(2) +F3(b) = F3(a1,a2) +F3(b1,b2) = (a1 + l,az) + (bl + l,bz) =
(a1 + bl + 2,a2 + bz).

Ugotovimo, da dobljena izraza nista enaka.

Homogenost:
F3(ﬂ a) = F3(/'L(a1,a2)) = F3(/'La1,/la2) = (/lal + l,lag);

po drugi strani je
AF3(21) = ),F3(a1,a2) = /”t(al + l,az) = (/”tal +/”t,),a2).
Dobljena izraza ponovno nista enaka.
d) Aditivnost:
Fi(a +b) = Fa((a1,a2) + (b1,b2)) = Falar +bi,az2 + by) = 2(a1 +b1),a2 + by) =

(2a1 +2b1,a2 +b2) = (2a1,a2) + (2b1,b2) = F4(a1,a2) +F4(b1,b2) = F4(a) +F4(b).

Homogenost:
F4(ﬂ a) = F4(/'L(a1,a2)) = F4(/'La1,/la2) = (2(1611),1612) = 1(2611,612) = AF4(CI1,G2) =

AF4(a).

Preslikava F4 je aditivna in homogena, torej je linearna.

¢) Aditivnost:
Fs(a + b) = F5((a1,a2) + (bl,bz)) = F5(a1 +b1,a2 +b2) = (|a1 +b1|,a2 +b2);
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po drugi strani je:
Fs(a) +Fs(b) = Fs(ai,a2) + Fs(b1,b2) = (la1],a2) + (1b1],b2) = (a1| +[b1], a2 + ba).
Ker |a; + b1| # |ai| + |b1], potem tudi Fs(a + l;) + Fs(a) +F5(l;). Preslikava F's ni aditivna in

tako tudi ni linearna.

f) Podobno kot v primeru c¢) preverimo, kam preslikava F's preslika nicelni vektor:

Fe(0) = F(0,0) = (0,¢°) = (0,1) = (0,0) =0.
Slika ni¢elnega vektorja iz R? ni ni¢elni vektor in zato F ni linearna preslikava.
g) Aditivnost:
Fa(a+b) = Fy((anas) + (b1.b2)) = Fy(ar + br.as + by) = (a1 + bysin(as + b2));
po drugi strani je:
Fi(a) +F7(l; 9 = F7(ai,a2) + F7(b1,b2) = (ai,sinaz) + (by,sinby) =
(a1 + by,sina; + sinb,).
Ker sin(a; + by) # sina; + sinb,, potem tudi F7(5 + g) + F7(a) +F7(z). Preslikava F7 ni

aditivna in zato tudi ni linearna.

6.3.2 Pokazite, da naslednje preslikave niso linearne:
a)F1 : R? > R%, Fi(x,y) = (w,x),
b) F; : R?2 5> R3, Fh(x,y) = (x+3,2y,x +y),
¢) i3 : R? - R?, F3(x,y,2) = ([x|,y +2).

ResSevanje naloge:
V vsakem primeru bomo poiskali lastnost preslikave, zaradi katere le-ta ne bo linearna

preslikava. Pri tem naj bodo a, be R2(R3)in A € R poljubni.

a) Preverimo, ali je F'; aditivna preslikava:
Fi(a+b) = Fi(@,a) + (b1,b2)) = Fiar + bi,az + b2) =

((a1 +b1)(a2 +b2),a1 +b1) = (a1a2 +b1a2 +a1b2 +b1b2,a1 +b1).
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Po drugi strani je:
Fi(a) + Fi(b) = Fi(ana) + Fi(bi,b2) = (@iaz,an) + (biba, br) =
(a1az + b1ba,ar +by).
Ker F; (E + l;> + F (Z) + F (E), preslikava F'; ni aditivna in zato tudi ni linearna.

b) Vemo, da vsaka linearna preslikava F' : V' — U preslika nicelni element prostora V' v nicelni
element prostora U. V nasem primeru je:

F>(0,0) = (0+3,2+0,0+0) = (3,0,0) # (0,0,0).

Preslikava F torej ni¢elnega elementa iz prostora R? ne preslika v ni¢elni element prostora R3 in
zato ni linearna.

¢) V tem primeru preverimo homogenost preslikave F'3:
F3(A a) = F3(Aa,a2,a3)) = Fs(ar,Aaz, Aas) = (|Aai|, Aaz + Aas) =
([Alla1], Alaz + as)).
Po drugi strani je:
AF3(a) = AFs(ar,a2,a3) = Mla1|,az + a3) = (Mai|, A(az + a3)) # F3(4 a)
za poljuben A € R.

Preslikava F'3 ni homogena in zato ni linearna.

6.3.3 Naj bo F : R? —» R? preslikava, definirana s predpisom F(x,y) = (3y,2x). Oznaéimo s
K enotsko kroznico v ravnini R?, ki ima srediS¢e v izhodis¢u koordinatnega sistema
(K = {(x,y) e R%; x? +y? = 1}). Dolo¢ite F(K) in F~!(K). Narisite tudi ustrezne slike.
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ReSevanje naloge:
Na sliki 6.1 je prikazana enotska kroznica K.

Slika 6.1. Enotska kroznica K z ena¢bo x2 + % = 1.

Pois¢imo mnozico to¢k v ravnini R2, v katero preslikava F preslika kroznico K. Naj bo totka
(a,b) € F(K). Potem je:

F(x,y) = 3y,2x) = (a,b).

Odtusledia = 3yinb = 2x oziromay = < inx = g Ker lezi tocka (x,y) na kroznici K, velja:

3
e (5)' (4"

kar zapiSemo drugace kot %2 + sz = 1. Slika kroznice K (to je mnozica tock F(K)) je torej

elipsa s srediS¢em v izhodiscu koordinatnega sistema in polosema a; = 3, b; = 2 (slika 6.2).

2
Slika 6.2. Mnozica tock F(K) je elipsa z enacbo % + yT =1.
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Dologiti moramo §e mnozico tock F~!'(K), to pomeni vse to¢ke ravnine R2, ki jih preslikava F
preslika v kroznico K. Naj bo tocka (c,d) € K. Is¢emo tocke (x,y) € R?, za katere bo
F(x,y) = (¢,d) oziroma (3y,2x) = (¢,d). Od tu sledi 3y = ¢ in 2x = d. Ker lezi toc¢ka (c,d) na
kroznici K, velja:

2 2
o !
2 3

Ugotovimo, da je mnozica tock F~!(K) elipsa s sredi$¢em v izhodis¢u koordinatnega sistema in

Ard?=12 @)+ ()} =1242+9?=1>

polosema a, = %, by = % (slika 6.3).

04t

02r < %

| 2
0.0 T T x

04}

-0.6 —0.4 -02 0.0 02 04 0.6

Slika 6.3. Mnozica to¢k F~!(K) je elipsa z enacbo 4x? + 9y? = 1.
6.3.4 Naj bo F : R? > R? linearna preslikava, za katero poznamo delovanje na bazna
vektorja (1,2) in (0,1) iz R?:
F(1,2) = (2,3)in F(0,1) = (1,4).
Dologite predpis za linearno preslikavo F (torej pois¢ite F(x,y) za poljuben (x,y) € R?).
ResSevanje naloge:

Vemo, da je vsaka linearna preslikava natanko dolofena z delovanjem na bazo. Naj bo vektor
(x,y) € R? poljuben. Izrazimo ga z linearno kombinacijo baznih vektorjev (1,2) in (0,1):

(x,y) = a(1,2)+B0,1) = (@« 1+B -0, 2+ - 1) = (a,2a + B).
Ugotovimo:

a=x
20+ =y - B=y—-20=y—2x
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Potem je:
F(x,y) = F(a(1,2)+B(0,1)) = aF(1,2)+BF(0,1) = a(2,3)+B(1,4) =
x(2,3)+(y — 2x)(1,4) = (2x,3x) + (v — 2x,4y — 8x) =
(2x +y — 2x,3x + 4y — 8x) = (y,—5x + 4y).

Pri tem smo uporabili dejstvo, da je F linearna preslikava, in definicijo delovanja preslikave F na
bazna vektorja. Predpis za preslikavo F je torej

F:(xy) v~ (,-5x+4y).

6.3.5 Pois¢ite matriéno reprezentacijo linearne preslikave F, : R? > R?, dolofene z
matriko

3 -2
4= .

a) glede na bazo B = {b1,b>}, pri ¢emer je b; = (1,2) in by = (2,5),

b) glede na standardno bazo S = {e;,e,}, pri ¢emer jee; = (1,0) iney = (0,1).
ResSevanje naloge:
Vsaka matrika 4 € M,,, doloCa linearno preslikavo F4 : R” - R™, dano s predpisom

F4(x) = A -x zavsak x € R”. Matri¢na reprezentacija linearne preslikave ' : V' - U je matrika,
ki ima za stolpce komponente slik baznih vektorjev prostora V' glede na bazo prostora U.

a) Najprej bomo s preslikavo F, preslikali bazna vektorja b; in by, nato bomo poiskali
komponente njunih slik v bazi B = {b1,bs}:

3 -2 1 -1
4 -5 2 6
R 2 | | a+2B
s 11 2] 2]

Od tu dobimo sistem enacb:

a+2p = -1
2a+5p = —6.
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Prvo enacbo pomnozimo z 2 in jo odstejemo od druge; dobimo 8 = —4 in nato Se @ = 7. Torej je
F4(b1) = 7b1 — 4b,. Podobno naredimo $e z drugim baznim vektorjem:

Fyby) =A4+b; = . _ _
4 -5 5 -17

biash=v| 1 sl 2 | =] 7%

e T 5 | | 2p+ss |

Od tu dobimo sistem enacb:

y+20 = -4
2y+56 = 17,

od koder sledi 6 = -9 in y = 14. Tako je F4(b2) = 14b; — 9b,. Matri¢na reprezentacija dane
linearne preslikave glede na bazo B je torej enaka

7 14
[FA]B:|: 4 _9 :|

b) Za standardno bazo e; = (1,0), e> = (0, 1) je postopek podoben, vendar krajsi:

3 2 1 3
4 -5 0 4
[ 1 ] [ 0 ]
3' +4’ :3el+4629
0 1
Frey—deen| 32| 0
ae)=arae T 4 s 1
BT T T A R
. 0 . 1 = el en.

Matri¢na reprezentacija dane linearne preslikave je v tem primeru enaka matriki 4:

3 -2
[FA]5:|: 4 _5 :| = A.

Il
1
b s
L 1
Il
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6.3.6 Dana je linearna preslikava F : R? - R? s predpisom F(x,y) = (2x — 7y,4x + 3y) in
baza B = {u,u>} = {(1,3),(2,5)}.

a) Poiscite matri¢no reprezentacijo linearne preslikave F glede na bazo B.

b) Preverite zvezo [F], « [v], = [F(v)], za vektor v = (4,-3) € R2.

ResSevanje naloge:
a) Nalogo reSujemo podobno kot prejSnjo. Najprej poisS¢emo sliki baznih vektorjev u; in u, glede
na linearno preslikavo F:

F(u) =F(1,3) = (2+1-7+:3,4-1+43:3) = (-19,13),
F(uz) = F(2,5) = (2:2-7-5,4-2+3.5) = (-31,23).

V nadaljevanju izrazimo vektorja F(u;) in F(u,) z vektorjema u; in u,. To pomeni, da pois¢emo
ustrezne skalarje a, f, v, 6 € R, za katere bo veljalo:

F(ul) = ouq +ﬁu2 in F(uz) = Yui +5u2.
Tako je

F(ul) = 0ou +ﬁu2,
(-19,13) = a(1,3) + B(2,5),
~19 = a +2B,

13 = 3a + 55,

od koder sledi ¢ = 121 in f = —70. Podobno velja:

F(uz) = Yui +5u2,
(-31,23) = y(1,3) +6(2,5),
—31 =y + 26,

23 = 3y + 56,

od koder sledi y = 201 in § = —116. Vemo, da so stolpci matrike [F],, ki predstavlja matri¢no
reprezentacijo linearne preslikave F glede na bazo B, ravno komponente slik baznih vektorjev
glede na bazo B. Torej je

. 121 201
5 70 -116 |

b) V znani zvezi [F], « [v],; = [F(v)]; pomeni [F], matri¢no reprezentacijo linearne preslikave
F glede na bazo B, [v], stolpec komponent vektorja v glede na bazo B in [F(v)], stolpec
komponent vektorja F(v) glede na bazo B. Za potrditev zveze potrebujemo torej Se komponente
obeh vektorjev v in F(v) v bazi B.
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Po znanem postopku dobimo:

v = Auy + puo,

(4,-3) = A(1,3) + pu(2,5),
4 =21+ 2qu,

-3 =31+5u,

od koder sledi A = —26 in u = 15. Podobno velja:
F(v) = ouy + gus,
2:4-7+(3),4:4+3-(-3)) =0(1,3)+(2,5),
(29,7) = a(1,3) + £(2,5),
29 = 0 + 2¢,
7 =30+ Se¢,

od koder sledi 0 = —131 in ¢ = 80. Torej imata vektorja v in F(v) komponente v = (-26,15) in
F(v) = (=131,80). Sedaj preverimo zvezo [F], « [v], = [F(v)],. Zares je

21 200 | | 26 | _ 121 + (=26) + 201 - 15 -3
70 -116 15 | —70.(26)+(-116)-15 | | 80 |

6.3.7 Poisc¢ite matri¢ne reprezentacije naslednjih linearnih preslikav F : R?* - R3 glede na
standardno bazo S:

a) F(x,y,z) = (x +2y — 3z,4x — 5y — 6z,7x + 8y + 9z) za vsak (x,y,z) € R3,

111
b) F je definirana z matriko4 = | 2 3 4
555

¢) F je definirana z delovanjem na vektorje standardne baze na naslednji nacin:
F(e) = (1,3,5), Flez) = (2,4,6), F(e3) = (7,7,7).
ReSevanje naloge:

a) Najprej ugotovimo, kam F preslika vektorje standardne baze in kako se slike izrazajo z
vektorji te baze. Velja:

F(ey) = F(1,0,0) = (1,4,7) =1+e;+4+e2+7 - e3,
F(e;) = F(0,1,0) = (2,-5,8) =2+e1—5+e2+ 8 + €3,

F(eg) = F(0,0,l) = (—3,—6,—9) =-3ce;—6+e2+9-es.
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Komponente vektorjev F(e;), F(ez) in F(es) (v standardni bazi S) zapiSemo kot stolpce matrike:

1 2 -3
[Flg=| 4 -5 -6
78 9

Ugotovili smo, da so vrstice matricne reprezentacije linearne preslikave F glede na standardno
bazo kar po vrsti zapisani koeficienti iz predpisa linearne preslikave F.

b) Vemo, da matrika 4 € M,,, definira linearno preslikavo F4: R” - R™, definirano s predpisom
F4(x) = Ax za poljuben x € R”. Potem je:

1 11 1
F(e1) =F4le1) =A-e = 2 3 4 0 = 2 =lee;+2+e7+5e3.
555 0 5

Podobno bi dobili:

Fles)=1+e1+3+e2+5+e3inF(ez) =1+e1+4d-er+5-e3.

Tako je
111
[Flg=1[Fals=| 2 3 4 | =4
555

Torej je v tem primeru matri¢na reprezentacija linearne preslikave F kar matrika 4 sama.
¢) Iz podatkov razberemo:

Fle)) =(1,3,5)=1-e;+3-e2+5e3,

F(e;) =(2,4,6) =2-e;+4-e2+6-e3,

Fles) =(7,7,7) =T e +7ex+7 «e3.

Matri¢na reprezentacija linearne preslikave F v tem primeru je torej matrika

[F]s:
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6.3.8 PoiS¢ite matri¢no reprezentacijo linearne preslikave 7 : R* — R3 glede na standardno
bazo S, Ce je T dana s predpisom:

a) T(X,y,Z) = (x’y90)9
b) T(x,y,z) = (zy +z,x+y +2),
¢) I'(x,y,z) = 2x—T7y—4z,3x +y+4z,6x — 8 + 2).

ReSevanje naloge:
Nalogo resujemo po znanem postopku (na primer podobno kot nalogo 7a) in dobimo:

1 0
a) [Tlz=| 010 |
0
0o
b) [T]B: 0 1 1 ]
11
2 7 4
) [Tlz;=| 3 1 4
6 -8 1

6.3.9 Linearna preslikava F; : R? - R? je dolo¢ena z matriko

I -2 1
A= 3 -1 0
1 4 2

Poiscite matri¢no reprezentacijo linearne preslikave 7', glede na bazo

1 0
B = {ui,u,usz}y = 1|, 1 || 2
1 1 3
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ReSevanje naloge:
Najprej bomo ugotovili, v katere vektorje preslika linearna preslikava F4 vektorje baze B:

1 =2 1 1
Faw)=A-u=| 3 -1 0 || 1 |=] 2|
1 4 -2 1
121 | [Tol [ 4
Fiu)=A-us=| 3 -1 0 -1 -1 |
1 4 -2 1 2
1 o 1711 [ o
Falus) =A4uz = 3 -1 0 | 2 = 1
1 4 -2 3 3

Sedaj vektorje F4(u1), Fa(uz) in F4(u3) izrazimo z vektorji baze B. Celoten postopek bomo
zapisali le za prvi vektor, za druga dva ra¢unamo podobno. Tako je:

Fy(ur) =(0,2,3) = a(1,1,1) + p(0,1,1) + ¢(1,2,3).

Od tu sledi:

a+y =0

a+p+2y=2

a+p+3y =3.
Iz zgornjega sistema linearnih enacb izratunamo o = -1, B =1 in y = 1. Vektor Fu(u;)
izrazimo kot linearno kombinacijo baznih vektorjev kot F4(u1) = —u1 + u> + u3. S podobnim
postopkom dolo¢imo se preostala vektorja: Fy(uz) = —4uy — 3uz + 3us in

F4(us) = —2u; —u> + 2u3. Potem je matricna reprezentacija linearne preslikave F4 glede na
bazo B enaka

-1 -4 =2
[Fa,=| 1 -3 -1
1 3 2

6.3.10 Pois¢ite matri¢no reprezentacijo linearne preslikave F : R? - R? glede na
standardno bazo S, ¢e je:

a) F vrtenje okoli izhodis¢a koordinatnega sistema za kot 90° v pozitivni smeri,

b) F zrcaljenje ¢ez premico y = —x.
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ReSevanje naloge:

a) Ugotovimo, kam F preslika bazna vektorja i in j:
F(i) = F(1,0) = (0,1) = 0 +i +1 -/,
F() = F(0,1) = (~1,0) = —1 +i +0 +;.

Tako je

b) Pri reSevanju si pomagamo s sliko 6.4.

~}

)

=~}

D)

y==x

Slika 6.4. Vektorja i inj ter njuni sliki (i) in F(j),
¢e F predstavlja zrcaljenje ¢ez premico y = —x.

Ponovno pois¢emo sliki vektorjev ; in ;
F(i) = F(1,0) = (0,-1) = 0+ +(-1) +/,
F() = F(0,1) = (~1,0) = =1 +i +0 ;.

Potem je
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6.3.11 Naj bo B = {e¥ te*,t*e*} baza vektorskega podprostora prostora V funkcij
f:R > R. Ozna¢imo z D odvajanje na vektorskem prostoru V. Pois¢ite matri¢no
reprezentacijo linearne preslikave D glede na bazo 5.

ReSevanje naloge:
Ugotoviti moramo, kateri vektorji (funkcije) so slike baznih vektorjev in jih nato izraziti z
baznimi vektorji. Dobimo:

D(e3) = (€¥) =3e¥ =3 .3+ 013 + 0« 2%,

D(te¥) = (te*) = 1-e3 +1+3e3 =1+e3+3 13 +0 - 23,

D) = (2e¥) =213 + 12«33 = 0¥ +2 « e + 3 « 126
Potem je matri¢na reprezentacija linearne preslikave D glede na bazo B enaka
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6.4 Zakljucek

Kljucne besede Sestega poglavja: linearna preslikava, matrika kot linearna preslikava, matri¢na

reprezentacija linearne preslikave.

Povzetek: Preslikava F: V' — U, kjer sta V' in U vektorska prostora nad istim obsegom, je linearna
preslikava, ¢e je F(ax + By) = aF(x) + BF(v) za poljubna skalarja a,  (iz danega obsega) in za
poljubna vektorja x,y € V.

Poljubna matrika dimenzije m xn dolo¢a linearno preslikavo F4: R” - R”™, definirano s
predpisom F4(x) = Ax, za poljubni element x € R”,

Naj bo F: V - U linearna preslikava. Ozna¢imo z B; = {by,bs,...,b,} bazo vektorskega
prostora V in z B, = {ci,c2,...,cmy bazo vektorskega prostora U. Matriko, katere stolpci so
komponente slik baznih vektorjev F(b;), F(b,), ..., F(b,) glede na bazo B,, imenujemo
matri¢na reprezentacija linearne preslikave F glede na bazi B, in B».

Besedila nalog v Sestem poglavju so vzeta iz virov/povzeta po virih [1] in [3], teorija pa iz [2].
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Poglavje 7
LASTNE VREDNOSTI IN LASTNI VEKTORIJI

7.1 Namen poglavja

V sedmem poglavju bomo:

- definirali pojma lastna vrednost in lastni vektor linearne preslikave ter lastna vrednost in lastni
vektor matrike;

- iskali lastne vrednosti in lastne vektorje matrik razli¢nih dimenzij;

« dolocali geometrijsko in algebrsko veckratnost lastnih vrednosti;

- ponovili pojem karakteristi¢ni polinom matrike in ga poiskali za dano matriko;

- ponovili Cayley-Hamiltonov izrek in ga preverili za konkreten primer matrike;

- izvedli postopek diagonalizacije matrike za dano matriko.

7.2 Povzetek teorije

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom R in F: V' — V linearna preslikava.

Nenicelni vektor x € Vje lastni vektor preslikave F, Ce obstaja tako Stevilo A € R, da je
F(x) = Ax.

Stevilo A € R imenujemo lastna vrednost preslikave F, ki pripada lastnemu vektorju x.

Naj bo F: V - V linearna preslikava in A njena lastna vrednost. MnoZica V; vseh elementov
x € V, za katere je F(x) = Ax, je vektorski prostor, ki ga imenujemo lastni prostor preslikave F.
Lastni prostor V', vsebuje vse lastne vektorje, ki pripadajo lastni vrednosti 4, in vektor O.

Lastni vektorji kvadratne matrike A dimenzije n x n so netrivialne resitve enacbe
Ax = Ax,

ki jo lahko zapiSemo tudi v obliki
4-ADx =0,

pri ¢emer je / enotska matrika.
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Lastne vrednosti kvadratne matrike A so tista Stevila A, pri katerih ima prejSnja enacba
netrivialne reSitve. Ce enacbo povezemo s sistemom linearnih enacb, dobimo Se eno oznako
lastnih vektorjev.

Lastni vektorji kvadratne matrike 4, ki pripadajo lastni vrednosti A, so netrivialne reSitve
homogenega sistema linearnih enacb, katerega matrika koeficientov je enaka matriki 4 — AI. Tak
sistem ima netrivialne resitve, ko je determinanta matrike 4 — A/ enaka 0:

det(4 — AI) = 0.

Izraz det(4 — Al) je polinom spremenljivke A stopnje n, ki ga imenujemo karakteristicni polinom
matrike A. Lastne vrednosti matrike 4 so nicle karakteristicnega polinoma.

Geometrijska veckratnost lastne vrednosti A je dimenzija lastnega prostora V), preslikave F
(oziroma matrike 4, ki to preslikavo F doloc¢a). Hkrati je enaka najve¢jemu Stevilu linearno
neodvisnih vektorjev, ki pripadajo lastni vrednosti A.

Algebrska veckratnost lastne vrednosti A je veckratnost Stevila A kot niCle karakteristicnega
polinoma.

Izrek (Cayley-Hamilton): Vsaka matrika A je koren (ni¢la) svojega karakteristicnega polinoma.

Naj bo 4 matrika dimenzije n x n, ki ima » linearno neodvisnih lastnih vektorjev uy,u, ..., u,.
Za tako matriko obstaja obrnljiva matrika P, katere stolpci so bazni vektorji uy,u,...,u, in za
katero je

At 0 0

0 A 0
P'4P =D =

0 0 An

Stevila 11,2, ..., A, so lastne vrednosti matrike 4, ki pripadajo lastnim vektorjem uy,us, ..., u,.
Postopek iskanja matrik P in D imenujemo diagonalizacija matrike A.

7.3 Reseni zgledi

7.3.1 Poiscite skalarje A € R in stolpce x € M3, ki ustrezajo enacbi

2 1 -l
2 -1 4 |.x=Ax
0 0 -5
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ReSevanje naloge:
Enacbo zapiSemo v obliki Ax = Ax oziroma (4 — Al)x = 0, kjer je

2 1 -1
A=| -2 -1 -4
0 0 -5

Enacba predstavlja homogeni sistem treh linearnih enacb s tremi neznankami, zapisan v matricni
0
obliki, ki ima vedno trivialno resitev x = 0 |. V tem primeru je A poljubno realno Stevilo.

0

Za netrivialne reSitve enacbe moramo poiskati lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje
matrike 4. Lastne vrednosti bomo poiskali kot nicle karakteristicnega polinoma det(4 — Al).
Determinanto razvijemo po tretji vrstici in dobimo:

det(A-A)=| -2 -1-1 -4 =(5-2)-D"(QC-VDEE1-)-(=2) 1) =

S22+ A =20+ A2+2) = -5+ M)A =) = AL+ 5)(A—1) = 0.

Imamo torej tri razli¢ne lastne vrednosti: A; = 0, 1, = =5 in A3 = 1. Za vsako lastno vrednost
bomo poiskali ustrezne lastne vektorje, torej netrivialne resitve enacbe (4 — Al)x = 0. S simboli
X1, X2, x3 bomo oznacili komponente lastnega vektorja, ki ga iS¢emo v posameznem primeru.
Tako dobimo:

A = 0;
2 1 -1 X1
2 -1 -4 x| =
0 0 -5 X3

Iz matricnega zapisa sledi sistem enacb:
2x1+x2—x3=0

—2X1 — X2 —4)C3 =0
—SX3 = 0.
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Resitve tega sistema so x3 = 0 in x, = —2x;, x; € R. Lastni vektorji za lastno vrednost A; = 0
so vektorji oblike

x =t 2 |, teR\ {0}

Podoben postopek izvedemo tudi za preostali lastni vrednosti.

122—5;
7 1 -1 X1 0
24 4 || x2 | =] 0
0 0 O X3 0

Iz matricnega zapisa sledi sistem enacb:

Tx1+x2—x3=0
—2X1 +4XZ —4X3 = 0.

Resitve tega sistema so x; = 0 in x2 = x3, x3 € R. Lastni vektorji za lastno vrednost 1, = =5 so
vektorji oblike

0
xp=t| 1 |, teR\{0}
1
Az = 1;
1 1 -1 X1
2 2 4 x2 | =
0 0 —6 X3

Iz matricnega zapisa sledi sistem enacb:
X1 +x2—x3=0

—2X1 —2x2 —4X3 =0
—6X3 = 0.

136



Resitve tega sistema so x; = —xz inx3 = 0, x, € R. Lastni vektorji za lastno vrednost A3 = 1 so
vektorji oblike

7.3.2 PoiScite lastne vrednosti matrike

2 1 -3
A= 03 a
0 4 -1

in dolocite parameter a tako, da bo 0 njena lastna vrednost.

ReSevanje naloge:
Lastne vrednosti matrike 4 so ni¢le njenega karakteristicnega polinoma det(4 — A7). V nasem
primeru bomo vrednost determinante izracunali z razvojem po prvem stolpcu:

2-2 1 -3
detd—-AD=| 0 3-1 a =2-1)- (D™
4 —1-2

4 -1-2

Q-G -A)(=1-2)—4a) = 2-A)(A2 =24 + (-3 —4a)) = 0.

Ena resitev zgornje enacbe je A = 2; poiscimo Se drugi dve:

2+ [(-2)*—4-+1-(-3-4a + 4112+ 16a
s = J(=2) 2 ( ) _ 2+ 4+212+16a eaiTT
Ce naj bo ena izmed lastnih vrednosti matrike 4 enaka 0, mora biti 1 +2J/1+a =0 ali

1-2J1+a = 0. Prva moZnost odpade, saj je izraz na levi strani enacaja vedno pozitiven (za
vrednosti a, za katere je izraz realno Stevilo). [z druge zveze izraCunamo:

2Jita=1 - Ji+a-= 1

1 -1 - _3
3 l+a 7 a e

7.3.3 Za matriki 4 in B poiscite njuna karakteristi¢na polinoma:

1122
1 2 3
033 4
ayd=| 304 |, b) B =
0055
6 45
000 6
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ReSevanje naloge:
a) Karakteristi¢ni polinom matrike A4 je izraz p(1) = det(4 — AI). V nasem primeru je:

p() =detd-AD)=| 3 0-2 4

Z uporabo Sarrusovega pravila dobimo:

1-4 2 3 1-4 2
p(A) = 3 -4 4 3 -4 =
6 4 5-1 6 4

(1= 2)(A)(5 = A) +48 +36 — 18(=A) — 16(1 = A) = 6(5 — 1) =
“A5-6A1+A?)+84+181—-16+ 164 —30+ 61 =
—A3 4+ 6A% + 351 + 38.

b) Matrika B je trikotna, njena determinanta je torej diagonalizirana. Tako je karakteristicni
polinom matrike B enak:

0 3 4
p(A) =det(B-Al) = 0 =

(1=2)B =5 =) (6-2).

7.3.4 Poiscite karakteristi¢ni polinom matrike

1 12
4= 03 2
1 39

in za to matriko preverite Caley-Hamiltonov izrek.
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ReSevanje naloge:
Karakteristicni polinom matrike A4 je polinom spremenljivke A, ki ga predstavlja izraz
det(4 — Al). V nasem primeru je:

p(A) = det(4 - Al) = 0 3-1 2 =

I 2
3-1 2

3 -

+1. _1 3+1
3 9-24 =0

(1-2)-(nH™

(1=D(G=-2DO-1)-6)+2-2B-1) =
A3+ 1312 =311+ 17.

Preveriti zelimo Se Caley-Hamiltonov izrek — pokazali bomo, da je matrika 4 ni¢la svojega
karakteristi¢nega polinoma p(4). Ugotovimo

P(A) = A3 + 1342 =314+ 171 =

— 3 2
2 2 100
o322 | +13l 032 | =31l 032 |+17l 010 |=
9 9 00 1
[ 25 99 224 310 22 11
| 26 119 250 | +13] 2 15 24 [-31] 03 2 |+
99 388 895 10 37 89
10 0 000
17 010 |[=| 000
00 1 00 0

Tako je matrika A zares nicla polinoma p(A1).

2 2

7.3.5 Za matriko 4 = |: 5

:| pois¢ite matriko P, za katero bo matrika D = P~'4AP

diagonalna.
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ReSevanje naloge:
Matrika P ima za stolpce linearno neodvisne lastne vektorje matrike 4. Z namenom, da pois¢emo
matriko P, bomo najprej po znanem postopku izracunali lastne vektorje matrike 4.

Karakteristi¢ni polinom:

2-4 2

det(4 — Al) =
( ) -2 5-2

‘ =Q2-M)GE-1)-4=22-T1+6.

Lastne vrednosti matrike 4:
AM—TA+6=A-1)A1-6)=0 = A =1, 1, =6.

Lastni vektorji matrike A4:

ﬂl = 1;
1 -2 X1 B 0
2 4 x> 0 |
x1—2x, =0
—2X1 +4x2 =0

Iz tega sistema enacb sledi x; = 2x», kar pomeni, da lahko za lastni vektor, ki pripada lastni
vrednosti A1 = 1, vzamemo kar vektor

Ay = 6;

-4 -2 xi | |0

-2 -1 X2 0o |
—4)C1 —2x2 = 0
—2X1 — X2 = 0

Iz tega sistema enacb sledi x, = —2x;, kar pomeni, da lahko za lastni vektor, ki pripada lastni
vrednosti A, = 6, vzamemo vektor
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Ker sta vektorja x| in x;; linearno neodvisna, ju lahko zapiSemo kot stolpca matrike P:

S

V nadaljevanju bomo izraCunali inverzno matriko matrike P:

T T
pi_ 1 Dy D2 _ 1| 2 -1 _ 1
detP | p, Dy =S| 1 2 5
Na koncu izra¢unamo S$e:
1 2 1 2 =2 2 1 1 0
D =Pl4P = = .
S 1 =2 25 1 -2 06

Kot smo pricakovali, ima diagonalna matrika D na glavni diagonali ravno lastne vrednosti
matrike 4.

2 2
7.3.6 Dana je matrika 4 = |: |3 :| Pois¢ite matriko P, za katero bo matrika D = P~'4P

diagonalna in z uporabo te zveze izradunajte A4°.

ReSevanje naloge:

Po znanem postopku (glejte reSevanje naloge 5) pois¢emo karakteristicni polinom matrike A4,
njegove nicle, ki so lastne vrednosti matrike 4, in nato Se lastne vektorje matrike 4. Te vektorje
zapisemo kot stolpce iskane matrike P.

Karakteristi¢ni polinom:

2-2

det(4 — Al) = .

‘ —Q-2)B-A)-2=22-5)+4.

Lastne vrednosti matrike 4:
AM=5A+4=QA-1)A-4)=0 = A =1, 1, =4

Lastni vektorji matrike A4:
1 2 X1 0
A 1 = 1 > * = )
1 2 X2 0
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X1+ 2x, =0,

od koder sledi x; = —2x,. Tako lahko za lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti 1; = 1,
vzamemo kar vektor

—2X1 +2x2 =0
x1—x3 =0.

Iz tega sistema enacb sledi x; = x», kar pomeni, da lahko za lastni vektor, ki pripada lastni
vrednosti A, = 4, vzamemo vektor

Ker sta vektorja x; in x;; linearno neodvisna, ju lahko zapiSemo kot stolpca iskane matrike P:

Izra¢unajmo $e inverzno matriko matrike P:

T T
pi 1 Dy1 Dy _ 1 1 -1 1
detP | D, Dy 3| -1 -2 3

Diagonalna matrika D je potem enaka:

o4 T Y]
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Iz zveze D = P7'AP sledi PDP~! = A. Hitro lahko preverimo, da je A¥ = PD*P~! za vsak
k € N. Ker je D diagonalna matrika, je D* tudi diagonalna matrika. Ce je D € M,,, ima na
glavni diagonali potence a%,, a5,, ..., a%,. V naSem primeru je:

Lol 2 16 0 11 1366 2730
A® = ppop-l = L = .
3 11 0 46 1 2 1365 2731

7.3.7 Ali sta matriki:

4 1 -1 3 -1 1
ad=| 25 -2 | b) B = 7 =51
11 2 6 -6 2

diagonalizabilni? Odgovor utemeljite.

ResSevanje naloge:

Matrika 4 je diagonalizabilna, e obstaja taka nesingularna matrika P, da je matrika D = P'AP
diagonalna matrika. V tem primeru pravimo, da je matrika 4 podobna matriki D. Velja naslednja
trditev:

Matrika 4 dimenzije n x n je podobna diagonalni matriki D natanko takrat, ko ima » linearno
neodvisnih lastnih vektorjev.

Tako bomo za matriki 4 in B po znanem postopku poiskali njune lastne vektorje:

4-2 1 -1
a) detd-AD=| 2 5-2 -2 | =-=-A3+1122-392+45 =

- (A-3)’(A-5) =0.

Karakteristi¢ni polinom ima eno dvojno ni¢lo 11> = 3 in eno enojno ni¢lo A3 = 5. Pois¢imo
ustrezne lastne vektorje:

Az =3;
-1 X1
2 2 =2 X =
-1 X3
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Iz matricnega zapisa sledi sistem enacb:

X1 +x2—-x3=0
21+ 2x2—2x3 =0
X1 +x2—x3 =0.

Enacbe so linearno odvisne. Najdemo lahko dva linearno neodvisna lastna vektorja, ki ustrezata
zgornjemu pogoju:

1
0
Az =5;
-1 1 -1 X1
2 0 =2 | x2 =
1 1 -3 X3

Iz matricnega zapisa sledi sistem enacb:
—X1+X2 —XxX3 = 0
2x1—2x3 =0

X1 +x2—3x3 =0.

Iz sistema enacb sledi x; = x3 in x» = 2x;. Ustrezen lastni vektor je na primer

Xm = 2

Ali so vektorji x;, xy; in xy; linearno neodvisni? Izratunajmo rang matrike, ki ima te vektorje za

stolpce:
I 11 111 11 1
P=] -1 0 2 ~1 013 ~1 01 3
0 11 011 00 -2

Ocitno je rangP = 3, vektorji x;, x; in xy;; so linearno neodvisni in matrika 4 je diagonalizabilna.
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b) Enak postopek, kot v prvem delu naloge, naredimo $e za matriko B:

detB-A)=| 7 —5-1 1 = =23+ 12416 =

~(A-2)*(A+4) =0.
Lastne vrednosti: 112 = 2, A3 = —4.

Lastni vektorji:

Aip =25
1 -1 1 X1 0
7 -7 1 ° X2 = 0
6 —6 0 X3 0

Iz matricnega zapisa sledi sistem enacb

X1 —x2+x3=0
Tx1—Tx2+x3 =0
6x1 — 6x, = 0.

Iz sistema enacb sledi x; = x, in x3 = 0. Sistemu enac¢b ustreza le en linearno neodvisen lastni
vektor, na primer

Ay = —4;
7 -1 1 X1 0
7 -1 1 | x = 0
6 -6 6 X3 0

Iz matricnega zapisa sledi sistem enacb:

Tx1—x2+x3=0
Tx1—x2+x3=0
6x1 — 6x3 + 6x3 = 0.
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Iz sistema enacb sledi x; = 0 in x2 = x3. V tem primeru sistemu enacb spet ustreza le en linearno
neodvisen lastni vektor, na primer

Matrika B ima tako le dva linearno neodvisna lastna vektorja, torej ni diagonalizabilna.

7.3.8 Dolocite algebrsko in geometrijsko veckratnost lastnih vrednosti matrik iz naloge 7.

ReSevanje naloge:

Spomnimo se, da je algebrska vecCkratnost lastne vrednosti A veckratnost Stevila A kot nicle
karakteristi¢nega polinoma. Geometrijska veckratnost lastne vrednosti A je enaka najvecjemu
Stevilu linearno neodvisnih vektorjev, ki pripadajo lastni vrednosti A. Hkrati je to dimenzija
lastnega prostora, ki pripada lastni vrednosti A.

a) Lastne vrednosti prve matrike so bile A;» =3 in A3 = 5. Stevilo 3 je dvakratna nicla
karakteristi¢nega polinoma in tako je algebrska veckratnost lastne vrednosti 1, = 3 enaka 2. Tej
lastni vrednosti smo nasli dva linearno neodvisna lastna vektorja in tako je njena geometrijska
veckratnost tudi enaka 2. Stevilo 5 je enkratna ni¢la karakteristicnega polinoma in tako je
algebrska veckratnost lastne vrednosti A3 = 5 enaka 1. Tej lastni vrednosti ustreza en linearno
neodvisni lastni vektor in tako je njena geometrijska veckratnost tudi enaka 1.

b) Lastne vrednosti druge matrike so bile A1, = 2 in A3 = —4. Stevilo 2 je dvakratna nicla
karakteristi¢nega polinoma in tako je algebrska veCkratnost lastne vrednosti A;, = 2 spet enaka
2. Tej lastni vrednosti smo nasli le en linearno neodvisni lastni vektor in tako je njena
geometrijska veckratnost enaka 1. Stevilo —4 je enkratna nic¢la karakteristi¢nega polinoma in tako
je algebrska vecCkratnost lastne vrednosti A3 = —4 enaka 1. Tej lastni vrednosti ustreza en
linearno neodvisni lastni vektor in tako je njena geometrijska veckratnost tudi enaka 1.

V vseh obravnavanih primerih smo tudi potrdili lastnost, da je geometrijska vecCkratnost
posamezne lastne vrednosti manjsa ali enaka njeni algebrski veckratnosti. Ugotovili smo tudi, da
je dimenzija lastnega prostora, ki pripada lastni vrednosti A;, = 3, enaka 2, vse dimenzije lastnih
prostorov, ki pripadajo ostalim lastnim vrednostim iz te naloge, pa so enake 1.
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7.4 Zakljucek

Kljucne besede sedmega poglavja: lastni vektor in lastna vrednost linearne preslikave, lastni

prostor linearne preslikave, lastni vektor in lastna vrednost matrike, karakteristi¢ni polinom,
diagonalizacija matrike.

Povzetek: NeniCelni vektor x realnega vektorskega prostora V' je lastni vektor preslikave F:
V - V, & obstaja tako Stevilo A € R, da je F(x) = Ax. Stevilo A € R imenujemo lastna
vrednost preslikave F, ki pripada lastnemu vektorju x. Lastni vektorji matrike 4 so netrivialne
reSitve homogenega sistema linearnih enacb, ki ga v matri¢ni obliki zapiSemo kot (4 — Al)x = 0.
Lastne vrednosti matrike A4 so nicle karakteristicnega polinoma matrike 4 oziroma resitve enacbe
det(4 — AI) = 0.

Diagonalizacija matrike 4 dimenzije n xn, ki je diagonalizabilna, je postopek, s katerim
poiséemo tako obrnljivo matriko P, za katero je produkt D = P~' AP diagonalna matrika. Izkaze
se, da ima matrika P za stolpce linearno neodvisne lastne vektorje matrike 4, diagonalna matrika
D pa ima na glavni diagonali lastne vrednosti matrike 4.

Besedila nalog v sedmem poglavju so vzeta iz virov/povzeta po virih [1], [3], [4] in [5], teorija
paiz[2].
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