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U&benik pred vami je nastal v duhu prenove vsebin matematiénih predmetov na
univerzitetnih 3tudijskin programinh Fakultete za kemio in kemisko tehnologijo Univerze v
Mariboru, zato je v prvi vrsti namenjen Studentom prvega letnika te fakultete, lahko pa po
njem poseze kdorkoli, ki vstopa v svet matematiCne analize. Nastal je na osnovi
visoko3olskega ucbenika Matematika | istih avtorjev, s tem da vsebuje vel kot fretjino
novih vsebin, preostanek je mestoma spremenjen ali vsebinsko diferenciran ter obogaten
z novimi grafi in slikami.

UCbenik je organiziran v treh delih, tako kot si sledijo testi preverjanj znanja pri predmetu
Matematika A na FKKT med $tudiskim letom. Za&eli smo z osnovnimi koncepti, mimo
katerih ne moremo, Ce Zelimo pogledati v svet diferencialnega in integralnega racuna,
kar je osnovni namen tega ucbenika. V prvem delu ucbenika je veliko snovi povzete iz
srednjesolskin programov, saj je skoraj zmeraj kazejo tezave z razumevanjem dolocenih
osnovnih dejstev. Zato bodo nekaterim studentom pojmi znani in jinh bodo samo na kratko
obnovili, drugi pa bodo morali s samostojnim delom tem osnovam posvetiti ve¢ Casa. V
drugem delu smo z uporabo diferencialnega racuna funkcije razstavili na manjse
enostavnejSe dele in opazovdli, kaj se lokalno dogaja s funkcijo v okolici dane tocke.
Zatem smo v zadnjem delu uCbenika manjSe dele funkcj sestavili - integrirali nazaj v
celoto, kar nam omogoca integralni racun. Dejstvo je, da so za to potrebni veliko
zahtevnejdi prijiemi kot pri diferencialnem racunu.

Vsak od freh delov uCbenika je enako zgrajen - teoretiCnemu delu sledijo naloge s
postopki za reSevanje, kar omogola samostojno delo studentov. V teoretiCnem delu se
znajdejo izreki, posledice, definiciie, ..., kar je za nekatere popolnoma nov pristop k
podajanju matematike, zato se lahko na zacetku pojavijo tezave z organizacio ucenja.
Najin nasvet je, da najprej prestudirajte teorijo tako, da jo razumete, sele zatem se lotite
raCunanja nalog.

Ker je ucbenik v prvi vrsti namenjen studentom Fakultete za kemijo in kemiisko tehnologio
Univerze v Mariboru, je teoreticni del diferenciran in prilagojen na sistemu ocenjevanja.
TeZji pojmi, predvsem nekateri dokazi, so oznaceni z modro barvo. Te vsebine pri testih
predstavijajo 10 % ocene in so hamenjene Studentom, ki Zelio izpit opraviti z visjimi
ocenami.
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1.1

Zelo poenostavljeno bi lahko rekli, da je logika veda, ki proucuje nacela pravilnega misljenja,
medtem ko je mnoZica skupina nekih elementov.

Logika

Osredotocili se bomo na izjave in njihovo povezovanje s tako imenovanimi izjavnimi povezavami
oziroma logi¢nimi operatorji. Izjava je skupek trditev, katere poglavitna lastnost je njena resni¢nost
oziroma neresni¢nost. Izjava, ki je sestavljena iz ene same trditve, je enostavna izjava, v nasprotnem
govorimo o sestavljeni izjavi. Enostavne izjave, ki jih obicajno oznacujemo z malimi tiskanimi
¢rkami p,q,r,..., z izjavnimi povezavami poveZemo Vv sestavljene izjave, ki jih oznacujemo z
velikimi tiskanimi ¢rkami z zaZetka abecede A, B, .... Ce je izjava p resni¢na, pravimo, da ima
logicno vrednost 1, in piSemo p = 1. V nasprotne primeru je izjava neresni¢na izjava ima logi¢no
vrednost p = 0.

m Zgled 1.1 Preverimo logi¢no vrednost enostavnih izjav v sestavljeni izjavi:
"Stevilo 4 je naravno $tevilo in je prastevilo”

Zgornja izjava je tvorjena iz dveh enostavnih izjav:
p: "4 je naravno Stevilo"
q: "4 je prastevilo"

Izjava p je resnicna in ima logi¢no vrednost p = 1, izjava ¢ je neresni¢na in ima logi¢no vrednost
g=0. ]

Ce Zelimo preveriti logi¢no vrednost sestavljene izjave iz Zgleda 1.1, moramo spoznati izjavne
povezave med enostavnimi izjavami in njihove logi¢ne vrednosti. Navedimo najpogostejSe izjavne
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povezave, ki povezujejo dve enostavni izjavi v sestavljeno izjavo. Poleg teh bomo omenili Se eno
posebno izjavno povezavo, in sicer je to negacija, ki deluje samo na eni izjavi.

e Negacija —
" . b "
—p: beremo "ne p oziroma ni res, da p

Izjava —p je resni¢na natanko tedaj, ko je p neresnina izjava, kar lahko prikazemo s
pravilnostno tabelo:

p—p
1 0
0 1

m Zgled 1.2 Negirajmo izjavo p iz Zgleda 1.1 in dolo¢imo njeno logi¢no vrednost.

Izjava A = —p: "ni res, da je 4 naravno Stevilo" oziroma "4 ni naravno $tevilo ima logi¢no
vrednost A = 0. ]

o Disjunkcija V
pVgq: beremo "p ali ¢"

Sestavljena izjava p V ¢ je resniCna, ko je resniCna vsaj ena od izjav p ali g, kar lahko
ilustriramo s pravilnostno tabelo:

plallpva
T 1
1ol 1
ol1] 1
ololl o

m Zgled 1.3 Poisc¢imo disjunkcijo izjav iz Zgleda 1.1 in dolo¢imo njeno logi¢no vrednost.

Izjava A = pV g: "4 je naravno Stevilo ali praStevilo" ima logi¢no vrednost A = 1. "
o Konjunkcija N
p/\gq: beremo "pin q"

Sestavljena izjava p A g je resni¢na natanko tedaj, ko sta resni¢ni obe izjavi p in g:

plal| png
T[] 1
1ol o
of[1] o
olo] o
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m Zgled 1.4 Pois¢imo konjukcijo izjav iz Zgleda 1.1 in dolo¢imo njeno logic¢no vrednost.

Izjava A = p Ag: "4 je naravno Stevilo in 4 je praStevilo" ima logi¢no vrednost A =0. =
o Implikacija =
p = q: beremo " iz p sledi g oziroma Ce velja p, tedaj g"

Sestavljena izjava p = ¢ je neresni¢na natanko tedaj, ko je p resni¢na in g neresni¢na izjava.
V vseh ostalih primerih je ta izjava resnicna:

plallp=gq
1] 1
1ol o
o[1] 1
olo| 1

mZgled 1.5 Poiscimo obe implikaciji izjav iz Zgleda 1.1 in dolo¢imo njuni logi¢ni vrednosti.

nx

Izjava A = g = p: "Ce je 4 prastevilo, potem je 4 naravno Stevilo" ima logi¢no vrednost A = 1.

Izjava B = p = q: "Ce je 4 naravno S$tevilo, potem je 4 prastevilo” ima logi¢no vrednost
B=0. n

o Ekvivalenca <
p < q: beremo "p je ekvivalentno g oziroma p velja natanko tedaj kot g"
Sestavljena izjava p < ¢ je resni¢na natanko tedaj, ko sta p in g obe resnicni ali pa obe

neresnicni:
q

&
1
0
0
1

m Zgled 1.6 Pois¢imo ekvivalenco izjav iz Zgleda 1.1 in dolo€imo njeno logi¢no vrednost.

Izjava A = p & ¢: "4 je naravno S$tevilo natanko tedaj, ko je 4 praStevilo" ima logi¢no
vrednost A = 0. "

Vrstni red delovanja izjavnih povezav dolo¢imo z oklepaji in upostevanjem prioritete izjavnih
povezav, ki je sledeca (od najmoc¢nejse do najSibkejse):

T U <> 4
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Na primer, v sestavljeni izjavi (—p) V g je oklepaj odvecen in jo lahko piS§emo kot —p V gq.

Definicija 1.1.1 Izjavi A in B sta enakovredni, A =~ B, ko imata enako logi¢no vrednost za vse
mozne nabore enostavnih izjav, ki ju sestavljajo.

m Zgled 1.7 Podajmo primer enakovrednih sestavljenih izjav.
S pravilnostno tabelo se lahko prepricamo, da sta naslednji sestavljeni izjavi enakovredni:

preq = (p=q)N(g=Dp).

q)

=
1
1
0
1

’—'—‘O’—‘Ux

Omenimo, da so disjunkcija, konjunkcija in ekvivalenca komutativne in asociativne izjavne
povezave, medtem ko implikacija teh lastnosti nima:

komutativnost asociativnost
pVqg ~ 4qVp, (pVg)Vvr = pVi(gVr),
pAg =~ qAp, (pA@)Ar = pA(gAr),
peqg &~ g, (peqg)er = polger).

Nastejmo Se nekatere pomembnejSe enakovredne izjave, ki jih lahko hitro preverimo s pravil-
nostno tabelo:

p=q ~ ~—pVg ... zamenjavaimplikacije

pP<=q [~ p <= q

-(pAq) = -—pV-qg ... prvi De Morganov zakon
-(pVq) =~ -—pA-q ... drugi De Morganovzakon
pVgNAr) = (pVg)AN(pVr) ... distributivnost disjunkcije

pA(gVvr) = (pAg)V(pAr) ... distributivnost konjukcije
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m Zgled 1.8 Preverimo enakovrednost naslednjih izjav.

l.p=q =~ —-qg=—p:

Enakovrednost lahko preverimo s pravilnostno tabelo:

p q|lp=q|~q|-p|-g=-p
0 0 1 |11 1
0 1] 1 |o]1 1
1ol o |1]o0 0
11l 1 oo 1

Lahko pa tudi z uporabo enakovrednih izjav, ki smo jih navedli zgoraj:

p = q R (zamenjava implikacije)
-p vV g ~ (komutativnost)
qg V —p 2 (zamenjava implikacije)

g = p.

2. 2(p=q) = pAg:

S pomocjo pravilnostne tabele lahko bralec sam preveri drugi primer, mi pa bomo uporabili
enakovredne izjave:

%

-(p = q) (zamenjava implikacije)

%

-(-p V q) (drugi De Morganov zakon)

Q

~(mp) A g (negacija)

P N g

m Zgled 1.9 Zanikajmo izjavo:
"Ce je neka Zival ptica, tedaj lahko leti."

Enostavni izjavi v tem primeru sta:
p: "zival je ptica"

q: "Zival leti"

Sestavljena izjava je enaka p = ¢ , medtem ko je njena negacija je enaka p A —g, zato je
zanikana izjava Zival je ptica in ne leti”. "
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Pri zapisovanju izjav se lahko dodatno pojavita dva kvantifikatorja:
e univerzalni kvantifikator: V... beremo ”za vsak”,
e cksistencni kvantifikator: 3... beremo “obstaja”.

Ce ima nek x lastnost P, pisemo P(x). Izjavi, da ima vsak x lastnost P, kar pisemo Vx : =P(x),
oziroma da obstaja x z lastnostjo P, kar piSemo Jx : =P (x), zanikamo kot:

-Vx:P(x) =~ Jx:-P(x),

—dx:P(x) =~ Vx:—=P(x).

m Zgled 1.10 Zanikajmo izjavi:
1. "Vsaka ptica leti."
Naj bo: P(x): "ptica x leti"

Izjava "vsaka ptica leti" ima potemtakem obliko Vx : P(x), njena negacija je enaka Vx : =P (x),
kar beremo “obstaja ptica, ki ne leti”.

2. "Nekatere ptice letijo."

Na podoben nacin kot v prvem primeru pridemo do zanikane izjave “nobena ptica ne leti”.

1.2 Mnozice

Teorija mnoZic je danes temeljno podroc¢je matematike, ki pa je zelo zahtevno in je nastalo veliko
kasneje kot diferencialni in integralni racun. V tem razdelku se bomo seznanili samo z nekaterimi
osnovnimi pojmi te teorije. Pogledali si bomo zapisovanje in podajanje mnozic ter racunske
operacije z njimi.

Pojem mnoZica bomo uvedli le na osnovi modela, ki nam je blizu iz vsakdana. MnoZica je
skupina nekih elementov, govorimo lahko recimo o mnoZici vseh uc¢encev dane Sole, mnoZici
Stevk itd. To mnozico imenujemo univerzalna mnoZica ali univerzum in obicajno je oznacena z
U. Mnozice v matematiki obi¢ajno oznacujemo z veliki tiskanimi ¢rkami A, B, ..., M, ..., nekatere
zZnane mnozice pa imajo posebne oznake, na primer N je mnoZzica naravnih Stevil in R je mnoZica
realnih Stevil, o kateri bomo povedali ve¢ v nadaljevanju.

MnoZico smatramo za dano, ¢e lahko za vsako re¢ presodimo, ali je v dani mnoZici. Re¢i v
mnoZici so elementi te mnoZice. Izjavo, da je a element mnoZice M, zapiSemo

acM.
V nasprotnem primeru, ¢e nek element b ne pripada mnoZici M, to zapiSemo v obliki
b¢ M.

MnoZice najpogosteje podajamo na enega od naslednjih dveh nacinov.
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e V zavitih oklepajih nastejemo vse elemente mnoZice:

M={-1,0,1}.

e V zavitem oklepaju zapiSemo skupno lastnost P(x) elementov mnoZice:
M= {x| P(x)},

na primer
M= {xeN|x* —x=0}={1}.

V¢asih uporabimo kombinacijo obeh nacinov, ko elemente nastejemo, vendar ne moremo nasteti
vseh elementov. V tem primeru uporabimo zapis

M={1,-1,2,-2,3,-3,...},
kjer pikice pomenijo "in tako naprej", tako da, Ce se da, iz nastetih elementov izlus¢imo karakteris-

ticno lastnost mnoZice.

m Zgled 1.11 Pois¢imo elemente mnoZic A in B.
1. Naj mnoZica A vsebuje vse tiste x, za katere velja, da je x prastevilo.
A = {x|xje prastevilo} = {1,2,3,5,7,11,13,17,23,29,31,37,41,...}.

2. Naj imajo elementi mnoZice B lastnost P(x), ki pove, da je x veCkratnik Stevila 3 v mnoZici
naravnih Stevil N.

B = {x|P(x)} = {x|x = 3kAk e N} = {3k k e N} = {3,6,9,12,...}.

MnoZica M je prazna, Ce ne vsebuje nobenega elementa. Prazno mnoZico zapiSemo 0 ali tudi
{'}. Intuitivno lahko re¢emo, da je mnoZica koncna, ¢e lahko nastejemo vse njene elemente. Moc
koncne mnoZice M, M|, je Stevilo njenih elementov. MnoZica A je podmnoZica mnozice B, A C B,
Ce je vsak element mnoZice A obenem tudi element mnoZice B. MnoZici A in B sta enaki, A = B, ko
je A C Bin B C A. Neenakost mnoZic A in B zapiSemo A # B. A je prava podmnoZica mnoZice B,
A C B, ¢ejeAC Binje A # B. Potencna mnoZica mnozice A, #(A), je mnozica vseh podmnozic
mnoZice A.

m Zgled 1.12 Pois¢imo odnos med mnoZicama A in B.
1. Naj bo A mnoZica celih §tevil in B mnoZica sodih Stevil.
Ker je vsako sodo Stevilo celo, velja B C A.
2. A={xeRjx>0Ax<0},B=0.

Ker nobeno Stevilo ne more biti hkrati pozitivno in negativno, pogoju za elemente mnoZice A
ne zadosca noben x, kar pomeni A = B.
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m Zgled 1.13 Pois¢imo potenéno mnoZico mnozice A = {1,a,b}.

Z(A) ={0,{1},{a},{b},{1,a},{1,b},{a,b},A}

Poglejmo najpogostejSe operacije z mnoZicami:
e Presek mnozic A in B, AN B, je mnoZica vseh tistih elementov, ki so hkrati v A in v B:
ANB={x[xe ANx € B}.
Ce je ANB = 0 pravimo, da sta mnoZici A in B disjunkmi.
e Unija mnoZic A in B, AU B, je mnoZica vseh tistih elementov, ki so vsaj v eni od mnoZic A

ali B:
AUB={x[xe AVxeB}.

e Razlika mnoZic A in B, A — B, je mnoZica vseh tistih elementov, ki so v A in niso v B:

A—B={x[xcAAx ¢ B}.

e Kartezi¢ni produkt mnoZic A in B, A X B, je mnoZica vseh urejenih parov (a,b), kjer je a € A
inb € B:

AxB={(a,b)lac ANb € B}.
= Zgled 1.14 Najbo A = {a,b,c,d,1,2,3} in B={1,c,e}.

1. Pois¢imo presek mnoZic A in B.
ANB={l,c}.

2. Pois¢imo unijo mnoZic A in B.
AUB={a,b,c,d,e,1,2,3}.

3. Pois¢imo razliko mnoZic A in B.

A—B={a,b,d,2,3}.

m Zgled 1.15 Poiscimo oba kartezi¢na produkta mnozic A = {1,2,3} in B = {a, b}.
AXB = {(l’a)’(2’a)’(3’a)’(l’b)’(27b)7(37b)}

BxA = {(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}
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Omenimo, da je treba biti pozoren na vrstni red elementov pri zapisu urejenega para, medtem ko je
pri elementih mnoZice vrstni red lahko poljuben:

{a,b} = {b,a} ... ista mnozica,

(a,b) # (b,a) ... razlina urejenapara.

Zapis {a,a} ni korekten, saj je isti element mnoZice naveden dvakrat in moramo v tem primeru
pisati {a}, medtem ko je zapis (a,a) korekten, saj predstavlja urejeni par.
Kartezi¢ni produkt lahko posplo$imo na vec faktorjev:

A1 ><A2><-~-xAn:{(al,ag,...,an)\aiEA,-,i: 1,2,...,1’!}.

Elementi kartezi¢nega produkta A} X Ay X - - - X A, so urejene n-terice. Takoje RXR x--- xR =R"
n-razseZen realni prostor, o katerem bomo podrobneje govorili pri Matematiki B.

Komplement mnoZice A (glede na univerzalno mnoZico U), A€, je razlika mnoZic U in A:
AC=U—-A={xcU|x¢A}.
V komplementu mnoZice A so torej elementi, ki so v U in niso v A.

Operacije z mnoZicami imajo razli¢ne lastnosti, med katerimi sta pomembnejsi komutativnost
in asociativnost. Preprosto je preveriti, da imata operaciji unije in preseka obe lastnosti:

ANB=BNA in AUB=BUA ... komutativnost

AN(BNC)=(ANB)NC in AU(BUC)=(AUB)UC ... asociativnost.

Razlika mnozic nima teh dveh lastnosti. V Zgledu 1.15 smo videli, da iz A X B # B x A sledi, da
kartezi¢ni produkt ni komutativna operacija. Poglejmo Se nekaj lastnosti operacij z mnoZicami:

ACAUB, BCAUB,
ANBCA, ANBCB,
ANA=A, AUA=A,
ANO=0, AUD=A,
(ANB)¢ =ACUBC, (AUB)¢ =A°NBC,

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
Prvih nekaj lastnosti je precej o€itnih, zato za zgled izpeljimo eno od distributivnosti:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
x€EAN(BUC) & x€AANxeBUC
& x€eAN(xeBVxe()
& xeAANxeBVxeANxel
& xe(ANB)Vxe (ANC)

& xe€(ANB)U(ANC)






Nekatere Stevilske mnoZice so nam Ze dobro znane in jih bomo samo na kratko omenili, o dolo¢enih
pa bomo povedali nekaj ve¢. Nastejmo jih:

e V mnozici naravnih §tevil N so Stevila s katerimi prestevamo, torej {1,2,3,...}. Ce naravnim
Stevilom dodamo $tevilo 0, dobimo mnozico NU {0} = N.

Mnozico celih stevil 7 sestavljajo naravna Stevila, Stevilo O in nasprotne vrednosti naravnih
Stevil —1,—-2,-3,....

Racionalna Stevila so Stevila, ki jih lahko zapiSemo v obliki okrajSanega ulomka 7, kjer sta a
inbiz Z, ter b # 0:
1
57

35

S.»
8 997"

Ulomka § in 5 sta enaka, ko je ad = bc. MnoZico racionalnih Stevil oznacimo Q.

V mnozici racionalnih Stevil ne moremo na primer izracunati kvadratnega korena iz Stevila 2.
Ce bi v/2 bil racionalno Stevilo, bi ga lahko zapisali v obliki okrajSanega ulomka V2= %.
Potemtakem je 2 = Z—z oziroma a® = 2b?. Ker je a? deljiv z 2, mora tudi a biti deljiv z 2, torej
je a = 2a;. Po kraj$anju z 2 tako dobimo b* = Za% in s podobnim sklepanjem kot prej mora
tudi b biti deljiv z 2, kar vodi v protislovje s tem, da je 7 okrajSan ulomek.

Vpeljati moramo neka nova Stevila, ki jih imenujemo iracionalna Stevila. Med ta Stevila
spadajo na primer 7,v/2,/3,...,. Skupaj z racionalnimi §tevili tvorijo mnoZico realnih
Stevil, ki jo ozna¢imo R. MnoZico iracionalnih $tevil zapiSemo R\ Q.

Med naStetimi mnoZicami velja zveza:

NCZcCcQcCR.
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Matemati¢na indukcija

Pomemben pojem povezan z naravnimi Stevili se imenuje matemati¢na indukcija. Matematicna
indukcija je metoda dokazovanja, ko Zelimo neko lastnost P dokazati za vsa naravna Stevila n v
dveh korakih:

e dokaZemo, da P velja za zaCetni n, ki je obiajnon =1,

e predpostavimo, da lastnost P velja za naravna Stevila do » in od tod izpeljemo, da lastnost P
velja tudi zan+ 1.

mZgled 2.1 1. DokaZimo, da za vsako naravno §tevilonveljal—|—2+...+n:"(";1).
Zan =1 dobimo
1_l(H—l)
2
Pokazati moramo Se
n(n+1 n+1)(n+2
1+2+...+n:():>1+2+...+n+(n+1):()2(),
kar imenujemo indukcijski korak:
n(n+1
(I42+...+n)+(n+1) = (2 )—I—(n—i-l)
| —
nlnt1)
2
_ (n+1)(n+2)
= 5 .

2. Pokazimo, da za vsako naravno Stevilo n velja n < 2".

Zan = 1 otitno velja 1 < 2!. Nadalje moramo pokazati

n<2'=n+1<2",

n+l<n+n < 2"42"=2.2"=2"1
~—~
ind.predp.

3. Pois¢imo in dokaZimo formulo za $tevilo diagonal v konveksnem veckotniku.

Z nekaj premisleka ugotovimo, da je Stevilo diagonal D, v konveksnem n-kotniku enako

D, = ”("; 3), kar bomo dokazali z indukcijo. Najmanjsi veckotnik je trikotnik, zato za
bazo indukcije vzamemo n = 3. V tem primeru ni diagonal in tudi D3 = @ =0. Za

indukcijski korak premislimo, da je vsaka diagonala v n-kotniku tudi diagonala v (n+ 1)-
kotniku. Nadalje dobimo novih n — 2 diagonal iz na novo dodanega oglis¢a. Poleg tega ena
stranica n-kotnika postane diagonala v n + 1 kotniku, zato velja

n(n2—3) 1= (n+1)2(n—2).

Dyy1= D, +(n—=2)+1=
~—

n(n—3)
2




2.2 Realna stevila in absolutna vrednost 13

2.2 Realna stevila in absolutna vrednost

OBSEG REALNIH STEVIL

Realna $tevila imajo zanimivo algebrajsko strukturo, ki so jo bomo na kratko pogledali. Ce
Zelimo govoriti o algebrajskih strukturah, potrebujemo pojem notranje oziroma binarne operacije.

Definicija 2.2.1 Operacija * je notranja oziroma binarna operacija na mnoZzici A, e urejenemu
paru (a,b) € A X A priredi element a x b € A. Mnozico A skupaj z notranjo operacijo * piSemo
(A, %).

Na mnozici realnih Stevil R poznamo preprosti notranji operaciji seStevanja in mnoZenja. Za
poljubna realna Stevila a, b, ¢ tedaj veljajo naslednje lastnosti.
(i) Asociativnost seStevanja: (a+b)+c=a+ (b+c)
(i) Komutativnost seStevanja: a+b=>b+a
(iii) Obstaja nevtralni element (enota) za sestevanje: a+0=0+a=a
(iv) Obstaja nasprotni element za seStevanje: a+ (—a) = (—a)+a =0
MnoZica z notranjo operacijo, za katero veljajo lastnosti (i), (iii) in (iv), se imenuje grupa. Ce velja
Se lastnost (if), je komutativna grupa. Realna $tevila z operacijo seStevanja so komutativna grupa.
(v) Asociativnost mnoZenja: (ab)c = a(bc)
(vi) Komutativnost mnozenja: ab = ba
(vii) Obstaja nevtralni element (enota) za mnozenje: a-1=1-a=a
(viii) Obstaja inverzni oziroma obratni element za mnoZenje: aa ' =a~'a=1,Va #0
MnoZica realnih Stevil brez Stevila O je torej komutativna grupa tudi za operacijo mnoZenja.
V mnoZici realnih Stevil velja Se lastnost, ki poveZe obe operaciji:

(ix) Distributivnost mnoZenja glede na sestevanje: (a +b)c = ac+ bc

Ce v neki mnoZici z dvema notranjima operacijama veljajo lastnosti (i) — (ix), se taka mnoZica
imenuje obseg. Mnozica (R, +,-) je obseg realnih $tevil.

Odstevanje in deljenje sta le posebna primera seStevanja in mnoZenja:

a—b = a+(-b)
a:b = a-b ' b#0.

UREJENOST REALNIH STEVIL IN PODMNOZICE

Realna Stevila lahko identificiramo s tockami na premici, ki ji reCemo realna os. Na premici
izberemo tocko, ki ji re¢emo izhodisCe ter je slika Stevila O in tocko, ki je slika Stevila 1. Potem
vsakemu realnemu Stevilu ustreza natanko dolocena tocka na premici in obratno, vsaki tocki lahko
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Slika 2.1: Realna os.

priredimo natanko doloceno realno Stevilo. Zato obicajno identificiramo izraza realno Stevilo in
tocka na realni osi.

MnoZica realnih Stevil desno od Stevila 0 je mnoZica pozitivnih stevil, levo od $tevila O se nahaja
mnozica negativnih stevil. Med poljubnima dvema Steviloma na realni osi je neskonéno mnogo
tako racionalnih kot tudi iracionalnih Stevil, zato pravimo, da sta obe mnoZici gosti v R.

Ce je a — b nenegativno 3tevilo, re¢emo, da je Stevilo a ve&je od Stevila b oziroma je stevilo b
manjse od 3tevila a, kar zapiSemo a > b oziroma b < a. Ce je a — b pozitivno 3tevilo, re¢emo, da je
Stevilo a strogo vecje od Stevila b oziroma Stevilo b je strogo manjse od Stevila a, kar zapiSemo
a > b oziroma b < a.

Za poljubna realna Stevila a, b in ¢ veljajo naslednje trditve.

(i) Velja natanko ena od treh moZnosti:

a<b ali a=b ali a>D>b,

(i) a <bAb < c= a<c, (enako velja za <),

(i) a>bAb>a=a=0>b.
Zaradi zgoraj nasStetih lastnosti lahko realna Stevila med seboj primerjamo in uredimo po velikosti,
¢emur reCemo da je mnoZica realnih Stevil linearno urejena mnoZica.
Nastejmo nekaj pomembnejSih podmnozZic mnoZice R:

(i) odprti interval:
(a,b) ={x€Rla<x< b}

(i1) zaprti interval:
[a,b] = {x € Rla <x < b}

(iii) polodprta intervala:
(a,b) ={xeRla<x <b}

[a,b) = {x € R|a <x< b}

(iv) neskon¢ni intervali:
[a,0) ={x€Rla <x} (—oo,b]={xecR|x<b}
(a,0) ={x eRla <x} (—oo,b)={x€Rx<b}

<_°°7°°) =R



2.2 Realna stevila in absolutna vrednost 15

POTENCIRANIJE IN KORENJENJE

Ker potenciranje in korenjenje realnih Stevil v€asih povzroca teZave, ponovimo osnovne pojme
v zvezi s tema racunskima operacijama.

Produkt realnega stevila a s samim seboj (n-krat) zapiSemo s potenco

a-a--a=a",neN.
——

n

Stevilo a imenujemo osnova, n eksponent, a”* pa je potenca.
Za raCunanje s potencami veljajo naslednja pravila:

(1) a"-b" = (a-b)",

n

2 m=(3)"b#0,
3) a"-ad"=d"",

@ L =d"a#0,n>m,
5) (@) =am.

Dokazemo jih z matemati¢no indukcijo (razen (4) za n < m). Pokazimo na primeru (2):

I (%)n’]”éo’

Ce dodatno definiramo e

velja (4) za poljubna n in m.

Ce re¢emo, da je potenca vsak izraz, ki zado§¢a zvezam od (1) do (5), potemtakem je lahko
v potenci eksponent katerokoli celo Stevilo. Dejansko veljajo vsa pravila tudi v primeru, ko je
eksponent realno Stevilo, a tega ne bomo dokazovali. V potenci naj bosta torej osnova poljubno
pozitivno, eksponent pa poljubno realno Stevilo.

Definicija 2.2.2 Naj bo a > 0. Koren
Va
je tisto Stevilo b, za katerega velja

vVa=bsb"'=a.

Stevilo a se imenuje korenjenec oziroma radikand, Stevilo n je korenski eksponent.
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Uporabljamo lahko tudi naslednji zapis:

Tedaj je
W gm — (am)rlz —an = (%)m .
Pravila za korenjenje izpeljemo iz pravil za raunanje s potencami in so naslednja:

(1) a-\/b=+/a-b
Va-\/b=an-br :(a-b)% =+Va-b

@) G=3%
PokaZemo podobno kot (17).

(3) Va-fa="Varrm

@) = "Varn
Pokazemo podobno kot (3).

(5) /¥a=/a

OMEJENOST MNOZIC

Pomemben pojem v zvezi z realnimi podmnoZicami je njihova omejenost. O njej lahko
govorimo, ker je mnoZica realnih Stevil linearno urejena mnoZica.

Definicija 2.2.3 Naj bo A poljubna podmnoZica v R. MnoZica A je navzgor omejena, Ce obstaja
tako realno Stevilo M, da je

x<M,VxeA.

Stevilo M je zgornja meja mnoZice A. MnoZica A je navzdol omejena, e obstaja tako realno
Stevilo m, da je

m<x,Vx€A.

Stevilo m je spodnja meja mnoZice A. MnoZica je omejena, ko je navzdol in navzgor omejena.

MnoZica lahko ima ve€ spodnjih in/ali zgornjih me;j.
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mZgled 2.2 Najbo A =1, %, %, %, ...}. Preuimo omejenost mnoZice A.
Ulomki % S0 vsi pozitivni in manj$i od 1, zato je zgornja meja M vsako Stevilo vecje od 1
1<M

in spodnja meja m vsako Stevilo manjse od 0

m<O0.

V naravoslovju in tehniki je velikokrat zaZeljeno dolociti optimalne meje.
Definicija 2.2.4 Najmanj$o zgornjo mejo M’ (navzgor) omejene mnoZice A je natancna zgornja
meja in jo imenujemo supremum mnoZice A:

M’ = supA.

To pomeni, da za M’ velja:
(i) M’ je zgornja meja mnoZice A (x < M',Vx € A),

(ii) Ce je M* poljubna zgornja meja mnoZice A, tedaj je M’ < M*.

Definicija 2.2.5 Najve&jo spodnjo mejo m’ (navzdol) omejene mnoZice A je natanc¢na spodnja
meja in jo imenujemo infimum mnoZice A:

m' =infA.

To pomeni, da za m’ velja:
(i) m’ je spodnja meja mnozice A (m' < x,Vx € A),

(ii) Ce je m* poljubna spodnja meja mnoZice A, tedaj je m* < m'.

Op O eksistenci supremuma in infimuma govori Dedekindov aksiom. Le-ta pravi, da ima vsaka
neprazna navzdol omejena podmnoZica realnih Stevil natanéno spodnjo mejo (ekvivalentno
lahko trdimo, da ima vsaka neprazna navzgor omejena podmnoZzica realnih Stevil natancno
zgornjo mejo). Ta aksiom poudarja razliko med realnimi in racionalnimi Stevili, kar je
prikazano v Zgledu 2.4.

» Zgled 2.3 Dana je mnozica A = {1, %, %, i, ...}. Poi§¢imo njen supremum in infimum.

MnoZico A lahko zapiSemo kot A = {1|n € N}. Vidimo, da je supremum M’ = 1. PokaZimo e,
da je infimum m’ = 0. O¢itno je m' = 0 spodnja meja mnoZice A, saj za vsako naravno $tevilo n
velja 0 < % Predpostavimo nasprotno, recimo da m’ = 0 ni natan¢na spodnja meja mnoZice A.

Tedaj obstaja spodnja meja m* mnoZice A, ki je vecja od m’ = 0, to pomeni, da je za nek € > 0
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m* = m' + € oziroma m* = €. PokaZimo da v tem primeru obstaja naravno $tevilo ng tako, da je
L < m*:
no :
1 1
— < E&E=ny>—.
no €

Na primer za € = 102 je ng lahko vsako naravno Stevilo ve&je od 100. Prili smo v protislovije s
tem, da je m* spodnja meja in tako pokazali, da je m’ = 0 infimum mnoZice A. "

= Zgled 2.4 Dana je mnoZica A = {x|x*> > 2 Ax > 0}. Ali obstaja infimum mnoZice A?
V mnoZici racionalnih Stevil mnoZica A nima natan¢ne spodnje meje, v mnozici realnih Stevil
pa je njena natan¢na spodnja meja (iracionalno) Stevilo m’ = /2. m
Definicija 2.2.6 Ce supremum M’ mnozice A tudi sam pripada mnoZici A, ga imenujemo

maksimum mnoZzice A
M’ = maxA.

Ce infimum m’ mnoZice A tudi sam pripada mnoZici A, ga imenujemo minimum mnoZice A
m' = minA.

1 11

mZgled 2.5 Aliima mnoZicaA = {1,5,3, 7,...} maksimum in minimum?

Supremum M’ = 1 je tudi maksimum, ker 1 € A, infimum m’ = 0 pa ni minimum, ker0 ¢ A. =

ABSOLUTNA VREDNOST REALNEGA STEVILA

Definicija 2.2.7 Absolutna vrednost realnega Stevila x, |x|, je definirana kot
x ; x>0,

x| =
—x ; x<0.

mZgled2.6 1. Pois¢imo elemente mnozice A = {x € R||x —2| < 3}.

A={xeR|-1<x<5}=(-1,9).

2. ZapisSimo predpis funkcije f brez znakov absolutne vrednosti, ¢e je
flx) =[x =2].
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3. ZapiSimo predpis funkcije g brez znakov absolutne vrednosti, ¢e je
g(x) = |x* — 2x].

¥ —2x 3 x€(—o,0]U[2,0),

g(x) =
—x242x ; 0<x<2.

Trditev 2.2.1 Za realni Stevili a in b velja:
(i) |ab| = |al[b],
(ii) |a+b| < |a|+|b| (trikotniska neenakost),
(iii) [la] —[b]| < |a—b],

(iv) |a—b| = |b— a| (razdalja med to¢kama a in b).

Dokaz.

(i) Pokazimo najprej, da za poljubno realno itevilo x velja [x?| = x%. Ce je x > 0, tedaj je x*> > 0
in posledi¢no x> = |x?|. Za x < 0 je prav tako x> > 0 in x> = |x?|. Nadaljujmo z dokazom
prve lastnosti:

Iabzl = |al|D] 2/2
\ab\z = (\asz!;
(ab)” = |al*|b|
a2b2 — a2b2

(i1)-(iv) Na podoben nacin za vajo pokaZite preostale tri identitete.

2.3 Kompleksna stevila
Ker nekatere enacbe nimajo resitve v mnoZici realnih $tevil, kot na primer
X +4=0,

je smiselno vpleajti nove Stevilske mnoZice.

OBSEG KOMPLEKSNIH STEVIL

Kompleksna Stevila lahko vpeljemo kot urejene pare (a,b) v ravnini R x R. Podobno kot smo to
naredili v primeru realnih Stevil, lahko tudi na mnozZici R x R, ki jo krajSe zapiSemo s C, definiramo
notranji operaciji seStevanja in mnoZenja. Operaciji bosta veliko laZje razumljivi, ¢e privzamemo
zapis

(a,b) :=a+ib,

kjer je i> = —1. Ta i imenujemo imaginarna enota. Kompleksno $tevilo z = (a,b) = a+ ib ima
realni del a in imaginarni del b, kar zapiSemo Ze(z) = a in #m(z) = b. Kompleksno Stevilo
z=a+ib = (a,b) lahko predstavimo v kompleksni ravnini, kjer realni del nana§amo na horizontalno
os (absciso), imaginarni pa na vertikalno os (ordinato), kot to vidimo na Sliki 2.2.
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A
z=a-+i-b
|zl =7
(p >
a
—b ,
Z=a—i-b

Slika 2.2: Kompleksna ravnina.

Naj bosta z = a+ib in w = ¢ + id dve kompleksni Stevili. Tedaj je njuna notranja operacija
seStevanja definirana kot

z+w=(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d).
Naj bodo z,w,u poljubna kompleksna Stevila. Tedaj veljajo naslednje lastnosti.
(i) Asociativnost seStevanja: (z+w)+u=z+ (w+u)
(i) Komutativnost sestevanja: z+w =w+z
(iii) Obstaja nevtralni element (enota) za seStevanje: z+ (0+i-0) = (0+i-0)+z=z2

(iv) Obstaja nasprotni element za seStevanje: z+ (—z) = (—z) +z=0+1i-0, kjer je zaz=a+ib
nasprotni element —z = —a —ib
Mnozica kompleksnih §tevil je za operacijo seStevanja komutativna grupa.
Produkt dveh kompleksnih $tevil z = a +ib in w = ¢ 4 id definiramo kot obi¢ajno mnoZenje

dvoclenikov
zw = (a+ib)(c+id) = (ac — bd) +i(ad + bc) .

Tudi za mnoZenje veljajo podobne lastnosti. Naj bodo ponovno z, w, u poljubna kompleksna Stevila.
Tedaj velja:

(v) Asociativnost mnozenja: (zw)u = z(wu)
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(vi) Komutativnost mnoZenja: zw = wz

(vii) Obstaja nevtralni element oziroma enota za mnozenje: z- (1+i-0) = (14+i-0)-z=z

V=77 lz=14i-0, kjer je za

(viii) Obstaja inverzni oziroma obratni element za mnoZenja: zz~
_ e : 1 _ a . .
.Z =a+ib 1nve.rzn1 el.ement = e l‘a2.+ 24 # 0 ali .b = 0. | )
Mnozica kompleksnih Stevil brez enote za seStevanje je tako komutativna grupa tudi za operacijo
mnoZenja.

Tudi v mnoZici kompleksnih Stevil seStevanje in mnoZenje povezuje skupna lastnost:

(ix) Distributivnost mnoZenja glede na seStevanje: (z+w)u = zu+wu
Zaradi lastnosti (i) — (ix) je mnoZica kompleksnih $tevil (C,+,) obseg.
Odstevanje in deljenje sta tudi v tem primeru le posebna primera seStevanja in mnoZenja:
(a+ib)—(c+id) = (a+ib)+(—c—id)=(a—c)+i(b—d)

ac+bd _H,bc—ad
Ac+d> A+d

(a+ib): (c+id) = (a+ib)(c+id)™" =

Definicija 2.3.1 Konjugirano stevilo $tevila z je kompleksno Stevilo

Z=a—1ib.

Produkt kompleksnega Stevila s svojim konjugiranim $tevilom je enak
Z=a*+b*.

Konjugirano kompleksno Stevilo nam pomaga pri deljenju kompleksnih Stevil. V ta namen
najprej poglejmo, kako hitro izraunamo obratno vrednost kompleksnega Stevila z

1z z
z Z |
Kvocient dveh kompleksnih §tevil z in w je tako enak
Z -1 w
w [wl

m Zgled 2.7 Pois¢imo kvocient kompleksnih Stevil z =2 —3iinw = 1+4i.

z 2-3i  (2-3i)(1-4) -10—11i 10 11,

wo 1+4i (1+4)(1—4) 1-(@4)2 17 17"
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Definicija 2.3.2 Absolutna vrednost Stevila z = a+ ib, |z|, je nenegativno realno Stevilo
lz| = Vz = Va> +b2.

IzraCunajmo Se
z+zZ=2a in z—7=2ib,
kar pomeni, da je ~ ~
Re(z) = %Z in Im(z)= %

Notranji operaciji mnoZenja in seStevanja na mnozici kompleksnih Stevil R x R lahko vpeljemo
tudi preko urejenih parov:

e sestevanje (a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d),
e mnozenje (a,b) - (c,d) = (ac —bd,ad + bc).
Preverimo veljavnost vseh lastnosti obeh racunskih operacij.

(i)-G1v) (R xR,+) je komutativna grupa z enoto (0,0), nasprotni element od (a,b) je (—a,—b), kar
naj bralec preveri sam.

(v)-(viii) (R xR —{(0,0)},-) je komutativna grupa. Pokazimo, da je enota za mnozenje (1,0):
(a./b)-(x,y) - (avb)
(ax—by,ay+bx) = (a,b).
Resitev dobljenega sistema enacb je x = 1 in y = 0. Poi$¢imo $e obratni element:

(@,b)-(x,y) = (1,0)

(ax—by,ay+by) - (10)

b

a
Resitev tega sistemajex= —————=iny—= —————.
¢ =T T2,

(ix) Preverimo distributivnost:

(avb) : (((’761) + (e/f)) - (aab) . (C’d) + (avb) : (e7f) :
Leva stran enakosti:

(a,b)-(c+e,d+ f)=
(alc+e)—b(d+ f),ald+ f)+b(c+e)) =

(ac+ae—bd —bf,ad+af + bc+ be) .
Desna stran enakosti:

(a,b)-(c,d)+ (a,b)- (e, f) =
(ac —bd,ad +bc) + (ae — bf,af + be) =

(ac—bd+ae—bf,ad+bc+af +be).
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Na zaCetku tega razdelka smo privzeli, da je a+ ib = (a,b), zdaj pa bomo to zvezo izpeljali.
Poglejmo najprej seStevanje in mnoZenje kompleksnih Stevil z imaginarnim delom O:

(a,0)+(»,0) = (a+b,0+0)=(a+b,0),
(a,0)-(b,0) = (ab—0-0,a04+b0)= (ab,0).

Opazimo, da sta v obeh primerih rezultata kompleksni Stevili z imaginarnim delom enakim 0, realna
dela pa se obnasata kot realni Stevili, zato lahko privzamemo:

(a,0):=a,

oziroma vsa realna $tevila so tudi kompleksna $tevila. V uvodu smo zapisali, da je i* = —1 =
(—1,0). Pois¢imo zapis za i z urejenim parom. Naj bo i = (x,y):

(6y)-(xy) = (=1,0)
(x> —y*,2xy) = (—1,0).
Resitev dobljenega sistema enacb je x =0in y = 1, zato je i = (0, 1). IzraCunajmo Se
bi= (b,0)-(0,1) = (0,b).
Zato lahko (a,b) zapiSemo kot

(a,b) = (a,0)+(0,b) =a+ib.

POLARNI ZAPIS

Poglejmo si Se polarni zapis kompleksnega Stevila. V tem primeru kompleksno Steviloz=a-+ib
opisemo s kotom ¢ in polmerom r. Kot ¢ je kot med pozitivnim delom abscise in poltrakom, na
katerem leZi tocka (a,b), polmer r je oddaljenost tocke (a,b) od koordinatnega izhodis¢a. Kot ¢
imenujemo argument $tevila z in piSemo

¢ =Arg(z).
Vsi koti @ + 2k, k € Z — {0}, so prav tako argumenti $tevila z in piSemo
¢©+2km =arg(z), k€ Z—{0}.

Opazimo, da velja

, b
r=|z] in tang=-—.
a
Polmer in argument natanko dolocata kompleksno Stevilo:
z=a+ib=rcos@+irsing =r(cos@+isin@).
Polarni zapis za konjugirano Stevilo od z pa je oblike

Z=a—ib=rcos@ —irsing = r(cos@ —isingQ).
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V razdelku o realnih funkcijah bomo spoznali pojem sode in lihe funkcije. Videli bomo, da velja
cos(—@) = cos(@) in sin(—¢) = —sin(¢). Tako je
Z=r(cos@ —isin®) = r(cos(—@) +isin(—@)).

Zato velja, Ce je Arg(z) = ¢, tedaj je Arg(z) = —o.
Racunanje v mnozici kompleksnih Stevil podanih v polarneem zapisu je ugodno za mnoZenje
in deljenje kompleksnih Stevil.

e MnoZenje

Trditev 2.3.1 Naj bo z; = ri(cos @ +isin@;) in zp = rp(cos @ + isin ;). Tedaj je

2122 = rir2(cos(@1 + @2) +isin(@1 + @2)) .

Dokaz.
2122 = ri(cos@y +isin@;)ry(cos @, +ising,)

= rirp(cos @ cos @, — sin @) sin @, + i(sin @) cos @2 + cos @) sin,))

= rira(cos(@1 + @2) +i(sin(@; + ¢2))

Op Pri dokazu smo uporabili adicijska izreka, ki se v srednji Soli izpeljeta z uporabo
skalarnega produkta geometrijskih vektorjev, s ¢imer se ne bomo ukvarjali:

sin(0 =B) = sinocosf LsinPcosa
cos(ac+fB) = cosacosP Fsinasinf.

Trditev lahko posploSimo na produkt ve¢ kompleksnih Stevil.

lzrek 2.3.2 Naj bo z; = ri(cos @ +isingy), k= 1,2,...,n. Tedaj je

lez"'zn:Flrz'“'”n(COS((Pl+(Pz+...+(Pn)+isin((p1+(P2+...+(Pn))-

Dokaz. Uporabimo indukcijo po n. Za n = 2 smo pokazali v Trditvi 2.3.1, indukcijski korak
je sledec:

(1 zn—1)zn =

=r1-rp—1(cos (@14 ...+ @u_1)+isin (@ + ...+ @,_1))rn(cos @, +ising,)

o [0

=riry---ry(cos o+ isin ) (cos @, +isin @,)
= riry -+ ry(cos o cos @, — sina sin @, + i(sin a cos @, + cos o sin @,))
=riry---ry(cos(a+ @,) +isin(a+ @,))

=riry-rp(cos(@r+ @+ ...+ @) +isin(@r+Qr+...+¢,)).
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e Potenciranje
Potenciranje sledi neposredno iz Izreka 2.3.2.

Posledica 2.3.3 — Moivreova formula. Naj bo z = r(cos ¢ +isin @). Tedaj je
2" =r"(cos (n@)+isin(ng)),n e N.
Dokaz. V Izreku 2.3.2 upostevamo, da so vsi faktorji med seboj enaki
'=zz-z=r"(cos(@+@+...+@)+isin(p+@+...+¢))=r"(cos (np) +isin(ng)) .

Za vajo dokazite formulo za potenciranje kompleksnih Stevil direktno z matemati¢no induk-
cijo (brez uporabe Izreka 2.3.2).

= Zgled 2.8 Naj bo z = 1 +i. Izratunajmo z°.

IzraCunati moramo polmer r in argument @:

r:\@,tan =1= _r I. kvadrant) .
¢ o 4

20 = (vV2)(cos(50%) +isin(50%))
= 2%(cos(Z + 127) +isin(Z + 127))
= 25(0+i)

= 2%,

e Deljenje

Trditev 2.3.4 Obratna vrednost nenicelnega kompleksnega Stevila z = r(cos @ + isin @) je

enaka

= 1(cos(p —ising).

r

Dokaz. Naj bo z = r(cos ¢ +isin ¢). Tedaj je obratna vrednost kompleksnega Stevila z:

1 4
-1_ * _ .
7 =-=—5=

cos @ —isin @
z e '

r

Trditev 2.3.5 Naj bosta z; = rj(cos @ +isin @) in z, = ry(cos @2 +ising,), zo # 0, kom-
pleksni Stevili. Tedaj je njun kvocient enak
a _n

= —(cos(@1 — @) +i(sin(¢1 — ¢2)).
22 r
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Dokaz.
4
22

1 - 1 -
= 0z :rl(COS(pl+zsm(p1)r—2(005(p2—zsm(p2)

= ﬂ(cos (1 COs @2 + sin @) sin @, + i(sin Q] cos P2 — cos @y sin @,))
)

= (cos(@r — ) +i(sin(@r — 92)).

)

o Korenjenje

Zanima nas v/z, n € N, z € C. Spomnimo se, da je to ekvivalentno reSevanju enacbe

u ==z.

Naj bo podano kompleksno Stevilo z v polarnem zapisu:

z=ro(cos@y+isingy), ro € R}, @ € [0,27).

u-ﬁ(cos(n + . >+lsm<n +

Nadalje, naj bo

in izra¢unajmo

n

o, @0 2k (@0 2km) )"
u' = <\/E<cos<n+ . )—l—zsm(n+ " >>>

= 1o (cos(@p+2km)+isin (@ +2km))

= rp(cos@y+isingy) =z.

Resitve enacbe v/z = u, Kjer je z = ro(cos @p + isin @), so torej oblike

2k 2k
uk:\”/%<cos <(po+7r> +isin<(po+7r>),kez-
n n n

n

V bistvu je dovolj, da k pretece vrednosti od 0 do n— 1 (ali 1 do n), kar sledi iz lastnosti
funkcij sinus in kosinus, ki ju bomo obravnavali v naslednjem poglavju.

= Zgled 2.9 Poiscimo resitve enacbe u° = 1.

Stevilo 1 zapisemo v polarnem zapisu 1 = 1(cos(2k7) 4 isin(2k7)) in ga ustrezno korenimo

w=1 & u

Resitve so

1
M1:1,M2:—§—|—7.,M3:—*—

-

= /(cos(2kr) +isin(2km)

= V1((cos(%E) +isin(%%)), k=0,1,2.

>

l.

1_¥3,
2 2

Opazimo, da so reSitve enacbe 7" = a oglis¢a pravilnega n-kotnika.
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Preslikave

Definicija 3.1.1 Preslikava je doloCena s parom mnoZic in predpisom, ki vsakemu elementu iz
prve mnoZice priredi natanko en element iz druge mnoZice.

Obicajen zapis za preslikavo f iz mnoZice A v mnozico B je f : A — B. Pri tem je f predpis,
mnoZico A imenujemo domena in mnoZico B kodomena preslikave. Ce preslikava f: A — B
elementu a iz domene A priredi element b iz kodomene B, to zapiSemo kot

fla)="b

ali tudi
fra—b

(znak — beremo "priredi"). Elementi domene so originali in elementi kodomene so njihove slike.

Ce sta mnoZici A in B konéni in ne preveliki, lahko preslikavo opiSemo z diagramom, kot to
vidimo na Sliki 3.1. Na Sliki 3.1 imamo pod a) primer preslikave, medtem ko pod b) nimamo
opravka s preslikavo, saj se en original ne more preslikati v dve razli¢ni sliki.

Za preslikavo uporabljamo tudi izraze funkcija, upodobitev, transformacija, ... Izbira ustreznega
termina je odvisna od vrste domene in kodomene. V naslednjih poglavjih bomo govorili o pres-
likavah, v katerih bosta domena in kodomena podmnoZici realnih Stevil, in v tem primeru se
uporablja izraz realna funkcija.

Definicija 3.1.2 Naj bosta f,g : A — B. Preslikavi f in g sta enaki, f = g, Ce je f(a) = g(a) za
vsak a € A.

m Zgled 3.1 Preverimo, ali sta preslikavi f, g : R — R enaki.
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A B A B

a) b)

Slika 3.1: a) Je preslikava, b) ni preslikava.

Lo fx)=(x—1)3gx)=x> =32 +3x—1:
Ker je f(x) = g(x) za vsak x € R, sta f in g enaki preslikavi.
2. f(x) = Va2, g(x) = x:

Ker je f(—5) =5 in g(—5) = —5, sta preslikavi f in g razli¢ni.

Definicija 3.1.3 Preslikava f : A — B je surjektivna, Ce je vsak element iz B slika kakega
elementa iz A:
VbeB,JacA: f(a)=b.

Na Sliki 3.2 imamo pod a) primer preslikave, ki ni surjektivna, medtem ko je preslikava pod b)
surjektivna.

A B A B

a) b)

Slika 3.2: a) Ni surjektivna preslikava, b) je surjektivna preslikava.

Definicija 3.1.4 Zaloga vrednosti preslikave f : A — B, Zy, je mnoZica vseh tistih elementov iz
B, ki so slika kakega elementa iz A:

Zr={beBl3acA: f(a)=b}={f(a)acA}.

Ocitno je preslikava f : A — B surjektivna natanko tedaj, ko je Zy = B.
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Definicija 3.1.5 Preslikava f : A — B je injektivna, Ce se poljubna razli¢na elementa iz A
preslikata v razlicna elementa iz B:

Val,az €A a 75612 :>f(a1) #f(az)

Ekvivalenten zapis bi bil
Vaj,ay €A: f(ay) = f(ar) = a1 = ay.
Nasprotno, torej preslikave ki niso injektivne, dobimo z negacijo zgornje trditve

day,ap €A:ay #ax N fay) = f(az).

Definicija 3.1.6 Preslikava f : A — B je bijektivna, ko je injektivna in surjektivna, kar formalno
zapiSemo
VbeB,AlacA: f(a)=D.

Op | Simbol 3! beremo “obstaja natanko en”.

m Zgled 3.2 Preverimo bijektivnost preslikav.
1. Najbo R" = {x € Rlx > 0} in f: R* — R" podana s predpisom f(x) = x°.

Tako definirana preslikava f je bijektivna, saj za vsak y = x? obstaja natanko eno pozitivno
Stevilo x, ki se preslika v y.

2. R =R, f(x)=x%

Tako definirana preslikava f ni niti injektivna (f(2) = f(—2)) niti surjektivna (na primer —4
ni slika nobenega elementa), zato ni bijektivna.

Z uporabo bijektivne preslikave lahko definiramo enako mo¢ne mnoZice.

[ Definicija 3.1.7 Kon¢ni mnoZici sta enako mo¢ni, ko med njima obstaja bijektivna preslikava.

To definicijo lahko posploSimo tudi na neskonc¢ne mnoZice. Za ilustracijo si poglejmo Zgled 3.3.

m Zgled 3.3 PokaZimo, da sta mnoZica naravnih Stevil N in mnoZica sodih Stevil enako mocni.
Podajmo preslikavo f, ki slika iz mnoZzice N v mnoZico sodih Stevil s predpisom

f(n)=2n.

Ker je tako definirana preslikava f bijekcija, sta mnoZici enako mocni. Pravimo, da imata Stevno
neskon¢no moc. .
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Definicija 3.1.8 Graf preslikave f : A — B, I'y, je mnoZica vseh urejenih parov (a, f(a)):

I'r={(a,f(a))lac A} CAXB.

m Zgled 3.4 Najbo A ={1,2,3}, B={a,b,c} in f : A — B definirana kot

f(1)=b,f(2)=a,f(3)=c.

Pois¢imo graf preslikave f.

Graf preslikave f je
Iy ={(1,0),(2,a),(3,c)}.

m Zgled 3.5 Poii¢imo graf preslikave f: R — R, f(x) = x2.

Graf preslikave f je I'y = {(x,x*)|x € R}.

Definicija 3.1.9 Kompozitum preslikav f :A — Bin g: B — C je preslikava go f: A — C,
definirana s predpisom

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Racunski operaciji pravimo komponiranje.

m Zgled 3.6 Poiicimo kompozitum preslikav.
1. Najbo f: R — R podana s predpisom f(x) = e** in g : R — R podana s g(x) = x> +2x.
Tedaj lahko izraunamo oba kompozituma:
gof=(gof)(x) =g(e™) = ()’ +2¥ = e + 2>

fog — (fog) ()C) — f(x3 +2x) — 62(x3+2x) —_ 82x3+4x.

2. f:NxN—=N, f((n,m)) =n+min g:N— N, g(n) =n?. V tem primeru je definiran le
kompozitum go f: Nx N — N:

(gof)((n,m)) = g(n+m) = (n+m)?*.
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Opazimo, da komponiranje ni komutativna operacija:

fog#gof.

Po drugi strani pokaZzimo, da je komponiranje asociativna operacija. Naj bodo dane preslikave
f:A—=B,g:B—Cinh:C — D. Tedaj je

((fog)oh)(x) = (fog)(h(x))=f(g(h(x))) in
(folgoh))(x) = f((goh)(x)) = f(g(h(x))).

m Zgled 3.7 Preverimo asociativnost komponiranja, ¢e sta preslikavi f in g podani kot v 1. tocki
Zgleda 3.6, in je h : R — R podana s predpisom A(x) = 3x.

3
—_ er +4x

Vemo Ze, da je (fog)(x) :=y(x), zato je

(Fog)om)(x) = (yoh)(x) = y(h(x)) = y(3x) = 2OV 12 = 441,
Za drugo stran izraCunajmo najprej
2(x) := (goh)(x) = g(h(x)) = g(3x) = (3x)> +2(3x) = 27x° + 6x.

Tedaj je
(fo(goh)(x) = (foz)(x) = flz(x)) = ECTH6Y = S+12r,

I Definicija 3.1.10 Preslikava f : A — A, definirana s predpisom f(a) = a, Va € A, je identiteta
na mnozici A in se oznaci z Iy4.

lzrek 3.1.1 Naj bo f : A — B bijektivna preslikava. Potem obstaja natanko ena bijektivna
preslikava g : B — A taka, da je

gof=Ix in fog=Ip.

Dokaz.
Definirajmo g kot:

Vb € Bnajbo g(b)tistia € A, zakateregaje f(a) = b,

kot je to razvidno s Slike 3.3. Tako definirana preslikava g je bijektivna, saj iz bijektivnosti
preslikave f sledi, da za vsak a € A obstaja natanko en tak b = f(a) € B, da je g(b) = a.
Pokazimo Se drugi del trditve:

VacA:(gof)(a)=g(f(a))=g(b)=a=gof=1I4.
Podobno velja
VbeB: (fog)(b)=f(s(b))=fla)=b= fog=Ip.
[

Preslikavo g obi¢ajno oznacujemo f~! in ji pravimo inverzna preslikava ali obratna preslikava
preslikave f.
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B
T
a=st)]__|—TF@=b
N

Slika 3.3: Obratni preslikavi f in g.

n Zgled 3.8 Najbo A ={1,2,3}, B={a,b,c} in f : A — B podana s predpisom

f()=b,f(2)=a,f(3)=c.

Ce obstaja, pois¢imo f~!.
Preslikava f je bijektivna in zato obstaja f~!' : B — A, ki je podana kot

Y a)=2,7""b)=1,f"(c) =3.

Na Sliki 3.4 vidimo odnos med grafom preslikave f in grafom obratne preslikave f~!.

Y oy

Slika 3.4: Obratni preslikavi fin f~'.
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Pregled elementarnih funkcij

V prej$njem razdelku so nas zanimale preslikave v sploSnem, zdaj se bomo osredotocili samo na
realne funkcije realne spremenljivke. Ponovili bomo njihove osnovne lastnosti in naredili pregled
elementarnih funkcij.

OSNOVNE LASTNOSTI

Zanimajo nas preslikave f : 2 C R — R, za katere bomo uporabljali izraz funkcija

flx)=y.

Ker je domena & podmnoZica v R, je f funkcija realne spremenljivke. Ker je tudi kodomena pod-
mnoZzica R, je f realna funkcija. Domena & obi¢ajno ni vnaprej podana, temve¢ je to mnoZzica vseh
tistih realnih Stevil, za katere je predpis funkcije f izraunljiv. Zato ne govorimo o domeni, temvec
o definicijskem obmocju oziroma naravnem definicijskem obmocju funkcije f, ki ga ozna¢imo Z;.
Vcasih indeks f izpustimo in namesto %y piSemo samo % in imamo s tem v mislih definicijsko
obmodje funkcije f. Nadalje pravimo, da je x neodvisna spremenljivka ali argument, f(x) =y je
odvisna spremenljivka, saj je y odvisen od izbire x-a.

Definicija 3.2.1 Naj bosta f: Jy — Rin g : 4, — R. Tedaj je naravno definicijsko obmocje
kompozituma f o g definirano takole

Doy = {x € Dglg(x) € Dy}

= Zgled 3.9 Naj bosta dani realni funkciji f(x) =2 — x? in g(x) = y/x. Pois¢imo definicijsko
obmocje obeh kompozitumov.

Definicijsko obmogje funkcije f je Zy = R in funkcije g je 4, = RT U{0}. Definicijski obmogji
kompozitumov sta

Doy = {x20ly/xER} =7,

Doy = {x€ R‘Z—xz >0} =[-v2,V2].

Poglejmo nekaj osnovnih lastnosti realnih funkcij.

Definicija 3.2.2 Funkcija f, definirana na simetri¢nem intervalu ¥ = (—a,a) ali Z = [—a,a,
je soda, Ce velja

f(=x)=f(x),Vxc P

in liha, Ce velja

f(=x)=—f(x),Vxe 2.

m Zgled 3.10 Preverimo sodost oziroma lihost funkcije.
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L f(x) = 3x%

Ker je f(—x) = 3(—x)* = 1x2, je to soda funkcija.
2. f(x)=2x

Ker je f(—x) =2(—x)3 = —2x3, je to liha funkcija.
3. f(x) =x+2x%

To ni niti soda, niti liha funkcija, saj je na primer f(1) =3in f(—1) = 1.
|

Graf sode funkcije je simetrien glede na y os, graf lihe funkcije pa je simetri¢en glede na koordi-
natno izhodisCe (glej Sliko 3.5). Vecina realnih funkcij ni niti sodih niti lihih.

Slika 3.5: Graf sode in lihe funkcije iz Zgleda 3.10.

| Definicija 3.2.3 Funkcija f : 2y — R je omejena, ko je zaloga vrednosti Z; omejena mnoZica.

Op Supremum, infimum, maksimum in minimum funkcije f so istoimenski pojmi mnoZice Zy.

Uporabljamo zapise
sup f(x), inf f(x), max f(x), min f(x)
xe9y XEDy xXEDy xXEDy

ali tudi
sup f, inf f, max f, min f .

m Zgled 3.11 Preverimo omejenost funkcije.
1. f(x)=x%
Funkcija f je navzdol omejena in sicer je

inf x> = minx®> = 0.
xeR xeR
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2. fx)=x>.

Funkcija f ni omejena.
]

Definicija 3.2.4 Naj bo f definirana na definicijskem obmocju ;. Tedaj je f narascajoca,
kadar velja
VX1,)€2 € .@f X < Xxp = f(X1> < f(XQ)

in f je padajoca, Ce velja
Vxi,x € Dy x1 <x2= f(x1) > f(x2).

Ce na desni strani veljata strogi neenakosti (f(x1) < f(x2)) oziroma (f(x;) > f(x2)), govorimo
0 strogo narascajoci oziroma strogo padajoci funkciji. Ce je f (strogo) narastajoca ali (strogo)
padajoc¢a funkcija, je f (strogo) monotona funkcija. Ce je funkcija monotona samo na neki
podmnoZici / definicijskega obmocja, pravimo, da je monotona na /.

m Zgled 3.12 Preverimo monotonost funkcije.
1. f(x)=x%
Funkcija f ni monotona funkcija, ker je za x < 0 strogo padajoca, za x > 0 pa strogo
narascajoca.
2. f(x)=x>.
Funkcija f je strogo narascajoca funkcija, saj za realni Stevili x1,x; velja:

ce je x; < xo,tedaj jex‘f <x§.

ELEMENTARNE FUNKCIJE

Preglejmo po vrsti elementarne funkcije, s katerimi se bomo srecevali v nada-
ljevanju.

a) Polinomi in racionalne funkcije
Polinomi so funkcije oblike

p(x) = ayx" "‘anfler1 +--Faix+ap,

Kjerjea; € R,Vi=1,2,...,n. Ce je a, # 0, pravimo, da je polinom p stopnje n. Ce zelimo
poudariti stopnjo polinoma pi$emo p, namesto p. Stevilu a, pravimo vodilni koeficient
polinoma, Stevilu ag pa splosni clen.

Resitvam polinomske enacbe
p(x) =0

pravimo koreni. Obi€ajno namesto o korenih govorimo kar o niclah polinoma. Polinom stop-
nje n ima natanko n ne nujno razli¢nih nicel. Koreni polinomske enacbe pripadajo mnozici R
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ali C. Ker kompleksni koreni polinomske enacbe zmeraj nastopajo v konjugiranih parih, ima
polinom lihe stopnje vsaj eno realno niclo. Naj bodo x1,x3, .. .,x, koreni polinomske enacbe

p(x) = ax" tap X" tax+ag=0.
Tedaj lahko polinom p faktoriziramo, kar pomeni, da ga zapiSemo kot produkt faktorjev
px) =ap(x—x1)(x—x2) - (x—xy).

Ce se faktor (x — x¢) pojavi m-krat v razcepu, pravimo, da je x; m-kratna ni¢la polinoma f.
Nicli polinoma druge stopnje
p(x) = ax* +bx+c

sta korena pripadajoce enacbe
p(x) =0
in ju izraCunamo po znanih formulah

—b+Vb? —4ac —b—+/b?—4ac
= Xy = )
2a ’ 2a

X1 2=

Izraz pod korenom imenujemo diskriminanta in jo oznadujemo z D = b*> — 4ac. Glede na
vrednost diskriminante lo¢imo tri moZnosti:

D>0 = x #x€eR,
D=0 = x;=x€R,
D<0 = xi=xecC.
Nicle polinomov vi§je stopnje
p(x) =a, X"+ a1 X" '+ +ajx+ag,n>3

lahko is¢emo s pomocjo Hornerjevega algoritma. Uporabimo ga lahko, ¢e poznamo vsaj en
koren enacbe p(x) = 0. Dokazati je mogoce, da Ce so koeficienti a; celoStevilski in je koren

racionalno Stevilo —, tedaj m deli ag, n pa a,,. Uporaba Hornerjevega algoritma je prikazana
na Zgledu 3.13.

m Zgled 3.13 Poisc¢imo vse korene polinomske enacbe
p(x) = 5x* +48x> — 15x> +48x—20=0.

X . v, .om .. .

Ce je koren racionalno $tevilo —, mora biti m € {1,2,4,5,10,20} in n € {1,5}. Skupno
n

imamo 9 kandidatov za reSitev enaCbe, poleg tega pa Se njihove nasprotne vrednosti. Prever-

imo po Hornerjevem algoritmu, da je % koren enacbe.

5 48 —15 48 —-20
2 20 2 20
% 5 50 5 50 0
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b)

Torej je
2
px) = (x—g)(5x3+50x2+5x+50)
2,3 2
= S(x—g)(x +10x" +x+10)
2.2
= S(x—g)(x (x+10)+ (x+10))
2 2
= 5(x—§)(x+10)(x +1)
2 . .
= 5(x—§)(x+10)(x+l)(x—l).
Resitve so x| = %,xz =—10,x3 =1i,x4 = —1i.

Racionalna funkcija f je kvocient dveh polinomov p in g:

Nicle ima v tockah, kjer je p(x) = 0. Definirana je povsod, kjer je g(x) # 0. V tockah, kjer
je q(x) = 0, funkcija f ni definirana. Ce je v taki tocki p(x) # 0, tedaj pravimo, da ima v tej
tocki funkcija pol ali navpicno oziroma vertikalno asimptoto. VeC o tem bomo izvedeli v
naslednjem razdelku, ko bomo risali grafe racionalnih funkcij.

m Zgled 3.14 Poisc¢imo nicle, definicijsko obmocje in pole funkcije

) 5x* +48x3 — 15x% +48x — 20
X) = :
xr—4
Nicle funkcije f so koreni polinoma iz Zgleda 3.13. Pola ima v 2, —2 in definicijsko obmocje
je zato R\ {—2,2}. .

Trigonometricne funkcije

Definirali bomo trigonometricne funkcije sinus, kosinus, tangens in kotangens, za katere
uporabljamo tudi termin kotne funkcije. Trigonometri¢ne funkcije bomo najprej definirali za
kote z intervala [0, 27]. Kot je poleg v radianih lahko merjen tudi v stopinjah. Kote iz stopinj
v radiane pretvarjamo po naslednji zvezi:

7[ o)
x(rd) = 180°x( )
oziroma 180°
%) = d) .
X(°) = = x(rd)

Kot x, merjen v radianih, predstavlja dolZino loka na enotski kroZnici med to¢kama E in T s
Slike 3.6.
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Na enotski kroZnici izberemo poljubno tocko T (a,b) v I. kvadrantu in ozna¢imo ostale tocke,
kot je razvidno s Slike 3.6. Kot med pozitivnim delom osi x in poltrakom OT oznacimo z x.

Tedaj je

|OA| = a = cosx

kosinus kotax,

|OB| = b =sinx sinus kota x,
|ET"| = tanx tangens kotax,
|E'T'| = cotx kotangens kotax.
T//
E’ T’

Slika 3.6: Definicija trigonometri¢nih funkcij.

Iz podobnosti trikotnikov OAT in OET" je razvidno razmerje

sinx tanx

= =tanx.
cosx |OE]
Podobno velja
CoSXx cotx
—_— = = cotx,
sinx  |OF/|
kar pomeni, da je
1
tanx = ——
cotx

Naj bo sedaj x € [0,27]. Poglejmo predznak trigonometri¢nih funkcij po posameznih kvad-
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rantih
0<x<Z|Z<x<m|m<x<¥|FZ<x<2n
coSXx + — - +
sinx + + — -
tanx + - + -
cotx + - + -

Za poljuben kot x definiramo trigonometri¢ne funkcije na slede¢ nacin:

cosx = cos(x +2km),
sinx = sin(x + 2k7),
tanx = tan(x + k1),

cotx = cot (x+km), k € Z.

Pravimo, da sta funkciji sinus in kosinus periodicni z osnovno periodo 27, tangens in
kotangens pa s periodo 7.

S Slike 3.6 razvidno, da je kosinus soda funkcija (cosx = cos(—x)) in sinus liha funkcija
(sinx = —sin(—x)), kar pomeni, da sta preostali dve prav tako lihi funkciji (tanx = — tan(—x),
cotx = —cot(—x)).

Na Sliki 3.7 vidimo grafa funkcij sinus in kosinus, ki sta sta definirani na celem R. Zaloga
vrednosti je v obeh primerih zaprti interval [—1, 1].

15 1

_ni2 T —ri r o

11 ! J
Slika 3.7: Grafa funkcij sinus (levo) in kosinus (desno); z modro je oznaCena osnovna perioda.

Na Sliki 3.8 sta grafa funkcij tangens in kotangens; funkcija tangens ni definirana v ni¢lah
kosinusa (x = (2k +1)%, k € Z), kotangens ni definiran v niClah sinusa (x = k7, k € Z),
zaloga vrednosti je v obeh primerih mnoZica R.

Poglejmo e nekaj najpogostejSih zvez med trigonometri¢nimi funkcijami. Po Pitagorovem
izreku velja
cos’>x+sinx=1.
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, 10 + , 10 4 ,
s ;| s ;| s
-3 3 0 o
: -5 | : -5 :
: —10 ! : —10} :

Slika 3.8: Grafa funkcij tangens (levo) in kotangens (desno) na svoji osnovni periodi.

IzraCunajmo

2
l+tan’x = 14+-27%

cos2 x

cos?x +sin%x

cos?x
B 1
~ cos?x’
Podobno zveza velja za kotangens
5 1
l+cot"x = ———.
sin“x
1z adicijskih izrekov sledi
sin(x—y) = sin(x+(—y))

= sinxcos(—y)+ cosxsin(—y)

= sinxcosy—cosxsiny,
cos(x—y) = cos(x+(—y))

= cosxcos(—y) —sinxsin(—y)

= cosxcosysinxsiny.
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1z adicijskih izrekov lahko izpeljemo tudi formuli za sinus in kosinus dvojnih kotov:

sin(2x) = sin(x+x)
= sinxcosx -+ cosxsinx
= 2sinxcosx,

cos(2x) = cos(x+x)

= COSXCOSX—sinxsinx

= cos?x—sin’x.

Prav tako nam adicijski izreki dajo zvezo med kotoma, katerih vsota je 5 (komplementarna

kota):
o sin(§ —x) = sin%cosx—cosJsinx
= cosx,
cos(5 —x) = cosZcosx+sinZsinx
= sinx.

Podobno velja za preostali dve funkciji:

sin(% —x)
/5

tan(% —x) = m

[\

COSX
sinx

= cotx,

cot(F —x) =

D[R] —

tan(Z — x)

= ftanx.
Omenimo $e, da boste v starejsi literaturi naleteli na oznaki za funkciji tangens in kotangens
v obliki tg oziroma ctg.
¢) Ciklometricne funkcije

Ciklometricne funkcije so obratne oziroma inverzne funkcije od trigonometri¢nih. Zanje
uporabljamo tudi izraz krozne funkcije. Ciklometricne funkcije so arkus sinus, arkus kosinus,
arkus tangens in arkus kotangens.

Funkcija arkus sinus

Ce hotemo, da bo obstajal inverz funkcije sinus, mora le-ta biti bijektivna. V ta namen
moramo skrciti definicijsko obmogje. Naj bo f(x) = sinxin f: [-F, 7] — [-1,1]. Tedaj
obstaja f~1: [—1,1] = [—%, %] taka, da je

(fof ) =F(f(x) =x ¥xe [~1,1]
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(o NE@ =1 W) =xvxe [-3.5]

Imenujemo jo arkus sinus in piSemo
£ (x) = asinx.
Ponekod zasledimo $e staro oznako, ki je arcsin. Velja tore;j

sin(asinx) = x, Vx € [—1,1],

o T
asin (sinx) = x, Vx € [—5, 5} .
Definicijsko obmod¢je funkcije f(x) = sinx bi lahko skréili tudi kako drugace. Za vsako
skréitev definicijskega obmocja, ki ima za rezultat bijektivno funkcijo sinus, lahko definiramo
obratno funkcijo arkus sinus. Za poljubno kodomeno funkcije arkus sinus piSemo funkcijo
z veliko zacetnico, torej Asinx. Kadar skréimo obmocje na [—7, 7], torej tako, kot smo to
najprej naredili, govorimo o glavni veji funkcije arkus sinus in jo piSemo z malo zacetnico
asinx.

Vemo Ze, da graf obratne funkcije dobimo z zrcaljenem preko premice y = x, kot je prikazano

na levem grafu na Sliki 3.9.
ﬂ'/2 * T %

1,,

/2

a2 -l R 1

1t 1 n/‘Z‘\N\‘\“iF
—m/2

Slika 3.9: Grafa glavnih vej funkcij arkus sinus (levo) in arkus kosinus (desno); z modro barvo sta
oznaceni obratni funkciji sinus oziroma kosinus.

Funkcija arkus kosinus

Naj bo f(x) = cosx. Definicijsko obmoéje skré¢imo na [0, 7], s ¢imer bomo podobno kot
pri funkciji arkus sinus, dobili glavno vejo funkcije arkus kosinus, ki jo zapisujemo z malo
zacetnico. Tedaj obstaja

fl(x) = acosx: [~1,1] — [0,7],

za katero velja
cos(acosx) =x, Vx € [—1,1],
acos (cosx) =x, Vx € [0,7].

Tudi v tem primeru lahko naletimo na staro oznako arccos. Na desni strani Slike 3.9 vidimo
graf glavne veje funkcije arkus kosinus.
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Izpeljimo $e zvezo med obema ciklometri¢nima unkcijama. Naj bo x € [—1,1]. Tedaj je

y = asinx € [-F, 7] in x = siny. Nadalje je

cos (7: ) sin
—_—— = =X
5 y y )
kar pomeni, da je

T

— —y=acos

2 *

oziroma -
asinx +acosx = 5 Vx e [-1,1].

Funkcija arkus tangens
Naj bo f(x) = tanx. Definicijsko obmocje skr¢imo na (—%,%), s Cimer bomo dobili glavno

vejo funkcije arkus tangens Tedaj obstaja

1 T T
— atanx: R — (—f,f) ,
f7 (x) = atanx 77
za katero velja
tan(atanx) = x, Vx € R,

T T
anang =5 vee (2.5,
atan (tanx) = x, Vx € 7

Na levi strani Slike 3.10 vidimo graf glavne veje funkcije arkus tangens.

t t t t T \\
77777777777 R

Slika 3.10: Grafa glavnih vej funkcij arkus tangens (levo) in arkus kotangens (desno).

Funkcija arkus kotangens

Naj bo f(x) = cotx. Definicijsko obmodje skréimo na (0, ), kar nam definira glavno vejo
funkcije arkus kotangens. Tedaj obstaja

f'(x) = acotx: R — (0,7),

za katero velja
cot(acotx) =x, Vx € R,

acot (cotx) =x, Vx € (0,7).

Na desni strani Slike 3.10 vidimo graf veje funkcije arkus kotangens.
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d)

Izpeljimo $e zvezo med obema funkcijama. Naj bo x € R in y = atanx. Tedaj je

T
x:tanyzcot(afy) .

Torej je

r t
— —y=acotx
3 y

oziroma T
atanx + acotx = 5 Vx € R.

Tudi pri funkcijah arkus tangens in arkus kotangens sta ponekod v uporabi stari oznaki, ki sta
arctg oziroma arcctg, ter arctan oziroma arccot.

Eksponentna funkcija
Eksponentna funkcija je oblike
f(x)=a",a>0.

V eksponentni funkciji nastopa neodvisna spremenljivka x v eksponentu. Ker je 1* =1 za
vsak x, naj bo osnova a # 1. Eksponentna funkcija je povsod definirana, torej je 7y = R,
in je povsod pozitivna. To tudi pomeni, da je Zy = R, in zato funkcija f nima nicel.
Obravnavamo jo lahko kot

a:R—-R".

Za f(x) = a* velja
fe+y) =F) f(y),
saj je
flx+y) = a™

= f®fB)-

Zaa>1je f(x) = a* strogo nara$¢ajoCa funkcija, saj za vsak xi,x, velja:
X1 <xp = d'l<a®

a*
s 1< —
a1

& l<a?™.
Ker je x; —x; > 01ina > 1 je to res za vsak x| < x».
Na levi strani Slike 3.11 vidimo graf funkcije f(x) =a* zaa > 1.
Zaa < 1je f(x) = a* strogo padajoca funkcija, saj za vsak xj,x, velja:
X1 <xp = al>a?,

kar pokaZzemo na analogen nacin kot za a > 1.

Na desni strani Slike 3.11 vidimo graf funkcije f(x) = a* za a < 1. Monotonost eksponentne
funkcije se enostavneje preveri z uporabo odvoda, kar bomo spoznali v naslednjem poglavju.
Ker je eksponentna funkcija strogo monotona, je injektivna.
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€)

Slika 3.11: Graf eksponentne funkcije a* za a > 1 (levo) in a < 1(desno).

Zaradi nekaterih zakonov naravne rasti je zelo pomembna osnova $tevilo e oziroma ek-
sponentni funkciji ¢* in e™*. Stevilo ¢ bomo spoznali pri razdelku o zaporedjih, zaenkrat
povejmo le to, da je to iracionalno Stevilo, katerega priblizek je 2,71828...

m Zgled 3.15 Skicirajmo grafa funkcij e* in e™.

Grafa obeh funkcij vidimo na Sliki 3.11.

Logaritemska funkcija
Naj bo f eksponentna funkcija, torej

fR=R" fx)=da",a>0,a#1.

To je bijektivna funkcija, zato obstaja njej obratna funkcija f~! : R* — R. Imenujemo jo
logaritemska funkcija in piSemo
£ (x) = log,x.

(Beremo: logaritem z osnovo a od Stevila x.)
Ker sta eksponentna in logaritemska funkcija obratni, velja

f(fx) = d°%* =x, ¥x e RT
in

1 (f(x) =log,a* = x,¥x € R.

Imamo torej zvezo
y=log,x < da =x.

Logaritemska funkcija ima ni¢lo v tocki 1, saj velja
0:logax<:)a0: l=x.

Graf logaritemske funkcije dobimo iz grafa eksponentne funkcije z zrcaljenjem preko premice
y = x, kar vidimo na Sliki 3.12, kjer je z rdeCo barvo narisan graf logaritemske funkcije in z
modro graf ustrezne eksponentne funkcije.

Ob upostevanju injektivnosti eksponentne funkcije izpeljimo tri pomembne lastnosti logar-
itma:
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Slika 3.12: Graf logaritemske funkcije za a > 1 (levo) in a < 1 (desno); z modro barvo je oznacena
obratna tj. eksponentna funkcija.

(1) log,(xy) =log,x+log,y, Vx,y>0
Izpeljava:
alOga (Xy) = _xy

— alOga x alOga y

— aloga x+log,y )
) loga§ =log,x —log,y, quadvx,y > 0
Izpeljava:
aloga ;o o— T
alogﬂx
- alogay
— alogax—logay .
(3) log, ¥ =ylog,x, Vx>0,VyeR
Izpeljava:
alOgaxy = X
- (alogaX)y
—  gllog,x)y
— log.x

Kadar je osnova enaka Stevilu e, govorimo o naravnem logaritmu in piSemo
log,x =1Inx.

Na Sliki 3.12 vidimo graf te funkcije.
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f) Hiperbolicne funkcije
Definirajmo Se hiperbolicni funkciji kosinus hiperbolikus in sinus hiperbolikus, ki sicer nista
elementarni funkciji:

e +e*

chx = kosinus hiperbolikus,

e —e™*
2

Opazimo, da je prva funkcija soda, druga pa liha. Med njima veljajo naslednje zveze:

shx = sinus hiperbolikus.

(1) sh(x+y)=shxchy+shychx

ef—e et eV —e Ve +e
2 2 2 2

shxchy+shychx =
1 X+y —X—y
= Z(Ze —2e )

= sh(x+y).

(2) ch(x+y) =chxchy—shxshy

Pokazemo podobno kot (1).

(3) ch®’x—sh’x=1

e 2 e —e*\?
h2 _ h2 — € _
ch?x— shlx ( g ) < . )

1
= Z(ez“‘+2+e*2“‘—e2)‘+2—e*2)‘)

= 1.

Na Sliki 3.13 vidimo graf funkcije kosinus hiperbolikus in na 3.14 vidimo graf funkcije sinus
hiperbolikus.

3.3 Limita in zveznost funkcije

LIMITA FUNKCIJE

2 _
Za zacetek poglejmo funkciji f(x) = al n in g(x) = x— 1. Na prvi pogled sta funkciji enaki,
X
ker se predpis funkcije f okrajsa v predpis funkcije g, vendar je treba biti pazljiv, saj funkcija f

ni definirana v tocki — 1, medtem ko s funkcijo g v tej tocki ni tezav, saj je g(—1) = —2. Ampak
tudi za funkcijo f velja, da ko gredo x-si proti —1 z obeh strani, gredo funkcijske vrednosti f(x)
proti —2, tako kot to velja za funkcijo g. OpaZeni koncept dogajanja s funkcijo f opiSemo z limito
funkcije.
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Slika 3.13: Graf funkcije kosinus hiperbolikus.  Slika 3.14: Graf funkcije sinus hiperbolikus.

Definicija 3.3.1 Najbo f: 7y — R. Stevilo L je limita funkcije f v to¢ki a, &e velja naslednji
sklep:

”Za vsako pozitivno Stevilo € obstaja tako pozitivno Stevilo 8, da iz x € Py, x # a in
|x —a| < 8, sledi|f(x)—L| <e”

PiSemo
limf(x)=L ali f(x)=5L.

xX—a

Z logi¢nimi operatorji lahko definicijo limite zapiSemo v obliki

L=Ilimf(x) &Ve>0,36 >0,Vxe Zr\{a}: |x—a|<0=|f(x) —L| <e.

X—a

Slika 3.15 ponazarja definicijo limite funkcije v to¢ki a. Za okolico 6 izberemo manj$o od obeh
vrednosti 0; in &,.

Slika 3.15: Limita v tocki a.

Nekateri zanimivi primeri so:

e f ni definirana v tocki a in ima limito L,
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e f je definirana v tocki @ in ima limito L, ampak f(a) # L,
e f je definirana v tocki @ in ima limito L ter f(a) =L,

e f nima limite L, ima pa limito, ko se bliZamo z desne oziroma leve strani proti tocki a.
V<casih obstaja limita funkcije v toc¢ki a samo na eni strani in v tem primeru govorimo o levi in
desni limiti.

Definicija 3.3.2 Funkcija f : Zr — R ima v a desno limito, L™, e velja:
”Za vsako pozitivno Stevilo € obstaja tako pozitivno Stevilo §, da za vsak x € (a,a+8) N %y
velja [f(x)—LT| <¢e”

Krajse:
LT =limf(x) &Ve>0,36 >0,Vx € (a,a+8)NPs: |f(x)—LT| <e.

xla

Za desno limito se uporablja tudi zapis

lim f(x) = lim f(x).

xla x—at

Podobno definiramo levo limito.
Definicija 3.3.3 Funkcija f ima v a levo limito, L™, Ce velja:

szl)i(rmf(x)<:>V8>0,E|6>0,Vx€(a—5,a)ﬂ@f: lf(x)—L" | <e.

Za levo limito se lahko uporablja zapis

lim (x) = lim f(x).

x—a-

Iz definicije desne in leve limite v tocki sledi, da obstaja limita L natanko tedaj, ko sta leva
limita L~ in desna limita L™ enaki:

L=L"=L & L=1limf(x).

X—a

m Zgled 3.16 Poisc¢imo levo in desno limito funkcije f(x) = % v tocki 0.

I+ex
Premislimo, kaj se dogaja s funcijo f, ko se blizamo tocki O enkrat s pozitivne strani in drugic¢ z
negativne. Ko se bliZamo z desne strani, gredo vrednosti izraza % proti pozitivni neskoncnosti, saj
gre imenovalec proti vedno manjSim pozitivnim Stevilom. Izraz e zato naraia v neskonénost, kar
pomeni, da je

. . . . . . 1 o
V primeru leve limite gredo vrednosti izraza % proti negativni neskon€nosti, zato gre ex proti 0 in

leva limita je
1
L™ =lim -=1.
x10 1 4 ex
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Racunanje z limitami bomo opisali v naslednjih izrekih.

Izrek 3.3.1 Najbo lim f(x) = A in lim g(x) = B, A, B € RR. Tedaj velja:
xX—a X—a
(i) lim(f() +8(x) = A+B,
xX—a

(i) )161_1>1(11(cf(x)) =cA,ceR

Dokaz.

®

(i)

Pokazati moramo, da za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da bo za vsak x € Z; \ {a} veljalo,

Ceje |x—al < 9, tedaj je |(f(x) +g(x)) — (A+B)| < €. Ker je lim f(x) = A in limg(x) = B,
X—a xX—a

za vsak € > 0, & > 0 obstajata pozitivni Stevili 8;, &, taki, da

fe—al <& = |f(x)-Al <en,

|x—al < & =|g(x)—B| < &.

Tedaj velja
[(f(x) +¢(x)) = (A+B)]| [(f(x) —A) + (¢(x) — B)|
[f(x) Al + |g(x) — B|

g t+&.

AAN|

Ker sta & in & poljubna, naj bosta oba enaka 5. Sledi, da za vsak x € Z; \ {a} za katerega
je |x—al < &8, kjer je § = min{ 8, &, }, velja
[(F(x)+8(x)) —(A+B)| < &1+& =

+==¢,

| m

s ¢imer smo zakljucili dokaz.

V tem primeru moramo pokazati, da za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da bo za vsak x €
D¢\ {a} veljalo, Ce je |x —a| < 6, tedaj je |cf(x) — cA| < €. Podobno kot prej, iz definicije
limite funkcije f sledi, da za vsak & > 0 obstaja 6 > 0 tak, da za vsak x € I\ {a} iz
|x —a| < 0 sledi | f(x) —A| < €. Z upoStevanjem lastnosti absolutne vrednosti in dejstva, da
lahko €&; poljubno izberemo, dobimo

£

lcf(x) = cAl = |e(f(x) —A)| = [c]|f(x) —A] <[c[er = |c] ]

=g, ¢c#0.

Ce je ¢ = 0, je dokaz trivialen.

Posledica 3.3.2 Naj bo lim f(x) = A in lim g(x) = B, A, B € RR. Tedaj velja:
X—a

x—a

lim(f(x) —g(x)) =A—B.

xX—a

Dokaz. Z upoStevanjem Izreka 3.3.1 preprosto izpeljemo

lim(f(x) —g(x)) = lim(f(x) + (=g(x))) = lim f(x) + (=1) lim g(x) = A — B.

X—a x—a x—a X—a
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Izrek 3.3.3 Naj bo lim f(x) = A in lim g(x) = B. Tedaj velja:
X—a xX—a

(i) lim f(x)g(x) = AB,

o flx) A
(i1) ;lcl—rng) =5 Ceje B#0.
Dokaz.
(i) Lastnost produkta bi lahko dokazali podobno, kot smo to naredili v primeru vsote v Izreku
P p P

(i)

3.3.1, a bomo ubrali elegantnejSo pot. PokaZimo najprej, da ob predpostavkah izreka velja
lim(f(x) —A)(g(x) — B) = 0 oziroma natan¢neje, za vsak € > 0 obstaja § > 0 tak, da za
xX—a

vsak x € I\ {a} iz [x —a| < & sledi |(f(x) —A)(g(x) —B)| < €. Ker je lim f(x) =A in
xX—a
lim g(x) = B, za vsak € > 0,¢& > 0 obstajata pozitivni Stevili d;, 6, taki, da velja:

Xx—a

|x—a| < 8 =|f(x) —A| <é&,

|x—a| <& =|g(x) —B| < &.

Zaradi lastnosti absolutne vrednosti dobimo

(f(x) —A)(g(x) = B)| = | f(x) —Allg(x) — B| < &1&,.
Ker lahko okolice poljubno izbiramo, naj bosta zdaj €; in & oba enaka /€. Sledi, da za vsak
x € D¢\ {a} velja, Ce je [x —a| < 3, kjer je § = min{d;, 5}, velja
|(f(x) —A)(g(x) —B)| < 162 = Veve =&,

s ¢imer smo pokazali lim(f(x) —A)(g(x) —B) =0.
xX—a

Nadaljujmo z dokazom izreka. 1z

lim (£(x) ~ A)(g(x) — B) = lim (x)g(x) ~ limAg(x) ~ lim Bf (x) + limAB

xX—a xX—a x—a

sledi, da je

lim,,, f(x)g(x) = lime,(f(x) —A)(g(x) — B) +Alim,_,, g(x) + Blim,_,, f(x) —AB
= 0+AB+AB—AB
— AB,

s ¢imer smo pokazali prvo tocko.

Pokazimo najprej, da je
1
lim —— = —
x—a g(\) B
oziroma natancneje, za vsak € > 0 obstaja § > 0 tak, da za vsak x € ¢\ {a} iz [x —a| < &
sledi \ﬁ — 2| < &. Iz predpostavke lim g(x) = B sledi, da za vsak € > 0 obstaja §; > 0 tak,
W) x—a

da za vsak x € ¢\ {a} iz |[x —a| < &; sledi |g(x) — B| < €;. Kot Ze vemo, lahko okolice
poljubno izbiramo, zato naj bo v tem primeru & = ‘g Z upostevanjem ene od lastnosti
absolutne vrednosti velja

Bl

(o)l = 1Bl < [g(x)[ B < &1 = =,
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oziroma B B
-5 < lg[-B] < F  /+|B|
@ < g(x)| < %3‘ /obratne vrednosti
2 I 2
B kW~ 3B

V nadaljevanju bomo potrebovali samo prvo neenakost. Na tem mestu Se enkrat uporabimo
predpostavko lim,_,, g(x) = B oziroma za vsak & > 0 obstaja 0, > 0 tak, da za vsak x €
P \{a}iz |x—a| < & sledi |B —g(x)| < &. Tedaj velja
l | [B—glx)| 1 1
Aw_B‘Mgme%w
|B?

Tudi v tem primeru ustrezno izberemo okolico & in sicer naj bo & = £5-. Tedaj za vsak
I

2
1B—g(x)| < @82-

x € Ip\{a}iz|x—a| <&, Kkjer je 6 =min{d;, 8}, sledi | ;5 — 5| <e.
Dokaz zaklju¢imo z uporabo tocke (i):
(5 | | 1
tim 2% _ im0 — = tim £ lim —— — AL

X—a g(x) x—a’ g(x) X—a X—a g(x) B

Definicija 3.3.4 Funkcija f : Jy — R ima limito L € R, ko gre x proti neskon¢nosti, ¢e za
vsako pozitivno Stevilo € obstaja tak M > 0, da | f(x) — L| < € velja za vsak x > M iz .

Krajse:
L=1limf(x) ©Ve>0,IM >0,Vxe Dr:x>M=|f(x)—L| <E€.

X—ro0

Podobno definiramo limito, ko gre x proti negativni neskoncnosti.

Definicija 3.3.5 Funkcija f: 2y — R ima limito L € R, ko gre x proti negativni neskon¢nosti,
¢e za vsako pozitivno Stevilo € obstaja tak m < 0, da | f(x) — L| < € velja za vsak x < m iz Zy.

Krajse:
L= lim f(x)«<Ve>0,Im<0,Vxe Pr:x<m=|f(x)—L|<e.

X——o0

Na Sliki 3.16 vidimo primer tak$nih limit.

1
m Zgled 3.17 Izracunajmo lim —.
X—o0 X

Limita je enaka 0, ker je Stevec konstanten, imenovalec pa narasc¢a v neskoncnost.

Op Vcasih je primernejsi zapis limite funkcije f v tocki a preko oddaljenosti 4 = x —a od a:

LZ}lliH(l)f(a-i-h)<:>V£>O,E|5>0,Vh:|/’l| <é=|fla+h)—Ll<e
—

ZVEZNOST FUNKCIJE
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Slika 3.16: Limita funkcije, ko gre x proti neskon¢nostima.

Definicija 3.3.6 Naj bo funkcija f : Zy — R. Funkcija f je zvezna v a € Yy, Ce velja:
”’Za vsako pozitivno Stevilo € obstaja tako pozitivno Stevilo 8, daizx € Yy in [x—a| < &

sledi | £(x) — f(a)| < &

Krajsi zapis za zveznost funkcije f v tocki a:

Ve>0,36 >0,Vxe Dy |x—al| <8 =|f(x)— fla)| <e.

Definicija 3.3.7 Funkcija f je zvezna na podmnoZici A C R, Ce je defninirana in zvezna v vsaki
tocki iz A.

Na Sliki 3.17 vidimo primera obeh tipov funkcij.
Potrebni pogoji za zveznost funkcije f v tocki a so:
e f je definirana v tocki a,
e f ima limito v tocki a,
e limita v tocki a je enaka funkcijski vrednosti f(a).
Spodnje situacije vodijo v nezveznost funkcije f v tocki a:
o funkcija f v tocki a ni definirana.
e f v toCki a nima limite,

e f ima limito v to¢ki a, a ni enaka f(a).
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a) b)

Slika 3.17: a) V tocki a nezvezna funkcija in b) zvezna funkcija na R.

Izrek 3.3.4 Funkcija f je zvezna v toCki a € Zy natanko tedaj, ko je

lim f(x) = f(a).

xX—a

Dokaz. Trditev izreka je v obliki ekvivalence, ki jo dokaZemo z implikacijama v obe smeri.
(=) Ker je f zvezna v tocki a, za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da Vx € Z; velja:
x—al <& =|f(x) - fla)| <&,
kar pomeni, f(a) zado$¢a pogojem za limito funkcije f v tocki a.

(<) Kerje
lim /() = £(a),
obstaja za vsak € > 0 tak § > 0, da za vsak x € Z; \ {a} velja:
x—al <d=|f(x)—fla)| <e.

Ce je x = a, tedaj je

s ¢imer je dokaz zakljucen.

Izrek 3.3.5 Ce sta funkciji f in g zvezni v to¢ki a in je ¢ € R, tedaj so v a zvezne tudi funkcije
@ f=+g.
(1) c- f,
(i) f-g,

(iv) ;, Ceje g(a) #0.
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Dokaz. Dokaz vseh lastnosti sledi neposredno iz Izreka 3.3.1, Posledice 3.3.2 ter Izreka 3.3.3 in
ga naj zahtevnejsi bralec za vajo naredi sam. Za ilustracijo bomo naredili dokaz za primer vsote.

Funkcija f + g je zvezna v tocki a natanko tedaj, ko je lim,_.,(f(x) +g(x)) = f(a) + g(a). 1z
zveznosti funkcij f in g v tocki a in Izreka 3.3.1 sledi

lim(f(x) +g(x) = limf(x)+limg(x) = f(a)+g(a).

x—a Izrek3.3.1 x—a x—a zveznost

Naslednji izrek podaja zelo pomembno lastnost limite kompozituma zveznih funkcij, ki jo
bomo potrebovali v nadaljevanju.

Izrek 3.3.6 Naj bo f zvezna v tocki b in lim g(x) = b. Potem je
X—a

lim f(g(x)) = f(limg(x)) = f(b).

X—a X—a

Dokaz. Naj bo € > 0. Pokazati moramo, da obstaja 6 > 0 tak, da za vsak x € Py iz [x —a| < §
sledi:

[f(8(x) - f(b)| <e.

Iz zveznosti funkcije f v tocki b sledi, da za dani € obstaja 6; > 0 tak, da za vsak y velja, Ce
ly—b| < 81, tedaj je

f(y)—f(b)| <e.

Ker je lim g(x) = b, mora za vsak € > 0, torej tudi za € := J;, obstajati 0 > 0 tak, da bo za vsak
X—a
x€ YDy |x—a| < veljalo

[g(x) —b] < 31

Ker je g(x) =y, smo dokaz zaklju¢ili. [

NEKATERE POMEMBNEJSE LIMITE

() lim 22—
x—0 X

Izberimo x € (0, ) in naj bo A(1,0), B(cosx,sinx), C(cosx,0), D(1,tanx) ter O(0,0) tocke,
kot je to razvidno s Slike 3.18. Nadalje naj bo S; plos¢ina trikotnika BOC, S, plos¢ina
trikotnika AOD in S plosCina kroZnega izseka AOB. Poudarimo, da je plos¢ina kroZnega
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izseka s polmerom r enaka rzg. Tedaj velja:

M < S < \Y)
1 X 1
—sinxcosx < - < —tanx -2/ :sinx
2 2 2 /2]
X 1
COSX < - < —
sinx COSX
1 sinx .
— > > cosx  /limyy
COSX X
1 . sinx .
im—— < lim — < limcosx
xJ0 COSX xl0 X xJ0
. sinx
1 < Iim — < 1
x0 X
I3
. sinx
Iim— =1
xl0 X

Podobno bi lahko pokazali za levo limito, pri emer je x € (—7,0).

D(1,tanx)

/ B(cosx, sinx)

Slika 3.18: Izpeljava limite lim S
x]0 X

1 X
(i) lim (1 + > =e
X—00 X
Pri zaporedjih bomo spoznali Stevilo e, ki je definirano kot limita zaporedja

n—o0

1 n““
lim (1+> e =271828....
n
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S pomocjo limite zaporedja bomo pokazali podobno limito v primeru, ko je x pozitivno
realno Stevilo.

Naj bo za pozitivno realno Stevilo x naravno Stevilo n celi del od x. Tedajjen <x <n+1in
velja naslednje:

v Sa = () S+ <+ = 14" (1+5)
> T (1) () s (T4 )"
1 \n+l 1 1 \n+1n+l
(1+ﬁ)l+ (I+5:4) _(1+)1+l)1+ n+2
Zato velja
(1+ g < (14 1) < (I+Hma+1
dn— oo dn— oo
e-1 < limee(1+1) < e-1
ity =e
. 1
(i) lim(l4+x)x =e
x—0

v 1\’
Ce v (i1) piSemo namesto x spremenljivko y, dobimo lim (1 + —> =e. Vpeljemo novo
y—oo y

spremenljivko y = )‘—C, tedaj gre x proti O in dobimo limito (iii).

log,(1+x) 1

W) lim &U X)) 1
@) 50 X Ina
Izracunajmo
. log,(14+x) . 1 ) 1 log, e 1
lim —“—— = limlog,(1 » = log, lim(1 =1 = %o _
<50 X 50 0g,(1+%) Og“xl—%( +3) 8a¢ log,a Ina
In(1
v) 1imu =1
x—0

V (iv) upostevamo, da je logaritemska osnova enaka e.
a—1
(vi) lim —— =Ina
x—=0 X

Vpeljemo u# = a* — 1 in dobimo

X

-1
lim =lim— =1 M =Ina.
x—0 X u—0 loga(u—i— 1) u—0 u
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ZVEZNE FUNKCIJE NA ZAPRTEM INTERVALU

V zadnjem razdelku smo spoznali definicijo zveznosti funkcije, sedaj pa nas bodo zanimale
lastnosti funkcij, ki so zvezne na zaprtem intervalu. IzkaZe se, da imajo le-te veliko lepih lastnosti,
ki so pomembne pri prakticno vseh aplikacijah diferencialnega racuna.

Zanimajo nas funkcije na zaprtih intervalih
f:la,b)] = R.
S €’|a, b] oznaujemo mnozico zveznih funkcij na zaprtem intervalu [a, b].

V zvezi z zveznostjo funkcij na zaprtem intervalu velja nekaj pomembnih izrekov.

lzrek 3.3.7 Najbo f: [a,b] — R zvezna funkcijain f(a)- f(b) < 0. Tedaj obstaja tocka ¢ € (a,b)
taksna, da je f(c) = 0.

Dokaz. Naj bo f(a) < 0in f(b) > 0 ter definirajmo mnozZico
A={x€la,b]| f(x) <0}.

MnoZica A ni prazna (a € A) in je navzgor omejena (Vx € A : x < b), zato obstaja njena natancna
zgornja meja, ki jo ozna¢imo s ¢, ¢ = supA. Pokazimo, da za tako definiran ¢ velja f(c) = 0.
Predpostavimo nasprotno, naj bo torej f(c) # 0. Iz definicije zveznosti funkcije f v tocki ¢ sledi:

Ve>0,30 >0, |x—c|<0=|f(x)—f(c)| < €.
Ker je & poljuben, naj bo € = 1| f(c)|. Lo¢imo dve moZnosti:

e f(c)<O:
V tem primeru je ¢ # b. 1z definicije zveznosti sklepamo da za vsak x : |[x —¢| < 0 velja

ORSIOIEIHO
S < f&)=fl) < 3f)
@) < f@)-fl) < —f()

3fle) < fx) < 3f(e)<0

Ker za vsak x : |x—c¢| < & velja f(x) < 0, obstaja x € A tak, da je ¢ < x in seveda f(x) <0,
kar je v protislovju s tem, da je ¢ = supA.

o f(c)>0:
V tem primeru je ¢ # a. Iz definicije zveznosti sklepamo da za vsak x : |x —c| < & velja

[f)—=fe)l < 3lf(e)
“Lf©)] < f@—f) < Lf(©)
—1fle) < f@)-fl) < 3flo)
0<ifle) < fv) < 3f(

Ker za vsak x : |x —c¢| < & velja f(x) > 0, je za vse x-se iz intervala (¢ — §,c) funkcijska
vrednosti f(x) > 0, kar ponovno vodi v protislovje s tem, da je ¢ = supA, saj bi v tem primeru
moral biti ¢ — § supremum mnoZice A.
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Iz obeh moznosti sledi, da je f(c) = 0 in ker je ¢ # a, b, je ¢ € (a,b). Podobno dokazemo v primeru,
ko je f(a) > 0in f(b) <O0. [ |

m Zgled 3.18 Preverimo Izrek 3.3.7 na primerih.
1. Najbo f:[0,4] — R podana s predpisom f(x) = —x* +4.

Ker je f(0) =4 > 0in f(4) = —12 < 0, po Izreku 3.3.7 obstaja ni¢la funkcije f na [0,4] in
sicer je to tocka x = 2.

2. Najbo f:[—1,1] — R podana s predpisom
-1 ; —1<x<0
f(x)—{ 1 ; 0<x<I1.

Ker funcija f ni zvezna na [—1, 1], ne zado§¢a pogojem Izreka 3.3.7.

Naslednji izrek podaja zvezo med zveznostjo funkcije in omejenostjo. Sam dokaz zahteva
poglobljeno znanje o zaporedjih, zato je zgolj informativno namenjen najzahtevne;j§im bralcem.!

Izrek 3.3.8 Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Tedaj je funkcija f omejena.

m Zgled 3.19 Preverimo Izrek 3.3.8 na primerih.
1. Najbo f:[~2,3] — R podana s predpisom f(x) = x°.

Vidimo, da je f zvezna in po Izreku 3.3.8 omejena. Ni tezko opaziti, da je sup f(x) = f(3)
ininf f(x) = £(0).

2. Najbo f:[0,1] — R podana s predpisom

0 ; x=0
flx) =

==

; sicer.

Vidimo, da f ni omejena in po Izreku 3.3.8 zato ni zvezna.
3. Najbo f: [a,b] — R Dirichletova funkcija, ki je definirana kot
1 5 x€[a,b]NQ
fx) =

0 ; sicer.

Dirichletova funkcija ni zvezna na [a,b] in ne moremo uporabiti Izreka 3.3.8, je pa omejena.

Dokaz Izreka 3.3.8. Recimo, da f € €'[a,b] ni navzgor omejena. Tedaj za vsak n € N obstaja tak x, € [a,b], da je n < f(x,). Obstaja torej zaporedje (xn), x, € [a,b], ki
je ocitno omejeno in zato vsebuje konvergentno podzaporedje (xy, ). ki konvergira k tocki c € la,b]. PridruZeno zaporedje (f ( Xn;, ) potemtakem divergira v neskoncnost, kar je v

nasprotju z zveznostjo funkcije f na [a,b]. Podobno pokaZemo, da je f navzdol omejena
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Nadaljujmo s pojmom omejenosti funkcij, ki so zvezne na zaprtem intervalu in sicer nas bo
zanimal obstoj minimuma in maksimuma taksne funkcije.

n Zgled 3.20 Ce obstajata, poii¢imo minimum in maksimum funkcij.
1. Najbo f:[1,2] — R podana s predpisom f(x) = x.

Funkcija f doseZe maksimum v toCki 2 in sicer je max f(x) = 4, minimum pa v to¢ki 1 in
velja min f(x) = 1.

2. Najbo f:[0,%) — R podana s predpisom f(x) = tanx.
Funkcija f doseze minimum v to¢ki 0 in sicer je min f(x) = 0, maksimuma pa nima.
3. Najbo f: R — (0, %) podana s predpisom f(x) = atan.x.

Funkcija f je omejena, a nima maksimuma niti minimuma.

Na Zgledu 3.20 smo videli, da je od treh primerov le zvezna funkcija na zaprtem intervalu dosegla
minimum in maksimum.

lzrek 3.3.9 Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Tedaj doseze funkcija f na intervalu |a, b]
minimum in maksimum.

Dokaz. PokaZzimo obstoj maksimuma. Po Izreku 3.3.8 obstaja natancna zgornja meja M funkcije f.
PokaZimo, da je M = maxc[q 5 f(X)-
Ker je M supremum funkcije f, velja M — f(x) > 0 za vsak x € [a, b]. Tam, kjer je M — f(x) > 0,
1

je kvocient M=f(x) Zvezna funkcija. Ce funkcija f ne bi nikjer zavzela vrednosti M, bi bil ta kvocient

povsod na [a,b] zvezen in po Izreku 3.3.8 omejen. Tedaj bi 3A > 0:

— <A, Vx€|a,b].
M=) b
Od tod sledi

<M+

in M ne bi bil supremum funkcije. Zato torej obstaja ¢ € [a,b] : f(c) = M.
Podobno pokazemo obstoj minimuma funkcije. [

Za konec dokaZimo zadnji izrek v zvezi z zveznostjo funkcij na zaprtem intervalu.

Izrek 3.3.10 Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija. Tedaj zavzame funkcija f vse vrednosti med
minimumom in maksimumom.

Dokaz. Naj bo

= 1 1 M:
i M )

ter f(a) =min f(B) = M. Tocki a in f3 obstajata zaradi Izreka 3.3.9. Lo¢imo dve moZnosti:

(i) Ceje m =M, tedaj je m = M = f(x) za vsak x € [a,b] in ni kaj dokazovati.
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(ii) Naj bo m < M. Predpostavimo, da je oo < 3. Definirajmo novo funkcijo ¥ : [or, f] — R s
predpisom
Y(x) = f(x)-C,

kjer je C € (m,M). Trdimo, da obstaja tak ¢ € [a,b], da je (@) = C. Ker je f zvezna, je
tudi nova funkcija W zvezna za poljuben C € (m,M). Izratunajmo

¥Y(o)=f(a)-C=m—-C<0,
W(B) = f(B)~C=M—C>0.

Po Izreku 3.3.7 obstaja ¢ € (a, B) tak, da je ¥(¢) = 0 in zato f(¢) —C =0.

Iz Izreka 3.3.10 sledi naslednja posledica.

Posledica 3.3.11 Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija. Tedaj je zaloga vrednosti funkcije f
interval [m, M|, kjer je

o —— '
m xlé}if},]f (x) in xgl[%]f (x)






4.1

Definirali bomo zaporedje, njegovo konvergenco in se osredotocili na nekatere lastnosti, kot sta
monotonost in omejenost.

Limita zaporedja

Zaporedje v mnoZici M je preslikava
a:N—=M.

MnoZica M bo za nas mnoZica realnih ali kompleksnih Stevil in tako govorimo o realnem ali
kompleksnem zaporedju.

Po dogovoru pisemo funkcijsko vrednost a(n) = a, in jo imenujemo n-ti ali splosni ¢len zaporedja,
n pa imenujemo indeks Clena zaporedja. Namesto zapisa a : N — M uporabljamo za zaporedje
zapis (a,) = (a1, az,...).

m Zgled 4.1 Poglejmo nekaj primerov na razli¢ne nacine podanih zaporedij.

s

il

1. a, = 5> (YTZ) = (1,%,
2. a,=a,—1+d, kjer staa;,d € R... aritmeti¢no zaporedje
3. a, =ay—19, Kjer staaj,q € R... geometrijsko zaporedje

4. F,=F,_1+F,_», Fy = F; = 1... Fibonaccijevo zaporedje

o,

. ap =
n

5 (an) = (_17

N —
(ST
I
N—
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Definicija 4.1.1 Naj bo € > 0 poljubno S$tevilo. Odprti interval (a — €,a + €) imenujemo
€-okolica tocke a.

(=D)"

n

m Zgled 4.2 Od katerega n naprej so vsi ¢leni zaporedja a, =

znotraj €-okolice tocke 0, ¢e

e e — L o7i — 19
je € = 1 oziroma € = ;'

ResSujemo neenakost

—1)"
’() < ¢
n
- < &
n
1
n > —.
&€

Zae= % leZijo znotraj €-okolice vsi ¢leni od 10-ega naprej, za € = ﬁ pa od 100-tega naprej. m

Definicija 4.1.2 Naj bo (a,) zaporedje v M. Stevilo A € M je limita zaporedja (a,), A = lim a,,
n—oo
natanko tedaj, ko za vsako €-okolico tocke A obstaja tako naravno Stevilo ng, da za vsako

naravno Stevilo n > ng velja, da a, leZi znotraj €-okolice tocke A.
Krajsi zapis:

A=lima, < Ve>0,In0 e N,Vn>ng: |a,—A| < €.
n—roo

Ce obstaja limita A zaporedja (a,), pravimo, da (a,) konvergira k $tevilu A oziroma zaporedje (a,,)
je konvergentno, v nasprotnem je zaporedje (a,) divergentno.

m Zgled 4.3 DokaZimo, da velja

lim - =0.
n—oo n

1
Ve > 0,3ng € N,Vn > ny : ‘n—o’ < g&

< &
n
1

< &
n

1

n > —.

&€

Naj bo ng prvo naravno Stevilo vecje od é Na primer, za € = %, bi bil ny = 51, kar pomeni, da vsi

¢leni od 50-ega naprej leZijo znotraj €-okolice limite 0. "
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m Zgled 4.4 PokaZimo, da je zaporedje a, = % konvergentno.
n

Cleni zaporedja konvergirajo k limiti 1, kar pokaZzemo tako, da preverimo pogoj

Ve > 0,dny € N,Vn > nyg : —1‘ < &€&
n+1
1 .
n+1
! < €&
n+1
1
n+1 > -
S
1—¢
n > —.
€

Naj bo ng prvo naravno $tevilo vecje od 1;—8 Na primer, za € = %, bi bil ng = 20, kar pomeni, da

vsi Cleni od 19-ega naprej leZijo znotraj €-okolice limite 1. "

Op Ce je A limita zaporedja (an), tedaj v poljubno majhni okolici tocke A leZijo vsi ¢leni zaporedja
a,) od nekega €lena a,, naprej.
d nekega Cl o naprej

mZgled 4.5 Alijea, = (;}r)l"n konvergentno zaporedje?

Ne, ker se sodi ¢leni blizajo k 1, lihi pak —1. "

Definicija 4.1.3 Naj bo (a,) zaporedje v M. Stevilo S € M je stekalisce zaporedja (a,), e
vsebuje vsaka poljubno majhna okolica Stevila S neskonéno ¢lenov zaporedja (ay).

Ce je S stekalis¢e zaporedja (ay), tedaj je neenakost |a, — S| < € izpolnjena za neskonéno mnogo
indeksov n.

Opazimo, da velja
“limita = stekalisce”,

medtem ko implikacija v obratno smer ne drzi.
n Zgled 4.6 Pois¢imo stekalis¢a zaporedja (a,) = (1,4,1,1,1,1,..)

Stekalisc¢i sta 1 in O. n
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lzrek 4.1.1 Ce ima zaporedje ve¢ kot eno stekalii&e, tedaj je divergentno.

Dokaz. Naj bosta S in S razli¢ni stekali$¢i zaporedja (a,). Tedaj sta edina moZna kandidata
za limito zaporedja (a,) Stevili S; in S,. PokaZimo, da nobeno ni limita zaporedja (a,). S tem
namenom izberimo tak &, da velja

1
0<£<5151—Sz|.

Potem je po definiciji stekali$¢a na vsakem od intervalov (S; —€,51 + €) in (S — €,52+ €)
neskon¢no mnogo ¢lenov zaporedja (a,) in noben ni na obeh intervalih hkrati. To pomeni, da
nobeno od $tevil S7 in S, ne zadosCa temu, da bi v njegovi €-okolici lezali vsi Cleni a, od nekega n
naprej in zato nobeno od $tevil St in S> ne more biti limita. [

Lastnosti zaporedja

Konvergenco zaporedja je v€asih tezko potrditi. Pri tem nam pomagajo nekatere lastnosti zaporedij,
kot sta to monotonost in omejenost. Oba pojma smo Ze definirali za poljubno realno funkcijo, zato
koncept ni nov, se pa v primeru zaporedij obe lastnosti poenostavita.

(i) Monotonost zaporedja
Poglejmo si definicijo nara$¢ajocega zaporedja. 1z definicije naras¢ajoce funkcije bi sledilo

Vni,np €N:np <npy=a, <a,.

Ampak v primeru zaporedij je dovolj, ¢e primerjamo dva poljubna zaporedna ¢lena, saj Ce je
neenakost

ap < dpq

izpolnjena za vsako naravno $tevilo, tedaj je zaporedje (a,) naras¢ajoce.
Na podoben nacin opisemo padajoce zaporedje in obe varianti stroge monotonosti.

Definicija 4.2.1 Zaporedje (ay) je narascajoce, Ce velja
dan San+1,Vn€N,

in je strogo narascajoce, Ce
a, < api1,¥n €N,

Zaporedje (a,) je padajoce, Ce velja
an > An+1, Vn e N7
in je strogo padajoce, Ce

anp > dapy1, Vn € N.

m Zgled 4.7 Preverimo monotonost zaporedja podanega s splosnim ¢lenom a,, = n—j’_l



4.2 Lastnosti zaporedja 67

Pokazimo da je zaporedje strogo narascajoce:
a, < Qap+1

n n+1
< n+2

n+2n < n?+4+2n+1

(i) Omejenost zaporedja
Tudi pojem omejenosti funkcije Ze poznamo, zato je zaporedje (a,) omejeno, ko je mnozica
funkcijskih vrednosti oziroma v tem primeru ¢lenov zaporedja

{ay|n € N}

omejena mnoZica. V primeru omejenega zaporedja za supremum in infimum uporabljamo
zapisa
supa, in infa,.

m Zgled 4.8 Preverimo omejenost zaporedja podanega sploSnim ¢lenom a, = ;7.
Ker smo v Zgledu 4.7 Ze pokazali, da je (a,) narasCajoCe zaporedje, je natan¢na spodnja
meja oziroma infimum tega zaporedja enaka kar prvemu Clene tega zaporedja

. 1

infa, =a; = 3
DokaZimo da je Stevilo 1 natan¢na zgornja meja oziroma supremum tega zaporedja. Zacnimo
s tem, da je 1 zgornja meja zaporedja (a,), torej za vsako naravno Stevilo n mora veljati

w1 = 1
n < n+l
0 < 1.

PokaZimo 3e, da je sup ;/7 = 1. Izberimo poljuben & > 0 in dokaZimo, da Stevilo 1 — & ni
zgornja meja, kar pomeni, da je 1 res najmanjSa zgornja meja. Obstajati mora ¢len zaporedja
(an), ki je vedji od 1 — € oziroma n, za katerega velja

1—8<ﬁ

(n+1)(1—¢) < n

1—¢
£ < n

Na primer za € = 10~2 vsako naravno $tevilo n > 99 zado$¢a zgoraj zapisanemu pogoju. =
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Izrek 4.2.1 Vsako monotono in omejeno zaporedje je konvergentno.

Dokaz. Naj bo (a,) naras¢ajoCe in omejeno zaporedje in naj bo M = supa,. Pokazali bomo, da je
M = lim a,, kar pomeni da velja
n—soo

Ve >0,3no e N,\Vn>ng: |a,—M| < €.

Izberimo poljuben € > 0. Tedaj Stevilo M — € ni zgornja meja zaporedja, saj sicer M ne bi bil
natanCna zgornja meja. Torej obstaja Clen zaporedja a,,, tak, da leZi med M — € in M, kar pomeni,
dajea,, >M—¢. Ce postavimo indeks tega ¢lena za ng v definiciji limite, to je ne = ng, potem za
ta € velja

Ine e NVn>ne: |la,— M| < g,

saj je zaporedje (a,) po predpostavki narasCajoCe, kar pomeni, da je M res limita zaporedja a,,.

Podobno pokazemo v primeru padajoCega zaporedja (a, ), da je m = infa, = lim a,. [
n—yoo

Neposredno iz dokaza sledi naslednja posledica.

Posledica 4.2.2 Naj bo (a,) monotono zaporedje.
e Ceje (a,) narai¢ajoCe in navzgor omejeno, tedaj (a,) konvergira k supremumu.

e Ceje (a,) padajoce in navzdol omejeno, tedaj (a,) konvergira k infimumu.
|

Pomemben primer monotonega in omejenega zaporedja, kar sicer ni trivialno pokazat, je zaporedje

1 n
an = (1 + ) .
n
Nastejmo pribliZzne vrednosti nekaterih ¢lenov tega zaporedja

aj :2, ap :2.25,a3 :2.370, ag :2.441,...,61100 :2.705,...,a1000 :2.717,...

Po Izreku 4.2.1 obstaja limita tega zaporedja. IzkaZe se, da je to iracionalno $tevilo, ki je pomembna
konstanta' in ga ozna¢imo z e:

n—yoo

1 n
lim <1—|—> =e =2.7182818284590...
n

Poglejmo Se, kako racunamo z zaporedji in njihovimi limitami. Zaporedja seStevamo, odste-
vamo, mnoZimo in delimo po ¢lenih:

(anj:bn) = (Cl]:l:bl,azzl:bz,...),

(an-bn) = (a1 -bl,az'bz,...),

an a az « .
— ] = (=, =, ... b; #0,VieN.
(bn> <b1’b2’ >,CC l7é , VIE

Naslednji izrek pove, kako raCunamo s konvergentnimi zapored;i.

1Glej eksponentno in logaritemsko funkcijo.
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lztek 4.2.3 Naj bosta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji z limitama lim a, = A in lim b, = B,
n—ro n—o0

A,B € R in ¢ poljubno realno Stevilo. Tedaj velja
(i) lim(a,+b,) =A+B,
n—soo

(ii) lim(ca,) = cA.
n—oo

Dokaz.
(i) Pokazati moramo, da
Ve>0,3np eN,Vn>ng: |(a,+b,) — (A+B)| < €.
Ker sta (ay) in (b,) konvergentni zaporedji, velja

Ve >0,3n € N,Vn>ny :|a,—A| < €in

Ve >0,dn, e N,Vn > nyp . ‘bn—B‘ < &.
Tako za vsak n > ng, kjer je np = max{n;,n,} velja

[(an+by) —(A+B)| = |(an—A)+ (by—B)|
< |an,—A|+|b,—B|

< &+8&

£
Ker lahko okolice poljubno izbiramo, smo v tem primeru izbrali & = & = 5

(i1) Pokazati moramo, da
Ve>0,3np e N,Vn >ng:|ca, —cA| < €.
Velja podobno kot v tocki (i):
Ve >0,3n e N\Vn>ny:|a,—A| <ég.

Tako za vsak n > ny, kjer je ng = ny velja

lcan,—cA|l = |c(an—A)]
= [c[lan - A
< ‘0‘81
€
|
€
V tem primeru je bila izbrana okolica £ = W .
c

Ce je ¢ =0, je tocka (i) trivialno izpolnjena.

1z Izreka 4.2.3 sledi posledica.
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Posledica 4.2.4 Naj bosta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji z limitama lim a, = A in

lim b, = B, A,B € R. Tedaj velja

n—oo
(i) lim(a,—b,) =A—B,
n—oo
(i1) lima,b, =AB,
n—soo
Dokaz.
(i) Razliko prevedemo na vsoto in uporabimo Izrek 4.2.3

lim(a, —by) = lim(ay+ (—by))

n—yoo n—yoo

n—yoo

= lima,+ lim((—1)by)

n—soo n—soo

= lima,— limb,.
n—soo n—soo

(ii) Ker sta zaporedji (a,) in (b,) konvergentni, velja

Ve >0,3n € N,Vn>n :|a,—A| < €in

Ve >0, dn, EN,VHZHZ : ‘bn—B| < &.

Pokazimo najprej da je lim (a, —A) (b, — B) = 0, kar pomeni, da
n—o0

Ve>0,3np e N,VYn>ng:|(a,—A)(by,—B)—0| < €.

Tako za vsak n > ng, kjer je no = max{n;,n,} velja

|(an —A) (b, — B)| = |a, — Al|b, — B| < €16, = Ve /e =¢.

V tem primeru smo izbrali okolici €, = & = /€. Pois¢imo zdaj iskano limito

0 = lim(ay—A)(by,—B)

n—oo

= lim(a,b, —Ab, — Ba, +AB)

n—oo

= lima,b,—Alimb,—Blima, +
n—yoo

n—soo n—soo

Od tod sledi

lim AB

n—oo

0 = lima,b,—AB—AB+AB
n—yoo

lima,b, = AB.

n—soo
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pri Cemer je vsak ¢len zaporedja (b,) razli¢en od 0 in tudi B # 0. Tedaj velja

Izrek 4.2.5 Naj bosta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji z limitama lim a, = A in lim b, = B,
n—oo

n—yoo

Dokaz. Ker je zaporedje (b,) konvergentno, velja
Ve >0,dn e N,Vn>ny : ‘bn—B‘ < €.

Dokazimo najprej

.1 1
lim — = —
n—e Py
oziroma
1 1
Ve>0,dngeNVn>ny:|———=| <Ee€.
ng VI 2 g b, B‘
Preoblikujmo izraz
1 1| |B—b,| |1]|b.—B]|
b, B| |b,-B b.| |B|

Ker je € v definiciji konvergence zaporedja (b,) poljuben, naj velja & =

naravno Stevilo ny, da za vsak n > n; velja

B
b~ Bl < |ba—B < &=

2
Iz 8]
el — 1Bl < 5
sledi B 3]
—— < |b)|—|Bl < B
B 3|B
|2 < |bn| < |2 .
Nadaljujmo samo s prvo neenakostjo
18] 2
5 < bl /1B
1 _ 2
0] B[
Nadaljujmo s prej zaceto oceno izraza \% — é :
I 1 1 1
P ’ - ol ‘bn - B‘
b, B |bn| |B]
< C €
o Tar &
|B| B
2 [Bfe

B> 2

|B|
5

Tedaj obstaja tako
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. o . B|’e . . .
V tem primeru je bila izbrana okolica & = | ;o torej obstaja n € N tak da za Vn > n/ velja

|b, — B| < €. Dokaz zaklju¢imo z uporabo toCke (ii) Posledice 4.2.4, pri Cemer je za dani €
ustrezno naravno $tevilo ng = max{n, ,-”/1 }:

a, . 1
Iim — = lima,—
n—eo b, n—eo b,

= lima, lim —

n—oee  p—eo b,
1 A
f— A _ = —
B B
[
vyt - . 3n
m Zgled 4.9 Poiscimo limito zaporedja a, = ———.
4+47Tn
3 3n
lim — = lim A
n—e 4 +Tn n—>ooﬁ_|_7”
= lim —
n—eo 4 47
_ 3
|

n Zgled 4.10 Razis¢imo zaporedje a, = 2+ .’ (monotonost, omejenost, konvergenco, stekalisca).

Zaporedje je naraScajoCe ter omejeno z m < a; in M > 3. Potemtakem je to konvergetno zaporedje,
kjer je

, n
sup(2+ ) = '}1_r>1;1°(2—|-n+1)
= lim2+4 lim
n—oo n—oo 1+ 1
= 2+1=3.
Infimum zaporedja je inf(2 + ;1) = a1 = 3 .
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Naj bo
ai,az,...,an, ...
zaporedje realnih Stevil. Izraz

ayt+a+...+a,+...

imenujemo Stevilska vrsta ali na kratko vrsta, Stevilom ay, as, ... pravimo ¢leni vrste. Vrsto piSemo
kot

Zan:a1+a2+...+ak+...

n=1
Nekaterim vrstam lahko priredimo realno Stevilo kot njeno vsoto ali vrednost. Pri tem nam
pomagajo delne vsote S1, S», .. .:

Slzal
S =a1+a

Sp=a1+ay+--+ay

Zaporedju (S,) pravimo zaporedje delnih vsot. V primeru, ko je zaporedje delnih vsot (S,)
konvergento, imenujemo njegovo limito S vsota vrste in piSemo:

n
S=1limS, = lim ) a
n—ro n—yoo =1

oziroma

S= ian.
n=1
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Ce stevilo S obstaja, pravimo, da je vrsta Y. an konvergentna, sicer je vrsta divergentna.

Poglejmo primera konvergentne in divergentne vrste.

m Zgled 5.1 S pomocjo zaporedja delnih vsot preuci konvergenco geometrijske vrste

a+aq+aq2+---.

Izracunajmo n-to delno vsoto S,;:

Sn:al+02+"'+an:a+aq+ +aqnil'

PomnoZimo obe strani enakosti s g in poglejmo razliko:
S, = a+taq+---+aq"!
S.q = aq+ag*+ - +aq"
n

l—gq
a
l—gq

Delna vsota S, bo konvergentna, ko obstaja lim ¢", kar se zgodi, ko je |g| < 1 in je ta limita enaka
n—soo

0. Za |g| < 1 je torej

Zaq”fl =2 .
n=1 l_q

m Zgled 5.2 Preuci konvergenco vrste

=141 —141—141—1+1—---.

Vrsta je divergentna, saj je zaporedje delnih vsot
S1=1,5%=085;=1,85=0, ...

divergentno. "

Opazimo, da je v primeru, ko obstaja vsota geometrijske vrste, limita

lim a, = limag" ' =0,
n—oo n—oo

kar se izkaZe, da velja tudi v sploSnem.

lzrek 5.1.1 Ce jevrsta Y | a, konvergentna, tedaj je

lim a, = 0.
n—soo
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Dokaz. 1z konvergence vrste Y., a, sledi obstoj njene vsote S

S=lma,=1lmS§S,.
n—yoeo n—yoo

Ker je zaporedje delnih vsot tudi konvergentno, je

IimS,=1mS,_;=S.
n—soo n—soo

Splosni ¢len zaporedja je enak razliki dveh zaporednih ¢lenov delnih vsot in njegova limita je

lim a, = lim (S, — S,_1) =S—S =0.

n—oo n—oo

Ce vrsta zado$¢a pogoju v Izreku 5.1.1 to $e ni dovolj, da bi bila konvergentna, zato je lim a, = 0
n—soo

potrebni pogoj za konvergenco vrste )~ a, ne pa tudi zadostni pogoj.

m Zgled 5.3 PokaZimo, da harmonicna vrsta

11 1 11 &
It stgtstet =)

ni konvergenta, Ceprav je

lim - =0.
n—oo n

7. malo raCunanja opazimo, da za delne vsote velja

S, > ’ S + S 0 S 0 \) /
D2 =~ E.L4ﬁ> i.kg >>§,\16ﬁ> 5,\33ﬁ> E.....
oziroma
S, > k+2
K 2A 2 N

kar pomeni, da zaporedje S, ni navzgor omejeno in ker je oCitno naras¢ajoce, ne more biti konver-
gentno. "

V nadaljevanju bomo navedli (brez dokazov) nekaj najpogostej$ih kriterijev za preverjanje
konvergence vrste. Zaceli bomo z vrstami s pozitivnimi ¢leni, nadaljevali z alternirajo¢imi vrstami
in zaklju€ili z vrstami s poljubnimi ¢leni.

KONVERGENCA VRST S POZITIVNIMI CLENI

e Primerjalni kriterij

Definicija 5.1.1 Vrsta Z b, je majoranta vrste Z an, ¢e je za vsako naravno Stevilo n
n=1 n=1

izpolnjen pogoj a, < b, . Pravimo tudi, da je Z an minoranta vrste Z by.
n=1 n=1



76 5. Vrste

oo

Vrsta Z ay s pozitivnimi ¢leni je konvergentna, ¢e ima kaksno konvergentno majoranto

n=1

Z by. Vrsta Z ay s pozitivnimi ¢leni je divergentna, ¢e ima kaksno divergentno mino-
n=1 n=1

ranto Z b,.
n=1

m Zgled 5.4 Ali je konvergenta vrsta

1 1 1 1
—+ + it + -7
V2 V23 V34 V45

Velja
1 1 1

Vn(n+1) g Vn+1)(n+1) Tl

oo

. S| . 1 . .
zato je vrsta Z p—— ] minoranta vrste Z ———. Ker je prva vrsta harmoni¢na vrsta
n=1" . . oon=l n(n+1) .
brez prvega Clena, je divergentna, saj kon¢no mnogo ¢lenov ne vpliva na konvergenco vrste.
Torej je nasa vrsta divergentna. "

e Kvocientni kriterij

Naj bo Z ay vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj bo
n=1

. Qpy
lim 2+

n—oo an

Tedaj velja, ce je

g<1l= Z a, konvergira,

n=1

g>1= Z a, divergira.

n=1

m Zgled 5.5 Preverimo konvergenco vrste
= 2
Z ne .
n=1

Po kvocientnem kriteriju je

1)e~(n+1)? 11
(]:lim%:hmn+ =0

n—oo ne*nz n—oo N 62n+1

in zato vrsta konvergira.



5.1 Stevilske vrste

e Korenski kriterij

Naj bo Z ay, vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj bo
n=1

lim v/a, =gq.

n—soo
Tedaj velja, ce je

g<l1l= Z a, konvergira,

n=1

g>1= Z a, divergira.

n=1

m Zgled 5.6 Preverimo konvergenco vrste

il n+1\"
= n ’

Po korenskem kriteriju je

2
a1 (n+1\" .1 n" 1
q-iﬂi\@( . ) —,}Eitz(”n) —2¢7!

in zato vrsta divergira.

e Raabejev kriterij

oo

Naj bo Z ay vrsta s pozitivnimi Cleni in naj bo q limita pridruzenega zaporedja

n=1
¢ = lim <n< dn —1)) .
n—yoo al’l+l

g>1= Z a, konvergira,

n=1

Tedaj velja, Ce je

g<l= Z a, divergira.

n=1

m Zgled 5.7 Preucimo konvergenco vrste

=
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Po Raabejevem kriteriju izraunajmo limito

g = limn<(n+1)3—l>

n—yoeo n3

. 3n*+3n+1
= lim ———
n—soo n
= 3>1.
Ker je g > 1, je vrsta konvergentna. "

Op \" .krit.e.:.rijih S q—jem je vrsta v primerq, ko g ne obstaja}, divergentna. Kadar je ¢ =1, ti
kriteriji ne dajo odgovora na vprasanje o konvergenci vrste.

KONVERGENCA ALTERNIRAJOCIH VRST

Definicija 5.1.2 Alternirajoca vrsta je vrsta s pozitivnimi in negativnimi ¢leni, ki si izmeni¢no
sledijo

(-1)""a,, a, >0.

s

ay—ax+az—as+as—---=

n=1

e [eibnizov kriterij

Alternirajoca vrsta
Z(—I)H_HGH =ar—ay+az—as+as—---
je konvergentna, Ce je

ay>ay>az>as>as>--- in ,}E‘Eﬂ":o'

m Zgled 5.8 Preverimo konvergenco vrste
i (_ 1 )n+1 l )
n=1 n

Vrsta je alternirajoca, absolutne vrednosti ¢lenov tvorijo padajoCe zaporedje in konvergirajo
k 0, zato je po Leibnizovem kriteriju vrsta konvergentna.
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KONVERGENCA VRST S POLJUBNIMI CLENI

Definicija 5.1.3 Vrsta Z ay je absolutno konvergentna, ¢e konvergira pridruZena vrsta Z |an|

n=1 n=1

absolutnih vrednosti njenih ¢lenov. Ce za konvergentno vrsto Z ay pridruZena vrsta Z |an|
. . . n=1 n=1
divergira, govorimo o pogojni konvergenci.

V primeru vrst s poljubnimi ¢leni nas torej zanima absolutna konvergenca vrste. V ta namen
nimamo novih kriterijev, temve€ le prilagodimo kriterije za vrste s pozitivnimi ¢leni na absolutno
vrednost.

m Zgled 5.9 Preverimo konvergenco vrste

oo

Z(_l)nJrli'

2
n=1 i

Uporabi Raabejev kriterij na pridruZeni vrsti s pozitivnimi ¢leni:

q = limn<(n+1)2—l)

n—yoo n?

. 2% +n
= lim 3
n—eo

= 2>1.

Vrsta je zato absolutno konvergentna.

oo oo

Konvergentne vrste seStevamo in mnoZimo s skalarjem po ¢lenih. Naj bosta Z a, in Z b,
n=1 n=1
konvergentni vrsti in ¢ poljubno realno Stevilo. Tedaj je

Zan+ an = Z(an+bn)u
n=1 n=1 n=1

cYa=Yca
n=1 n=1

pri Cemer sta rezultata prav tako konvergentni vrsti. Pri raCunanju z absolutno konvergentnimi
vrstami lahko poljubno premeSamo vrstni red ¢lenov, kar pa ne velja za pogojno konvergentne vrste.

5.2 Funkcijske vrste

Doslej smo obravnavali samo take vrste, pri katerih so bili posamezni ¢leni konstante. Vzemimo
sedaj vrsto

f1(x) 4+ fa(x) + f3(x) +-- -,
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kjer so Cleni fi(x) funkcije spremenljivke x. Tako vrsto imenujemo funkcijska vrsta. Obstaja naj
taka mnozica 2 C R, na kateri so vsi ¢leni fi(x) definirani. Ce damo argumentu kako vrednost ¢ iz
2, dobimo Stevilsko vrsto

file)+ fale)+ f3(c)+---,

ki je bodisi konvergentna bodisi divergentna. Za ugotavljanje obmocja konvergentnosti funkcijske
vrste uporabljamo Ze poznane kriterije konvergence Stevilskih vrst.

Podobno kot za $tevilsko vrsto naj bo S,(x) konvergentno zaporedje delnih vsot funkcijske

vrste Z fn(x) in S(x) njena vsota. Za vsak x dobimo pripadajoco Stevilsko vrsto in ¢e so le-
n=1

te konvergentne, pravimo, da funkcijska vrsta konvergira po tockah. Poznamo Se drugo vrsto

konvergence, in sicer enakomerno konvergenco funkcijske vrste, s katero se ne bomo ukvarjali.

Najbolj pomembne funkcijske vrste so potencne vrste, ki so oblike
Z ap, xn—l ,
n=1
kjer je (a,) neko zaporedje. Pogosteje pisemo

Z a,x".
n=0

Uporabimo npr. korenski kriterij za preucitev absolutne konvergence po tockah:
im /[, = Tim {/Ja, -] = [x] Tim {/]au] < 1.

QOd tod sledi

oo

kar pomeni, da je vrsta Z a,x"* absolutno konvergentna na intervalu
n=0

1
(—R,R), kjer je R=——.
lim +/|a,|

n—yoo

Pri tem postavimo
R=oo,Ce je lim</|a,|=0
n—soo

in Ce je

lim \/|a,| = oo,

n—yoo
vrsta ni nikjer absolutno konvergentna. Lastnosti vrste na krajis¢ih intervala moramo posebej
raziskati.
Podobno bi lahko uporabili kvocientni kriterij:

xn+1
llm |an+l | _ 11 |al’l+l| |x| — |x| llm |al’l+l|
n—es |a,x"| n—e | ay| n—e | ay|

<1
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QOd tod sledi

|an|

|x| < lim
n= |ap 1]

in vrsta Z a,x" je absolutno konvergentna na intervalu
n=0

(—R,R), kjer je R= lim lan]
n= |dp 1|

Ce je
fim 1%L _ o,
n=e [y

vrsta ni nikjer absolutno konvergentna. Lastnosti vrste na krajis¢ih intervala moramo tudi v tem
primeru posebej raziskati.

m Zgled 5.10 Doloc¢imo obmocje konvergence vrste
Y
n=1" .

Uporabimo kvocienti kriterij za absolutno konvergenco po tockah:

|x’n+1

. n+1 . n

Jim g = W fim o = <
n

Vrsta je torej absolutno konvergentna na (—1, 1), izven tega intervala je divergentna, na krajis¢ih
intervala pa moramo konvergenco posebej preveriti.
Za x = 1 dobimo harmoni¢no vrsto

oo

)y

n=1

S| =

za katero Ze vemo, da je divergentna.
Za x = —1 dobimo vrsto

= (1)
Z( i

n=1 n

ki je pogojno konvergentna.






Logika in mnozice

1. Koliko elementov imajo naslednje mnoZice:

(a) 0,

(b) {a.e,j .k},

(C) {a7e?j’k70}7

@ {{1,2}.{a,b},{1,a}},
(e) {1,4,7,...,5998}.
Regitev.

(@ 0,

(b) 4,

(©) 5,

(@) 3,

(e) 2000.

2. Zanaslednje izjave preveri resni¢nost:

(@) x € {{x},0},

(b) {x} € {{x}, {{x}}},

(©) x e {{x},{{x}}},

(@ 0= {0},

(€ {x} < {{x},x},

@ {{x},0} 2 {{x}}.

Regitev.

(a) Izjava ni resni¢na, saj x ne nastopa kot element mnoZice.

(b) Izjava je resniCna, saj {x} nastopa kot element mnoZice.

(c) Izjava ni resni¢na, saj v mnoZici nastopata elementa {x} in {{x}}, ki pa nista enaka elementu x.
(d) Izjava ni resni¢na, saj @ nima elementov, mnoZica {0} pa ima element 0.

(e) Izjava je resniCna, saj je edini element leve mnoZice x, ta pa je vsebovan tudi v desni mnoZici.
(f) Izjava je resni¢na, saj je edini element desne mnoZice {x}, ta pa je vsebovan tudi v levi mnoZici.
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6. Resene naloge

3. Dane so mnozice

A=1{1,2,3,4,5,6,7,8},

B={1,3,5,7,9,11,13,15},

C={1,4,7,10,13,16,19,22}.
Poisti AUB, CNB,A—B, B— (ANC).

Resitev. AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,15}, CNB = {1,7,13}, A—B = {2,4,6,8}, B— (AN
C) ={3,5,9,11,13,15}. |

. Dani sta mnoZici

A={xeN|-5<x<5}
in
B={xeR|-1<xAx<3}
Z nastevanjem elementov ali z intervali zapi$i mnozZice A, B, AUB,ANBin A X B.

Resitev. A ={1,2,3,4,5},B=[-1,3),AUB=[—-1,3]U{4,5},ANB={1,2},AxB={(a,b) |a €
{172737475}ab6[_173)}' l

. Dani sta mnozici

A={3nneNAn<6}
in
B={2n+3|neNAn<8}.
Z nastevanjem elementov ali z intervali zapiSi mnoZice AUB,ANB, A—B.

Resitev. A = {3,6,9,12,15,18}, B={5,7,9,11,13,15,17}, AUB = {3,5,6,7, 9,11,12,13,15,17,
18}, ANB=1{9,15},A—B={3,6,12,18}. |

. Dane so mnozice

A={xeN|-3<x<4}

B={xeR|x—1<4},

C={xeR|x*+4x+4 <0},

D={xcR|x*+4x+4=0}.
Z naStevanjem elementov ali z intervali zapi$i mnozice AUB, ANB, AU(BNC), B—A,
C—B, A x D ter preveri D C B.
Resitev. A = {1,2,3,4}, B=(—,5),C=0,D={—2},AUB=B,ANB=A,AU(BNC) =A, B—

A= (—o,1)U(1,2)U(2,3)U(3,4)U(4,5),C—B=0,AxD={(1,-2),(2,-2),(3,-2),(4,-2)}.
Stevilo —2 je element intervala (—oo,5). |

. Dolo¢i kartezicni produkt mnoZic A in B, kjer sta

(@) A={a,b}inB={1,2,3},
(b) A=[1,2)inB=[-1,3),
(c) A=NinB={xeR| -2<x<3}
Pomagaj si s sliko.
Resitev. Upostevamo definicijo kartezicnega produkta in dobimo
(@) AxB={(a,1),(a,2), (a,3), (b,1),(b,2), (b,3)},
(b) AxB={(a,b)|a,beR,1<a<2,—1<b <3} (pomagyj sis sliko),
() AxB={(a,b)|laeN,beR, -2 < b < 3} (pomagaj si s sliko).

. Dani sta mnoZici

A=(-3,2] in B={xeR|2x—-3<5}.
Z nastevanjem elementov ali z intervali zapiS$i mnoZice AUB,ANB,A—B,B—A, A xB.
Resitev. B = (—0,4), AUB=B, ANB=A, A—B=0, B—A = (—o0,—3]U(2,4), AXB =
{(a,b)|a,beR, -3 <a<2,b<4}. |
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9. Dani sta mnoZici
A={xeR| —2x*+3x+5>0}
in
B={xcR|x*-1=0}.
Alije BCA?
Reitev. Pri obeh mnoZicah je potrebno resiti kvadratno enacbo. Nile kvadratne enaébe ax? +bx+c =

. . . . —b++/b2—4 o . . .
0, kjer staa,b € R, dobimo dobimo po formuli x1 » = Tac V nasSem primeru dobimo x; = % in

x2 = —1. Tako se za mnoZico A omejimo, da iS¢emo tiste x € R, za katera velja —2 (x+ 1) (x—3) > 0.
Slednje velja za x € [—1 , %} . Za mnoZico B, reSujemo enacbo x> = 1. Reitvi te enatbe sta x; = 1 in
x» = —1. Na podlagi teh dveh rezultatov vidimo B C A. |
10. Poisc¢i potencno mnozico naslednjih mnozic
(a) A= {07 1}7
(b) B= {1727‘1},

(© C=1{1,2,{a,b}}.
Regsitev. Potencna mnozica poljubne mnoZice X je mnoZica vseh podmnoZic mnoZice X. Obicajno jo
oznatujemo s Z(X).

(@ 2(A)={0,{0},{1},A},

(b) 2(B)={0.{1},{2},{a},{1,2},{1,a},{2,a},B},

(©) 2(C) ={0.{1},{2},{{a,b}},{1,2},{1,{a,b}},{2,{a,b}}.C}. .

11. Dani sta mnoZici A = {1,2,3} in B = {2,3,4}. Pois¢i A®, (AUB)C in (AN B)C, &e je univer-
zalna mnoZica
(a) 7% ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
(b) 7 =N,
) # =R.
Resitev. Upostevamo definicijo komplementa glede na razlicne univerzalne mnoZice.
(a) A =1{4,5,6,7,8,9,10}, (AUB) = {5,6,7,8,9,10}, (ANB)¢ = {1,4,5,6,7,8,9,10}.
(b) A={neN|n>4},(AUB) ={neN|n>5}, (ANB)° ={1}U {n € N|n >4}.
(€) A€ = (—o0,1)U(1,2)U(2,3)U(3,00) , (AUB)C = (—o0, 1)U (1,2) U (2,3) U (3,4) U (4,0),
(ANB)C = (—,2)U(2,3)U(3,).
|

Matemati¢na indukcija

1. S pomocjo matemati¢ne indukcije dokazi, da za vsak n € N velja

3’(5n+2n+1)_

Resitev. Baza indukcije je trivialno izpolnjena, saj je 3|(5+4). S pomo¢jo indukcijske predpostavke
3| (5" 42"*+1), kjer n € N, dokazimo, da 3| (5"+! 420 D+1) " Zapigimo 5! 4 2(*+1)+1 pekoliko
drugace:
5n+l +2(n+1)+1 — 5 . 511 _|_2 . 2n+l
=5.5"4(5-3).2""!
:5.511+5.2n+1 _3.2n+1
=5. (5n+2n+1) -3 .21’l+1'
Opomnimo, da je produkt dveh Stevil deljiv s 3, Ce je vsaj eno od Stevil deljivo s 3. Po indukcijski

predpostavki je Stevilo 5 - (5" +2"*1) je deljivo s 3 (3| (5" +2"*1)). Za laZje razumevanje simboli¢no
zapisimo 3- K = 5" + 2"+, kjer je K ustezno celo $tevilo. Tako dobimo

5.(5"427 3.2 =3.5. k- 3.2 =3.(5.k —2"*1)
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in to Stevilo deljivo s 3 (imamo produkt dveh Stevil in eno od teh je deljivo s 3). |

. Preveri, ali za vsak n € N velja

917"Bn+1)—12

Resitev. Baza indukcije je trivialno izpolnjena. Naj bo n € N in predpostavimo 9|7"(3n+1) — 1.
Dokazimo 9|7"+!(3n 4 4) — 1. Reili bomo podobno kot v nalogi 1.

7 Bn+4)—1=(6+1)7"B(n+1)+1)—1
=7"Bn+1)+1)+6-7"Bn+1)+1)—1
=7"Bn+1)—1+7"(18n+27)

To je ocitno deljivo z 9, saj je 7" (3n+ 1) — 1 deljivo z 9 po indukeijski predpostavki, 7 (18n +27) pa

tudi, saj je 7"(18n+27) =9-7"(2n+3). |
. S pomoc¢jo matemati¢ne indukcije dokaZzi, da za vsak n € N velja
1-3 3.5 (2n—1)-(2n+1) 2n+1

Resitev. Baza indukcije je trivialno izpolnjena, saj ﬁ = ﬁ
1

postavke % + % 4 =Ry #ﬂ, kjer n € N, dokazimo, da velja

Sedaj s pomocjo indukcijske pred-

[ S 1 N 1 o+l
1-3 3.5 (2n—1)-(2n+1)  (2n+1)-(2n+3) 2n+3’
DokaZimo na naslednji nacin:
1 1 1 1
1335 T s ear ) T 2ar ) (2nt3)
B n_ 1  on-(2n+3)+1
 2n+1 (2n4+1)-(2n+3)  (2n+1)-(2n+3)
(2n4+1)-(n+1)  n+1  n+l
(2n+1)-(2n+3)  2n+3  2(n+1)+1
in s tem smo dokazali trditev. i

. S pomocjo matemati¢ne indukcije dokaZzi, da za vsak n € N velja

11 1
W+\ﬁ+--~+%2\/ﬁ.

Resitev. Baza indukcije je izpolnjena, saj %ﬁ > /1. Sedaj s pomogjo indukcijske predpostavke

ﬁ—i—%—&----—kﬁZ\/ﬁ,kjerjenEN,dokaiimo,daje%—i—%—&----—kﬁ—i——ﬁ2\/n+1.To

dokazimo na naslednji nacin:

1 1 1 1 1 Vn+1+1  /n? 1
i > /it :\/71 n—|——|—:n—|—n—|-Z
V1oV2 N RV TS Vn+1 Vn+1 Vn+1
V241

> nt =vn+1.

vn+1

. S pomocjo matemati¢ne indukcije dokaZi, da je vsota kubov treh zaporednih naravnih Stevil

deljiva z 9.
Resitev. Najprej preverimo bazo indukcije. Vidimo, da je 13 +23 + 33 deljiva z 9. Predpostavimo, da je
Stevilo n® + (n+1)3 + (n+2)3, kjer je n € N, deljivo z 9 in oznatimo n + (n+1)* + (n+2)* =9 K,
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kjer je K € N. DokaZimo, da je tudi vsota (n+1)* + (n+2)* + (n+3)* deljiva z 9.

(1> +n+2> + 43> =+ 1>+ (n+2)° +n> + 9> +27n+27
= +(n+1)7+(n+2)*)+9-3+3n+n?)
=9.-K+9-(3+3n+n?)
=9 (K+3+3n+n%
in ta produkt je deljiv z 9. |
.S pomogjo matematiéne indukcije dokaZi, da je vsota prvih n lihih naravnih $tevil enaka n>.
Resitev. Baza indukcije je izpolnjena, saj je vsota prvega lihega Stevila 1. Predpostavimo, da je

1+3+...+(2n—1) =n?, kjer je n € N, in dokaZimo, da je vsota prvih n+ 1 lihih §tevil enaka
(n+1)2. Dobimo

14+34+...+C2n—1)+Q2n+1)=n*+2n+1=(n+1)*

in trditev je s tem dokazana. |
. Najbox € R A x > —1. Z matematic¢no indukcijo dokaZi, da velja Bernoullijeva neenakost

1+nx < (1+x)",
kjer jen € N.
Resitev. Baza indukcije trivialno velja. Predpostavimo, da je 1 +nx < (1 +x)", kjer je n € N, in

dokazimo, da velja 1+ (n+ 1)x < (1+x)"F1.
Ce upostevamo indukcijsko predpostavko, dobimo

(1) = (1+2)(1+2x)" > (1 +x)(1 +nx).
Predpostavili smo tudi, da je x > —1 in zato je x+ 1 > 0. Tako dobimo
(1+x)(14nx) = 14+nx+x+n? =1+ (n+ Dx+nx® > 1+ (n+ 1)x.

S tem je trditev dokazana. |
. Preveri, ¢e za poljubno naravno Stevilo n velja:

1 L2 2 43 3 4o n <1 1
21 31 4] (n+1)! — (n+1)!"
Resitev. Baza indukcije je trivialno izpolnjena, saj za n = 1 dobimo neenakost 51 < 1— 5. Izvedimo

Se indukecijski korak.
Naj bo n € N in naj velja

AR AV PR
207314 T ) T e+ 1)
Dokazimo
A AR . LS P
20731 41 (n+1)! " (42!~ (n+2)!
1 2 3 n n+1 1 n+1
?!+§+I!+"'+(n+1)!+(n+2)!—1_(n+1)!+(n+2)!
n+2—n—1
 (n+2)!
P
- (n+2)!

S tem je trditev dokazana. |
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9. Preveri, ¢e za poljubno naravno Stevilo n velja:

1 2 3 noo_, 1
113151 Qn—1)! ~ " @2l

Resitev. Baza indukcije je trivialno izpolnjena. Izvedimo Se indukcijski korak.
Naj bo n € N in naj velja

1+2+3+ n n <9 1
TR IR G P DT G P TR
DokaZimo
1+2+3+ n n n n+1 < 1
035 T T =) 2er ) = @nt o)
l+£+i+ n n n n+1 <o 1 n+1
nn s Tt e T e ST @ T a1y
_ ., 2n(n+1)
~ ST Cnron
n+1
- (2n+2)!
S tem je trditev dokazana. [ |

10. Preveri, Ce za poljubno naravno Stevilo n velja:
1 1 1 1
(a) ?—F?‘F?—{—...—F? <2\/ﬁ—1
(b) Ststatts <2y/n—1.
Resitev.
(a) Trditev ne velja, saj ni izpolnjena baza indukcije.

(b) V tem primeru je baza indukcije izpolnjena. Izvedimo Se indukcijski korak. Naj bo n € N in naj
velja
1 1 1

7 WJFWJF +7§2\/ﬁ—1

1 1 1
ittt f ﬁ“”’” -

Dokazimo

1 1 1 1 1
AR e S
Sedaj je dovolj dokazati
2Vn—1+4 —— <2\/ﬁ—1

oziroma {
2vn<2vVn+1- .
= vn+1
Po kvadriranju in odStevanju dobimo
1
0<
“n+l

in s tem je trditev dokazana, saj je n € N.

11. Dokazi, da za poljubno naravno Stevilo n velja

I _13....@-1 _ 1

2n 24 .2n T+l

Vse natancno utemelji!
Resitev. Trditev bomo dokazali v dveh korakih. Natancneje, dokazali bomo dve neenakosti.
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(a) Dokazimo, da za poljubno naravno $tevilo n velja

113 @n-)
2n = 2-4....2n

Baza indukcije je trivialno izpolnjena, zato naredimo le $e indukcijski korak. Naj bo n € N in

naj velja

1 1-3-...-(2n—1)

el G S /A

2n = 2-4-...-2n
DokaZimo

1 <1~3'...~(2n—1)'(2n+1)
2(n+1) = 2-4-...-2n-2(n+1)
Torej
1 B 2n <l~3~...-(2n—1)~2n<1~3-...-(2n—1)~(2n+1)
2n+1) 2n-2(n+1) = 2-4-...-2n-2(n+1) — 2-4-...-2(n+1)

S tem je prva neenakost dokazana.
(b) Dokazimo, da za poljubno naravno Stevilo n velja

1-3-..(2n—1) _ 1
2420 T+l

Baza indukcije je trivialno izpolnjena. Naj bo n € N in naj velja

1-3-...~(2n—1)< 1
2:4....2n T /n+1
Dokazimo
1-3-...-(2n—1)-(2n+1)< 1
2:4-...-2n-2(n+1) ~ Vn+2
Torej

1-3-...-@2n—1)-(2n+1) _ 2n+1
2420 20n+1)  ~ ntl-2(n+1)

Sedaj dokaZimo
2n+1 1

vVn+1-2(n+1) = Vn+2

Najprej preoblikujemo v
(2n+1)vn+2<2(n+1)vVn+1

in nato kvadriramo neenacbo. Saj ni vec tezko videti, da je trditev resni¢na.
Z zgornjima tockama je trditev dokazana. |

Realna stevila in absolutna vrednost

1. Poi8¢i minimum, infimum, maksimum in supremum v R, ¢e obstajajo, za naslednje mnoZice:
(@) A=N,
(b) B=NN(-5,5],
© C={1+1:neN},
@ D={1+5L :neny.
Reditev.
(a) minA =1, infA = 1, maxA ne obstaja, supA ne obstaja.
(b) minB=1,infB=1, maxB =35, supB =5.
(¢) minC ne obstaja, infC = 1, maxC = 2, supC = 2.
(d) minD =0, infD =0, maxD = % supD = %
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6. Resene naloge

. Poi$¢i minimum, infimum, maksimum in supremum v R, ¢e obstajajo, za mnoZico

4x
M= — RTU{0} 5.
(2 eemuto)

Resitev. Opazimo, da je mnoZica enaka intervalu [0,4). Torej, minM = 0, infM = 0, maxM ne
obstaja, supM = 4. |

. Poi$¢i minimum, infimum, maksimum in supremum v R, ¢e obstajajo, za mnozZico

M={xeR|x*-2-3x* <0}.

Resitev. Opazimo, da je mnoZica enaka intervalu (—1,0)U(0,3). Torej, min M ne obstaja, infM = —1,
max M ne obstaja, supM = 3.

. Resi naslednjo neenacbo

X
2x—1< =+5.
X 2+

Resitev. Neenacbo preoblikujemo v obliko

x
2x— = <5+1
X > +
x<4
in zato je resitev x € (—o0,4). |

. Resi naslednjo neenacbo

X4 5x4+3> 1.
Resitev. Neenacbo preoblikujemo v obliko
X +5x+4>0.

S pomocjo formule x; » = bty b —dac VZZLMC dobimo x? +5x+4 = (x+ 1)(x +4) in zato je reitev x €
(—oo, =) U (=1, ). i

. Resi naslednji neenacbi

x—
<1
X 2—i— 2~
x-—1
b
( ) x=3
Regitev.
(a) Naneenacbo bomo gledali posebej za x € (—eo, —2) oziroma x € (—2,00), ker se v odvisnosti
od teh intervalov spreminja neenacaj (upostevati je potrebno pravila za obravnavo neenacb).

e Zax € (—oo,—2) poenostavimo enacbo in dobimo

)

> 0.

x—1>x+2
0>3.

Torej ne obstaja tak x € (—oo, —2), za katerega velja neenakost.
e Zax € (—2,00) poenostavimo enacbo in dobimo

x—1<x+2
0<3.
Torej, za vsak x € (—2,0) velja neenakost.

Resitev neenacbe je x € (—2,00).
(b) Podobno kot v (a) gledamo za x € (—e0,3) oziroma x € (3,).
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e Zax € (—oo,3) poenostavimo enacbo in dobimo
X —1<0.

Iz te neenacbe dobimo x € (—1,1). Ko gledamo presek (—eo,3) N (—1,1), dobimo x €
(—1,1).

e Zax € (3,00) poenostavimo enacbo in dobimo
X—1>0.

Iz te neenacbe dobimo x € (—eo, —1) U (1,00). Ko gledamo presek ((—eo, —1) U (1,00)) N
(3,00), dobimo x € (3,0).
Regsitev neenacbe je x € (—1,1) U (3,00). Nalogo lahko reSimo tudi grafi¢no, saj lahko iz
natan¢nega grafa funkcije preberemo resitev.
|
7. Skiciraj grafe funkcij.

(@ fi:R=R, filx) =5+
)=1-

®) L:R=R, fio(x) = %

(©) h:R =R, h(x) = fi(x)+ f; (x)

@ g:R—=R, g(x) = fi(x) — f2x).
Resitev.

(a) Vidimo, da je %4— 1 >0, ko je x > —2. Tako dobimo

S+l 5 x>-2
2 9 -

X) =
fi) {—)2‘—1 ox< =2,

Slika 6.1: Graf funkcije f;.

(b) Vidimo, da je —35 +1 > 0, ko je x < 2. Tako dobimo

fz(x)—{_)ZCH L s

5—1 ;ox>2.

(c) Obravnavo razdelimo na naslednje tri moZznosti
e zax<—2jeglx)=—5—-1-3+1=—x
* 7a 2<x<2jeg(x)=2+1—2+1—2
e za2<xjeglx)=5+1+5—-1=x
Tako dobimo
—x o ox< =2
g)=92 ; —2<x<2
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Slika 6.3: Graf funkcije A.

(d) Resujemo podobno kot v primeru (c) in dobimo

-2 ;5 x< -2
h(x)=q¢x ; —2<x<2
2 o 2<x.
)
A
N
L
e 2 3 4

Slika 6.4: Graf funkcije g.
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8. Resi naslednji enacbi grafi¢no in racunsko
(@) 2x+[x—1| =5,
() = x—1]+1.

Resitev. Ce Zelimo poiskati reSitve enakosti, bo potrebno najprej zapisati enacbo brez absolutnih

vrednosti in jo Sele nato resiti.

(a) Ce upostevamo absolutno vrednost |x — 1|, razdelimo celotno realno os na intervala x € (—oo, 1)

inx € [l,00).
e Zax € (—oo,1) dobimo

2x—x+1=5

in iz tega sledi, da je x = 4, ampak ker 4 ¢ (—eo, 1), nimamo resitev na intevalu (—eo, 1).

e Zax € [1,00) dobimo

2x+x—1=5

iz Cesar sledi, da je x = 2, kar je reSitev zaCetne enacbe, saj je na intervalu [1,o0).

Resitev enacbe je x = 2.

Slika 6.5: Grafi¢na resitev 2x+ |x — 1| = 5.

(b) Razdelimo celotno realno os na ustrezne podintervale. Za laZje razumevanje zapiSimo naslednjo

tabelo
x<0 |[0<x<1]|1<Zx
|x] —x X X
x—1] | —=x+1| —x+1 | x—1
e Zax < 0 dobimo
—x=—-—x+1+1,

kar je protislovje in zato na intervalu (—eo,0) nimamo resitev.

e Za (0 <x < 1dobimo

x=—x+1+1

kar je tudi protislovje (1 ¢ [0, 1)) in zato tudi na intervalu [0, 1) nimamo reSitev.

e Zal < xdobimo

x=x—1+1

in ta enakost velja ne glede na izbrani x. ReSitev je tako celoten interval [1,e0).

Iz tega sledi, da je reSitev interval [1,e0).

9. Resi neenacbe
(a) [2x+4| <6,
() x4+ 1]+ |x—1] < x|,
(©) |¥®+3x+2| <x+5,
d [ —1]+1<|x+2].
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Slika 6.6: Grafi¢na resitev |x| = [x— 1|+ 1.

Resitev.

(a) Ce upostevamo absolutno vrednost za |2x + 4

(—e0,—2) inx € [—2,00).
e Zax € (—oo,—2) dobimo

—2x—4<6
x> —5.

, razdelimo celotno realno os na dva dela: x €

Iz tega sledi, da je na intervalu (—oo, —2) reSitev podinterval (—5,—2).

e Zax € [—2,00) dobimo

2x+4<6
x<1.

Iz tega sledi, da je na intervalu [—2,00) reSitev podinterval [—2,1).

Neenakost velja za vsak x € (—5,1).

(b) Upostevajmo absolutne vrednosti in zapi§imo naslednjo tabelo

x<—1|-1<x<0|0<x<1|1<x

[x+1] | —x—1 x+1 x+1 x+1
|x] —x —x X X

x—1] | —x+1 —x+1 —x+1 [x—1

Obravnavali bomo $tiri moZnosti.
e Zax < —1 dobimo

—x—1—-x4+1<—x
0<x

in iz tega sledi, da za x < —1 nimamo reSitve.

e Za —1 < x < 0 dobimo

x+1—x+1<—x
—2>x

in iz tega sledi, da za —1 < x < 0 nimamo reSitve.

e Za 0 <x < 1dobimo

x+1—x+1<x
2<x

in iz tega sledi, da za 0 < x < 1 nimamo reSitve.
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e Zal < x dobimo

x+14+x—1<x
x<0

in iz tega sledi, da za 1 < x nimamo resitve.
Neenakost nima resitve.
(c) Opazimo
|x2+3x+2{x2+3x+2 pox <=2V —-1<x
—(4+3x+2) ;3 —2<x<-L
o Zax< -2V —1 <xdobimo

¥ 4+3x+2<x+5
x+3)(x—1)<0
in to velja za x € (=3, 1). Torej neenakost velja za vsak x € (—3,-2]U[—1,1).
e Za —2 <x < —1 dobimo
—x?=3x-2<x+5
0<x®+4x+7.
Desna stran neenacbe je ves &as pozitivna in zato neenakost velja za vsak x € (=2, —1).

Neenakost velja za vsak x € (—3,1).
(d) ZapiSimo naslednjo tabelo

x< 2| 2<x<—-1]|-1<x<1]|1<x
x+2| | —x—2 x+2 x+2 x+2
|x2—1| “2—1 -1 —x2+1 -1

Obravnavali bomo tri mozZnosti.
e Zax < —2 dobimo

-l < —x=-2
X +x+2<0.
Leva stran neenacbe je ves ¢as pozitivna in zato neenacba nima resitev.
o Za—2<x< -1V 1<xdobimo
X1+ 1<x+2
(x+1)(x-2)<0
in to velja za x € [—1,2]. Ker gledamo —2 <x < —1 V 1 <x, dobimo x € [1,2].
e Za —1 < x < 1 dobimo
—+1+1<x+2
0<x(x+1)
in to velja za x € (—oo, —1]U[0,00). Ker gledamo —1 < x < 1, dobimo x € [0,1) U{—1}.
Neenakost velja za vsak x € {—1}U[0,2].

|
10. Dana je funkcija f: R — R,

X
—|-Z 4‘.
f@=|-3+
(a) Nacrtaj graf funkcije f.

(b) Poisci resitve enacbe f(x) = 3.
(c) Poisci resitve enacbe f(x) = 2x+5.
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(d) Poici resitve neenacbe f(x) < 3.
Resitev.

(a) Vidimo, da je —% +4 >0, ko je x < 8. Tako dobimo

_x . <
Flo) = X2+4 ;o x<8
5—4 ;x> 8.

Slika 6.7: Graf f(x) = |—% +4|.

(b) 1z (a) sledi, da obravnavamo naslednji dve moZnosti:
° —§+4:3,k0jex:2.
° %—4:3,kojex: 14.
Torej f(x) =3 veljazax=2inx = 14.
(c) Podobno kot v (b):
o 5+4=2x+5kojex= —%, saj ustreza pogoju x > 8.

e 5 —4=2x+5, ko je x = —6, ampak v tem primeru ne ustreza pogoju x > 8. V tem
primeru ni resitve.

Torej f(x) =2x+5, &ejex=—2.
(d) Pomagajmo si z (a) in dobimo 2 < x < 14.

11. Dana je funkcija f : R — R,
fx) = [x* — 4.
(a) Nacrtaj graf funkcije f.
(b) Resi enacbo f(x) =5.

(c) Resi neenacbo f(x) > 5.
Regitev.

(a) Vidimo, da je x2—4x>0, ko je x <0ali 4 < x. Tako dobimo

X2 —4dx ; x<0Vv4<x
f(x): 2 .
—x“+4x ; O0<x<4.

(b) 1z (a) sledi, da obravnavamo naslednji dve moZnosti:
e Zax<0 V 4 < xdobimox?—4x=>51in iztegasledix=—1inx=235.
e Za0 < x < 4 dobimo —x? 4 4x = 5 in v tem primeru nimamo realnih reitev.

Torej f(x) =5 veljazax=—1inx=35.
(c) ReSujemo podobno kot v (b) in dobimo x < —1 ali 5 < x.
12. Dana je funkcija f: R — R,

f(x) = |x* —5x+4].
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Slika 6.8: Graf f(x) = |x*> — 4x|.

(a) Nacrtaj graf funkcije f.

(b) Resienacbo f(x)=1.

(c) Resi neenacbo f(x) > 1.
Resitev.

()

X2 —5x+4 o x<1vd4<x
flx) = 2 .
—(x"=5x+4) ; 1<x<4

10

Slika 6.9: Graf funkcije f(x) = |x*> — 5x+4].

(b) Glede na zgornji predpis dobimo

e iz enatbe x> — 5x+4 = 1, dobimo X1p= Si%/ﬁ,

e iz enatbe —x? +5x—4 = 1, dobimo x3 4 = #

(¢) Glede na tocki (a) in (b) dobimo resitev x € (—oo, Y1) U (355,303 ) U (3413 o).

13. Dana je funkcija f : R — R,
_ 3x+2

x—1"

f(x)

(a) Resienacbo |f(x)| =4.
(b) Resi neenacbo |f(x)| > 4.
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Resitev.
(a) Najprej |f(x)| zapisimo takole

3x+2
)= {_;2

x—1

Obravnavali bomo dve moznosti.
e Zax<—3VI1<x

3

X+ 2 4

x—1

3x+2=4x—-4
x=6.

e Za—3<x<l

3x+2
Cx—1 =4
—3x—2=4x—-4
2
x=z.
2

|f(x)| =4 veljazax = 5 inx = 6.

; x§—%\/1<x
; —%<x<1.

(b) Postopek je podoben kot v tocki (a) in dobimo % <x <1 V1 <x<6. Lahko si tudi graficno
pomagamo tako, da nariSemo graf funkcije |f(x)| in z njega s pomogjo tocke (a) preberemo

resitev.

14. Resi neenacbe

@ |3 >2.
) |25 <2,
(c) ﬁ —x>2,
) |555] <%
Resitev.

(a) Vsak lahko razmisli naslednje

+2
x"‘z‘ _ {;—1
x—1 — 42

Obravnavali bomo tri mozZnosti.
e Zax < —2 dobimo

x+2

x—1

x+2<2(x-1)
4 <x

>2

;o x<—2Vi<x
;o —2<x<1.

Iz x < —2in 4 < x sledi, da ni reSitve na tem intervalu.

e Za —2 < x < 1 dobimo
x+2
x—1
x+2>-2(x—1)

3x > 0.

>2

Iz —2 <x < 1 in 3x > 0 sledi, da je v tem primeru reSitev vsak x € (0,1).
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e Zal < x dobimo
x+2
x—1
x+2>2(x—-1)
4> x.

>2

Iz 1 <xinx < 4 sledi, dajex € (1,4).

Neenakost velja za vsak x € (0, 1)U (1,4).
2

(b) x_71 ‘ < 2 Podobno kot v primeru (a) lahko vsak preveri
xz—l‘_ 2l 1<x<1VT<x
x—=17 —’;2:71 ;o x<—1VIi<x<T.

Obravnavali bomo tri moZnosti.
e Zax < —1V 1<x<7dobimo
¥ —1
x—7
1< —2(x—7)
(x+5)(x—-3)<0

<2

in to velja za —5 < x < 3. Torej, to so vsi x, ki zadoS€ajo —S <x < —lin 1 <x <3
e Za—1 < x <1 dobimo

-1

x—7

P —1>2(x—7)
K —2x4+13>0

<2

in ta neenakost vedno velja. 1z tega sledi, da je reSitev vsak x, ki zadoSca —1 <x <1
e Za7 < x dobimo

x2—1

x—17

P —1<2x—7)
¥ —2x+13<0

<2

in ta neenakost nikoli ne velja, zato za 7 < x nimamo resitev.
Neenakost velja za vsak x € (—5,3).

(c) Obravnavali bomo dve moznosti.
e Zax < 0dobimo

1

———x>2
X
—1—x?<2x
0<x®+2x+1.

Ko upostevamo 0 < x> +2x+ 1 in x < 0, dobimo, da velja za x € (—oo, —1)U(—1,0).
e Zax > 0 dobimo

1
——x>2
X
1—x>>2x
0>x>+2x—1.

Ko upostevamo 2 +42x—1<0inx > 0, dobimo, da veljaza0 <x < —1+ V2.
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Neenakost velja za vsak x € (—oo, — 1)U (—1,0) U (0, —1++/2).
(d) Vsak lahko sam razmisli, da je potrebno obravnavati spodnje Stiri moZnosti.
e Zax < —4 dobimo
x+4 < 1
3x+2 x
(x+4)x>3x+2
¥ 4+x—2>0.

Ko upostevamo x24+x—2>0inx < —4, dobimo, da velja za vsak x, ki zados¢a x < —4.
e Za—4<x< —% dobimo

x+4 < 1
3x+2 x
—(x+4)x>3x+2

4 Tx+2<0.

Ko upostevamo B4+Tx42<0in -4 <x< —%, dobimo, da velja za vsak x, ki zados¢a
—4<x< -3
e Za —% <x <0 dobimo
x+4 1
w12 x
(x+4)x <3x+2

X 4+x—2<0.

Ko upostevamo X+x—2<0in —% < x < 0, dobimo, da velja za vsak x, ki zado$¢a
—% <x<0.
e Za (0 < x dobimo
x+4 1
2w
(x+4)x>3x+2
P Hx—2>0.

Ko upostevamo 2 4+x—2>0in0 < x dobimo, da velja za vsak x, ki zado§¢a 1 < x.

Neenakost velja za vsak x € (—oo, —%) U (—%,0) U (1,0).

15. Resi neenacbi
(@ [1—|x—1]| <1,
®) || = 1.
Resitev. Podobno kot v prej$njih primerih bomo realna Stevila razdelili na podintervale.
(a) e Zal—|x—1|>0dobimo

l—|jx—1|<1
x—1|>0
in to velja za vse realne x # 1. Ker pa imamo $e pogoj 1 — |x— 1] > 0 (to veljaza 0 <x < 2),
dobimo, da velja za vsak x, ki zados¢a 0 <x < lalil <x<2.
e Zal—|x—1| <0 dobimo
—1+x—1]<1
x—1]<2
in to velja za —1 < x < 3. Ker pa imamo $e pogoj 1 — |x — 1| < 0 (to velja za x < 0 ali

2 < x), dobimo, da velja za vsak x, ki zados¢a —1 <x < 0Oali 2 <x < 3.
Neenakost velja za vsak x € (—1,1) U (1,3).



101

(b) e Za2—|x|> 0 dobimo

1
> 1
2—|xf ~

1>2—|x|
x| >1

in to velja za vse realne x < —1 ali 1 < x. Ker pa imamo $e pogoj 2 — |x| > 0 (to velja za
—2 < x < 2), dobimo, da velja za vsak x, ki zadoS¢a —2 <x < —lalil <x<2.
e Za2—|x| < 0 dobimo

1
>
2|
—1<2—|x|

x| <3
in to velja za —3 < x < 3. Ker pa imamo $e pogoj 2 — |x| < 0 (to veljaza x < —2 ali 2 < x),

dobimo, da velja za vsak x, ki zados¢a —3 <x < —2ali2 <x < 3.
Neenakost velja za vsak x € [—3,—-2) U (—2,—1]U[1,2) U (2,3].

|
16. Resi neenacbi
X
a) | —5———| <1,
@ |
2
x—|x"43
(b) # 2
x—=2
Regsitev.
(a) Resujemo podobno kot predhodnem primeru. Racunanje si lahko poenostavimo na naslednji
nacin

|x] < Hx2—1|—1|.

Izkaze se, da so reitve neenacbe vsi x € (—oo, —2) U (2,0).
(b) V tem primeru opazimo, da je x> +3 > 0 za vsak x € R, zato si raunanje za x € R\ {2} tokrat

poenostavimo na naslednji nacin
2
|x—x"=3| <2|x-2|.

Izkaze se, da je reSitev neenacbe vsak x € (’1%6, ,1%5)

17. V ravnini skiciraj naslednje mnoZice tock
@ A={(x,y) eR*| [x+y| <1},
(b) B={(x,y) € R*| [x| +|y| <1},
)

© C={(x,y) €R*| |[x+y|+[x—y/ <2},

(d) D={(x,y) eR*||2x—y|+|y—x+1]| <2},
(€) E={(x,y) eR*| |x¥* —y*| <1},

) F={(x,y) eR*| |* —y|+|y—x| < 1}.

Resitev.

(a) Resujemo podobno kot v predhodnih nalogah. Radunamo v dveh korakih. Ce je y > —x,
tedajy <1—x, e pajey < —x, tedaj —x—1 <y. To dvoje upoStevamo pri risanju
slike 6.10.

(b) V tem primeru preuci Stiri moZnosti.

i. Cex>0iny> 0, tedajx+y < 1.
ii. Cex>0iny<0,tedajx—y< 1.
iii. Cex<0iny>0,tedaj —x+y<1.
iv. Cex<0iny <0, tedaj —x—y < 1.
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(c) ReSujemo podobno kot v (b).
(d) ReSujemo podobno kot v (b).
(e) ReSujemo podobno kot v (b).
(f) ReSujemo podobno kot v (b).

Kompleksna stevila

1. Za podana kompleksna Stevila poisci Ze(z), - m(z), Z, |z|.

(a) z=342i,
(b) z=-3i,

Slika 6.10: Slika mnoZice A.

Slika 6.11: Slika mnoZice B.
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14+ .
() z=——4+3+4],

1—1i
5+10i

d z=

Regitev.

Slika 6.12: Slika mnozice C.

1-2i +1+3i'

Slika 6.13: Slika mnozice D.

(@) Ze(3+2i) =3, Im(3+2i) =2, 342 =3—-2i, 3+2i] = /B+2)(3—2i) =/O+4=

V13,

(b) Fe(—3i) =0, Im(-3i) = -3, —3i =3i, | -3i| = \/(-3i)-3i=v/9=3.

(c) Najprej poenostavimo izraz

Z

14
Lt L
1—1i

1+i 1+
14

.
: F34i= 243 4i=342i0
1—1i 2
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-2

RHe(3+2i) =3, Im(3+2i)=2,34+2i=3-2i, |3+2i]=+13.
(d) Najprej poenostavimo izraz

5410

Slika 6.14: Slika mnozice E.

Slika 6.15: Slika mnozice F.

10i 54100 142i

Z_

1-2i

2. Poenostavi izraza

l
@e=7"7

P (141),

143 1-2i 1+2i
= -3+4i+i+3=5i

Re(5i) =0, Im(5i) =S5, 5i = —5i, |5i| = \/5i- (=5i) = /25 = 5.

143 1-3i
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2+43i)? i
() w= ( .) ;
1+ 1042
Reditev. s; L si a4i
i 3 . i i i . . .
=——— l+i)=--— 2 (1) = —it+1—2i—i+1=2—4i
(@ z ; 2_i+l( +i) R Yl i(1+1) i+ i—i+ i
(b) w— (2+31:)2 .i15 _ 75+1'2i.171: —i | _ 75+1.2i.171: 1
1+ 1042 1+ 1—i —1+42 1+ 1—i
|7 (7 2+ 17 2+1_\/338+2_13ﬂ+2
2 B 2 2 - 2 B 2

3. Pois¢i vsa kompleksna Stevila, ki zado$¢ajo
(a) Ze(z)+Im(z) =0,
(b) Ze(z)+-Im(z) =1,
(©) iz+zZ=3—i,
) |z— (3+4i)| =2,
Regitev.
(a) Najbo z = a+ bi. Potem dobimo
He(a+bi)+ Im(a+bi)=a—b=0.
1z tega sledi, da je b = a. ReSitev so vsi elementi mnoZice
A={a+ai|aecR}.
(b) Naj bo z = a+ bi. Potem dobimo
He(a+Dbi)+ Im(a+bi)=a+b=1.
1z tega sledi, da je b = 1 — a. ReSitev so tako vsi elementi mnoZice

B={a+(1—a)i|acR}.

(c) Najbo z = a+ bi. Potem dobimo
S 3
i(a+bi)+ (a+bi)(a+bi) =ai—b+a*+b* = 70
od koder sledi sistem enacb

A+ —b="=

Potrebno je izratunati b. Ce v prvi enacbi upostevamo a®> = 1, dobimo

1 1\?
b2—b+1= <b—2> =0,

od koder sledi, da imamo eno reSitev z = —1 + %i .
(d) Najbo z=a-+ bi. Potem dobimo

a+bi) = (3+4)] = [(a—=3)+ (b= 4] = [la— 37+ (- 47 =2,

od koder sledi
D={a+bi|ab € R, (a—3)>+(b—4)> =4}

Geometrijsko ta mnoZica predstavlja kroZnico s sredis¢em (3,4) in polmerom 2.
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4. Poisci vsa kompleksna Stevila, ki zadoS¢ajo
(a) Z2+4=0,
(b) 22 =1-3i,
(© &t =1+%,
(d) 77 =23 +2i.
Resitev. V veCini primerov bomo uporabili polarni zapis kompleksnega Stevila.
(a) V tem primeru lahko direktno izracunamo

7 =—4=47,

od koder sledi, da imamo reSitivi z; = 2i in zp = —2i.
(b) Izracunajmo tako, da izra¢unamo r in .

r:|1—f3i|:\/(1—\/§i)(1+\/§i):2

_ﬁ _5£
1?73

37 4 2kn 7 4 2kn

se= 2 [ cos [ 22T L igin [ 21T
3 3
5 2k 5 2k
= %(cos (;4—;) +isin (;-F;))
za k =0,1,2. Tako dobimo

0= V2| cos S—E +isin S—TC

9 9
zl:\SfZ cos ll—ﬂ +isin 11—7[

9 9

17 17

= V2 (cos <97r) +isin (971:)) .

(c) Izracunajmo rin @:

tanQ =

Velja

1. V3, 1 V3\[(1 V3
S R <2+2’><2_2’>_1
ﬁ T
ang = 3-=v3, o=
3 3

T4 2kr T4 2kr
zkzxﬁ cos | 2——— ) +isin | 2
4 3
= | cos £+kj +isin E—l—kj
N 12 2 2 2

zak =0,1,2,3. Vsak lahko sam izracuna konkretne vrednosti za k = 0, 1,2, 3 (glej primer (b)).
(d) Izraunajmo 7 in @:

_ \/(2ﬁ+2i) (2\/5—21') —J1244—4

2 1 T
tanQp = —— =

r:‘Z\@—FZi
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Velja

X 1 2km L4 2kr
zkzz/Z(cos(G )+isin<6 ))
7 7
7 T 2krm o T 2kzm
= \/Z(COS (42+7) +1s1n (42+7>>

za k=0,1,2,3,4,5,6. Vsak lahko sam izracuna konkretne vrednosti za k = 0,1,2,3,4,5,6
(glej primer (b)).

5. IzraCunaj
@ (1+V/3i)°,
(b) (2v/3—2i)°,
(c) (—45+45i)%,

@ (@4—?1’)2010.

Resitev. Uporabili bomo Moivreovo formulo.
(a) Najprej izratunajmo r in .

r=‘1+ﬂi‘=\/(1+\/§i) (1—ﬂi) —2
V3 T
tan(p:T7 (p=§

Sedaj to upostevajmo pri racunu.

(1++/3i)% = (2 (cos (g) +isin <7r

) —es(om o) n o 5)) o

(b) Najprej izraCunajmo r in @.

- ‘2[3—21" _ \/(2\@—21') (2\/§+2i) =4
117

-2 1
Wit v e
Sedaj to upostevajmo pri racunu.
11 11 K
(2v/3—2i)° = ( 4 cos o +isin = =
6 6
=262144 <cos (9- 1271') +isin <9- 1167r>> =262144i.

(c) Najprej izracunajmo r in @.

tan@ =

r=|—45+45i] = \/(—45 +45i) (—45 — 45i) = 45V/2
45 3r
tan@ = —— 1 =—

BT G

Sedaj to upoStevajmo pri racunu.

(=454 450)%5 — (45\6 (cos (if) +isin (?)))45
_ (45v3) (COS (45 : 3;) +isin (45 : 3;))

= (45V2)® (‘f - \fz> :
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(d) Najprej izraCunajmo r in @.

V2 VR (Y2 VR (V2 ove
|2 YT R A
2

tan(p_—z,(p_z

Sedaj to upostevajmo pri racunu.

() = (en() ()™

- (cos (2010. g) tisin (2010- %)) —

6. Izracunaj
@ 22=(3-V3i)?
(b) = (2—-2i)%
Resitev. Uporabili bomo polarni zapis kompleksnega Stevila in Moivreovo formulo.
(a) Najprej izraCunajmo r in ¢@.

r:‘3—\/§i \/(361') (3+\f3i) =2V3
_\/g T
tan(p:T, (p:*g

Sedaj to upostevajmo pri racunu.

5 = (205 s (- +208) s15m (- 4207 -

— 243 (cos (—g +6k7r) +isin (—g +6k7r))

Direktno uporabimo formulo za iskanje korenov

—Z 16k -2 16k
o =1/24V3 (cos <2—|2—7r> +isin (z—iz-n))

—/24v/3 (cos (=% +3kx ) +isin (5 + 34w ) )
za k =0, 1. Konkretne resitve za k = 0, 1 lahko bralec enostavno izracuna.
(b) Najprej izracunajmo r in ¢.

r=12-2il=/(2—2i)(2+2i) =2V2

t S -
an @ ) , @

Sedaj to upostevajmo pri racunu.
(2-2i)* = (2v2 (cos (—g +2kr) +isin (—g +2kx)))
= 64 (cos (—m+ 8km) +isin (27w + 8km))

&3

4

Direktno uporabimo formulo za iskanje korenov

k= V64 <cos (—7{—}6—8k7r) +isin <—7r—|6—8k7r>)

=2 _E+4ki +" _E+4ki
= COS 6 3 1S1n 6 3

zak=0,1,2,3,4,5. Konkretne resitve za k = 0, 1,2, 3,4, 5 lahko vsak sam enostavno izraCuna.
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7. V kompleksni ravnini skiciraj mnozico
(@) A={z€C: Ze(iz)+ Im(z) = -2},
(b) B= {zE(C 1< gz,—g < Arg(2) gn},
(©) C={zeC: Re(?)+z=18},
(d) D={z€C: [2z—i(z+1)| < V20}.
Resitev. V vseh primerih naj bo z = a + bi.

(a)

Re(iz) + Im(Z) = -2
Re(i(a+bi))+ Im(a—bi)= -2

Slika 6.16: Slika mnoZice A.

(b) Sliko nariSemo direktno, ker imamo vse podatke (sicer si pomagaj s polarnim zapisom kom-
pleksnega Stevila).

Slika 6.17: Slika mnoZice B.
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Re(?)+|z| =18
Re((a+bi)*) + (a+bi)(a—bi) =18
&b +a*+bh* =18

a*=9

intoveljazaa= —3alia=3.

Slika 6.18: Slika mnoZice C (a = —3 ali a = 3, b poljuben.)

2(a+bi) —i(a+bi+1)] <20
|(2a+b) 4 (2b—a—1)i| < /20
V@a b2+ (2b—a—1)2 < V20

(2a+b)? +(2b—a—1)> <20

4a* 4 4ab + b +4b* +a® + 1 —4ab —4b+2a < 20

5a%+2a-+5b*—4b+1<20
2 4 1

2 2
Za+br—btr-<4

a +Sa+ 5 +5_

8. V kompleksni ravnini nari$i mnoZico

A={z€C||2zi— 7+ Fm(4z)| > V15}.
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Slika 6.19: Slika mnozice D.

Resitev. Naj bo z = a+ bi.
12zi — 74 Im(4z)| > V15
|(—a+2b) + (2a+b)i| > V15
\/(—a—|—2b)2+(2a+b)2 > V15
V/5a2 45b% > V/15.

Posledi¢no
a*+b> > 3.

Torej vse izven odprtega kroga s sredis¢em v tocki (0,0) in radijem /3.

9. V kompleksni ravnini ¢imbolj natancno nariSi mnoZico

A={zeC|Im(}) <0}

Resitev. Imamo dve naravni moZnosti reSevanja.
(a) Naj bo z = a+ bi. Torej je v naSem primeru potrebno resiti neenacbo

(3a*> —b*)b < 0.

Ta neenacba je velja natanko tedaj, ko je 3a> —b*> <0inb > 0ali 3> —b> > 0in b < 0.
Za laZje risanje zapi$§imo v/3|a| < |b| in b > 0 ali v/3|a| > |b| in b < 0. Glej sliko 6.21.
(b) Naj bo z = r(cos ¢ +isin@). Upostevamo Moivreovo formulo in posledi¢no dobimo
neenacbo
P sin(3¢) < 0.

Ker je r > 0, je dovolj obravnavati sin(3¢) < 0, kar je ekvivalentno

—nm+2kw <3¢ < 2k,
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-4 -2 0 2 4

Slika 6.20: Slika mnoZice A.

oziroma
—n+2km 2km
—— <0< —,
3 3

kjer je k € Z poljuben.

4

4 -2 0 2 4

Slika 6.21: Slika mnoZice A.

10. V mnoZici kompleksnih §tevil resi enacbo
(@ |z +z=2+1,
(b) z=2%
() iZ2+(—4—i)z=4i—2,
@ (1+)2+1-i=0,
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(e) * +62° +922+100 =0, Ceje z1 = 1 424,
(f) 22+2i —z=0.

Resitev. Uporabili bomo razli¢ne pristope reSevanja.
(a) Uporabimo z = a+ ib in dobimo

Vat+b2+a+ib=2+i,
od koder sledi sistem enacb

Vai+bt+a=2

b=1.

Iz enacbe va% + 1 +a = 2 je potrebno izracunati a. Dobimo

2 2
( a2+1> =(2-a)
A+1=4—4a+d®
4a =3.
1z tega sledi, da je a = % in zato imamo enoli¢no resitev enacbe z = % +1i.
(b) Podobno kot v (a) uporabimo z = a + ib:

a—bi =a®> — b* +2abi.

1z tega dobimo sistem enacb
a=a*—b*
—b =2ab.
Glede na realno vrednost b obravnavajmo dve moZnosti.
e Ceje b =0, dobimo
a=a

in to velja, ko je a = 0 ali a = 1. Posledi¢no smo dobili z; =0in zp = 1.

e Ceje b+ 0, iz druge enacbe dobimo, da je a = —%. 1z prve enacbe izracunajmo Se b.
1 1
= _p?
2 4
in iz tega sledi, da je b = i?. Posledi¢no dobimo z3 = —% + i§ inzy = —% — i?.
Dobili smo Stiri reSitve enacbe: z1 =0,z = 1, z3 = —% —&—i? inz4 = —% — i?.

(c) Enacbo preoblikujemo na naslednji nacin:

i (—4—i)z=4i—2
, —A—i 24

T+ —27+—
1 l

ZH(—144i)z+(-4-2i) =0

Sedaj uporabimo formulo za iskanje nicel kvadratne enacbe

1—4it/(—1+4)2+4(4+2i)) 1-4i+]
2 2

2=

iniz tegaslediz; = 1—2iin zp = —2i.
(d) Enacbo preoblikujemo na naslednji nacin:
1+ +1-i=0
S
2= +.l
1+
=i
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Sedaj uporabimo polarni zapis kompleksnega Stevilazar = 1in ¢ =

L 42k Z 42k
zk:\‘ﬁ cos 2 + 2T ~+isin i
3 3
o (T 2T i (E 2R
B 6 3 6 3

(e) PrireSevanju te enacbe se bomo sklicali na trditev, da kompleksni koreni polinomske enacbe
z realnimi koeficienti nastopajo v konjugiranih parih, zato je v naSem primeru drugi koren
7 = 1 —2i. Najprej izra¢unajmo (z — (14 2i))(z — (1 — 2i)) = z> — 2z + 5, sedaj pa delimo
polinoma

(24 4+62° +922 +100) : (% —2z+5) =z*+8z+20.
Poiskati je potrebno le e resitve kvadratne enacbe z> 4 8z +20. Velja
—8++/64—80

Ba= = 42

inzatozz = —4+42iinzg = —4 —2i.
(f) Enacbo preoblikujemo na naslednji nacin

P42 —z=2z2(42i —1) =z +i)%

Iz tega zapisa sledi, da je potrebno resiti z = 0 in z* +i = 0. Seveda je z; = 0. Enatbo z* +i =0
bomo resili s pomocjo polarnega zapisa kompleksnega Stevila.

3
r=|—il=v_ii=1, ¢="1Z.
Sledi

2
3n 3
S +2km 2km
zk\ﬁ<cos(2 + >+tsm<2+>>
4 4
= Cos +isin 7[ km
N T

zak=0,1,2,3 (vsak lahko sam vstavi podatke). Skupaj smo tako dobili pet enoli¢nih reSitev.

11. V mnozici kompleksnih Stevil poisci vse reSitve enacbe
47 —162° + 617 — 90z +50 = 0,

¢e ves, da je ena od reSitev z; = 1+ 3i. Ali leZijo vse reSitve na isti kroZnici s srediS¢em v
izhodis¢u? Utemelji!

Resitev. Upostevamo dejstvo, da tudi v tem primeru kompleksni koreni enacbe nastopajo v konjugi-
ranih parih. Torej je tudi z = 1 — 3i resitev ena¢be. Tako dobimo (z— 1 —3i)(z— 1 +3i) = 2> —2z+10.
Sedaj enacbo delimo z z2 — 2z + 10 in dobimo

472 —8z+5=0.

Nicle v tem primeru so reSitve enacbe z3 = 2+’ , 24 = ’. Hitro opazimo, da reSitve zaCetne enacbe

ne leZijo na isti kroZnici. |
12. Resi sistem enacb
@ |z+1+i|=2, Ze(z+1+1i)=0,
) |(14+i)z| =2, Ze((1+1)7)=0.
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Resitev.
(a) Najbo z=a+ ib. Potem dobimo sistem enacb

latibt 14l =/ (at 12+ (b+1)2 =2
RHe(a+ib+1+i)=a+1=0.

Iz druge enacbe sledi, da je a = —1. Ker je a = —1, iz prve enacbe sledi
\/(b+1)2=2
in zato je by = —3 in b, = 1. Tako dobimo reSitvi z; = —1+iinz; = —1—3i.

(b) Naj bo z=a —ib. Potem dobimo sistem enacb

(14 0)(a—ib)| = |a+btila—b) =/ (at+b)?+(a—bP =2
FHe((1+i)(a—ib)) = He(a+b+i(a—b))=a+b=0.

Iz druge enacbe sledi, da je a = —b. UpoStevamo to pri prvi enacbi in dobimo
Vb2 =/(2p)2 =2
in zato je by = —1 in by = 1. Tako dobimo reSitviz; =1 —iinz, = —1+1i.

|
13. Resienacbo z1 +20 = 1 —i, Ce je Arg(z1) = § inArg(z2) = — 5.
Resitev. Naj bo z1 = ri(cos @y +isin @) in zp = ra(cos @ +-isin@,). Upostevamo Arg(z1) = £ in
Arg(z2) = —% in dobimo

Vstavimovzi+z2=1—1i

V3 1 1 V3
vs 1 LA IR
r1<2—|—12 +r 2 12 i

Posledi¢no dobimo sistem enacb

NEI
oy ey =l
L V3L
12 2 ) )
od koder sledi r| = 71;\/§ inr = 1+72\/§ Tako je 71 = w inz; = M [ |
14. Resi enacbo Sm(z1 +22+23) =0, e je |z1| = 1, |z3] = ? Arg(z1) = Arg(zz) = % in
Arg(z) = —%.

Resitev. ReSujemo podobno kot v prej$nji nalogi.
Najbo z; =ri(cos @) +isin@;), zo =rz(cos g2 +isin@y) in z3 = r3(cos @3 +isin ¢3). Ko upostevamo
Arg(z1) = Arg(z3) = £ in Arg(z2) = —%, dobimo

V3 o1
1=T1 (2"1‘12
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15.

16.

17.

Sedaj upostevajmo Se |z;| = 1 in |z3] = g in zato je

V3 o1
ry <2+12 :|r1|']:]
\/§ B! \/§
1) <2 +l§ —|r3|~1——2

Iztegasledi,dajer; =1inr; = ? Tako dobimo kompleksni Stevili z; = g + i% inzz = % +1i
Upostevajmo Se .Zm(z) +22+23) =0

|z1] =

|z3] =

5

1 3 3
Im(zi+22+23) = 54—%—”2% =0.

Sledi, daje ry = 4 + 3. Tako je zp = 323 — 64343,
Izracunaj
14z + 1z
pri pogoju, da je z kompleksno $tevilo in velja |z| = 1.
Resitev. Vemo |z| = Va2 +b* = 1. Zato
T+z2 +[1—z* = (1+a)? + 6>+ (1 —a)® + b*
=1+2a+a*+b*+1—-2a+a*+ b
=242(a®+b%)

:2+2(\/a2+b2)2

=4

DokaZzi, da za poljubno kompleksno Stevilo oblike z = a+ib, a,b € R, velja
jal + ||
V2

<z

Resitev. Preoblikujemo
|a| + ||
<Va*+b?
Nl
la +1b] < V2V a? + b2
(lal+[b])* < 2(a* +5%)
|a)? +2|al|b| + |b|* < 2|a)?® +2|b|?
0 < [al* —2]al|b] +|b]
0 < (lal - b])?
in to velja za vsak a,b € R. |
Poisc¢i kompleksno Stevilo, ki je enako oddaljeno od kompleksnih Stevil z; =i,z =2 —i in
73 =3+2i.
Resitev. Naj bo z = a + bi iskano Stevilo. Razdaljo med dvema kompleksnima Steviloma ra¢unamo s
pomocjo absolutne vrednosti razlike danih kompleksnih §tevil. V naSem primeru tako dobimo
lz—z|=|z—z|=|z—z]
Sedaj si nastavimo dve enacbi
la+bi—i| =|a+bi—2+i]
|a+bi—i| = |a+ bi— 3 —2i]
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oziroma

Po krajSanju kvadratnih ¢lenov dobimo sistem linearnih enacb z resitvijo z = 7+T3i. |

18. Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera velja
1
z+-€eR.
b4

Vse racunsko utemelji in rezultat predstavi v kompleksni ravnini.
Regsitev. Seveda je z # 0, saj sicer ulomek ni dobro definiran.
Naj bo z = a+ bi. Torej v naSem primeru je

1 2+1  222+z  (®+b)a+ (a®>+b*)bi+a—bi
z oz |72 a?+b? '

To Stevilo bo realno, Ce je
(a*+b*—1)b=0.

Iz tega sledi, da so to vsa kompleksna $tevila, ki leZijo na enotski kroZnici in vsa kompleksna Stevila,
ki lezijo na realni osi brez koordinatnega izhodisca. |

S T T T T T T T T T T T T T T T T |

e N S T S S S R

-2 -1 0 1 2

Slika 6.22: Kompleksna Stevila, ki zadoScajo z+ % eR.

Realne funkcije

1. Kateri od spodnjih predpisov, ki so podani s pomocjo grafa, je preslikava:
(@ f:{1,2,3,4} —{1,2,3,4},T(f) ={(1,4),(2,4),(3,1),(4,2)},
(b) g:{1,2,3,4} — {1,2,3,4}, I'(g) = {(1,4),(2,1),(2,3),(3,2), (4,4)},
() h:{1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4},T'(h) ={(1,2),(2,3),(3,4),(4,3),(5,2), (6,1)},
(d) k:{1,2,3,4} = N, I'(k) ={(1,5),(2,6),(3,1),(3,4),(4,4),(4,6)}?
Regsitev.
(a) f je preslikava.
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(b) g ni preslikava, saj Stevilu 2 priredi dva elementa (1 in 3).
(¢) h je preslikava.
(d) k ni preslikava, saj Stevilu 3 priredi dva elementa (1 in 4) in Stevilu 4 priredi dva elementa (4 in
6).
|
2. Kateri od naslednjih predpisov je preslikava
@ y:R—R,y =x*— 2
b) y:R—=R,y=vx*+x2,
©) y:R=R, y>=x>+x+1,
@ y: R R,y =x2+x+1?
Regsitev.
(a) Je.
(b) Je.
(c) Ni (glej kodomeno).
(d) Je (glej kodomeno).

3. Preveri injektivnost in surjektivnost za naslednje preslikave

@ fi:R—=R, fi(x) =,

) f:Rf =R, fr(x) =2,

© f3:R=RY, f(x) =22,

d fa: R(J)r — R(J)r, f4(x) =x2

Resitev.

(a) Ni injektivna, ni surjektivna.

(b) Je injektivna, ni surjektivna.

(c) Ni injektivna, je surjektivna.

(d) Je injektivna, je surjektivna.

4. Kateri od naslednjih predpisov je injektivna oziroma surjektivna preslikava:

(@ f:{1,2,3,4} - {-2,—-1,1,2}, 1)) ={(1,1),(2,—-1),(3,2),(4,-2)},
(b) 8" {1a27374} - {_2a _1a 172}’ F(g) = {(la _1)’ (2’ _2)7 (37 _l)a (4a2)}’
(€) h:Z — No, h(x) = |x
(d) k:N—Q, k(n) =1,
() 0:Q =R, o(x) = Va2,

(f) p:R*T — Ny, p(x) = [x] (p predstavlja celi del od x; npr. [n] = 3 in [—e] = —3),
(@ r:R—R,r(x) =V,

(h) s: Rt 5 RT, s(x) =12

Resitev.

(a) f jeinjektivna in surjektivna (preveri vse elemente).

(b) g niinjektivna (v -1 se slikata 1 in 3) in ni surjektivna (v 1 se ni¢ ne slika).

(c) hniinjektivna (v 1 se slikata 1 in -1), je pa surjektivna (vzamemo kar pozitiven x: x = |x|).
(d) k je injektivna (% #+ % ¢e m # n) in ni surjektivna (npr. v 0 se ni¢ ne slika).

(e) o ni injektivna (npr. o(1) = 1 = o(—1)) in ni surjektivna (npr. v -1 se ni¢ ne slika).

(f) p niinjektivna (npr. [3] = [1] = 1), je pa surjektivna (za n € N je [n] = n, za 0 pa [5] = 0).
(g) rje injektivna ({/x»? * Q/x»g, Ge x| # x2) in je surjektivna (e je r(x) =y, x = ¢/y3).

(h) s je injektivna (¢! # €31, &e x| # x2)) in ni surjektivna (npr. v e~

[l

se nic ne slika).

5. Kateri od naslednjih predpisov je bijektivna preslikava:
(@ f:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5}, T(f) ={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)},
(b) g:N—=N, g(n) =3n,
(©) h:RT = (1,0), h(x) = vVx+1,
(d) k:R—RY, k(x) = 4%,
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Reditev.
(a) Je bijektivna (preveri, da je injektivna in surjektivna).
(b) Ni bijektivna, ker ni surjektivna (npr. 1 nima originala).
(c) Je bijektivna (injektivnost: v/xj +1 # /xp + 1, &e je x| # xp; surjektivnost: &e je h(x) =y,
2
x=y —1).
(d) Ni bijektivna, ker ni injektivna (npr. k(—1) =4 = k(1)).

6. Preslikava f : N — N je podana s predpisom:

2 ;  n jesod
fn)=1q2 L
3n+1 ; njelih.

Ali je preslikava f injektivna oziroma surjektivna?
Resitev. Preslikava f ni injektivna (glej kam se slikata Stevili 1 in 8), je pa surjektivna, saj za vsako
Stevilo m velja f(2m) = m. |
7. Naj Z7 predstavlja mnozico ostankov pri deljenju s Stevilom 7 in A = {a,b,c,d,e, f,g,h}.
Ce je mogo&e, konstruiraj preslikavo iz Z; — A, ki je:
(a) injektivna,
(b) surjektivna,
(c) bijektivna.
Regitev.
(a) Da, npr. preslikava f, ki ji pripada graf I'(f) = {(0,a), (1,b),(2,¢),(3,d), (4,e),(5, f),(6,¢) }.
(b) Ne, ker je |A| =8 in |Z;| =7.
(c) Ne, glej (b).

8. Ali je funkcija f : [0,00) — [0,00), ki je podana s predpisom

B X2 ; xE[O,W)m@
flx) = {\@x ; x€[0,00)N(R\Q),

injektivna oziroma surjektivna. Utemelji!
Regitev. Ni injektivna, saj je f (%) = f(1), in ni surjektivna, saj ne obstaja Stevilo x, da bi zanj veljalo

fx)=v2. |

9. Izracunaj obratne preslikave, ¢e obstajajo

@) f:{2,3,4,6} —{1,2,3,4}, T(f) = {(2,1),(3,1),(4,2), (6,3)},
(b) g:{2,3,4,6} —{1,2,3,4}, T'(g) ={(2,1),(3,4),(4,2), (6,3)},
(©) h:{2,3,4,6} — {1,2,3,4,5}, T(h) = {(2,1),(3,4),(4,2), (6,5)},

d) k:R— R k(x)=%—1,

(e) 0:R—R,o(x) =x>—6x+8,

(f) p: (_°°73] — [_1>°°)’ p(x) :x2_6x+8’
(g) r:[3,0) = [~1,00), r(x) = x> —6x+8,
(0 s R~ {1} =R~ {1}, () =2
Resitev.

(a) f~! ne obstaja, ker ni injektivna.

(b) gil = {(172)7 (274)7 (376>7 (473)}

(c) h~! ne obstaja, ker ni surjektivna.

(d) K (x) =2x+2.

(e) o~! ne obstaja, ker ni niti injektivna niti surjektivna.
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1

(f) Izpeljimo p~" na naslednji nacin

¥y —6y+8=x
(y—3)2—9=x-8
(y=3)=x+1
y—3=4vVx+1
y=3+Vx+1.

Upostevamo, da p : (—oo,3] — [—1,00) in dobimo p~!(x) =3 —/x+ 1.
(g) ! izpeljemo podobno kot p~!. Upostevati je le potrebno, da r : [3,00) — [—1,00) in zato
dobimo r~!(x) =3+ /x+ 1.
(h) Izpeljimo s~! na naslednji na¢in
y+1
DAL
y—1
y+1=x(y-1)
y—xy=-x—1

—x—1

ry= 1—x
_x—|—1
T x—1

_x+1

Dobimo, da je s~ (x) T
x—

|
10. Dolo¢i mnozici X,Y C R tako, dabo f: X =Y, f(x) = %, bijektivna funkcija in nato
izratunaj f~!.
Resitev. Izralunajmo najprej £~
y—1
y—2 °
y=1=x(y-2)
y—xy=1-2x
2x—1
- x—1"

y
Ny . . 1 2x—1
S pomodjo tega dobimo X =R\ {2}, Y =R\{1}in ' (x) = T |
x—
11. Dani sta mnozici X = [1,e) in ¥ = (0,2]. Ali obstaja bijektivna preslikava f, ki slika X v
Y?
Regsitev. Da, obstaja. Preveri, da funkcija s prepisom f(x) = % zadoS¢a temu pogoju. |
12. IzraCunaj kompozituma fogin go f, e je

e {ab.c.de} — {1,2,345 [(g) = {(a1 (6:2),(d.5), (e,
) F:{1,2.3,4) — {a,b.c.d,e}, T(f) = {(1,d).(2.a),(3,¢), (4,b)}.
g:{a,b,c,d,e} —{1,2,3,4} T'(g) ={(a,1),(b,2),(c,3),(d,4),(e,2)},

(
© fR=R, f(x)=x+1,g: R =R, g(x) =x,
d f:R=R, f(x) =2x—1,g:R — [1,00), g(x) =x>+ 1.
Ali obstajajo inverzi kompozitumov?
Resitev.

(a) IzraCunajmo: fog:{a,b,c,d,e} — {a,b,c,d,e},T(fog
gof:{1,2,3,4,5} = {1,2,3,4,5},T'(go f) = {(1,2),(
stajata F((fog)_l) ={(a,b), (b,d),(c,a),(d,c), (e,e
(4,4),(5,2)}.

,(d,b),(e,e)},
%} inverza ob-

(2,1),(3,5),
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() atumajmo: fog: {a.b,c.d,e} = {a,b.c.d.e}. fog ={(a.d), (b,a).(e:c). (d.5), (e.0)} g
F:{1,2,3,4) 5 {1,2,3,4}, g0 f = {(1,4),(2,1),(3,3), (4,2)}. (fog) ! ne obstaja, (go f) "
pa obstaja, (g f)~) = {(4,1),(1,2),3,3), (2,4)}.

(¢) Izratunajmo: fog:R = R, (fog)(x) =x+1,g0f: R =R, (gof)(x) = (x+1)% (fo
&)1 (x) = Vx— T, (g0 )~ (x) = v 1.

(d) Izraunajmo: fog:R =R, (fog)(x) =2(x>+1)—1,g0f: R —[1,%), (go f)(x) = (2x —
1)2 41, inverza kompozitumov ne obstajata.

|
13. Al sta si preslikavi f, f: [0,00) — [—=1,00), f(x) =x*>—1,in g, g : [~1,0) — [0,0), g(x) =
Vvx+ 1, inverzni?
Resitev. Da, saj je
fog:[-1,00) = [1,0), (fog)(x) = (Vx+])2_] =X
in
gof:[0,00) = [0,00), (g0 f)(x) =1/ (¥* = 1)+ 1= |x[ =x.
|

14. Doloci naravno definicijsko obmocje realnih funkcij realne spremenljivke:
(@) f(x )—x —2x+1
(b) f(x) =x* —x> —4x? +4x,

(%)
© f(x) = V2 =2v+1,
(x) =

@ f0x) = 55—
X% —2x

() f(x)= 4+ 2x3 — 13x2 — 14x +24°
® fx)=v—-2—x+2,
() f(x) = Vianx,
(h) £(x) = In(In (Inx))

(i) f(x) = log, (log; (log, x)),

, x> +4

U) f(x) = 2 _4x 4
(k) f(x)= arcsin (i; 1 ,

(1) f(x) = arccos < xz— 51 ) ,

2
(m) f(x) =€V,
ex+l
) flx) = In(x+1)°
x—3 vx+3
©) flx) = 2x—8) cos(mx)’
(P flx)= : tnix)

x2—6x+5 * Va—x
Regsitev.

(a) Yy =R (kvadratna funkcija).

(b) Zf = R (polinom Cetrte stopnje).

© Zr=R,saj Va2 —2x+1=+/(x—1)2=|x—1|.

(d) P27 =R—{-2,2}, saj je f racionalna funkcija in 2x* — 8 = 2(x —2)(x +2)).

(e) 2y =R—{—4,-2,1,3}, saj je f racionalna funkcije in x* +2x> — 13x? — 14x+24 = (x —
1)(x+2)(x—3)(x+4). Namig: pole pois¢emo s pomocjo Hornerjevega algoritma.

() 25 =[-2,1], saj mora veljati —x> —x+2 > 0. Tako je

X —x42=—(x—1)(x+2)>0



122 6. Resene naloge

in to velja na intervalu [—2,1].
T
(&) Y= U [kn:,kn + 5), saj mora veljati tanx > 0.
keZ
(h) Py = (e, ), saj je
In(lnx) >0
Inx > 1

xX>e.
() Zy=(4,),sajje

log; (logyx) >0
log,x > 1
x>4

() Zf=[-2,0)U[2,4), saj gledamo
2
—x°+4
—F >0.
x2—4x —
Stevec in imenovalec sta hkrati pozitivna na intervalu [—2,0) oziroma hkrati negativna na [2,4).
& 27 =Ry, saj gledamo

Imamo naslednji dve moZnosti
e zax < —1 dobimo
—x—1>x—1>x+1

in to nikoli ne velja (—2x > 0 > 2);
e zax > —1 dobimo
—x—1<x—1<x+1

in to velja zax > 0.
() Zf = (—o0,—3]U[2,0), saj gledamo

x—5
—-1< <1
Imamo dve moznosti:
e zax < —1alil < xdobimo
—x2+1 < x—5 < =1
0 < 24+x—6 < 2% -2
0 < (@=2)(x+3) < 2(x—1)(x+1)

intoveljazax < —-3ali2 <x;
e za —1 < x < 1 dobimo (podobno kot prej)

0> (x—2)(x+3)>2(x—1)(x+1)

in to nikoli ne velja.

(m) Z; =R, saj [x| —x > 0 velja za poljuben x € R.

(n) Z¢=(—1,0)U(0,00). Stevec je definiran za R\{—1}. Imenovalec je definiran za vsak x > —1
injeln(x+1)#0, ko jex #0.

(©) Zp = ([-3,3)U (4,0))\ Ukez {k + 3 }.
Vidimo, da je 2“”);38 >0,kojex < 3alix>4. Mje definirana za vsak x > —3, cos(7x) =0
zax= % +k, kjer je k € Z poljuben.

() Zr=(0,1)U(1,4). Vidimo, da je x> —6x+5 = (x— 1)(x — 5), In(x) je definirana za vsak
x>0, v/4 —x je definiran za vsak x < 4 ter /4 —x =0, ko je x = 4.
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|
15. Ali imata realni funkciji f in g enaki naravni definicijski obmocji
(@) f(x)=2Inx, g(x) =1Inx?
(b) f(x) =In(sinx), g(x) = sin(Inx),
©) f(x)= \/ 1 —1n’x, g(x) \/ 1 —Inx?,
(d) f(x) =22 +x+1, g(x) = MEHHD,
Regitev.
(@) 2y =R", D, = R\{0} (gledamo x*> > 0). Funkciji nimata enakih naravnih definicijskih
obmocij.
(b) 97 = U (2km, (2k+ 1)7) (gledamo sinx > 0), D, = R*. Funkciji nimata enakih naravnih

keZ
definicijskih obmocij.
(©) Z5=le ' e], sajje
1-1In*x>0
1>In’x
1>Inx>—1
e>x> e !

= [=Ve,/e]\{0}, saj je
1-Inx*>0
1> Inx?
e> x?
Ve>x>—/e.
Funkciji nimata enakih naravnih defincijskih obmocij.
d) Zr =R, Dy =R, s3j je x>+ x+1 >0 ne glede na x € R. Funkciji imata enaki naravni
definicijski obmocji.
|
16. Za naslednje funkcije dolo&i Zy, Z7in 1.

(@) f(x)=v2—dx,

®) f(x)= 2X+2x+1
© flx)=er—1,
(@) f(x)=In(3x—6),
(e) flx)= ‘;‘jf,
X, e x<0
® fx) = {xz, e x>0

Ali vedno obstaja f~!?
Resitev.

(a) -@f = (_007%]’ 3,} = [0’00)7 fﬁl(x) = 4
(b) Dy =R, %5 = (0,00), f(x) = 254251 = 25(142) =3.2%, ' (x) = log, (g)

1
© 2/ =R={0}, 2 = (~1OU0.2). () = s
@ 7= (@20, 2 =R, ()= "3,
© =R {1}, =R~ {~1}, /() = 2.

X ;o x<0

D r — — —1 —
) 27 =R, Z =R, f'(x) {ﬁ o
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17. Preveri, da je funkcija f: [-2,3) — (—2,9],

f(x):{—x—Z ;o —2<x<0

9—x2 ; 0<x<3

bijekcija in izraunaj njen inverz (pomagaj si s sliko).
Resitev. Bijektivnost lahko vsak preveri.

f_l(x): {—x—2 ;0 —2<x<0

V9—x ; 0<x<09.
|
18. Doloci naravno definicijsko obmocje in zalogo vrednosti ter nato skiciraj naslednje grafe
funkcij:
@) f(x)=x>+2,
(b) f(x) = [In(x—2)],
(©) f(x)=log, (x).
@ f(x)=(3)
X
© f(0)==(3)"
X
® flx)=(3)"
Opomba: pomagaj si samo z osnovnimi lastnostmi elementarnih funkcij.
Resitev.
() Dy =R, Z; =[2,00), slika 6.23.
(b) Dy =(2,), Zf = [0,00), slika 6.24.
(©) Z5=R*, Z; =R, slika 6.25.
d) 27 =R, Z; = (0,00), slika 6.26.
(e) Iy =R, Zy = (—o,0), slika 6.27.
(f) Py =R, Z; = (0,00), slika 6.28.
A
e
5L
L
e TR
Slika 6.23: Primer 7(a).
|

19. Doloci najvecjo domeno in kodomeno glede na inkluzijo, da bo f bijektivna in nato izracunaj
inverz funkcije f:
@) f(x)=x"+1,
(b) f(x)=Vx—1,

© f)=

x4

2
@ f(¥) ="
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Slika 6.24: Primer 7(b).

Slika 6.25: Primer 7(c).

Slika 6.26: Primer 7(d).

Resitev. Vsak lahko sam preveri, da za je izbrano domeno in kodomeno f res bijektivna.
(a) Imamo ve¢ moZnosti. Npr. Zy = R, kodomena [1,0), f~!(x) = /x—1.
(b) 2 =[1,), kodomena R, f~!(x) = Va2 + 1.

(©) 27 =R— {4}, kodomena R — {2}, ! (x) = 2.
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-2

Slika 6.27: Primer 7(e).

x=2

y—1
xy—x=y
Y —xy=—x

20. Doloci sodost oziroma lihost naslednjih funkcij:

@ f(x) =/ (x— 224/ (x +2)2,

tanx
() f(x) = @
(©) flx)= ‘x_xsmx‘
N
@ ()= 5

© f(x)zln(l_x>,

14+x
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® f(x)=In <x+ 1 +x2>.
Resitev.
(a) Funkcija je soda, saj velja

F) = {224 xr22 = b 22 4 - 22 = £().

(b) Funkcija je soda, saj velja

tan(—x) —tanx —tanx tanx

Fl=x) = —x+(—x)3 T i —(x+x) RS = fx).
(c) Funkcija je liha, saj velja
Flox) = |(=x)* —sin(—x)| _ | +sinx| |2} —sinx] _ .
—x —x x

(d) Funkcija je liha, saj velja

(f) Funcija je liha, saj velja

f(=x)=In (—x—i— 1+ (—x)z)
:ﬁn((—x+v7+xﬁ-<v+¢r+ﬂ))

x+vV1+x2

1
()
-1
=1In (x—l— l—l—xz)
=—In (x—|— 1—|—x2>
).

21. IzraCunaj kompozituma funkcij fin g (fog, go f)
@ fR=R, f(x)=5x—7,g:R=R, g(x) =x>+3,
b) fTR-RY, f(x)=2%¢g:R—>R, glx)=x—1,
© fR=RT, f(x)=¢g:R=>R™, gx) =—x*—1,

x ;5 x<0 -1 ; x<0
d X) = ,8(x) = s
@ fx) {0 ; xEOg() {x2 ;o x>0
-1 5 x>0 x+1 5 x>—1
[ X) = ,8(x) = B R
()f() {_(x_11)2 : x<0g(> {0 . x<—1
x ; x<0 1 i X[ >3
X) = . X) = B
® /=) {0 ; x>0 8 {|sinx| ;X< 3
1 ;ox<0

(@) flx)=¢" gx) = nx : x>0
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2 —4 ;x| <2

4x% — x*

(h) f(x)=—2x+4,g(x) = { e
P41 . oo B
@ f(x):{ w1 5 YE (e mDU( 1,0)’

eX—1 ; x>0

—XJ%I pox< —1

8(x) =40 ; —1<x<0,
arctan(x+1) ; x>0

. x+4 ; x<0
U) f(X): _2x2 X s
x+1 ’ XZO
& — et ;o ox<4

X) = )
8(x) 1—vVx24+9 ; x>4

Resitev. Pri vsakem kompozitumu bomo opredelili naravno definicijsko obmocje in kodomeno.

(@) fog:R—=R, (fog)(x) = flg(x)) = f(x’+3) =50’ +3)-7= 50 +8,
gof:R—=R, (gof)(x)=g(f(x)) =g(5x—7) = (5x—7)> +3 = 125x> — 525x> +735x — 340.

(b) fog:R—=RY, (fog)lx) =f(g(x) = flx—1)=2"",
gof:R—(=1,e0), (gof)(x) =g(f(x)) =g(2 ) 1. i

© fog:R—(0,e7"], (fog)(x) = flg(x) = f(-2>—1) = e,
gof R — (—eo,—1), (g0 f)(x) = g(f(x)) = g(e*) = —62"— L

(d) Najprej dolo¢imo kodomeno posamezih predpisov. Za laZje razumevanje naj bo fj(x) = x,
f2(x) = 0, g1(x) = —1 in g2(x) = x*. Tako velia fi : (—,0) = (—o0,0), f» : [0,00) — {0},
g1 (—o0,0] = {1}, g2: (0,00) — (0, 00). Sedaj ustrezno komponirajmo upostevajo¢ naravno
definicijsko obmocje in kodomeno posameznih predpisov

® fog
- (fog)(x)=f(gi(x) =f(=1) = fi(=1) =—1,
- (fog)(x) = f(g2%) = f(¥*) = fo(x?) = 0.
e gof
- (gofi)(x) =g(fix)) =g(x) =g1(x) = —1,
- (g0 f2)(x) = g(f2(x)) = 8(0) = g1(0) = —1
Tako smo dobili (fog)(x) = 0_1 xig,(gof)(x):—lzavsakxE]R.

(e) Lahko reSujemo kot v prej$njem primeru. Strnimo postopek: f : [0,00) — [—1,00), f: (—o0,0) —
(_170),5’1 [_17°°) - [07“),83 (_°°7_1) - {0}
* fog
- (fog)(x) = f(glx))
- (fog)(x) = flglx))
® gof
- (gof) () =g(f(x)) =g(¥* — 1) =x* — 1+ 1 =x> Cejex >0,
- (80N)x) =8(f(x)) =g(~(x= 1)) = —Hpp + 1. e je x < 0.

flx4+1)=(x+1)2—1=x>+2x,Cejex> —1,
f(0)=—1,Cejex < —1.

x2+2x, ;x> —1
(fog)(x)={_17 SR
X2, ;0 x>0
(8o f)(x) = Sl s x<0
(f) f:(ifooao)*)(*oovo)’f: [Ovm)%{o}”g:(*“)a*%]u[z )*){1} 8- ( % %)%[0,1)
e fog
- (fog)lx) = f(g(x)) = f(1) =0, e je |x| > 7,
-f(fog)(X) = f(g(x)) = f(|sinx[) =0, & je [x| < .
e go
- (80f)(x) =g(f(x)) =g(x) =1, Cejex < -7,
(g0 f)(x) =g(f(x)) = g(x) = |sinx|, Ce je —F <x <O,
(gof)(x)=g(f(x)) =g(0)=0,Cjex>0.
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1 x<-%
(fog)(x) =0,zavsakx € R, (go f)(x) = ¢ [sinx| ; —%<x<0,
0 x>0
(@ [{R—=RM, g:(—,0] = {1},g:(0,0) > R.
® fog
- (fog)lx) =f(g(x)) =f(1)=e,Cejex<0
- (fog)(x) = f(g(x)) = f(Inx) = ™ = x, e je x > 0
e gof
" (gof)(x) = (f(¥)) = ge") = Ine* = x, e jex € R,
(fog)(x) = ¢ xéo,(gOf)(x):x, za vsak x € R.
x ; x>0
(h) f [ ) } [ 2] f (—oo’l) — (2’00)’ f: (3700) — (—oo _2) 8- [—2,2} — [_470]’ 8
(—o0,=2)U(2,00) = R™.
o fog
- (fo)x) = fg(x) = f(x> —4) = —2(x* —4) +4 = 26> +12,&eje x| <2
- (fog)(x) = flg(x)) = f(4x? —x*) = —2(4x* —x*) +-4 = 2x* — 8x% +4, Ce je |x| > 2.
e gof
- (gof)(x) =g(f(x)) = g(—2x+4) = (—2x+4)> —4 =4x* —16x+12,Ceje | <x <3
- (gof)(x) =g(f(x) = g(—2x+4) =4(—2x+4)> — (—2x+4)* Cejex < l alix > 3.
. —2x2 412 x| <2
(fog)(x) = 2t —8x2+4 ; |x>2]
)4t —16x+12 1<x<3
(gof)(x)_{4(—2x+4)2—(—2x+4)4 L x<1V3<x
(1) f:(—m,—l)U(—l,O)—)(—W,—l),f:[0700)—>[O,w),gl(—w,—l)—)(—w,—l) [ 170]
{0}, g:(0,00) = (%,7%).
® fog
(Fo8)(w) = Fla) = £ (~2y) = = = _aiae oo,
(fog)(x) = f(g(x)) = f(0) =0, —1 <x <0,
- (fog)(x) = flg(x)) = flarctan(x + 1)) = 2@ttt 1, ge je x > 0,
® gof
(g0)(x) = () =g (— 5 ) = 5 = =5l ejex <,
- (80/)(0) =2(f(0)) =g(0) =0, e jex =0.
(gof)(x) = g(f(x)) = g(e** — 1) = arctan(e** — 1 + 1) = arctan(e*), e je x > 0
_3x2+3x+1 Cox< —1
(x+1)2 >
(fog)x) =140 . —1<x<0,
eZ(arctan(x+l)) 1 ; x>0
=l xe (—eo,—1)U(=1,0)
(gof)(x)=140 ;o x=0 .
arctan(e™) ; x>0
(j) Resujemo podobno kot zgoraj
cth—_et . x<0 F—et+4 x<4
g(f(X))_{ex%rxlz—e“ : )CZO’f(g(X))_{S\/m : x24~
|
22. lIzracunaj vsoto, razliko in produkt funkcij f in g
i <1 x2 pox< =2
f(X)Z{); S e =de —2<x<0.
x5 ox>1 )
sinx

;o x>0
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Resitev. Naj * oznacuje poljubno operacijo (4, — ali -). Potem je

\x|>x<x2, Dox< =2

| x| &* ; —2<x<0
(fxg)(x) = o

|x|*sinx, ; 0<x<I

xz*sinx7 ;ox>1

23. Razstavi f na osnovne elementarne funkcije

(@) f(x)=1/x+/x+x,

2 sinx
xX-—e
®) f(x)=——.
Resitev.

@ fi(x) =vx, foalx) =x,
fx)=(fio(fat+fio(fa+f1)))(x).

(b) fi(x) =sinx, fo(x) =€, f3(x) =22, fa(x) =1,
fx)=((fs—faofi) fa)(x).

Limita in zveznost funkcije

1. IzraCunaj naslednje limite funkcij:
@ lim X +2x% —6x—3
i
x——1 2x2 +4x—1
x4+x=2
b) lim ——,
(®) xillfl2xz+3x+2

’

X A3 — 6t +4x+5
(e) lim

x——1 ic4—x32—3x2+x+2
6x* —3x 41
Iim ——,
® xglgo3x4—x3—|—5x
(@ lim 6x° — 33 +x
£ x—>°°7x7g—5x55i—1’
2x° —Tx
h) Im ——,
O i e  13x 13

@) lim<1— 2 )

’

—=l\x—1 x2—1
Regitev. s 5
X7 +2x"—6x—3
lim ==~ g
@ o 2 dx— 1 ’
. x> x-2 o (x=1)(x+2) oox—1
lim ——— = lim ——————= = lim
—=2x243x+2 a2 (x+1)(x+2) as—2x+1

3

(b) =3,
x—1 (x—1)(F*+x+1) x*+x+1 3
=

li =1l =
© X1 xoi (x=1)(x+1) 1 a1

X+ (D2 —x+1) . X —x+1 3
@ fim oy = ey A o T
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=43

—6x2+4x+5

. x—1D(x=35)(x+1)2 . oX—
© 11ml xX—x3-3x24+x+2 :X1_1>r£11 Ex—ligx—Zigx—i—l;z_xl—lgllx—Z
6 tim ST PO et 603 ra )

o 3 — 13 + 5x e A (3—1y5L) Taoe 31yt ’
(2) lim 6x° —3x° +x limXG(6_3"%+"%):lim 635+ —0,
e T 50 4 1 Coex (7455 4+ 4)  oex(7455 4+ )

200 —Tx% . ©2-7% x(2-7%)

(h) lim im ) = _—
a0 x4 4131+ 3 Hoox4(1+13i3+3§) x=eo [ 4134 43

ne obstaja,
1
NET b
(1) xgl} (x — 1

. Izracunaj naslednje limite funkcij z iracionalnimi Cleni:

2 Votim 2 g L
2—1) »=1(x—1Dx+1) x=1x+1 27

. Vx+4-2
(a) lm ——,
x—0 X
2—+/x+3
b) Im ——,
® I 11
. m-m
(¢) lim
x—0 X
@ lim Va+2Vx+7— ZW 3vVx+2+6
=2 xy/Ax+ 1 —2/dx+1-3x+6
(e) lim(y/x(x+1)—x),
X—r00
) lim(x+v/1—x3).
X—ro0
Resitev.
(@ lim \/x+4_2—lim\/x+4_2~\/x+4+2—limx+4_4- 1
x—0 X T a0 X \/m—‘,—z_xao X \/m+2
1 1
:1. —_— =,
xgr(l)\/x+4+2 4
(b) lim 2—vx+3 tim 2—Vx+3 24Vx+3 V2x—1+1
il 2x—1—1 =1 2x—1—1 24+x+3 V2x—1+1

4—x—

3 V2x—1 +1_1_ x—1 +V/2x—1+1

im . = lim — . =
—=12x—1—=1 24+x+3 =1 2(x—1) 24+x+3

. ( 1 \/2x—1+1> 1
lim | ==

x—1 _5 2+\/m 4,
(©) 1im@fhm\/l+X—\/l—x VIitx+VT—x
x—0 X X0 X \/m-i-mi
1.m1+x—1+x 1 . > 1
— i . _ R
x=0 X Vifx+v/1T—=x »=0/T+x+/1—x
(@) lim YA T2VAAT — 2Vt T3V 4246
=2 xV/Ax+1-2y/4x+1-3x+6 =

m (Vx+2-2)(vVx+7-3)
=2 (x—2)(VAx+1-3)
(Vx+2-2)(Vx+7-3) Vx+242 Vx+7+3 Vadx+1+3

o . : . _
02 -2 (VAxT1-3)  Vxt2+42 Vait743 VAxtl+3

im (x+2—4)(x+7—9). Vax+1+3 _
w2 (x=2)(4x+1-9)  (Vx+2+2)(Vx+7+3)

(x—2)*

Vax+1+3

TeRaa-2? (242 (VarT+3)

Vax+1+4+3 1

x_>z4(\/ﬁ+2)(\/ﬁ+3) ~ 16
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x+1 x(x41)4+x

xe X(x+1)+x
xz—l—x—x . X

= lim ———— = lim = lim

o a1+ H“’x(\/l+i+1> RS ES

P —aV1-23 4 /(1 -x3)?

X X X X

() lim(x+ v 1—2x3) = lim (x—|— \3/1—x3)- =
)H""( ) x—yoo X2 —xV/ 1=+ /(1 -x3)?2

XxH1-x

e —xVT= + /(1-03)2 o= (1— f/x%—l—i-f/#—%%—kl)

. .. sinx NV .
3. S pomocjo hrr(l) —— =1 izraunaj naslednje limite:
X— X

s1nx
v

1
(b) lim xsin—,
X

(a) 11

X—>00
. sin(ax L .
(c¢) lim ( ), kjer je a € R\{0} poljuben,
x—0
sin2x
(d) lim
x—0 sin4x’
COSXx
(e) hm —>
x—Zz 5 X — 2
. tanx—sinx
(f) lim 3
x—0 .
. COSx—sinx
(@) lim 2%
x—=%  Ccos2x
Resitev.
sinx sinx sinx sinx
(a) hm— — lim 22Y i—hm— \f—hm— hm\f—l 0=0,
=0 /X x20 /X /X x20 X =0 X x50
. 1 . sin%
(b) limxsin— = lim —* =1,
X—yoo X x—e L
X
sin(ax . sin(ax) a sin(ax
(© L ( ):11 ( )~f:a1m¥:a
x—0 X x—0 X a x—0 ax
sin2x .osin2x 4x 1 4x .osin2x 1
(d) lim = lim — . -lim -lim =,
x—0sindx  x—0sin4x 4x 2 x50sindx x50 2x 2
. COSx . cos(t+ 5 . —sint
(e) lim 7 = lim ( ) = lim =—1,
xﬁ% X — b t—0 t t—0 t
tanx — sinx . sinx(1 —cosx . sinx —Cosx 1+cosx
() lim 3 = lim (3 ) =1lim — - lim =
x—0 X x—0 X° COSX x—0 X x—0 x COSXx
. 1—cos?x 1 . sin’x 1
= lim 5 . = lim ——- =
=0 X cosx(l+cosx) x—=0 x> cosx(l+cosx)
sin®x . 1 1
=lim ——-lim =,
=0 x> x=0cosx(l+cosx) 2
. Ccosx—sinx . CcOoSXx — sinx . Ccosx — sinx
(g) lim = lim —— = lim - - =
x—Z  cos2x x—Z cos?x—sin®x  x—Z% (cosx —sinx)(cosx + sinx)
1 1 V2
_x_>g cosx+sinx 2 2

1 X
4. S pomocjo lim <1 + ) = e izracunaj naslednje limite:
X—yo0 X

x x+1
li ,
o m ()

X—yoo

=0.



133

(b) lim

x+1\*
x—o\x—1) "
2
© i 2 4+x-2\"
¢ xglc}o -1 ’
2
. 2x+1\~*
(=)

1
(e) limxsinG-D),
x—1

Regditev.

X—ro0

(a) lim (

(b)

©
= lim

im —————
=egext+x+1 =g

1 | 2.t
xﬁw( +x2+x+l>
2

—1+14+1\" 2 ’
LY i (e
x—1 X—ro0 x—1

1, 2x 2x

lim
= eX—>°°x— 1 — 62,

3 X
—1 —1
— lim (x S ) — lim <1+
X—oo x> —1 X—>o0
2. 224t 1
x=+x+1
=1 1
xg?c( +x2—|—x—|—l

x—1

(xl)(x2+x+l)) -

2
L
> x“+x+1

2
2x+1)\~ 1\~ x
@ tim (20 i () Cpm (1) =
=0\ x+1 x—0 x+1 x—0 x+1
= ShF o lim
—lm(1+—)  =lim(1+— —e0x+ 1 =2,
x—0 x+1 x—0 +1
I s SV I 1t . 1t lim —
(e) limxsnt=D =" lim(14¢)sn 't =lim(1 +17)7 st = er=0SINI = ¢,
x—1 t—0 t—0
e. .. log (14+x |
. S pomocjo lim M = — izraCunaj naslednje limite:
x—0 X Ina
. In(1+4+2x
(a) lim Q
x—0 X
. log(cosx
(b) lim 128(C08%)
x—0 X
(¢) limcot’xIn(cos>x),
x—>01 !
. Inx—
(d) lim ,
x—e X—e
_ In(2x—x?
(e) lim ¥,
=1 x2—=2x+1
X
limxln{ — |.
() lim <x +1>
Resitev.
In(1+2. In(1+2 2 In(1+2.
(@ Lim 220 (429 2, (429
x—0 X x—0 X 2 x—0 2x
1
) lim log(v/1 —sin®x) — lim log(1 —sin®x)2  lim log(1 —'s2in2x) lim —sin’x —o.
x—0 X x—0 X x—0 —sin“x =0  2x
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2xIn(1 —sin® In(1 — sin
(©) hmcot xln(coszx) = lim cos x n.( 5 sin”x) = 1imcos2x~limn<.72mx) =1,
x—0 sin“ x x—0 x—0 sin“ x
Inx—1 Inx—1 1 In (2 1
(d) Tim = fim :7nm#:7.
x—e X—e x—>ee(g_]) e x—e (g_ ) e
In(2x—x*) .. In(1—-14+2x—x*) . In(1—(x—1)?)
im——~% = = :*1,
L P s Py} ) o (r—1)2
1-1 xln(1— -5
(f) limxln . fimxln (20 :ﬁm(ixﬁl)f
x—>oo x+1 x—yo0 x+1 xovee (—1)25
In(1- -4
= — lim ( 1”’)-1 =—1-1=-1
X—ro0 _x+1 x%oox-’—
|
a—1 o o
6. S pomocjo lim = Ina izraCunaj naslednje limite
x—=0 X
2x_1
(a) lim ,
x—0 X

sinx __ 1
(b) lim &,
x—0 X

(c) 1in(1)x*1 sinh.x,

)C

d hm
d) =l x—1"
x+1
. v =2
(e) lim —
X—oo —_
2x
() hmx< a5 71).
Resitev. 5 5 5
275 —1 27 —1 2 2% —
(a) lim = lim — =21lim =2-1n2,
=0 X =0 X 2 =0 2x '
sinx __ sinx __ | : sinx __ 1 : sinx __ | :
(b) 1im —1im & MY im I T i Y g,
=0 X =0 X sinx x—0 sinx x x=0 sinx x—=0 x
.1 . sinhx | e"—e™* o+l —1—e"
(¢) limx " sinhx = lim = lim = lim =
x—0 x—=0 X x—0 X x—0 2x
1/, &+1 . e *+1
= —( lim + lim =1,
2 \x=0 x x—=0  —X
e — eler=1-1 =1 _q
@ 1im &—¢ — 1im ( ) _ lim —e,
x—1 X — x—1 x—1 =1 XxX—
1
2% 2 2.2 -2 2(24 1)
(e) lim = lim ———— = lim =4-In2,
X—ryoo L X—ro0 1 X—ro0 l.l
2x 2x . X
® limx(emT 1) = I () T
xglolox € xglolc x . x2—1 _xg?o = xﬂx2—1 -
x=—1 X X
21 —1 2
—lim & lim = 1-1=
e x—o0 x2 — 1

2
.. ol i xX°+2
7. Dolo¢i realni Stevili a in b tako, da bo lim —ax—b ) =0.
x—oo \ x4+2
Resitev. Za zaCetek zapiSimo na eno ulomkovo ¢rto

. 242 . 42 —ax? —bx—2ax—2b
lim —ax—>b ) = lim
X—yoo x-|—2 X—o0 x+2

—a)x:— —
. ((1 a)x* — (2a+b)x+2 2b>-
x—ro0 x+2

Ker je limita enaka 0, mora biti stopnja Stevca strogo manjsa od stopnje imenovalca. Tako dobimo
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10.

sistem
1—a=0
2a+b=0,
iz katerega sledi, dajea=1in b = —2. |
. Ali je funkcija f: R — R,
ex 3 x#0
X)) =
1) {0 N

zvezna v tocki x = 0?
Resitev. Funkcija f bo zvezna, Ce l}l@r{)l f(x)=0in lijg f(x) =0. Toda
X.

lim f(x) = lime™ ¥ = oo,

X0 X0
R 1 . .
saj je 11%1 )= in zato f ni zvezna v 0. |
Ali je funkcija f: R — R,
1
; x#0
f)=1{ e —1
0 ; x=0,

zvezna na R?
Resitev. Potrebno je preveriti, ali je f zvezna v 0 (glej izrek, ki pravi, da so elementarne funkcije
zvezne na svojih naravnih definicijskih obmocjih). Torej preverimo, ali je ﬁ%l f(x)=0in liil(;l fx)=0.
X X.
1
Izracunajmo vrednost leve limite funkcije f v tocki O v nekaj korakih. Hitro vidimo, da — M oS
X

tem rezultatom nadaljujemo in tako ex 1% 0in posledi¢no ex -1 9% . Sedaj vidimo, da je

1 x0

T — —1,
od koder sklepamo, da f ni zvezna. Za vajo lahko vsak preveri, da je 1;&)1 flx)=0. |
Ali je funkcija f: R — R,
L;ff’z ;ox<1
fx)=42 ; ox=1
X T ;x> 1,

zvezna na R?
Resitev. 1z samega predpisa funkcije je potrebno preveriti, ¢e je zvezna v 1. Torej je potrebno
izraCunati levo in desno limito od f v 1. IzraCunajmo najprej levo limito

e lyx—2 el o14x—1 . (o1 x—1
lim = lim = lim + =
Xt x—1 Xt x—1 xt1 x—1 x—1
&1 1
— lim FlimE - =2,

Leva limita od f v 1 se ujema s funkcijsko vrednostjo. Preverimo $e desno limito

lim(t + 1)
im(1+t)%'(’+l) =0 =e.
0

Ker lijlll f(x) # 2, funkcija ni zvezna. |
X.
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11.

12.

13.

14.

15.

Dolo¢i f(0) tako, da bo funkcija f : R — R,

1 —cosx

flx)=

x2

povsod zvezna.
Regitev. Potrebno je izraGunati liII(l) f(x).
x—

. l—cosx . l—cosx 1+cosx . 1 —cos?x 1
lim ———— = lim . = lim . =
=0  x2 x—0 x2 1 +cosx x—0 x2 1 +cosx

. sin®x 1 1
= lim 5 -lim = —
x—=0 X x—014cosx 2

Torej je f(0) = =. |
Poisci tocke nezveznosti funkcije f: R — R,

N =

er ;0 x<0
f)=<¢x—-1 ; 0<x<1.
Inx ;o ox>1

Resitev. Glede na funkcijo je potrebno preveriti le zveznost v tockah x; = 0 in x, = 1. Vidimo,

da li%lex =1in liﬂ)l(x — 1) = —1 in zato funkcija f v x; = 0 ni zvezna. Podobno izratunamo
X X.

li%lll(x —1)=0in liﬂllnx =0. V tem primeru pa vidimo, da je f v x; = 1 zvezna. |

X X.

Doloci realno stevilo a, da bo funkcija f : R — R,

=1 2
Tl s s

zvezna na mnoZzici R.

. L - x—1
Resitev. Potrebno je izraCunati lim \[7
x—1x—1

VE-l <\/?c—1 Vi+1 3/)?+€/E+1>

lim = lim
x—1

(x—l \3/3?4-\3/;64—1) _

Ji—1 o\ V=1 A+l Vg garl) a\x—1 Jx+l
i Val+Yx+1 3
=lim——F——— ==
x—1 ﬁ—l—l 2

. |
Dolo¢i realno Stevilo a tako, da bo funkcija f : R — R, ki je podana s predpisom

f(x):{szZ . ox<l1

4 —ax ;ox>1

Torej je a =

NSNS}

povsod zvezna.
Resitev. S pomocjo leve in desne limite v x = 1 pridemo do realnega Stevila a. Vidimo, da je

liﬂl(Z" +1)=3in 1ifr3(4 —ax*) =4 —a. Torej zaa = 1 bo f zvezna. |
X X.
Dolo¢i realni Stevili a in b tako, da bo funkcija f, ki je podana s predpisom
= ;ox<—1
fx)y=<bx—-2 ; —-1<x<1
a1 ;ox>1

x—1
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zvezna na R.

Resitev. Izracunajmo levi in desni limiti vx; = —1 inx; = 1:
a—x a+1
li = lim(bx—2)=—-b-2
xﬁl*r—nl x—1 -2 xir—nl( * )
—1 -1 vx—1
lim(bx—2) = b—2 lim—>—— —lim—— . YT _
*1 x|l \/m xllvx—1 \/m
Na podlagi tega dobimo sistem enacb
a+1
=—-b-2
-2
b—2=0.
Resitvi sistemastaa=7in b = 2. |
16. Doloci realni $tevili a in b tako, da bo funkcija f : R — R,
—2sinx ;o x< =%
— s . T T
f(x)=qasinx+b ; —-F<x<7%
. T
COSX ;X2 3
zvezna na R.
Resitev. IzraCunajmo levi in desni limiti v x; = —F inxp = 7:
lim (—2sinx) =2 lim (asinx+b) = —a+b
=5 x-%
limasinx+b=a+b limcosx =0
13 x%
Tako dobimo sistem enacb
—a+b=2
a+b=0.
Resitvi sistemastab=1lina = —1. |

17. Doloci polinom druge stopnje p tako, da bo funkcija f: R — R,

cos(2(x—1)) ; x<-1
f(x) =< px) ; —1<x<2
243 x> 2,

zvezna in bo veljalo f(0) = 0.
Resitev. Dologiti je potrebno koeficiente polinoma p(x) = ax? + bx +c, a,b,c € R, na intervalu
[—1,2], dabo f zvezna (razmisli, da je za vsak x € R\(—1,2) funkcija zvezna). Iz podatka p(0) =0

T
dobimo, da je ¢ = 0. Nadalje, lim cos (f(x— 1)) = —1,lim(e" 2+3) =4, p(~1)=a—b in
xt—1 2 x}2
p(2) =4a+2b ter tako dobimo sistem enacb

a—b=-1
4a+2b=4
Resitvi sistema sta a = % inb= % in zato ima polinom p predpis p(x) = %xz + %x. |

18. Ali obstaja tak polinom p prve stopnje, da bo funkcija f : R — R, ki je podana s predpisom

(4) Dox< =2
fx) =< plx) ; —2<x<0
In(1+4vx) . x>0,

Vx2+4x ’
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zvezna na mnoZici realnih $tevil? Ce obstaja, poi§¢i predpis polinoma p.
Regitev. 18¢emo polinom s predpisom p(x) = ax+ b. IzraCunajmo limite.

2 X2 —4 STty
A

x° 1

lim (=) %672 = lim (1 = !
A = A ‘
Ijmz(ax—i-b) =—-2a+b
lim(ax+b) =ax+b=»>b
x10

In(1+44/x) . 41In(1+4/x) 5
im =lim =2.
X0 VxZ+dx X0 4y/xVx+4

Posledi¢noje b =2,a=1 —%. Torej p(x) = (1 —%)x—&—l |

Zaporedja

1. V aritmeti¢nem zaporedju je vsota prvih osem ¢lenov 100, vsota drugega in Sestega Clena pa
je 22. IzraCunaj prvi ¢len in splosni ¢len zaporedja.
Resitev. Vemo, da je

a + a 4+ a3 4+ as + a5 + ag + a7 + ag = 100
a + as = 22.

Ker je v aritmeti¢nem zaporedju velja a, = a; +d(n — 1), dobimo

8a; + 284 = 100
2a; + 6d = 22.
Zatoje a; =2,d =3 in posledi¢no a, =2+3(n—1) = —1+43n. |

2. Poii¢i takSen x, da bodo $tevila v danem vrstnem redu 1, cosx in cos? x trije zaporedni ¢leni
aritmeti¢nega zaporedja.
Resitev. Ker 1, cosx in cos?x tvorijo aritmeti¢no zaporedje, je d = cosx — 1 in d = cos
tega sledi

Zx—cosx. Iz

cosx— 1 = cos?x — cosx.

Dobimo kvadratno enatbo cos?x —2cosx+ 1 = 0, ki je ekvivalentna enacbi (cosx — 1)2 = 0. Resitev

te enaCbe je mnoZica {2k7 |k € Z}. Posledi¢no vsi elementi te mnoZice ustrezajo pogoju naloge. l
3. Poisci takSen x, da bodo $tevila v danem vrstnem redu In3, In(2* —2) in In(2* +4) prvi trije

Cleni aritmeti¢nega zaporedja.

Resitev. Ker In3, In(2* — 2) in In(2* +4) tvorijo aritmeti¢no zaporedje, je d = In(2* —2) —In3 in

d =1In(2*+4) —In(2* — 2). Posledi¢no dobimo

In 22 =In Zrd
3 o\ 22

3(254+4)=(2"—2)?
(292 —-7-2-8=0
(2*—8)(2*+1)=0.

oziroma

Ker 2* ne zavzame negativnih vrednosti, je edina resitev x = 3. |
4. Tretji ¢len geometrijskega zaporedja je 12, peti pa je 3. IzraCunaj splo$ni ¢len zaporedja.
Resitev. Vemo, da je
a = a -q2 = 12
as = ay-q° = 3.

in iz tega sledi, da je g = i% in a; = 48. Glede na g imamo dve razli¢ni zaporedji a, = 48 - (%)W1
ina, =48 (—1)""". |
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5. Vsota treh Stevil je 40, vsota njihovih desetiSkih logaritmov pa 3. Pois¢i ta Stevila, Ce
predstavljajo prve tri ¢lene geometrijskega zaporedja.
Resitev. Poiscimo $tevila ay, a; in a3 za katere velja

a -+ a -+ a3 = 40
loga; + loga, + logay = 3.

Ce upostevamo, da ta Stevila tvorijo geometrijsko zaporedje (a» = a1q, a3 = a1¢*), dobimo

ai(l+q+q* = 40
log(aiq)®? = 3.
. o Sixﬁ . . el . . . . . 20 o
Tako dobimo g = =5~ in zato dobimo dve resitvi za Stevila ay, a; in a3. Torej a; = o5 2= 10
ina3:5(3—\@)tera1:HZ—?B,azzloin%:S(S—}-ﬁ). |

6. Vsota Stevil a;, a; in a3, ki predstavljajo prve tri ¢lene aritmeti¢ne zaporedja (a,), je 6. Cek
tretjemu Stevilu priStejemo prvo Stevilo, prvo in drugo $tevilo pa ohranimo, dobimo prve tri
Clene geometrijskega zaporedja. Izracunaj ay, a; in as.

Resitev. Ker so aj, ar in a3 prvi trije Cleni aritmetiénega zaporedja, velja aj, ap = a1 +d in
a3 = aj +2d. 1z tega sledi
3a;+3d =6.

Tako dobimo, da je a; = a; +d = 2. Vemo tudi, da Stevila a;, a; in a; + a3z tvorijo geometrijsko
az+ay; __ 2ap,+2d

zaporedje in zato je g = n = 2 = 2. Iz tega potem sledi, dajea; = 1,ap =2inaz =3. |1
7. Izracunaj naslednje limite zaporedij:
(@) lim n?+2n+1
n—>°°n3—|—3n2—|3—3n—|—1’
2n
b) i ,
®) w303 4 n2 4 3 1
© lim > +3
n—eo 32 +2n—i—131’
3n—17
d) i ,
© lim (n+1)(2n2 +1)(3n® + 1) (4n* +1)
n—ee  (n41)(n?42)(n3+3)(n*+4)
) 147"
) lim ——

n—eo 3 45.71°
n+1+5n+1

lim —————
(@ lim — T

. (=3)"
() ,}5?01+(_3)n’

@ lim(Va+1—vi),
n—soo
(G) lim(n—+n2+1),
n—yoo
V2 +1+n
n b
Vn2+n

) lim ———,
O lim o

(m) lim W
e ont 1

>

) lim

n—yoo

(n) lim ,
n—oo nt/ntvn
n 2_1
(o) lim V2
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(p) lim (In(n+1)—1In(n)),
n—oo 5

1—n

(q) hm 2)12+2n+1

n—soo

(r) ligrl (

(s) lim
n—yoo

(
o Jim (5
(
(5

1+

S|~ :\[\)

).
)
)

n2—1> ’
(v) lim

n+n—2
n—ro0

(w) hm n(l —1n(n+1))

(x) lim sin A’ —n’
% s
n—sco 2n(3n2+1) ’
: n!
) ggrolo(nJrl)!fn!’
!
@ lim (n+2)!+ (n+1)

(w) lim
n—o0

n—yeo (n+3)!
Resitev.
2 2 24 1
2n+1 n“(14+=+
@ tim i ( Lt
n—eo 3 4+3n2 +3n4+1  n—oeop3 1+5+n7+n7)
2’ 2n3 2
() lim = — lim " _Z
n—eo 303 +n2 +3n+ 1 n—>oon3(3+ + P+ % )3
5n*+3 5+
(¢) lim i = lim ( ) = oo ali reCemo, da ta limita ne obstaja,

W% 32 4 2n 1 1 nﬁwn2(3+ + Ly

. In—7 13 3 13
) }ﬂ(2n+4> _<2) ’

(n+1)(2n* +1)(3n> +1)(dn* +1)

li —24
O G ) (2 +2) (P +3) (i +4)
147" T(H+1) 0+1 1
1 :1' 7 = = —
O s 7 =35 045 5
_3lpstt 53 (3)"+5) 045
(g) lim = lim = =35,
n—ee 304 51 n—oo 5”((%)"+1) 0+1
n n
- 1
(h) lim (=3 = lim ( 31) = =1,
e 14 (=3)" e (S3)M (g +1) 0+
\/ Vv 1
@) l1m(\/n+ f)fhm( n+l-ymVnt 1+ = lim
n—yeo Vnt+1+44/n =+ l+yn
—Vn?2+1 /n2 —1
@) tim(n— Va2t 1) = im SoVEEDORVREHD —0,
n—soo n—soo n—|—1/n2+1 n—>oon_|_ﬁ/
N 211 1
() lim T +”=11m ot —|—1:lim1/1—|——2—|—1:\/1+0—|—1:2,
n—oo n—oo n n—oo n

3/1 1
. \/3 2+n _myate Y010
1) lim = lim =

n—yoo ne p(141) 140

:O’



141

- mwm“%% i VR oo 1
s W s ﬁgﬁ N /o0 3
(n) lim ————— = lim = lim vn _
- m
©) 1 v 5:0,

n—>oof+1 1+1
. . n+1 . 1
(p) V}gl(}o(ln(n—i—l)—ln(n)) = lim ln( p ) —’}g{}cln <1+n> =Inl1=0,

n—o0
21
n“ (5 —1
1-n? lim 71_’12 lim P (nzl )1 1
(q) lim 2722001 = e 2 4 2nt 1 — o (14254 17) :2%25

n—soo

2\ " 2\ ~2(=2)
(r) lim <1 — ) = lim <1 ) =2,
n—yoo n n—oo n
1 3n—1 1 n}n;l hm 3” — 1
(s) lim (1—1—) = lim <1+> —enve N =g,
n—oo n n—oo n
n+2 n+2 _(,H_]).ﬂ
1-1 1 —(n+1)
©® lim [ 2 —tim () —fim (- _
n—e \ n+ 1 n—eo \  n+1 n—yoo n+1
. n+2
lim
ne —(n41) _ -1
. 2 2 5 ,,22,1 An22n721
(u) lim < 5 ) = lim ( > = lim < > =
n—o \ n< — 1 n—oo n—soo -1

2 2
. (P Fn=2\" ) (n—1)(n>+n+2)\" . (nP 141"
(v) lim —3 = lim =lim(|[—mm7 =
n—reo n°—1 n—oo (nfl)(n2+n+l) n—oo n24+n+1
2

(R +4n+1)- o ”i lim n
— lim (1+1> ++1:en—>wn2—|—n+1:e,

n—yoo n?+n+1
1 n
(W) lim n(In(n) —In(z+1)) = lim nln (nL) = lim In (1 - n+1> =
. n
1 *("*1)'% Iim ————
:ln(lim <1— ) zlne"_m_(n""l) =lne ' = -1,
n—soo n+1

(x) lim sin e’ in { i o’ in | 1i ()
———— | =sin( lim =————— | =sin | lim ——2~ | =
n—oo 2n(3n2+1) n—oo 2;1(3"2 1) n—seo 23 (3+ an)

— sin <2(”3‘f0)> — sin (g) = %

n! n! 1
LY P (R L ey s s L
M) 1! 2 1 1 L
@ lim "2 +(”+1)=nm (D (kD)) (54 )
n—oo (n+3)! n—e (n43)(n+2)(n+1)!  noep (1+;+n—2)
142+

nn’

lmiz
e n(l4+ 34 %)
|

. Zanaslednja zaporedja, ki so podana s splo$nim ¢lenom, preveri monotonost, omejenost in
konvergenco.
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1
(a) an - ?61(;(_)47
n
(b) a,= T_Hn,
:1 _—,
(©) a 2+n+1
n-+2
d =,
( ) ay 1
—1)"
€ ap= 1+(n),
(f) a, = sin(nx), kjer je x € R™.
Regitev.

(a) Zaporedje (a,) je padajoCe, saj je za poljuben n € N velja

ap+1 San
1 1
<
3(n+1)+4 = 3n+4
4 <7,

navzdol je omejeno z 0, saj je ﬁ > ( za vsak n € N; navzgor je omejeno z 1, saj je padajoce

in je aj :%< l;r}i_r>1303n+4 =
(b) Zaporedje (a,) je padajoce, saj za poljuben n € N velja
Ani1 < ap
1000(n+ 1) < 1000n
(n+1)24+1 ~ n2+1
Sy | §n3+2n2+2n
1<n’+n;

navzdol je omejeno z 0, saj je 712%’

1000
inje a) = 500 < 501; lim —— = 0.
n—eo = + 1

(c) Zaporedje (a,) je nara$Cajoce, saj za poljuben n € N velja

> 0 za vsak n € N; navzgor je omejeno s 501, saj je padajoce

anp < dpq1
1
14 gyt
n+1 n+2
n2—|—2n§n2—|—2n+1
0<1;

navzdol je omejeno z 1, saj je 1+ %5 > 1 za vsak n € N; navzgor je omejeno z 2, saj je
n
=2.
1

n+
(d) Zaporedje (a,) je nara$ajoCe, saj za poljuben n € N velja

nara$cajoce in limita je enaka 2; lim 1+
n—oo

an < apt1
n?+2 - (n+1)2+2
n+1 = n+1+1
n3+2n2+2n+4§n3+3n2+5n+3
1 §n2+3n;

n?+2 _

= o0

navzdol je omejeno z 0, saj je “-t2 > 0 za vsak n € N; navzgor ni omejeno; lim
n+1 n—eo 41

(divergira).



143

(e) Zaporedje ni monotono, saj Zze a; =0, ax = % inaz = %; navzdol je omejeno z 0, saj je

_qyn _qy —1)"
1—&—% > 0 za vsak n € N; navzgor je omejeno z 2, saj je % <1 lgn l—s-u =1.
n—oo n
2k— 1) 2km
(f) ZaVxcR™, obstajajony,ny,n3 €N, n| <ny < n3, zakatere veljan|,n3 € U <(),)
X X

keN
2k 2k+1)m . . . -
ny € U (, H) Posledi¢no bosta a,, in a,, negativna, a,, pa pozitiven, kar
X X
keN
pomeni, da zaporedje ni monotono. Ker je zaloga vrednosti funkcije sin interval [—1, 1], zato
je zaporedje navzdol omejeno z -1, navzgor pa z 1. Zaporedje ni konvergentno, saj vrednosti
oscilirajo med -1 in 1 (glej monotonost).

9. Zaporedje (a,) je podano s splo$nim ¢lenom

_ 2n—1
C 2n+2°

dapy

(a) Preveri monotonost, omejenost in konvergenco.
(b) Od katerega Clena dalje se vsi ¢leni zaporedja (a,) razlikujejo od limitne vrednosti za

manj od 0.01?
Resitev.
(a) Zaporedje (a,) je narasCajoce, saj za poljuben n € N velja

an < Any
2012041
2n+2 7 2n+4
4n’* +6n—4 < 4n*+6n+2
-4 <2;

n—1

navzdol je omejeno z 0, saj je 5.7

in limita je enaka 1;

> 0 za vsak n € N; navzgor je omejeno z 1, saj je narascajoce

2n—1
1m =
n—eo 21+ 2
(b)
2n—1 1l < L
2n+2 100
2n—1 < 1
2n+2 100
300 < 2n+-2.
Torej od 150. ¢lena napre;j.
|
10. Zaporedje (a,) je podano s splo§nim ¢lenom
3n
a; — 27
n*+3n+2

(a) Preveri monotonost, omejenost in konvergenco.
(b) Od katerega Clena dalje se vsi ¢leni zaporedja (a,) razlikujejo od limitne vrednosti za
manj od 0.01?
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Resitev.
(a) Zaporedje (a,) je padajoCe, saj za poljuben n € N velja

ant+1 < dap
3n+3 < 3n
(n+1)243(n+1)+2 = n?+3n+2
2<n(n+1);

3n
n24+3n42

3
padajoce in a; = % < 1; lim 2711 =0.
) n—eo n*+3n+2

navzdol je omejeno z 0, saj je > (0 za vsak n € N; navzgor je omejeno z 1, saj je

3n 1
n2+3n+2 100
300n < n® +3n+2
0<n>—297n+2.

0| <

Po resSevanju te kvadratne enacbe sledi, da od 297. ¢lena napre;.

11. Zaporedje (a,) je podano s splosnim ¢lenom

n2+n

tn = n4+n+1

(a) Preveri monotonost, omejenost in konvergentnost.
(b) Od katerega Clena dalje se vsi ¢leni zaporedja (a;,,) razlikujejo od limitne vrednosti za
manj od 0.001?
Resitev.
(a) Zaporedje (a,) je naras¢ajoCe, saj za poljuben n € N velja

an < dpt1
n’+n < (n+1)24+n+1
n?+n+17" (n+1)2+n+1+1
0<2n+2;

n2 “+n

2
. . . .
o > 0 zavsak n € N; navzgor je omejeno z 1, saj 7= <1

navzdol je omejeno z 0, saj je P

2
za vsak n € N; lim u =
n—en? 4+ n+ 1
(b)

< 7000
n?+n 1

T2 4nt1 1000

0 < n*+n—999.

n?+n 1
n+n+1

Po reSevanju te kvadratne enacbe sledi, da od 32. ¢lena napre;j.

12. Razis¢i zaporedje (ay), ki je podano s splosnim ¢lenom

n

a, = —.

Sn
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Resitev. Zaporedje (a,) ni monotono, saj a; = %, a) = %, az = % inas = %. ZalaZje dokazovanje

omejenosti preverimo, od katerega ¢lena naprej je monotono. DokaZimo, da je

a
n—“Zl@n<3.
an

Preverimo implikacijo samo v desno stran.

Torej je a, padajoCe od tretjega ¢lena naprej. Navzdol je omejeno z 0, saj je g’—i >0zavsakn € N;
5
navzgor je omejeno z 2 (do tretjega ¢lena je a, narascajoce, od tretjega ¢lena pa padajoce); lim ISL" =0.
n—yoco

|
13. Ali je zaporedje (a,), ki je podano s splo$nim ¢lenom
2
3n?+3\"
an= | =—5—— ,
"\ 32+ 1
omejeno? Utemelji.
Reditev. IzraCunajmo limito zaporedja.
2 3n2 2
i 3n2 +3\" . - 2 iyt '332“ 2
im(-——] =lim — =e
n—eo \ 32+ 1 f—yoo 3n2+1
Ker je zaporedje konvergentno, zato je po izreku tudi omejeno. |

14. Ali je zaporedje (a,), ki je podano rekurzivno

9 / 9
aj =7 apse = an—i—z zavsakn € N,

konvergentno? Utemelji!

Resitev. Dokazali bomo, da je zaporedje monotono (padajocCe) in omejeno. Najprej s pomocjo
indukcije dokaZimo, da je zaporedje padajoce.

Baza indukcije je trivialno izpolnjena. Naj bo n € N in predpostavimo, da je a, > a,41. DokaZimo,
daje any1 > ansa.

nt1 2 Api2

3o fun
Qn 7= Ap+1 1

To seveda velja zaradi indukcijeske predpostavke.

Opazimo, da je zaporedje omejeno navzgor z ai, saj je zaporedje padajoCe. Zaporedje je omejeno

navzdol z 0, saj so vsi ¢leni zaporedja pozitivni.

Ker je zaporedje monotono in omejeno, po izreku sledi, da je konvergentno. |
15. Zaporedje (a,) je podano rekurzivno

ai=1, ay+1=+/n+a,zavsakn e N.
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16.

17.

Ali je zaporedje konvergentno? Utemelji!
Regsitev. Vsi ¢leni zaporedja so oc€itno pozitivni, zato lahko naredimo naslednjo oceno

ani1 =/n+a, > +/n.

Ker zaporedje s ¢leni (y/n) divergira, zato tudi zaporedje (a,) divergira. Posledi¢no je odgovor ne. il
Zaporedje (a,) je podano rekurzivno

ar=1, ayr1 =+ 2a,+1 zavsak neN.

Preveri, da je (a,) omejeno ter poisci zgornjo in spodnjo mejo.

Resitev. S pomocjo matemati¢ne indukcije najprej dokazimo, da je zaporedje narascajoce.

Baza indukcije je trivialno izpolnjena. Naj bo n € N in predpostavimo a, < a,+;. DokaZimo
Ant+1 < Apt2.

apy1 < dpgo

V2a,4+1 <\ 2a,1 +1
ap < dpq

in slednja vrstica velja zaradi indukcijske predpostavke.

Ker je naras¢ajoce, je navzdol omejeno s prvim ¢lenom zaporedja (tj. 1). PoiS¢imo Se zgornjo mejo s
pomocjo limite.

Predpostavimo, da je konvergentno.

L= lima, = lima,,| = lim \/2a,+ 1 =+v2L+1
n—oo n—o0 n—yo

Dobimo dva kandidata: L; = 14++/2 in L, = 1 — /2. Izberimo prvega, saj je ve&ji od 1. Zanj

dokazimo, da je zgornja meja.

Za aj je o¢itno. Naj bo n € N in predpostavimo a,, < 1 + /2. Dokazimo a, | < 1+ /2.

V 2a,+1 S]‘i‘\fz
2a,+1<14+2V2+2
a, < 1+2V2

in slednja vrstica je resni¢na zaradi indukcijske predpostavke. Torej, spodnja meja je 1, zgornja pa
1+V2.

Razis¢i zaporedje (ay), ki je podano rekurzivno

1
a;=3, ap1 = gan+2 zavsak n € N,

Regitev.
- Monotonost
Preverimo, da je zaporedje padajoce s pomocjo matemati¢ne indukcije. Res velja ay < aj. Zato
predpostavimo, da je a,+1 < a, in dokazimo, da je a,17 < a,41.

Any2 < Ayt
1 1
8a11+1 +2< gan‘i’z
ant+1 < ay.

- Omejenost
Ker je zaporedje padajoce, je navzgor omejeno s prvim ¢lenom a; = 3. Preverimo, da je navzdol
omejeno z 0. Za a; to trivialno velja. Zato predpostavimo, da je a, > 0, kjer je n € N, in
dokazimo, da je tudi a,11 > 0. Ker je a4+ = %an +2in a, > 0, imamo vsoto dveh pozitivnih
¢lenov in zato je a,+1 > 0.
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- Limita zaporedja
Zaporedje je konvergentno, ker je padajoce in navzdol omejeno. Naj bo L = lim a,. Tako
n—soo

pridemo do zveze
1
L=-L+2
6 +
izt ledi. da ie Ii 12
in iz tega sledi, da je lim a, = 5

18. Razii¢i zaporedje (ay,), ki je podano rekurzivno

1
ay=2, api = Ean—i—Z zavsak n € N,

Regitev.

- Monotonost
Preverimo, da je zaporedje narascajoce s pomocjo matemati¢ne indukcije. Res velja a; > ay,
zato predpostavimo, da je a,1 > ay, kjer je n € N, in dokazimo, da je tudi a,12 > ap41.

Ani2 2 Aug
1 1
5 Gn+1 +2> Ean+2

an+1 > ay.

- Omejenost
Ker je zaporedje narascajoce, je navzdol omejeno z a; = 2. Preverimo, da je navzgor omejeno s
4. Za a, to trivialno velja. Zato predpostavimo, da a, < 4, kjer je n € N, in dokaZimo, da je tudi
api < 4,

1
Ean+2<4

a, < 4.

- Limita zaporedja
Zaporedje je konvergentno, ker je naraS¢ajoce in navzgor omejeno. Naj bo L = lgn ay. Tako
n—oo

pridemo do zveze

1
L=—-L+2
) +

in iz tega sledi, da je lim a, = 4.
n—eo

19. Razisci zaporedje (a,), ki je podano rekurzivno

ay =3, ap :ai—ZzavsakneN.

Obravnavaj Se primer, ko je a; = 2 oziroma a; = 1.
Reditev.

- Monotonost
Preverimo, da je zaporedje narascajoCe s pomocjo matemati¢ne indukcije. Res velja a, > ay,
zato predpostavimo, da je a,,+1 > ay, kjer je n € N, in dokaZimo, da je tudi a,42 > apy1.
Any2 2 Apil
aﬁH —2>ay -2

2 2
apy) 2 ay.

Ker gledamo samo pozitivne Clene, to res velja.
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- Omejenost
Ker je zaporedje narascajoce, je zaporedje navzdol omejeno s prvim ¢lenom a; = 3. Hitro
vidimo, da zaporedje ni navzgor omejeno (glej zaCetne Clene zaporedja).
- Konvergenca
Zaporedje ne konvergira, ker ni navzgor omejeno.
Vsak lahko sam preveri, da v primeru, ko je a; = 2 dobimo konstantno zaporedje s splo§nim ¢lenom
a, =2,kopajea=1, padobimo, zaporedje a; = l ina,, = —1 zavsakn =2,3,.... |
20. Zaporedje (a,) je podano rekurzivno

a
ar=1, a1 =—+ zavsak n € N.
2 2a,
Pois¢i limito zaporedja in dokaZi, da vsi Cleni zaporedja leZijo na intervalu [1,3].

Resitev.
- Naj bo L = lim a,,. Tako pridemo do zveze
n—soo

=t
2 2L

Iz tega dobimo
L*-3=0.

Tako je lim a, = V3, saj so vsi Cleni zaporedja pozitivni.
n—oo
- Preverimo, da je zaporedje navzdol omejeno z 1. Za a; = 1 je to res, zato predpostavimo, da je
1 <a, <3 zanekn € Nin dokazimo, da je tudi 1 <a,4; <3.

an 3 3 3
it =5 +5 S5+ =3
a, 3 1 3
il = s 2yt !

in zato so res vsi ¢leni na intervalu [1,3].

21. Razi¢i zaporedje (a,), ki je podano s splo$nim ¢lenom

ap=m2+mn(2+1In(2+...In2)...)).

n

Regitev. Preden bomo raziskali zaporedje, zapi§imo zaporedje kot a; =1In2 in a,4; = In(2+ay).
- Monotonost
Preverimo, da je zaporedje naras¢ajoce s pomoc¢jo matematicne indukcije. Res velja ay > ay,
zato predpostavimo, da je a,+1 > ay, kjer je n € N, in dokazimo, da je tudi a, 17 > an1.

Apy2 2 Apyl
In(2+aut1) > In(2+ay)
anyl 2 an.

- Omejenost
Ker je zaporedje naras€ajoce, je zaporedje navzdol omejeno z a; = In2. DokaZimo, da je tudi
navzgor omejeno. Predpostavimo, da obstaja M € R, za katerega je a, < M za poljuben n € N
in dokaZimo, da je potem a,+1 < M. Za laZje razumevanje kar predpostavimo, da je M = e.
ant1 =In(2+a,) <In(24+M) <In(M +M) =In(2M)
=In2+InM <InM+1InM =2InM = 2lIne
<e.

Torej je zaporedje navzgor omejeno z e.
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- Konvergenca
Zaporedje je konvergentno, ker je naras¢ajoCe in navzgor omejeno.

22. Razi$¢i zaporedje s Cleni

5

a,=1\/3\3...
| —
n

Resitev. Preden bomo raziskali zaporedje, zapi§imo zaporedje na na¢in a; = v/3 in a,,| = v/3ay.
Vsak lahko sam preveri, da je to dobro definirano.
- Monotonost
Preverimo, da je zaporedje naraS¢ajoce s pomoc¢jo matematicne indukcije. Res velja ax > ay,
zato predpostavimo, da je a,,+1 > ay, kjer je n € N, in dokaZimo, da je tudi a,42 > ap1.

Any2 2 Ayt

V3ani1 2/ 3ay

ant+1 2 an.

- Omejenost
Ker je zaporedje naras¢ajoCe, je navzdol omejeno z a; = v/3. DokaZimo, da je navzgor omejeno
s 3. Za a to trivialno velja. Predpostavimo, da je a, < 3, kjer je n € N, in dokazimo, da je tudi
api < 3.

ape1 <3

v/ 3a, <3

a, <3

Torej je zaporedje navzgor omejeno s 3.
- Limita zaporedja
Zaporedje je konvergentno, ker je narascajoCe in navzgor omejeno. Naj bo L = lim a,. Tako
n—o0

pridemo do zveze

L=+v3L

in edina smiselna resitev je lim a, = 3, saj je a; = v/3 in (a,) je narai¢ajoce zaporedje.
n—oo

23. Dokazi ali ovrzi:
(a) Ce zaporedje (a,) konvergira, potem tudi zaporedje (|a,|) konvergira;
(b) Ce zaporedje (|a,|) konvergira, potem tudi zaporedje (a,) konvergira.
Resitev.
(a) Naj bo € > 0 poljuben. Ker zaporedje s leni a, konvergira, potem obstaja ny € N, da za vsak
n €N, n>ny, velja |a, —L| < €, kjerje L = ’}ijgcan. Ker velja

l|an| —IL|| < |an —L| <€,

zaporedje s Cleni |a,| konvergira (razmisli, da za poljubni realni $tevili x in y velja ocena
[Ix = [yl < Pe—yD.
(b) Ta trditev ne velja. Protiprimer je zaporedje s splo$nim ¢lenom a, = (—1)".

24. Poisci vsa stekalis¢a podanih zaporedij
(a) 1,2,3,1,2,3,... ,
(b) 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,... ,

(C) a, = (_1)n+l+(_1)n%’
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(d) a, =sin (n—i—(—l)”n)

4
Regditev.
(a) 1,2,3.
(b) Vsa naravna Stevila.
(c) Zalihenje 1, za sode n pa-1.
(d) Zalihe n je 0, za sode n pa 1.

Vrste

1. Ugotovi, ali so podane vrste konvergentne. Ce so, izracunaj vsoto.

(@ 1—-14+42—-2+4+3-3+...,
() Y (—=1)"n,
n=1
© )2,
nzo
@ Y2,
n=0

oo l 2 n
(e) ~ () >
L3 3)

, kjer je k poljubno naravno Stevilo,

Reditev.

(a) Delne vsote so s2,—1 = n in sy, = 0. Limita teh delnih vsot ne obstaja in zato vrsta divergira.

(b) Delne vsote so s1 = —1, sp =1, s3 = —2, .... Limita teh delnih vsot ne obstaja in zato vrsta
divergira.

(c) Delne vsote so so =1, s1 =3, so =7, .... Limita teh delnih vsot ne obstaja in zato vrsta
divergira.

1—(x)m : .

(d) Delne vsote so sg =1, 51 = %, Sy = %, ey Sy = 1721 Limita delnih vsot obstaja, zato

izratunajmo vsoto vrste ?

1— (%)rH»l

. - Limita delnih vsot
3 1-2
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®

(@

(h)

®

obstaja, zato izracunajmo vsoto vrste
Fly_tpr2 e s
=3\3) 3°33'39°327 7 3\1-2) 7
Vrsta konvergira, saj je to geometrijska vrsta. Direktno izra¢unajmo vsoto vrste
i(l)"_l 1+1 1+1 1+ B 1 2
=\ 2 2 4 8 16 32 1-(=5) 3
1z zaporedja prepoznamo, da je n-ti Clen vrste

1 1 1
ap = =

Taln+1) n o+l

Desno stran zgornje enacbe izraCunamo tako, da zapiSemo nastavek

1 A B

n(n+1) n+n+1’

kjer i8¢emo konstanti A in B. Tako dobimo sistem

A=1
A+B=0
in iz tega sledi A = 1 in B = —1. To upoStevamo pri s,,. Posledicno
1 1+1 1+ +1 1 _1 1
S T R R TR AL S L
Kerjenh_r)rolosnnh_r)rgo<ln+l)l,zato_le

> 1
=1.
ng’ln(n—&—l)

1z zaporedja prepoznamo, da je n-ti ¢len vrste

S S (U R
2n—1)(2n+1) 2\2n—1 2n+1

(glej naslednji splo$nejsi primer).To upoStevamo pri s,. Posledi¢no

= 173 3°5) T\ o1 mrl) 2 m+l)

1 1 1
Ker je lim s, = lim(l— ) = —, zato je
n—soo n—soo 2
)} 2n—1)2n+1) 2
ZapiSimo n-ti ¢len malo drugace. Nastavimo, da je

1 __A B
(2n—k)2n+k) 2n—k 2n+k’

Tako dobimo sistem enacb

2A+2B=0
kA—kB =1
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in iz tega sledi A = 2Lk in B = —%c. Zato je n-ti ¢len

1 1 1 1
(2n—k)(2n+k) 2k <2nk a 2n+k> '

Preden povemo, koliko je vsota vrste, si poglejmo s, + ;1 (brez konstante i).

1 1 1 1
Sk S Tk T itk 2k D=k 24 1)k
1 1
T =k 20 k) 1k
1 1 1 1
= - + - +
2n—k 2n+k 2n+1)—k (2(n+1)+k)
P !
Tk 2nt3k

Opazimo, da se posamezni elementi pojavijo dvakrat in se odstejejo. Ker je n poljubno naravno
Stevilo, se nam bo ta situacija vedno ponovila in zato je vsota vrste enaka

[ £+1]+k

Z 1 1
2%k 2n—k
=51
(j) Poskusimo $e na drug nacin izracunati vsoto vrste (lahko bi podobno kot v prej$njih dveh
primerih izracunali vsoto vrste). Delne vsote so 51 = %, Sy = % 53 = g --+s Sn = ﬁ S

pomocjo matemati¢ne indukcije lahko vsak dokaze, da je s, res take oblike. Limita delnih vsot
obstaja in je enaka % in zato je vsota vrste enaka %
(k) Zapisimo n-ti ¢len malo drugace. Nastavimo, da je
2n+1  An+B  Cn+D
n2(n+12 n? (n+1)2

Tako dobimo sistem enacb

A+C=0
2A+B+D=0
A+2B=2
B=1

iniztegaslediA=0,B=1,C=0in D = —1. Zato je n-ti Clen
2n+1 1 1

n2n+12 n2  (n+1)?

in posledi¢no

n—yeo

1
Kerje lim { 1 — ——— | =1, zato je
(n+1)?

o 2n+1
g‘ 2(n+1)? =1

(1) ZapiSimo n-ti ¢len vrste malo drugace. Nastavimo, da je

n An+B Cn+D

Qi 12n+ 1) @ni=12 ' enr 1)
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Tako dobimo sistem enacb
4A+4C =0
4A+4B—4C+4D =0
A+4B+C—-4D =1
B+D=0

iniz tegaslediA =0, B=§,C=0inD = —§. Zato je n-ti &len

2n+1 1 1 1
n2(n+1)2 8 ((2n1)2 B (2n+1)2)

in posledi¢no

| 1 1 )
Ker]e y}gl(}og (I—W) = g, ZatOJe
§ el 1
“n?(n+1)2 8

1_(;)7!4»] 1_(l)n+|
(m) Delne vsote so so = 2,51 = 3,...,5, = 15 + 15 +—. Limita delnih vsot obstaja in je
- -5

enaka % (kar je tudi vsota vrste).
Izracunajmo vsoto vrste Se nekoliko drugace

=243 &2\ & 3" 1 1 25
L 56 L) i

n=0 =0 n=0 3
o 4 1+5+...+4
2. Pokazi, da je lima, = —, Ceje a, = % 21
nreo 3 43+ +5
T+ 4 lizniﬂ 4 1-=4 4
Resitev. lim — 2" 2" _ fim 2 — 2 jjm — 2T _ N
n~>ool_|_§++37 n%w]fw 3n~>ool_w 3

3. Z uporabo primerjalnega kriterija preuci konvergenco vrst:
- 1
a 1A 1
@ ngo 10n+1

|
(b)Zﬁ

nzol—i—nz’

> Inn
(C) ]
d T~
@ ) —

sinnx
e —,x€R,
(e n;) o

in—kcosn

“ o+l
n“+1

® L (n3—|—1> ’

n=1

®

bl
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<h>2m

Resitev.

Ocenimo ¢l :
(a) Ocenimo ¢len Tons1

| | 1
10nt1  10n+10 10 ntl

1 oo oo
Minoranta T0 n;) o je divergentna vrsta in zato tudi ;) Tons1 divergira.
1
(b) Ocenimo ¢len anz
14+n
14+n l+n  1+4n 1

> = = :
1+n2 " 142n+n*> (1+n)? n+l

. - 1 . . . e l+n
Minoranta Z je divergentna vrsta in zato tudi 5
n=0 n + 1 n=0 1 + n
. . Inn
(c¢) Ocenimo Clen —:
n
Inn 1
— > — za n>3.
n

. 1. . . e Inn
Minoranta Z — je divergentna vrsta in zato tudi Z — divergira.
n=1" n=0 "
1
(d) Ocenimo ¢len —

n2
1 1

< .
n2n 21
Majoranta Z — je konvergentna vrsta in zato tudi Z —— konvergira.
n=0 2 n=0 n2"
sinnx

2}’1

(e) Ocenimo Clen

sinnx 1

o S

. . . . sinnx )
Majoranta Z o je konvergentna vrsta in zato tudi Z o konvergira.

n=0 n n=0
n-+cosn
Ocenimo ¢len ——:
® i PR
n+cosn n+cosn<n+l_ 1 1
n+1 n3 nd n?2 o ond
. . . > > cos .
Majoranta je vsota konvergentnih vrst Z Z in zato tudi Zl % konvergira.
= =1 e
2 2
n-+1
Ocenimo Clen | ——— | :
) <n3 +1 >

n+1 2< n?+1 2< R2++1\"  ((n+1)2\°
n+1 n3 n3 N n3
§ ((n+n)2)2_ 16n* 16

3 176 2

2
= 16 = (n?+1
Majoranta Z — Je konvergentna vrsta in zato tudi Z (n3+> konvergira.
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(h) Ocenimo ¢len

1
V1)

1

1 1

Vn(n+1) ~

Minoranta
n; n+1

je divergentna vrsta in zato tudi

JutDmtl) n+l

divergira.

— 1
ng’l Vn(n+1)

4. Upostevaj potrebni pogoj za konvergenco vrst in preuci konvergenco vrst:

@ Y n,
n=1

> n+1
b —,
®) ,;2n+1

(C) i vl’l—i—l—\/;l,
n=1

n
O M st

n=1
Reditev.
(a) Vrsta divergira, saj lim n? =oc0>0.
n—yoo
1 1
(b) Vrsta divergira, saj nlgg 2nn+ 15 > 0.

(c) Velja sicer, da je lim v/n+ 1 —+/n = 0, vendar ne konvergira zaporedje delnih vsot s,, saj je
n—oo

Sn=V2—V14+V3—V2+.. +Vn+1—yn=vVn+1—1.

(d) Veljasicer, da je lim

n—eon? +n+1

n

= 0, vendar upostevajmo primerjalni kriterij

n n 1 1 1

> = = > =_—,
n+n+1" n?+n+n n?4+2n n+2° n+n 2n
Minoranta je divergentna vrsta Z —

n=1

5. Z uporabo kvocientnega oziroma D’ Alembertovega kriterija preuci konvergenco vrst:

> n
(a) —

n

1 d n
, zato tudi —— divergira.
n n; n2+n+1 £

(b) Z T kjer je a pozitivno realno Stevilo,

n!’

O L
@ Y
(e) Zm,
® Y

Resitev.
(a) Velja

lim

n+1
on+l _ hmn+1 _ 1

n—oo n—e 2n 2

2n
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in zato vrsta konvergira.

(b) Velja
anJrl
Y
im |22 DY =0<1
n—yo0 a n—oo pp +
n!
in zato vrsta konvergira.
(c) Velja
2n+1
ntl 2n+1 2 1
fim | V2N gy 2L - — <1
n—oe| 2n—1 n—soo ﬂ(zn _ 1) 2. ﬁ ﬁ
(V2)"
in zato vrsta konvergira.
(d) Velja
3+ (n4-1)!
1) 3n" 1\ ) e
fim |2 D 3 i1
n—oo 3"n! n—oo (n+ 1)” n—oo n+1
nn
=3¢ >1
in zato vrsta divergira.
(e) Velja
3n+1(n+ 1)
201 (n+2) 3(n+1)* 3
lim |24 | 30 )73
n—so0 3 n n—ro0 zl’l(l’l —+ 2) 2
2"(n+1)
in zato vrsta divergira.
(f) Velja
vn+1
vVn+1 1
lim [ 252 | jiy VLD

= lim —————=
n—es | \/n n—ee  \/n(n+2)
n+1
in ta kriterij nam ni¢ ne pove o konvergenci vrste.

6. Z uporabo korenskega oziroma Cauchyjevega kriterija preuci konvergenco vrst:

~~
£
ok
N
2%
N~
=

n=0

= (2n+3\"
® X (0s)
(©) ;()(nJrB) ,

oo n nz
WE(n)

n+1 n(n—1)

(e E(n—l) ,

oo n n
® B(ﬂ—i—l) ’
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Resitev.
(a) Velja
P\ n?
i f|(5) | =m0
in zato vrsta konvergira.
(b) Velja
i 7 2n+3\" 2n+3 1<1
im = ==
n—yeo 4n+5 n—seedn+5 2
in zato vrsta konvergira.
(c) Velja
W2 N
lim = lim =2>1
n—eo n+3 n—oo g 4+
in zato vrsta divergira.
(d) Velja
n n2 1 n
lim = lim (1 - =e <1
n—soeo n+1 n—soeo n+1
in zato vrsta konvergira.
(e) Velja
(n=1)
1 n(n—1) 2
tim || (2 ) :lim(l+ ) = >1
n—seo n—1 n—seo n—1
in zato vrsta divergira.
() Velja
n n
lim ' = lim =1
n—roo n+1 n—eo p + 1

in ta kriterij nam ni¢ ne pove o konvergenci vrste.

7. Z uporabo Leibnizovega kriterija preuci konvergenco vrst:

o (_1)n+1
(a) ;—ﬁ ,

> a1

() Y (-1) —
=1

(=1)"
© Yot

n
n=0
= n3
@ Y (=",

n=0 2 .
Preveri ali so vrste tudi absolutno konvergentne!
Reditev.

(a) Vrsta ni absolutno konvergentna, saj
1 1

—_ > -
N
(minoranta je harmonicna vrsta). Preverimo lastnosti Leibnizovega kriterija:
- vrsta alternira,

. 1
T
1 1
- zavsakn € N je < —,
. Vo1l n
oo (_1)n+1

zato vrsta Z

n=1 \/ﬁ

(pogojno) konvergira.
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(b) Vrsta ni absolutno konvergentna, saj

. n+1
lim =

n—oo n

1

in ne zados¢a osnovnemu pogoju za konvergenco vrste. Prav tako ne veljajo vse lastnosti
n+1

Leibnizovega kriterija, saj lim =1 in zato vrsta divergira.
n—soo

n
(c) Vrsta ni absolutno konvergentna, saj

1
2n+1

(minoranta je harmonicna vrsta). Preverimo lastnosti Leibnizovega kriterija:

- vrsta alternira,
1

ns 1

1l
2 n

)

1
< .
2n+3  2n+1
1)n+l

(_
— 2n+1
formula za Stevilo 7, in velja

- zavsakn € Nje

Zato vrsta Z (pogojno) konvergira. Kot zanimivost povejmo, da je to Leibnizova
n=1

i (_l)n oz
=2n+1 4
(d) Vrsta celo absolutno konvergira, saj
1)3
. e 1)1 o
e w2

in zato ni potrebno uporabiti Leibnizovega kriterija za konvergenco vrste.

8. Z uporabo Raabejevega kriterija preuci konvergenco vrst:

1
(a) 2706’ o> 19
n=1"

o (_1)n+1
(b) ,;T
o 1
(© ,;2(111;1)06’

@ ng& ((2n— 1)!!)2‘

Resitev.
(a) Uporabimo Raabejev kriterij.

1
limn< "1 —1>:hmn((n+a)—1>
n—soo e n—soo n

i (07 0")

n—o0

[ ((1+;)% 1)
=lim| —2—~
n—oo no-1
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(na limito lahko gledamo kot na limito funkcije) in zato vrsta konvergira.
(b) Vrsta konvergira, saj je

(_1)n+l 5 2
41—
limn | |—2 | -1 :limn(n+ nt ”):2>1.

n—yeo (=1)n+2 n—yeo n2
(n+1)2

(c) Preden uporabimo Raabejev kriterij, naredimo naslednjo oceno

(In(n+1))” _ <1nn+1n(1+’11)>a N (1 o )

(Inn)® Inn nlnn

Sedaj uporabimo Raabejev kriterij

1
lim n %,1 ilimn<1+ o 71):limi:0<1
n—oo W n—o0 n]l‘ln n—oo lnn

in zato vrsta divergira.

(d) Kerje
41 ((n—1)1)?
lim 7 ((2n71)z!§2) = tim e ((2n—|—1)2—4n2> i (4n—|—1> 4
N—yoo 4n.(n!)2 - T oo 2 Jarest -
- ((ZnJE;))!!)Z - 4 - 4

se z Raabejevim kriterijem ne moremo opredeliti o konvergenci vrste.

vy e . . o @ .
9. Dokazi, Ce Z a, konvergira, potem tudi vrsta s Cleni Z — konvergira.
n
n=1 n=1
Resitev. Uporabili bomo Cauchyjev kriterij za konvergenco vrste:

Z a, konvergira natanko tedaj, ko za vsako pozitivno realno Stevilo € > 0, obstaja tako naravno
n=1
Stevilo ng, da za vsaki naravni §tevili m in n, no <n <m, velja |a, + an41 + ...+ am| < €.

S pomocjo Cauchyjevega kriterija enostavno dokazemo zgornjo trditev, saj

a, a a
Il S agtdpg . A am| < €
n n+l1 m
(glej predpostavke Cauchyjevega kriterija). |
10. Najboa, >0 za vsak n € N. Dokazi:
a) Ce vrsta a,, konvergira, potem tudi konvergira;
(a) ng . gira, p nZl ra g
= a
b) Ce vrsta a, divergira, potem tudi divergira.
(b) n; n divergira, p n; g, divers
Resitev.
(a) Uporabimo primerjalni kriterij
0< - <q,
+ap
in zato vrsta konvergira.
e
n=1 n n=1
Recimo, da Z konvergira. 1z tega sledi, da velja potrebni pogoj za konvergenco vrste
n=1 an
lim = 0. Zato velja lim a, =0 iniz tegasledi 1 <1+ a, < 2. Uporabimo primerjalni
n—eo 1 +ay, n—oo
kriterij
o< o
2 14+a,
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oo

in zato vrsta Z a, konvergira.
n=1

|
11. Dokazi, da Z an, konvergira natanko tedaj, ko konvergira Z 2 aon.
n=1 n=1
Resitev. Najbos, =aj+ay+...+a,int, =a;+2a,+...+2"ap.
Recimo, da s, konvergira. Za poljuben n € N, n > 2, obstaja tak k € N, da velja n > 2. Potem
Sp=a1+a+...4+ay,
>ar+ay+(az+ag)+... 4+ (a1, +...+ax)
>aj+ay+(as+as)+...+(ayp+...+ax)
1

> Eal +ay+2as+... —|—2k*1a2k

= St
in po primerjalnem kriteriju #; konvergira, zato tudi Z 2"ayn konvergira.

n=1
Recimo, da 1, konvergira. Za poljuben n € N, n > 2, obstaja tak k € N, da veljan > 2%, Potem
Sp=ay+axy+...+a,

<aj+(ax+az)+...+ (azk +...+a2k+171)

<ar+(a+a)+...+(ap+...+ax)

= —|—2a2—|—...+2ka2k

= [k
in po primerjalnem kriteriju s; konvergira, tako posledi¢no tudi Z ay, konvergira. |

n=1

12. Naj bo a, > 0 za vsako naravno S§tevilo n. DokaZi, ¢e Z a, konvergira, potem tudi

y o
n=1 n=1 1
konvergira.
Resitev. Za dokaz te trditve bomo uporabili izrek Cauchy-Schwarz-Bunjakovski:

za poljubni zaporedji a,, b, velja

Z anby| < Z ‘an| : Z ‘bn| :
n=1 n=1 n=1
V nasem primeru tako imamo
N 2 . NPT =
n
Yoo sXlval-X )l =Ya ) 5
n=1 " n=1 n=11"1 n=1 n=1"
in trditev je dokazana. |

13. Za katere x € R konvergirajo naslednje vrste:
@ Y (2x)",
n=0
®) Y (x—1)",
n=0
() i -
= (x—1)n ’

— X"
(d) ,;”7
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o 1
(e) ’;)J,
o n
() %\/ﬁ’
(® ) In"x,
":—01 n —n(n—1)
0 n;(n_l) (o)
Reditev.

(a) Uporabimo korenski kriterij
g=lim V2" =2,

n—soo

Vrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

| < 1 1

X< —-=-=.
q 2
Iz tega sledi, da vrsta konvergira za vsak x € (— %, %) Vsak lahko sam preveri, da na robovih
intervala divergira.

(b) Uporabimo korenski kriterij

g=limvV1=1.

n—roo

Vrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

| 1|<1 1
X — - =
qg 1

Iz tega sledi, da vrsta konvergira za vsak x € (0,2). Vsak lahko sam preveri, da na robovih
intervala divergira.
(c) Uporabimo korenski kriterij

qzlim\'ﬂzl.

n—se0

Vrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

_1_
g 1

x—1

.

Iz tega sledi, da vrsta konvergira za vsak x € (—e0,0) U (2,0). Vsak lahko sam preveri, da za
x =0inx = —2 vrsta divergira.
(d) Uporabimo kvocientni kriterij

Vrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

1 1
x| < == —.
qg 1

Iz tega sledi, da vrsta konvergira za vsak x € [—1,1] (preveri, da konvergira tudi na robu
intervala).
(e) Uporabimo kvocientni kriterij
1

e (e
g = lim =7
n!

=0.

Vrsta konvergira za vsa realna Stevila.
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(f) Uporabimo korenski kriterij

g=lim {/v/n=lim\/Vn=,/lim ¥Yn=1.
n—oo n—yoo n—yo00

Vrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

1 1
x| < ;T
Iz tega sledi, da vrsta konvergira za vsak x € (—1,1). Vsak lahko sam preveri, da za x = 1
divergira, za x = —1 pa konvergira. Posledi¢no vrsta konvergira za vsak x € [—1,1).
(g) Uporabimo korenski kriterij
q= r}l_r}olo Vi=1.

Vrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja
1 1
[Inx| < — = —.
qg 1

Iz tega sledi, da vrsta konvergira za vsak x € (¢!, e). Vsak lahko sam preveri, da za x = ¢~ ! in

x = e vrsta divergira.
(h) Uporabimo korenski kriterij

n —n(n—1)
g=lim { < > =e !
n—yeo n—1

Vrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja
1

[(x—e)|<—=— =e.
q

Iz tega sledi, da vrsta konvergira za vsak (0,2¢). Vsak lahko sam preveri, da za x = 0 in x = 2e
vrsta divergira.

|
14. Za katera realna Stevila x konvergira vrsta
oo 2x n
@ ) < > ,
n=0 I —x
e 2xn+1
® Y s
Regitev.
(a) Upostevamo korenski kriterij.
a2 " 2x
lim =
n—eo \[ |1 —x 1—x
ReSujemo neenacbo
‘ 2x
1.
1—x
IzkaZe se, da je reSitev te enacbe vsak x € (—1, %) Nadalje, zax = —1inx = % opazimo, da

vrsta divergira.
Torej, vrsta konvergira za vsak x € (—1, %), sicer divergira.

(b) Resujemo podobno kot prej. Torej, s pomocjo korenskega kriterija dobimo pogoj ‘xf—_z‘ < 1.
Posledi¢no dobimo, da vrsta konvergira za vsak x € (—eo, —2) U (—1,1) U (2,0), sicer divergira.
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7.1

Definirali bomo odvod funkcije, si pogledali geometrijski pomen odvoda. V nadaljevanju bomo
izpeljali pravila za odvajanja in spoznali razlicne primere uporabe odvoda.

Definicija odvoda funkcije
Definicija 7.1.1 Naj bo funkcija f definirana na neki okolici tocke a. Izrazu
fla+h)~ fla)
h

pravimo diferencni kvocient. Funkcija f je odvedljiva v tocki a, Ce obstaja limita diferencnega
kvocienta, ko gre & proti 0. Tej limiti re¢emo odvod funkcije f v tocki a in jo oznalimo z f’(a):

1Y — i LG R) = f(a)
f(a)—hmT.

h—0

Definicija 7.1.2 Desni odvod funkcije f v tocki a je enak desni limiti diferencnega kvocienta,
levi odvod pa levi limiti.

Ni tezko videti, da je funkcija f odvedljiva v tocki a natanko tedaj, ko sta levi in desni odvod
enaka.

Definicija 7.1.3 Funkcija f : Zr — R je odvedljiva, ¢e je odvedljiva v vsaki tocki definicijskega
obmocja 2. Funkciji, ki x priredi f’(x), pravimo odvod funkcije f.
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m Zgled 7.1 Dana je funkcija f(x) = x. Poi§¢imo njen odvod f’(x).

Naj bo x poljubna toc¢ka iz ¥y = R. IzraCunajmo limito diferencnega kvocienta:

fO+h) - f(x)

S1x) = limyo .
I x+h—x
= limj_g—
h—0 h
= limhﬁo % =1.
Zatoje (x)) =1, VxeR. .

m Zgled 7.2 Dana je funkcija f(x) = sinx. Poi§¢imo njen odvod f’(x).
Izracunajmo limito diferen¢nega kvocienta:

sin(x+ h) — sinx
h

f1x) = im0

sinxcosh + cosxsin/ — sinx
h

= lim,

sinx(cosh—1) . cosxsinh
—— +lim ———

= 1'
1MA—0 h h—0  h

—sin®#) — (cos? 4 +sin? 2) . sinh
+cosxlim ——
h h—0 h

NS

= sinxlimy_yg

= sinxlimy,_

. . c hyq: sin 2
= sinxlimy,_,o(—sin5)limy_o — = tcosx
2

= sinx-0-1+4cosx

= COSx.

Zato je (sinx)’ = cosx, Vx € R. .

m Zgled 7.3 Dana je funkcija f(x) = ¢ € R. Poi§¢imo njen odvod f’(x).
Izrac¢unajmo limito diferen¢nega kvocienta:

fx+h) —f(x)

f/(x) = limy 0 h

c—c¢ .0
h  hs0h

Vidimo da je odvod konstantne funkcije enak 0. "

= lim,
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Izrel 7.1.1 Vsaka odvedljiva funkcija je zvezna.

Dokaz. Naj bo a poljubna tocka iz definicijskega obmocja funkcije f in naj bo f odvedljiva v tocki
a. Definirajmo funkcijo r(h):
fla+h)—f(a)

O AL

oziroma
fla+h)— f(a) = f'(a)h+r(h)h.
Limitirajmo desno stran enakosti:

lim(f'(a)h+r(h)h) =0,

h—0

kar pomeni, da je

}ir}r(l)(f((ﬂrh) —fla)) = /hr)r(l)f(a+/7) —f(a)=0

in od tod sledi, da je
/1in(1)f(a+h) = f(a),
1—

kar pomeni zveznost funkcije f v tocki a. [

Ne velja pa obratno, da bi bila vsaka zvezna funkcija tudi odvedljiva, kar lahko vidimo na preprostem
primeru funkcije na Sliki 7.1.

AN

Slika 7.1: Funkcija f(x) = |x — 2| je zvezna v tocki a = 2, ampak v njej ni odvedljiva.

7.2 Pravila za odvajanje

Ce Zelimo uporabljati odvod, moramo znati odvajati funkcije in to bo jedro tega razdelka.

Izrel 7.2.1 Naj bosta funkciji f in g odvedljivi funkciji v tocki a. Tedaj velja
() (f+g)(a)=f"(a)+g(a),
(i) (fg)'(a) =r'(a)gla)+f(a)g(a),

/ ) /
a)gla)—f(a)g'(a
i (z> () =L @8@) [@)¢ @
g g*(a)

Dokaz. Vemo Ze, da je limita vsote/produkta/kvocienta enaka vsoti/produktu/kvocientu limit pri
pogoju, da le-te obstajajo.

, pri ¢emer je g(a) # 0.
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(i) Odvod vsote:

(Fre)(@) = Timyoll +g><a+h}>l —(f+8)(a)

(flat+h) = fla)) +(gla+h) —g(a))

= lim,_y Y
h) — h) —

= limy_o flath) f(a)+lim glath) —g(a)
h h—0 h

= fla)+g(a).
(i) Odvod produkta funkcij:

(fg)’(a) = limy_ (fg)(a+h21— (fg)(a)

flath)gla+h) —f(a)g(a) — fla)g(a+h) + f(a)g(a+h)

= limy,

h
— limh—>0 (f(a+h) _f(a))g(a+h) +f(a)(g(a—|—h) —g(a))
h
= limy_o Wg(a-}-h) —I—}lll_r%f(a)w

= [fa)g(a)+ f(a)g'(a).

(iii)) Pokazimo Se odvod kvocienta funkcij. Na zvezi

(g- f)'w) — f'(a)

8

uporabimo pravilo produkta
@ (1) @+e @,(G) —

/
in izrazimo (g) (a)
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Posledica 7.2.2 Naj bosta funkciji f in g odvedljivi funkciji v tocki a in ¢ poljubna konstanta
iz R. Tedaj velja

) (cf)(a)=cf'(a),

(i) (f—g)'(a) =f"(a)—g'(a).

Dokaz.
(i) Po pravilu za odvod produkta iz Izreka 7.2.1 je

(cf)(a)=cfla)+cf'(a) =0+cf'(a) =cf'(a).
(i) Razlika je samo posebne primer vsote, zato je
(f=8)(a)=(f+(-1)g)" = f'(a) +(-1)g'(a) = f(a) — &'(a).
[ |

Iz Izreka 7.2.1 in Posledice 7.2.2 o pravilih za odvajanje v poljubni tocki neposredno sledijo
pravila za odvod dveh funkcij.

Izrek 7.2.3 Naj bosta f in g odvedljivi funkciji in ¢ poljubna konstanta iz R. Tedaj velja
M) (f+g) =f+¢,
(i) (cf) =cf,
(i) (fg)'=rfs+rg,

w (L) L2240
8 8

Pravilo o odvajanju produkta lahko posplo§imo na vec faktorjev.

lzrek 7.2.4 Naj bodo f; odvedljive funkcije, i = 1,2, ...,n. Tedaj velja

(ifa o) =Affut Al fot- -+ il fr

Dokaz. Uporabimo indukcijo po x:
e n =2:V tem primeru dobimo pravilo za odvod produkta iz Izreka 7.2.1.
e n— 1 — n: Prvih n — 1 faktorjev gledamo kot celoto, uporabimo pravilo za odvod produkta
iz Izreka 7.2.1:

(fifa o) fn) = (A o)) ot (Afar e fa0)

Lo for+ ks o+t fifar fr)fat

ind.?red.
(fifore fa-D)fy
= fil it Al fattfifa fo
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Posledica 7.2.5 Naj bo f odvedljiva funkcija in n € N. Tedaj je
(") =nf"
Dokaz. V Izreku 7.2.4 upostevamo, da so vsi faktorji enaki, f; = f zavsaki=1,--- ,n. [

m Zgled 7.4 Izratunajmo odvod funkcije f(x) = x".

Ker je X' = 1, je po zgornji formuli

(x") =nx"'x =nx" L,

Eno najpomembnejsih pravil za odvajanje je odvod kompozituma funkcij oziroma veriZno
pravilo.

Izrek 7.2.6 — Verizno pravilo. Naj bo funkcija g odvedljiva v tocki a in naj bo f odvedljiva v
tocki g(a). Tedaj je tudi f o g odvedljiva v a in velja

(fog)(a)=r'(g(a) g (a).
Dokaz. Oznac¢imo b = g(a) in definirajmo funkciji a(h) in B(k):
gla+h)—g(a)

atn) = SEUZEY ),
(b+k)—f(b ,
puy = LSOy
pri Cemer je k odvisen od A:
k = gla+h)—gla)=o(h)h+g(a)h.

Pri tem velja
lim o(h) =0, lim B (k) =0.
k—0

h—0
(fog)lat+h)—(fog)la) = flgla+h))—r(gla))
= flgla)+k)—f(g(a))
= [f(b+k)—f(b)

= f'(b)k+B(k)k

f'(b)(gla+h)—g(a))+ B(k) (g(a+h)—g(a)).

(fogl(a) = lim S 2B@+N=(fo8)(@)

h—0 h
A C) (glath)—gl@) . Bk (s(ath)—sg(a))
h—0 h h—0 h

= f'(b)g'(a)+0-g'(a) = f'(g(a)) g (a).
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m Zgled 7.5 Pois¢imo odvod funkcije A(x) = sin(5x).
Funkcija h je kompozitum funkcij f(x) = sin x in g(x) = 5x:

h(x) = f(g(x)) = sin(5x).
Ker je f/(x) = cosxin g'(x) =5, je po Izreku 7.2.6

H(x) = f(g(x)) g (x) = cos(5x) 5 = 5cos(5x) .

Izrek 7.2.7 Naj bo f odvedljiva funkcija. Ce je f’ (x) # 0 za vsako tocko x iz definicijskega
obmogja, tedaj je inverzna funkcija f~! odvedljiva v tocki y = f(x) in velja

1

—1\/ _
0= 7oy

Dokaz. Naj bo y = f(x), tedaj je f~!(y) = x oziroma f~!'(f(x)) = x. Uporabimo Izrek 7.2.6:

@) = ¥

7.3 Odvodi elementarnih funkcij in visji odvodi
V nadaljevanju si poglejmo odvode elementarnih funkcij.

e Polinomi in racionalne funkcije Poglejmo si najprej odvode polinomov:

(anX"+---+arx+ap) =anx" '+ +a.

Racionalno funkcijo odvajamo po pravilu za odvajanje kvocienta funkcij:

(p(x)>' _ P'(99(0) —p(0)q'(x)
q(x) 4*(x)

o Trigonometricne funkcije
Poznamo Ze odvod funkcije sinus:

(sinx)’ = cosx.
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Iz zveze
. T
cosx = sm(a —X)

dobimo odvod funkcije kosinus
(cosx) = (sin(% —x))/
= cos(F—x)(5—x)
= sinx(—1)
= —sinx.
Nadalje je odvod funkcije tangens enak:

. !/
sinx
(tanx)" = <>
Cos X

COSX cOsx — sinx (—sinx)

cos2 x

1
cos?x’

Na podoben nacin izpeljemo odvod funkcije kotangens:

cosx>’

(cotx)" = (—

sinx

—sinx SinXx — COSX COSX
2

sin“x
—1
- sin®x
o Ciklometricne funkcije
Najboy € (—%,%). Tedaj je cosy > 0 in velja
1 1 1

cosy - \/cos?y - \/l—sinzy'

Za |x| < 1 jeasinx € (—7,7) in zato

1 1 1

cos(asinx) \/1 — sin?(asinwx) V1—x2

Upostevajmo Izrek 7.2.7 in izracunajmo odvod funkcije arkus sinus:

(asiny) 1
asinx) = —————
cos(asinx)

1
= —— <1.

V1—x2’
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1z zveze -
acosx+ asinx = 5

dobimo odvod funkcije arkus kosinus:

(acosx)’ = — x| <1.

V1i—x2’

Pois¢imo odvod funkcije arkus tangens. Podobno kot pri funkciji arkus sinus uporabimo

Izrek 7.2.7 in upostevamo zvezo —,— = tan®x+ 1:
COs“Xx
1
(atanx)’ = — 1
cos?(atan x)

1
tan? (atanx) + 1

1
xX24+1°

1z zveze -
acotx + atanx = E

dobimo odvod funkcije arkus kotangens:

1
tx) = ———.
(acotx) o
o Eksponentna funkcija
Spomnimo se, da je
a—1
}lir% =Ina.
H
Uporabimo definicijo odvoda v tocki:
h
(a*) = lim o
h—0
A C)
h—0
h—1
= i
T h
= da'lna.

V posebnem primeru, ko je osnova enaka e, velja:

() =e'
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e Logaritemska funkcija

Za izracun odvoda logaritemske funkcije ponovno uporabimo Izrek 7.2.7 in upostevamo
zgoraj izpeljan odvod eksponentne funkcije:

(log,x) =

Odvod naravnega logaritma je enak

e Funkcijax’, r € R
Z uporabo veriznega pravila poi§¢imo odvod funkcije f(x) =x", r € R:
(") = (elnx’)’
— (er lnx)’

= ¢ lnx(r lnx)’

Vidimo, da ta formula ne velja le za naravne eksponente oziroma poten¢no funkcijo (f(x) =
x", n € N), temvec za poljubni realni eksponent.

e Hiperbolicni funkciji

IzraCunajmo odvod funkcije sinus hiperbolikus:

. (ggfv,

= chx.

Na podoben nacin izraCunamo odvod funkcije kosinus hiperbolikus:

. <&zev,
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TABELA ODVODOV ELEMENTARNIH FUNKCIJ:

N . r—1 I
() =rx (Va)'= 35—~ NG
1
(sinx)’ = cosx (asinx) =
1 —x2
1
cosx) = —sinx | (acosx) = —
o) o) =i
| S
(tanx)’ = g (atanx) = i
1 1
cotx) = — acotx) = —
(cotx) sin®x ( ) 1+x2
1
(@*) =a*Ina (Inx) = —
X
1
X\/ — X 1 /:
() =e (log.¥) xlna
(shx)" = chx (chx)" = shx

m Zgled 7.6 Izracunajmo odvode sestavljenih funkcij.

1. f(x) =10x* +5x> —3x+9.
f1(x) = 40x* +15x* — 3.
2. f(x) =1In(x+5x%).
F(x) = x+15x3(1 +152).
3. f(x) = Vasinx.
F1(0) = L (asine)} —— .
3 V122

Z zaporednim odvajanjem veckrat odvedljive funkcije dobimo tako imenovane visje odvode.

Definicija 7.3.1 Naj bo f odvedljiva funkcija. Ce je f’ odvedljiva funkcija, potem njenemu
odvodu pravimo drugi odvod funkcije f in ga oznaCujemo z f”:

=0
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Induktivno definiramo n-ti odvod funkcije f:

F = (Y neN.

Po dogovoru je nic¢elni odvod funkcije enak funkciji sami:

fO=r.

Omenimo e, da prve tri odvode obi¢ajno zapisujemo s érticami, od tretjega naprej pa kot £,

m Zgled 7.7 Izratunajmo poljuben odvod funkcije f(x) = x".
P = ne
') = n(n—=1)x"2

f"(x) = nn—1)(n-2)x""3

fPx) = nn—1)(n-2)---2-1x=n!

fOx) = 0,k>n.

Na Zgledu 7.7 opazimo, da je n-ti odvod polinoma stopnje n konstanta, zato so vsi vi§ji odvodi
enaki nic.



8.1 Tangenta na graf funkcije

Preden si bomo pogledali geometrijski pomen odvoda, se spomnimo, da je tangens naklonskega
kota ¢ premice, dolocene z y = kx + n, enak njenemu smernemu koeficientu (glej Sliko 8.1) :

tang =k.

y=kx+n

Slika 8.1: Naklonski kot premice ¢.
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Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki a. Definirajmo tocki A(a, f(a)) in B(a+h, f(a+h)), glej
Sliko 8.2. Naj bo ¢ naklonski kot sekante skozi toc¢ki A in B. Opazimo, da je smerni koeficient
sekante skozi tocki A in B enak diferencnemu kvocientu funkcije f v tocki a

fla+h)—fa)

tan@ = h

+h)

Y

a a+h

Slika 8.2: Sekanta skozi toc¢ki A(a, f(a)) in B(a+h, f(a+h)).

Z manjSanjem h-ja prehajajo smerni koeficienti pripadajocih sekant k limiti diferen¢nega kvocienta,
sekanta pa limitira k tangenti, kar vidimo na Sliki 8.3.

N

Slika 8.3: Tangenta na graf funkcijev tocki a.

Definicija 8.1.1 Tangenta na graf odvedljive funkcije f v tocki a je premica, ki gre skozi tocko
(a, f(a)) in je njen smerni koeficient enak f’(a).

Enacba tangente je

y(x) = f(a)(x—a)+ f(a).
u Zgled 8.1 Dana je funkcija f(x) = x2. Poi§¢imo enacbe tangent v tockah 0, —1,2.

i PO =) _ et b =

h—0 h h—0

= lim(2x+h) = 2x.
h—0
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Enacbe tangent so:

(=1, y(x)=-"2(x+1)+1=-2x—1,

(2.4): y(x) =4(x—2)+4=4x—4.

m Zgled 8.2 Poiscimo odvod in enacbo tangente na graf konstantne funkcije.

Naj bo f(x) =c,c € R.

. x+h)— . C—
i P — i € o
Enacba tangente je
y(x) =c,
kar pomeni, da je graf funkcije sam sebi tangenta. "

Diferencial funkcije

Odvod funkcije je koristno orodje za obravnavo obnasanja funkcije na neki okolici tocke. Pogledali
bomo, kako sprememba neodvisne spremenljivke vpliva na spremembo odvisne spremenljivke ter s
tem v zvezi vpeljali diferenciabilnost in diferencial funkcije. S pomocjo diferenciala bomo poiskali
odvod implicitno podane funkcije.

DIFERENCIABILNOST FUNKCIJE
Naj bo f: Zr — R odvedljiva v tocki a € Zy. Tedaj je
o flath) — fla) = f@h

h—0 h

0.

Ce $tevec ozna&imo z o(h), lahko zapisemo
fla+h)—f(a) = f'(a)h+o(h),
kjer je limj,_,q @ = 0. Za dovolj majhne & tako velja
fla+h)—f(a)~ f'(a)h.
Namesto s 4-jem lahko uporabimo zapis z x-om, torej za x = a+ h je

fx)—fla) = f'(a)(x—a),

Ce je le x dovolj blizu toc¢ke a. To pomeni, da lahko funkcijo f v okolici tocke a dobro aproksimiramo
s funkcijo

fx)~ f'(a)(x—a)+ f(a)
in recemo, da je funkcija f diferenciabilna v tocki a. Pravimo, da smo funkcijo f v okolici to¢ke a
linearizirali z linearno funkcijo y(x) = f’(a)(x —a) + f(a), ki je dejansko tangenta na graf funkcije
f v tocki a.
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Definicija 8.2.1 Funkcija f je diferenciabilna v tocki a, Ce obstajata realno Stevilo ¢ in funkcija
o tak$ni, da je
fla+h) = f(a)+ch+o(h),

Kjer je limy, o 2% = 0.

1z definicij odvedljivosti in diferenciabilnosti sledi naslednji izrek.

lzrek 8.2.1 Funkcija f je v tocki a diferenciabilna natanko tedaj, ko je v a odvedljiva. Nadalje,
za diferenciabilno funkcijo f je ¢ = f'(a).

Dokaz.
(=) Ker je f diferenciabilna v a, obstajta realno Stevilo ¢ in funkcija o taki, da je

fla+h)=f(a)+ch+o(h),

kjer je limy,_.g # = 0. Iz definicije diferenciabilnosti izrazimo ¢ in limitiramo
h) — /
c _ f(a+ ) f(a) o 0( 1) /hm
h h
h) — /
lime = fimZ@tN =S olh)
h—0 h—0 h =0 h

¢ = fla)-0=f"a).
(<) Ker je f v tocki a odvedljiva, velja

fla+h)—f(a) .

fla)= ’]’f(]) h
Tedaj je
. fla+h) —f@ ,, .
/]113?) - n fla)=0
im £@ ) — fla) - flah _ 0
h—0 h

Stevec v limiti je funkcija odvisna od 4 in jo ozna¢imo z o:
o(h) = fla+h)— f(a)— f'(a)h.
.. .. o(h) o o
Tedaj je lim —— = 0 in f je diferenciabilna v a
h—0 h

fla+h) = f(a)+ f(a)h+o(h).

Intuitivno bi lahko rekli, da se diferenciabilnost nanaSa na obstoj odvoda, medtem ko je
odvajanje racunski postopek za izracun odvoda.
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Na Sliki 8.4 vidimo primera nediferenciabilnih funkcij. V prvem primeru (Slika 8.4 levo) ne
moremo doloditi, ali je naklon tangente pozitiven ali negativen, saj levi in desni odvod v tocki a
ne sovpadata in posledi¢no funkcija ni odvedljiva. V drugem primeru (Slika 8.4 desno) odvod ne
obstaja odvod v tocki 0, saj bi tangenta morala biti kar os y.

/ \
’ \
/
/
’
/
’
/
’
/
; t
’ a
’
’
’
’
/ 1

Slika 8.4: Funkciji nista diferenciabilni v toc¢ki a oziroma v tocki 0.

i)

Iz Izreka 7.1.1 in Izreka 8.2.1 direktno sledi naslednja ugotovitev.

Izrek 8.2.2 Ce je funkcija f v to¢ki a diferenciabilna, tedaj je v tej tocki tudi zvezna. |

m Zgled 8.3 Linearizirajmo funkcijo f(x) = Inx v okolici tocke 1.

. In(14+h)—Inl . In(1+h)
) hlg(l) h h—0 h
1
X

Ker je f odvedljiva v 1, saj je f'(x)
1 velja

oziroma f’(1) =1, je tudi diferenciabilna in za to¢ke blizu

Inx~Inl+1(x—1)=x—1.

Na primer, linearizacija v tocki x = 1.1 da vrednost 0.100, medtem ko je vrednosti funkcije
f(1.1) =0.095. Ce se oddaljimo od tocke 1, je razlika veliko ve&ja; v tocki x = 2 je aproksimacijska
vrednost 1, medtem ko je f(2) = 0.693.

n Zgled 8.4 Poisc¢imo v/98.

Nastavimo funkcijo f(x) = v/x, a =100 in x —a = —2. Tedaj je f'(x) = 2%/; in

V98 = £(98) ~ £(100) + f(100)(—2) = 9.9000.
Za primerjavo poglejmo pribliZek zaokroZen na §tiri decimalna mesta, ki je +/98 = 9.8995. "

A
Diferencni kvocient funkcije f v toCki a pogosto oznacimo z Bf’ kjer je Ax = x —a = hrazlika

argumentov in Af = f(x) — f(a) = f(a+h) — f(a) razlika funkcijskih vrednosti. Ce je funkcija f
diferenciabilna v tocki a, tedaj je

f(x) = fla)

R
%
S
=

|
8

Af ~ f'(a)Ax.
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Y

a a+h

Slika 8.5: Diferencial funkcije.

To pomeni, da Ce se neodvisna spremenljivka x spremeni za Ax, tedaj se odvisna spremenljivka
spremeni priblizno za f’(a)Ax.

Definicija 8.2.2 Ce je funkcija f v tocki a odvedljiva, tedaj je f’(a)Ax diferencial funkcije f v
tocki a in pisSemo

df = f'(a)Ax
oziroma

df = f'(a)h.

m Zgled 8.5 Poisci diferencial identitete f(x) = x.

Ker je odvod funkcije f v poljubni tocki enak 1, je

df = f'(x)Ax
dx = Ax.

V Zgledu 8.5 smo videli, da je dx = Ax, zato je diferencial funkcije f v poljubni tocki x enak

df = f'(x)dx.

m Zgled 8.6 Pois¢imo diferencial funkcije f(x) = sinx.

Ker je odvod v poljubni tocki x enak cosux, je diferencial enak d sinx = cosxdx. "
ODVOD IMPLICITNO PODANE FUNKCIJE

Zaenkrat znamo odvajati samo eksplicitno podane funkcije, zato namenimo nekaj pozornosti Se
racunanju odvoda implicitno podanih funkcij. Odvod implicitno podane funkcije najkorektneje
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podamo s tako imenovanimi parcialnimi odvodi, ki spadajo na podrocje funkcij ve¢ spremenljivk
in jih na tem mestu ne bomo obravnavali. Tako se bomo posluzili uporabe diferenciala funkcije,
kar bomo demonstrirali na naslednjem zgledu.

Recimo, da Zelimo poiskati odvod krivulje, podane z enacbo
Y2332 612 —7=0.
Pois¢emo diferencial funkcije za vsak Clen posebej in upoStevamo Ze znana pravila za odvajanje:
4y dy +2(2xy* dx + 2x*ydy) 4+ 12xdx = 0.
Delimo enacbo z dx: dy . L dy
4y = +2(2xy” +2x ya) +12x=0.
_ dy.

Upostevamo, da je y'(x) = 2

4y3y (x) +4dxy? 4%y (x) +12x = 0

2
—x(y*+3
y/(x) = (2 2 ) :
Y2 +x?)
m Zgled 8.7 Poisc¢imo enacbo tangente na graf krivulje
2y4+5-x>—y°=0
v tocki (2,—1).
2y/(x) —2x=3y*y'(x) = 0
2x
/ —
y (x) - 2_ 3y2
y(2) = —4

Enacba tangente je y(x) = —4(x—2) — 1 = —4x+7.






9.1

Izreki o srednji vrednosti

V tem razdelku bomo spoznali nekaj pomembnih izrekov v povezavi z odvodom, ki so nujni za
razumevanje integralnega racuna.

Definicija 9.1.1 Funkcija f ima v ¢ lokalni maksimum, Ce obstaja tak 6 > 0, da za vsak x iz
intervala (c — 0,c+ 9) velja

fx) < fle).
Funkcija ima v tocki ¢ lokalni minimum, Ce obstaja tak 6 > 0, da za vsak x iz intervala
(c—90,c+0) velja

f(x) = f(c).

Lokalni minimum in lokalni maksimum imenujemo tudi lokalna ekstrema.

Na primeru funkcije f na Sliki 9.1 vidimo, da ima funkcija f v tockah c¢; in ¢4 lokalna minimuma,
v tockah ¢; in c3 pa lokalna maksimuma. Medtem ko je v ¢; obenem minimum funkcije, je
maksimum funkcije doseZen v tocki b.

Izrek 9.1.1 Naj bo f odvedljiva v tocki ¢ in naj ima v ¢ lokalni maksimum ali lokalni minimium.
Tedaj je f'(c) =0.

Dokaz. Recimo, da ima funkcija f v tocki ¢ lokalni maksimum. Tedaj za vsako dovolj majhno
pozitivno Stevilo £ velja
flerN=116)

Izratunajmo desni odvod v tocki ¢ (h > 0):

(€0~ £(©)

<0
hl0 h -
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>

acy ¢ €3 ¢4 b

Slika 9.1: (Lokalni) minimumi in maksimumi.

in $e levi odvod v tocki ¢ (h < 0):

MGG
0 h

>0.

Ker je f odvedljiva v tocki c, sta levi in desni odvod enaka, zato je edina moZnost, da imata oba
vrednost 0.
Podobno velja v primeru, ko ima funkcija v tocki ¢ lokalni minimum. [

| Definicija 9.1.2 Tocko c, v kateri je f’(c¢) = 0, imenujemo stacionarna tocka.

Vsak lokalni ekstrem odvedljive funkcije je stacionarna to¢ka, medtem ko obratno ne velja, kar
vidimo na naslednjem zgledu.

m Zgled 9.1 Poii¢imo stacionarne tocke funkcije f(x) = x> in preverimo, &e so lokalni ekstemi.

Odvod je enak f’(x) = 3x*> = 0 = x = 0, kar pomeni, da ima f v 0 stacionarno toc¢ko. Ker je za
pozitivne vrednosti f(x) > 0 in za negativne f(x) < 0, v x = 0 ni lokalnega ekstrema (glej Sliko
9.2). =

Slika 9.2: Funkcija f(x) = x* v to¢ki x = 0 nima lokalnega ekstrema.
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Izrek 9.1.2 — Rolleov izrek. Naj bo funkcija f : [a,b] — R zvezna na [a,b] in odvedljiva na
(a,b). Ceje f(a) = f(b), tedaj obstaja takina tocka c € (a,b), da je f'(c) =0 (glej Sliko 9.3).

Slika 9.3: Rolleov izrek.

Dokaz. Ker je f zvezna, po Izreku 3.3.9 doseZe na intervalu [a, 5] maksimum in minimum. Lo¢imo
dve moZnosti.

.....

Ker je f(a) = f(b), maksimum in minimum sovpadata in je funkcija f konstantna, kar
pomeni, da je f'(x) =0 za vsak x € (a,b).
(i1) Vsaj eden od maksimuma ali minimuma je doseZen v notranjosti intervala.

Naj se to zgodi v tocki c. Tedaj je po Izreku 9.1.1 f'(c) = 0.

Izrek 9.1.3 — Cauchyjev izrek. Naj bosta funkciji f, g : [a,b] — R zvezni na [a, b], odvedljivi
na (a,b) in je g’(x) # 0 za vsak x € (a,b). Tedaj obstaja vsaj ena tak$na tocka ¢ € (a,b), da je

f®)—fla) _ f(c)
gb)—gla) glc)

Dokaz. Po Izreku 9.1.2 je g(b) # g(a), saj bi sicer obstajala tocka ¢ € (a,b) taka, da bi veljalo
g'(c) =0, kar bi bilo protislovno s predpostavkami izreka.

Definirajmo funkcijo F : [a,b] — R kot:

_ ) — fla) = T =F@ g
Pl =16 = f(a) = L= (o)~ s(a)).
Vidimo, da je tudi F zvezna na [a,b] in odvedljiva na (a,b). Izraunajmo F(a) in F(b):
o SO @
Fla) = fla)= fla) - L= 8 (et —gta)) =0.
f(b)—f(a
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Uporabimo Rolleov Izrek 9.1.2 na funkciji F, kar nam da
e e (a,b): F'(c)=0.

Odvod funkcije F je

oziroma

na (a,b). Tedaj obstaja vsaj ena tak$na tocka ¢ € (a,b), da je

f() = f(a) =f'(c)(b—a).

Izrek 9.1.4 — Lagrangeov izrek. Naj bo funkcija f : [a,b] — R zvezna na [a, D] in odvedljiva

Dokaz. V Cauchyjevem Izreku 9.1.3 uporabimo funkcijo g(x) = x (glej Sliko 9.4). [

A

Slika 9.4: Lagrangeov izrek.

Lagrangeov Izrek 9.1.4 pravi, da na intervalu (a,b) obstaja tocka c, v kateri je tangenta na graf

funkcije f vzporedna daljici skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(D)).

Posledica 9.1.5 Ce je odvod funkcije f : [a,b] — R v vsaki tocki enak 0, tedaj je funkcija

konstantna.
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Dokaz. Izberimo poljubni tocki x;,x; € (a,b) in naj bo x| < x;. Tedaj je f : [x1,x2] — R zvezna in
odvedljiva in po Lagrangeovem Izreku 9.1.4 obstaja x3 € (x,x) taksna, da velja

fla) = flx) = f(x3) (2 —x1) = 0= f(x1) = f(x2).

Posledica 9.1.6 Ce imata funkciji f, g : [a,b] — R v vsaki tocki enak odvod, se razlikujeta
kvecjemu za konstanto C € R.

Dokaz. Odvod razlike funkcij f in g je enak
(f-8)=rf—-¢=0
in po Posledici 9.1.5je f —g=C € R. [

L’Hospitalovo pravilo

Spoznali bomo pomembno pravilo, ki zelo poenostavi izraun limite funkcije v primerih, ko gre za
nedoloCene izraze tipa

0 o
— —.0-00,00—00,1%, 0a" 07
07 007 9 ) ) )
. ‘ .0
(i) Nedolocenost tipa 0
o fx) L B
Obravnavamo lim ——, kjer je lim f(x) = lim g(x) = 0.
x—a g(x) x—a x—a

Izrek 9.2.1 Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na neki okolici to¢ke a (razen morda v tocki
a sami). Naj bosta funkciji g in g’ na tej okolici razli¢ni od 0 in naj bo f(a) = g(a) = 0.
/
Tedaj velja, ¢e obstaja lim F(x) , tedaj obstaja tudi lim @ in velja enakost
x—a g'(x) x—a g(x)

tim £ &) _ jim F&)
x—a g’ x) x—a g(x

Dokaz. 1zberimo poljuben x > a. Tedaj funkcija na intervalu [a,x] zado$¢a pogojem Cauchy-
jega izreka 9.1.3, ki pravi, da obstaja taka tocka ¢, € (a,x) da velja:

[lex) _ f(x) = f(a) f(x)

(c)  o(x)— o ~ (x)
8 ((7\) (g(k) é(a) f(a)=g(a)=0 &(X)

f (('\)

!
g'(cx)’

Ce obstaja desna limita - ko gre x — a (torej gre tudi ¢, — a ), velja
/

. X .

lim f(x) = lim:

xla g X xja g X

F(x)

Na analogen nacin uporabimo Cauchyjev izrek za poljuben x < a oziroma interval [x,a], ter
dobimo Se levo limito ') .

. X . X

hm‘f( :hm‘f( )

xta g (X xTa g()()
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Ker sta funkciji f in g odvedljivi in je odvedljiv tudi njun kvocient, sta zgornji limiti enaki, s
¢imer zaklju¢imo dokaz.

[ |
. . . l—cosx
m Zgled 9.2 IzraCunajmo lim ———.
x—0 xsinx
1—cosx . sin x
m— = lim———
x—=0 Xxsinx x—0 S1N X + X COS X
. CoS X
= lim————
x—02 cos x—xsinx
1
5
|

Vse ostale v uvodu nasStete nedolocenosti lahko z enostavnimi algebrskimi prijemi prevedemo
na izraz tipa g.

(o o]
(i) Nedolocenost tipa —
(o o]

Obravnavamo lim @
x—a g(x)

, kjer je lim f(x) = lim g(x) = eo.
X—a

Xx—a

Situacijo lahko prevedemo na (i):
1
() _ 3
=&
) 7

Dejansko pa velja analogen izrek kot v primeru (i), kar poenostavi sam izra¢un limite.

&H
og

oQ
—

« . . cotx
m Zgled 9.3 Izracunajmo lim —.
x—0 In x
cotx -
. . n?
lim — = lim —7=~
x—0 Inx x—0 T
) x
= —lim—
x—0s1n” x
) 1
= —lim

x—0 2 sin x cos x

(iii) Nedolocenost tipa 0 - oo

Obravnavamo lim(f(x)g(x)), kjer je lim f(x) = 0 in lim g(x) = oo.
xX—a xX—a xX—a

Situacijo lahko prevedemo na (i):

F@e =%

g(x)
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ali pa tudi (i)

g(x)
Fg) =52
fx)
m Zgled 9.4 Izracunajmo lim x cotx.
x—0
limxcotx = Ilim %
x—0 x—0 ——
cot x
- x—0 tanx
1
= lim T
x—0 >
COS“ X
= 1.

(iv) Nedolocenost tipa oo — oo

Obravnavamo lim(f(x) — g(x)), kjer je lim f(x) = oo in lim g(x) = eo.

X—a xX—a X—a

Situacijo lahko prevedemo na primer (i):

1 1 1
S0 = g) =~ = - = S
f(x) g(x) ) 70

x—0

1 1
m Zgled 9.5 Izracunajmo lim < — ) .

. 1 1 . x—sinx

lim| ——— = lim -

x—0 \ sinx x x—0 xsinx

. 1—cosx
Iim—-———
x—0 sIn X + X COS X

. sin x
lim—7m———
x—02 CcoSx—xsinx

= 0.

(v) Nedolocenosti tipa 1°°,0" 0°

Obravnavamo lim f(x)¢™), kjer f in g v bliZini tocke a ustrezata zgoraj opisanim situacijam.
xX—a

Vse tri situacije lahko prevedemo na primer (iii), ¢e iskane limite najprej logaritmiramo, kar
nam omogoca Izrek 3.3.6 (o limiti kompozituma zveznih funkcij):

Inlim f(x)8®) = limIn F(x)8% = Tim(g(x)In f(x)).

X—a x—a
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Poglejmo posamezne situacije:

o : 0-lncor—>0-
1 : oo-lnl—>0-0

0° : 0-In0+——0-(—oo).

Zatem podobno kot v (iii) preoblikujemo limite na primer (i) ali (ii).
» Zgled 9.6 Izracunajmo lim +/x.
X—00
To je prvi tip zgoraj nastetih limit. Naj bo A = lim v/x. Izratunajmo InA:
X—yoo

. . 1
Inlim+y/x = limInxx
X—yo0 X—>00

1
= lim —Inx
X—o0 X

. Inx
= lim —
X—o0 X

IzraCunamo zdaj iskano limito

mA=0=A=¢e"=1.

9.3 Taylorjeva vrsta

Taylorjeva formula nam omogoci, da veckrat odvedljive funkcije, ki so na videz zelo zapletene, na
okolici tocke aproksimiramo s potenc¢no vrsto.

Definicija 9.3.1 Naj bo f poljubna, veckrat odvedljiva funkcija, a € Z in n € N. Tedaj je

On(x) = f(a)+ f'(a)(x—a) + f”z(a) (x—a)*+... +

n-ti Taylorjev polinom za funkcijo f.

Z nekaj premisleka opazimo, da velja:
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medtem ko za QSZ"H) (a) in £+ (a) ne moremo vedeti, ali sta enaka.

f(x) = 0n(x) +

lzrek 9.3.1 (Taylorjeva formula) Naj bo funkcija f (n+ 1)-krat odvedljiva na odprtem intervalu
Iinnajbo a € 1. Za vsak x € I obstaja tak & € I, ki lezi med a in x, da je

FARRI(S
(n+1)!

(x _ a)n+1 .

Dokaz. Definirajmo

in

rn(x) = £ (x) = On(x)

n+1

p(x) = (x—a)

Izberimo poljuben x # a. Najprej opazimo, da je r,(a) = p(a) = 0. VeCkratna zaporedna uporaba

Cauchyjevega Izreka 9.1.3 da obstoj takih tock &;,&;

yooosEnat, da velja

) ) —rla) _ ()
p(x) p(x)—pla)  p'(&)
_ I’;7(§1) r)/1(a) _ rilzl(éz)
p&)=pla) p"(&)
_ r1(7n)(én) 77‘11}1)(6’) _ r)(1n+l)(én+l)
p(n)(én) 7[?(}1) (Cl) p(n+l)(§n+l) .

Oznat¢imo &, 1 = £ in upostevajmo, da je p"*+1 (&) =

rn v tocki &:

(n+1)
n

Torej velja

(n+1)!. Izracunajmo (n+ 1) odvod funkcije

(&) = fo(E) — oI (&) = fl(E).

J(x) = On(x) Fn(x)
(x—a)"*! p(x)
”ISIHI)@)
- p(n+l)(€)
7 )
- (n+1)! 7
pri emer & leZi med a in x. |
Taylorjeva formula torej pravi
— / _ & )2
f) = fla)+fla)x—a)+——(x—a)+
f"(a) a SUTVE) n
T b Ty e "
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Funkcijo 7, imenujemo ostanek Taylorjeve formule. Ce je f polinom stopnje kve&jemu n, je
ra(x) = 0. Tedaj je

n (k) a
=¥ P e-a

Posebej zanimive so funkcije, za katere velja

r}ig;rn(x) =0.

Tedaj namesto o Taylorjevi formuli govorimo o Taylorjevi vrsti in reCemo, da smo funkcijo f razvili
v Taylorjevo vrsto, ki je pravzaprav potencna vrsta. 1z prejSnjega poglavja pa znamo preverjati
konvergenco taksnih vrst. Poglejmo si nekaj primerov.

m Zgled 9.7 Razvijmo funkcijo e* v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0.
e = l4xtd+5 8484 )

= xS AT S L r(x).

Na Sliki 9.5 vidimo funkcijo in njeno aproksimacijo s prvimi petimi ¢leni Taylorjeve vrste. Pois¢imo
interval absolutne konvergence te potencne vrste:

R
. (n+1)! . B
Jm e fim Sy =0< 1,
nl

kar pomeni, da je vrsta absolutno konvergentna za vsak x. Ostanek

f(n—H)(é)anrl _ e

+1
(n+1)! CEEAAA

rn(x)

ker smo funkcijo razvijali v okolici tocke 0.

-
/

Slika 9.5: Graf funkcije e* (rdeca) in aproksimacija s Taylorjevim polinomom stopnje 5 (modra) v
tocki 0.
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m Zgled 9.8 Razvijmo funkciji cosx in sinx v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0.
Razvoja funkcij sta

. 3 )(5 7 9 .
siny = x—5;+%5— 5 +g —...+r(x) in

2 4 6 8 10
X X X X X

Absolutno konvergenco in napako dobimo na podoben nacin kot v prejSnjem primeru.

Zaenkrat smo se ukvarjali samo z realnimi funkcijami, sedaj pa poglejmo, kaj nam da komplek-
sna eksponentna funkcija .
fz) =e=e"" abeR.

Razvijmo jo v potencno vrsto:

ib)?  (ib)>  (ib)*  (ib)
23+23 23+g3

e = 14 (ib)+

- (1—’;—Z,+Z—f—lg—f+...)+i(b—§—f+§—5,—...)
= cosb+isinb.
Tako za poljubna a,b € R dobimo Eulerjevo formulo
et — . = e(cosb +isinb).

Zato lahko modificiramo polarni zapis kompleksnega Stevila v obliko, s katero je Se posebej
preprosto racunati '
z=a+ib=r(cos@+ising)=re'?.

Monotonost funkcije in lokalni ekstremi

MONOTONOST FUNKCIJE

Ni teZko videti, da so smerni koeficienti tangent narascajoCe funkcije nenegativni in ravno
nasprotno velja za padajoce funkcije. To zvezo podaja naslednji izrek.

Iztek 9.4.1 Naj bo funkcija f : (a,b) — R odvedljiva. Tedaj velja
(i) f'(x) >0,Vx € (a,b) = f strogo nara$cajoca,
(i) f'(x) >0,Vx € (a,b) < f narasajoca,

(iii) f'(x) <0, Vx € (a,b) = f strogo padajoca,

@iv) f'(x) <0,Vx € (a,b) < f padajota.
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Dokaz.

(i) Za poljuben par xj,x; € (a,b), kjer je x; < xp, je po Lagrangeovem izreku mogoce najti
x3 € (x1,x2) tak, da je
fx2) — f(x)

X2 — X1

= f'(x3).
Ker je f'(x) > 0 za vsak x, velja

f(x2) = f(x)

f(3)>0=
Xy — X

> 0= f(x) = f(x1) >0,
kar pomeni, da je f strogo narascajoca.

(ii) (=) PokaZemo podobno kot (i). (<) Pokazati moramo, da Ce je f naras¢ajoca, tedaj je

f(x) > 0za vsak x € (a,b). Poglejmo diferen¢ni kvocient

Flxth) — f)

D=
h

Za h > 0je D > 0in enako velja za & < 0. V vsakem primeru je diferencni kvocient vecji ali
enak 0 in potemtakem tudi njegova limita in s tem odvod.

(iii),(iv) PokaZemo podobno kot prvi dve tocki.

Omenimo $e primer, ki pokaZe, zakaj v tocki (i) ne velja ekvivalenca. Za funkcijo f(x) = x° velja,
da je strogo nara$¢ajoca, vendar je f(0) = 0.

m Zgled 9.9 Pokazimo, da je f(x) = shx strogo naras¢ajoca funkcija.

Odvod je enak f’(x) =chx = # in je povsod pozitiven, zato je f strogo naras¢ajoca. "

m Zgled 9.10 Preuci monotonost eksponentne funkcije f(x) = a* v odvisnosti od osnove a.

Odvod eksponentne funkcije je enak f/(x) = a*Ina. Ker je a* > 0 za vsak x, je predznak odvoda
odvisen od faktorja Ina. Na Sliki 9.6 vidimo, da bo za a > 1 eksponentna funkcija a* strogo
narascajoca in za 0 < a < 1 je eksponentna funkcija a* strogo padajoca.

Slika 9.6: Graf funkcije Ina.
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LOKALNI EKSTREMI

Vemo Ze, da je f'(a) = 0 potrebni pogoj za nastop lokalnega ekstrema v to¢ki a, ni pa tudi
zadostni pogoj. Ce je f vsaj 2-krat odvedljiva, lahko zadostni pogoj za nastop lokanega ekstrema
podamo s pomocja drugega odvoda.

Izrek 9.4.2 Naj bo f (vsaj) 2-krat odvedljiva na neki okolici tocke a in naj bo f'(a) = 0. Tedaj
velja:

(i) Ceje f"(a) <0, tedaj ima f v tocki a lokalni maksimum,

(ii) Ceje f"(a) >0, tedaj ima f v tocki a lokalni minimum.

Dokaz.

(i) Naj bo f'(a) =0 in f"(a) < 0. Zaradi f”(a) < 0 je po Izreku 9.4.1 funkcija f’ strogo
padajoca na neki okolici tocke a, kar pomeni, da obstaja & > 0 tak, da

f'(x) > f'(a)=0,Vx € (a—8,a) in

f'(x)< f'(a) =0,Vx € (a,a+9).

To pomeni, da je na §-okolici to¢ke a f’ na levi strani pozitiven, na desni pa negativen.
Sledi, da je f na intervalu (a — §,a) strogo naras¢ajoca, na (a,a + 6) pa strogo padajoca, kar
pomeni, da ima v a lokalni maksimum.

(i) Pokazemo podobno kot tocko (i).
[

Lahko se zgodi, da je v stacionarni tocki tudi drugi odvod enak ni¢. Tedaj je odgovor na to, ali
je v tej tocki ekstrem, odvisen od predznaka visjih odvodov, a se pri tem ne bomo spuscali v
podrobnosti.

m Zgled 9.11 Pois¢imo lokalne ekstreme funkcije f: R — R, f(x) = x*.
flx)=4x*=0 = x=0

f'(x) =128 = f"(0)=0.

S pomocjo Izreka 9.4.2 ne moremo odlociti ali je v tocki x = 0 ekstrem, Ceprav vemo, da je tam
lokalni minimum (glej Sliko 9.7).

Slika 9.7: Funkcija f(x) = x* ima v tocki 0 lokalni minimum.
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m Zgled 9.12 Poisc¢imo pozitivni Stevili, katerih vsota je enaka 100, njun produkt pa je najvecji
moZzZen.

Naj bosta iskani Stevili x in y. Tedaj iS¢emo lokalni maksimum funkcije

flx,y) =xy.

Ker je to funkcija dveh spremenljivk, moramo uporabiti znan pogoj x +y = 100, s ¢imer dobimo
funkcijo ene spremenljivke:
f(x) = x(100—x)

ff(x) = 100—2x=0
x = 50
y = 50.

Omenimo Se, kako iS§¢emo minimume in maksimume na zaprtih intervalih. Na odprtem

.....

tem primeru govorimo o globalnih ekstremih.

» Zgled 9.13 Poisc¢imo globalne ekstreme funkcije f : [0, 7] — R, f(x) = sinx + cosx.
f'(x) =cosx—sinx=0 = tanx=1=>x=7%
f"(x) = —sinx—cosx = f"(}) < 0= lokalni maksimum

fH=v2.

Vrednosti v robovih definicijskega obmocja sta

f0)=1 in f(m)=—1,

kar pomeni, da imamo v tocki 7 globalni minimum, v tocki § pa globalni maksimum (glej Sliko
9.8.

/4 T

Slika 9.8: Globalna ekstrema funkcije f(x) = sinx+ cosxna intervalu [0, 7].
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9.5 Konveksnost in konkavnost funkcije
Nadaljevali bomo v prejSnjem razdelku zaceto zgodbo o vplivu odvoda na lastnosti funkcije.

Za uvod v definicijo konveksnosti in konkavnosti funkcije si poglejmo primere grafov funkcij na

Sliki 9.9.

a) b)

Slika 9.9: a) Konveksna in b) konkavna funkcija.

Definicija 9.5.1 Funkcija f je konveksna na [a,b], Ce tangenta v poljubni toCki intervala lezi
pod grafom funkcije oziroma za vsak x € [a, b] velja

f(x) > f'(x0)(x —x0) + f(x0) , %0 € (a,b).

Funkcija f je konkavna na |a,b], Ce tangenta v poljubni tocki intervala lezi nad grafom
funkcije oziroma za vsak x € [a,b] velja

F(x) < f(x0)(x—x0) + f(x0), X0 € (a,b).

Ocitno velja, da je f konveksna natanko tedaj, ko je — f konkavna.

Izrek 9.5.1 Naj bo f definirana na [a,b].
(i) Ceje f"(x0) > 0 za vsak x € (a,b), tedaj je funkcija f na intervalu [a, b] konveksna.

(i) Ceje f"(xo) < 0 za vsak xo € (a,b), tedaj je funkcija f na intervalu [a, b] konkavna.

Dokaz.

(i) Ker je f"(x0) > 0 za vsak xo € (a,b), je f' (strogo) naras¢ajoca funkcija na (a,b). Izbe-
rimo toc¢ko xo na intervalu (a,b). Tedaj je y = f'(xo)(x — x0) + f(x0) enacba tangente na
graf funkcije f v toCki xo. Nadalje naj bo x poljubna tocka na (a,b), razlicna od xq. Po
Lagrangeovem Izreku 9.1.4 obstaja med tockama x in xq tocka x1, za katero velja

Fx) = f'(xr) (x = x0) + f (x0)

Ce je x > xg, je x; > xo in ker je f’ nara$€ajoca funkcija, je tudi f'(x;) > f'(xo). Zato velja

f'x) > f'(x) /- (x=x0) >0
fe)x=x0) > f'(x0)(x—x0) /+ f(x0)
o) (x—x0) +f(x0) > f'(x0)(x—x0)+f(x0)
fx) > y(x).
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Ce paje x < xo, je x1 < % in ker je /' narascajoca funkeija, je tudi f'(x) < f(x). Zato
i ) < fxo) /- (x—x0) <O
fa)(x=xo) > f'(x0)(x—xo) /+ f(xo)
) (x=xo)+ f(xo) > f'(x0)(x—x0)+ f(x0)
fx) > y).

(i) Dokazemo na analogen nacin kot tocko (i).

= Zgled 9.14 Preucimo konveksnost oziroma konkavnost funkcij f(x) = x* in g(x) = x*.

Izracunajmo drugi odvod obeh funkcij:
f'x) = 6x,
g'(x) = 12x%.

To pomeni, da je f za pozitivne vrednosti konveksna in za negativne konkavna, medtem ko je g
povsod konveksna (glej Sliko 9.10).

Slika 9.10: Grafa funkcij f(x) = x> (levo) in f(x) = x* (desno).

Definicija 9.5.2 Funkcija f ima v tocki ¢ prevoj, Ce obstaja taka okolica tocke ¢, da je f na eni
strani tocke ¢ konveksna, na drugi pa konkavna.

lzrek 9.5.2 Ce odvedljiva funkcija v stacionarni to¢ki nima lokalnega ekstrema, ima v njej
prevoj.

Dokaz. Naj obstaja tak § > 0, da je f konveksna na (¢ — 8,c¢). Ker je f'(c) =0, je tangenta na graf
funkcije f v tocki ¢ vzporedna z x 0sjo, in zato je f na (c — 0, ¢) nujno padajoca funkcija. Ker v
tocki ¢ ni lokalnega ekstrema, je f padajoca tudi na desni strani tocke c, tj. na intervalu (¢,c+ 0).
Ce je f tudina (c,c + &) konveksna, tangenta v tocki ¢ ne more biti vzporedna z x osjo, zatorej je f
na tem intervalu konkavna. [

Na Sliki 9.10 vidimo, da ima funkcija f(x) = x> v toc¢ki x = 0 prevoj.
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Graf funkcije

Verjetno bi se bili naravno vprasati, v ¢em je smisel risanja grafov funkcij "pes", ko imamo na voljo
precej programov, ki so sposobni Se precej veC. Prvi razlog je ta, da je za razumevanje razli¢nih
matematic¢nih pojmov koristno imeti vsaj priblizno predstavo o tem, kako izgleda graf funkcije in
zakaj je takSen kot je.

Drugi razlog je v tem, da tehnologiji ne gre slepo zaupati, saj nam ne da zmeraj natan¢nih
rezultatov. Za ilustracijo je na Sliki 9.11 (levo) narisan graf funkcije f(x) = /x, kot ga nariSe
program WolframAlpha, ki je del zelo mo¢nega ratunskega sistema Wolfram Mathematica. Program
uposteva za definicijsko obmocje samo pozitivne argumente, kar seveda ni pravilno. Na Sliki 9.11
(desno) je pravilno narisan graf te funkcije.

Slika 9.11: Graf funkcije f(x) = /x narisana z WolframAlpho (levo) in "pe§" (desno).

Pri risanju grafa funkcije upoStevamo naslednje:

e definicijsko obmocje in preverimo sodost/lihost ter periodi¢nost funkcije,

ni¢le funkcije in po potrebi nekaj tock na grafu funkcije,

asimptote funkcije in obnaSanje na robu definicijskega obmocja,

stacionarne tocke in lokalne ekstreme,

obmocja monotonosti in konveksnosti/konkavnosti funkcije.

Vse naveden pojme razen asimptot smo Ze omenili, zato na kratko poglejmo Se te. Asimptoto
na graf funkcije f lahko definiramo kot ¢rto ali krivuljo za katero velja, da je razlika med njo
in funkcijo manjSa, bodisi ko gre x proti neskon¢nosti, bodisi y, lahko pa tudi oba. Vertikalno
asimptoto imenujemo tudi pol.

Pn (x)
. Pm(x)
stopnje 7 in imenovalec polinom stopnje m. Ce je n < m, je asimptota funkcije f os x. V nasprotnem
Ze vemo, da lahko polinoma delimo

Najpreprosteje je iskati asimptote racionalne funkcije f(x) =

, kjer je Stevec polinom
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kjer sta g in r polinoma, pri Cemer je slednji stopnje kvecjemu m — 1. Limitiranje funkcije f bodisi
v pozitivni ali negativni del neskoncnosti pokaZe, da se graf funkcije f priblizuje grafu polinoma g,
saj gre kvocient polinomov r in p,, proti ni¢. Zato je asimptota polinom q.

3-8
m Zgled 9.15 Poiscimo asimptote funkcije f(x) = : T

x_
Ker je

3
X’ — 5 7
= — = 1] ——
fx) 1 - F Al

je asimptota kvadratna funkcija y(x) = x> +x + 1, vertikalna asimptota oziroma pol pa je dolocen z
x=1. "

Za funkcijo, ki ni racionalna, lahko pois¢emo na dokaj preprost nacin asimptoto, Ce je le-ta
premica. Asimptoto funkcije f, ki je oblike y = kx 4 n, dolo¢imo po formulah:

k= tim 7Y iy n=lim (f(x) —kx).

X—o0 X X—ro0

V primeru, ko gre x proti pozitivni neskoncnosti, govorimo o desni asimptoti, podobno, ¢e gledamo
limito v negativno neskonénost, dobimo levo asimptoto:

k= lim fx) in n= lim (f(x)—kx).

X——o X X—>—o0

Za k # 0 asimptoto imenujemo poSevna asimptota in za k = 0 govorimo o vodoravni asimptoti.

m Zgled 9.16 Skicirajmo graf funkcije f(x) = xe*.

Definicijsko obmocje je enako R, niclo ima v tocki x = 0. Desne asimptote ni, leva asimptota je os
x, kar izracunamo s pomocjo L’Hospitalovega pravila:

X

kK = lim = — lim e =0
X——o0 X X—r—0o0
— : X
n = xl_l)lllw(xe 0)
= Iim —
x——oco g~ X
= lim =0.

Nadalje sta prvi in drugi odvod enaka:
fix) = e'(x+1)
'x) = e“(x+2).

Lokalni minimum je tako v to¢ki (—1,—e™!), interval narai¢anja je [—1,c0), padanja (oo, —1],
konveksna je na (—2,0) in konkavna na (co, —2).
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Na Sliki 9.12 vidimo graf funkcije f(x) = xe*.

2 -1

Slika 9.12: Graf funkcije f(x) = xe”.

9.7 Uporaba v kemiji

V zelji, da osvojeno znanje pribliZamo bralcu, si bomo pogledali konkretni primer uporabe odvoda
v kemiji. Ta razdelek je zgolj informativne narave, z namenom da bi Studenti spoznali uporabno
vrednosti diferencialnega racuna.

Splosna plinska enacba opisuje obnasanje idealnega plina in se glasi
pV =nRT

pri Cemer je

pritisk,

prostornina,

temperatura,

splosna plinska konstanta,
mnoZina snovi.

S IN<T

O idealnem plinu govorimo, kadar zanemarimo velikost delceyv, ki ga sestavljajo in njihovo
medsebojno interakcijo. PosploSitev sploSne plinske enacbe, ki uposteva velikost delcev in njihovo
medsebojno interakcijo, je Van der Waalsova enacba stanja, ki jo je podal Johannes Diderik van der
Waals 1. 1873 in opisuje realne pline. Glasi se

nza

pri Cemer
a ... doloca interakcijo med delci,
b ... doloc¢a prostornino delcev v tekoCini.

Parametra a in b sta odvisna od snovi, ki jo opisujemo.

Vsak realni plin lahko uteko¢inimo. To doseZemo s stiskanjem in/ali ohlajanjem, odvisno od
posameznega plina. Za vsak plin obstaja temperatura, nad katero ga ne moremo utekociniti. To
temperaturo imenujemo kriticna temperatura in jo oznacujemo 7. Realni plin lahko utekoc¢inimo le
pod ali pri kriti¢ni temperaturi. Pritisk, ki ga za to potrebujemo, je kriticni pritisk p. in prostornina,
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ki ustreza T ter p., je kriticna prostornina V.. S skupno besedo T, p. in V. imenujemo kriticne
konstante.

Obstajajo plini, imenovani stalni plini, ki imajo kriti¢no temperaturo pod sobno temperaturo.
Ce jih Zelimo uteko&initi, moramo te pline ohladiti do temperature pod njihovo 7, kar pomeni
pod sobno temperaturo. To so na primer He, Hy, N, O3, Ne, Ar, ... Poznamo pa veliko snovi,
ki imajo 7, nad sobno temperaturo. Pri sobni temperaturi so te snovi v tekocem ali celo trdnem
agregatnem stanju. Recimo voda ima 7, pri 647,1K (standardna sobna temperatura je 298,2 K).
Vodo lahko utekocinimo pri poljubni temperaturi niZji od 7. = 647,1 K. Nad temperaturo vreli§¢a
vode, ki je 398,2 K, bi za ohranitev tekoCega stanja vode morali delovati s pritiskom, ki bi bil vi§ji
od normalnega zra¢nega pritiska.

Za opis stanja snovi velikokrat uporabljamo p —V diagram, kjer pritisk snovi p prikazemo kot
funkcijo prostornine V, pri ¢emer je temperatura konstantna. To krivuljo imenujemo izoterma (glej
Sliko 9.13).

14

Slika 9.13: p —V diagram.

Iz p —V diagrama je razvidno, da se plin utekoCini v prevoju izoterme pri 7, saj krivulja prehaja iz
konveksne v konkavno. Tocko prevoja imenujemo kriticna tocka in ustreza Kriticnim konstantam.
Racunsko to pomeni, da moramo poiskati prvi in drugi odvod funkcije p(V) in resiti enacbi
p(V) =0in p(V)" =0.

Izrazimo najprej p kot funkcijo spremenljivke V:

nRT an?

PVI=y v

Izracunamo oba odvoda, ju enac¢imo z 0 in resimo sistem enacb:

, —nRT 2an?
V) = = 0
Pv) V—nb) "V
2nRT 6an’
) = =0

(V—nb3 V4
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PomnoZimo prvo enacbo z

5 in obe sestejmo:

—-n
4an’® 6an* _ 0 / V3
V3(V—nb) V4 2an?
2 3
V—nb V
2V = 3V -—-3nb
V.=V = 3nb
Sedaj lahko izracunamo 7 in p,:
—nRT 2an’® _ 0
(3nb—nb)? ~ 27n3b3
RT 2a
4nb? 27nb3
8a
T.=T = .
¢ 27bR

Ker poznamo kriti¢no prostornino in temperaturo, lahko izracunamo $e kriticni pritisk:

Pc =

8a

R
"R an
3nb—nb  9n2b?

2

a
27b%°






Odvod funkcije

1. Po definiciji izracunaj odvode funkcij, ki so podane s predpisi:

@ fx) =,
(b) f(x)= \1/;6’)6 >0,
(d) f(x) =cosx.
Resitev. ( e ) , )
ron g (xR —xt L X+ 2hx+hT—xt L 2hx+ht
@ f1(x) = Jim =—— = im h = jm -
—11m(2x+h) = 11m2x+11mh 2x,
h—0 h—0
, . \/x+ Vxth—yx . Vx+h—x Vxt+h+yx o x+h—x |
(b) f (x):h = lim = lim . =
h—0 h Vxthdx b0 h VXF+h+/x
1 1
/Ho\/x+ +\/ \/+\/ 2\/x’
1 2 (x+h)?
© f'(x)= w3 fim PO B0 2B 20k
== TS0 R ho he(x+h)?  hs0x(x+h)?2
—2x . h . —2x  —2x 2

= lim | =1 — - _=
h—0 xz(x—kh) a0 x*(x+h)? 50 X(x+n)? x* X3

0s(x+ h) — cosx I cosxcosh —sinxsinh —cosx

)

(d) X) = lim = lim =
f () h—0 h h—0 h
. cosx(cosh—1)—sinxsink . cosx(cosh—1) . sinxsinh
= lim = lim —lim — =
h—0 h h—0 h h—0 h
. cosh—1 . . sinh . (cos? —sin® 1) — (cos? 2 +sin* %)
=cosxlim ——— —sinxlim — =cosxlim —sinx =
h—0 h h—0 h h—0 h
. —2sin®2 o . . .
=cosx lim ————— —sinx = —cosx lim sin = — sinx = —cosx-0 — sinx = — sinux.
h—0 2. 5 h—0
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2. IzraCunaj odvode funkcij, ki so podane eksplicitno:

() f(x )_x‘3+2x2+x+4
1
(b) f(x)= )7 =+ MER
©) f(x)= \/x2+x
@ fx)= <2x2 +Vax+1 ) , kjer je n € N poljuben,
(e) f(x)=1In(logsx),
() flx)=xe™,
(8) fx) =x2"72,
(h) f(x) =In(cosx)sin2x,
(i) f(x) = | tan(ax)+ 5 (ax)) , kjer sta a,n € N poljubna
_ arctanx
0 f(x) = arcsin(x?)
hx+ e
() flx) = <2
h
M flx)=x" o

mnﬂnz@mﬁ¥

Resitev. Pri odvajanju bomo uporabljali Ze znane odvode elementarnih funkcij in lastnosti odvoda
(odvod vsote, odvod razlike, odvod produkta, odvod kvocienta in verizno pravilo).

@ /()= (3+224x+4) = 13x2 4411,
oo 1y
(b) f'(x) = <x+6x7+x13) = (e T ) = 2 mao t o3 M=

1 1 1
1 ’ 1
c x2—|—x) = (P +x) = -(2x4+1),
© fx x2+x ( ) 2vVx2 4 x ( )

-
@ f(x) ((2xz+m

\_/
v
:
N
N

-1 1
2x%+<‘/4x+1)" )-(2x3+(4x+1)i) -

1 1
"(x) = (In(1 = . I . i
© /() = (nflogs ) = - -(logs2/ = - e
(f) f’(x) _ (x363x) _ (x3)/ €3X—|—x3- (eSx)’:3x2€3x+x363x (3x)’:3x263x—|—3x3 3x
I
(g) f )C) (xzx +2) ( )/.2x2+2 +x- (2x2+2> — X 242 4 x2* +2_1n2. (x +2) _

— (142:1n2.2%) 2772,
(h) f'(x) = (In(cosx)sin2x)" = (In(cosx))"- sin2x + In(cosx) - (sin2x)" =

1
—— - (cosx)-sin2x + In(cosx) - cos 2x - (2x)' = — oY sin2x + 21In(cosx) cos 2x,
cosx cosx

(i f’(x)( ((tan(aﬂ 1+ COSIMI )() (ta“((“x)(+ C);)/Séax))nl ' (tan(ax) * Cos}ax))/ -
cos(ax
tan(ax) coS( cos?(ax)  cos?(ax) B
- (tan ax) cos}ax > <0082 (ax) " Z;I;EZ;?) -
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- arctanx \'  (arctanx)-arcsin(x?) —arctanx- (arcsin(xz))/

O Sl = (arcsin(xz)) B (arcsin(x?))? -
- 7 -arcsin(x?) —arctanx- \/1i7
B (arcsin(x2))? |

® f) = (coshx+ex)' _ (coshx + €*)"- (—sinhx) — (coshx + €*) - (—sinhx)’ _

—sinhx sinh?x

_ (sinhx+e¢*) - (—sinhx) — (coshx +¢€*) - (—coshx)
B sinh? x B

B cosh? x — sinh? x — (sinhx — coshx) €*

b}

sinh? x

(1) f/(x) — ()(r)/ _ (elnxx)/ _ (exlnx>/ _ xlnx_(xlnx)/ =x*. (1HX+X' i) =x'. (lnx_’_l)’

(m) f/(x) _ ((Sinx)lnx)/ _ (eln(sinx)lnx>/ _ (elnx.ln(sinx))/ _ (elnx-ln(sinx)) (Inx- ln(sinx))/ _

1 In(si
= (sinx)"™*- < -In(sinx) +Inx- COSX) = (sinx)™* . n(sinx)
x

sinx

+Inx- cotx> .

3. Izracunaj odvode implicitno podanih funkcij:
(@) x> +2xy+5=0,
(b) (x+xy)y* =0,
(c) arctan 21 =Inx+ 5y,

(d) sin <1> = cos (xe”),
Xy
(e) ¥ =y".

Resitev. V vseh primerih y predstavlja y(x). V prvem primeru bomo preverili, da je odvod implicitno
podane funkcije enak odvodu eksplicitno podane funkcije.
(a) Odvod implicitno podane funkcije X+ 2xy+5=0je

2x+2y+2xy = 0.

Ce funkcijo izrazimo eksplicitno, dobimo

od koder sledi

;=22 +10  —x*+5
YT T T T

Preverimo, da smo res v obeh primerih dobili enako. Ce iz 2x+ 2y + 2xy’ = 0 izrazimo y' in
upostevamo y, dobimo

B i [ N
= 2x 42 2x2

Opazimo, da se odvoda res ujemata.
®) (1+y+x/)y* + (x+xy)- (20) =0,

1 -2\ 1
© 2.<y42y>x+5y’,
e (5)

(d) cos (xly> . (y(;;)gl) = —sin (xe) - (ey+xey -y’),
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(e) lzraz x’ = y* pretvorimo v ¢’'™* = ¢ in sedaj odvajamo

/
elnx. (y’lnx+ %) = . (lny+ x;z)

/
X (y’lnx—l— X) =y (lny—i— xy) .
X y
|
4. Izratunaj n-ti odvod funkcije £, ki je podana s predpisom f(x) = x*e*.
Resitev. To nalogo bomo resili na naslednji nacin: najprej bomo s pomocjo veckratnega odvajanja
prisli do teze, zapisali to tezo in jo nato dokazali s pomoc¢jo matemati¢ne indukcije.

f(x) = x%f

flx) = x%° + 2xe

f'x) = x* 4+ dxe* +  2eF
fOx) = x2 + 6xe* +  66°
) = x4+ 8xe* 4+ 126
Ox) = P + 10xe® + 20e"

Na podlagi teh odvodov predpostavimo formulo (glej koeficiente pred ¢leni v odvodih)
M (x) = X2 + 2nxe* +n(n—1)e*
in sedaj dokaZimo, da ta formula velja za vsa naravna $tevila. Za n = 1 to trivialno velja. Za izbran
n € N predpostavimo indukcijsko predpostavko £ (x) = x*¢* + 2nxe* +n(n — 1)e*, in dokazimo, da
velja tudi
F (x) = e +2(n+ 1)xe* + (n+ )ne*.
Dokazali bomo tako, da bomo odvajali £ (x).
!
(f(") (x)) = x%e" +2xe" + 2nxe* +2ne* +n(n—1)e*
=x2¢" + (2n+2)xe* + (n* +2n—n)e*
=x?e" +2(n+ 1)xe* + (n+ 1)ne”.

S tem je formula dokazana. |
5. Izracunaj n-ti odvod funkcije £, ki je podana s predpisom f(x) = )%.
Resitev. Najprej pois¢imo taksni realni Stevili A in B, da bo veljalo
x+1 A n B
x2—4 x-2 x42
1z tega posledi¢no dobimo sistem dveh enacb z dvema neznankama
A+B=1
2A—-2B=1
Iz tega sledi, daje A = % inB= %. Torej bomo v nadaljevanju odvajali
3 1
T0=36=2 Ta+2)
Odvajajmo
700 : + :
X =
4r—2) 4(rt2)
3-(-1) -1
! —
Fe) = 4(x—282 + A(x+2)?
3 (=) (=2) (-1)-(=2)
1 _
F1) 4(x—2) + A(x+2)3
() 3-(=)-(=2)(=3) | (=D (=2)(=3)
4(x—2)* 4(x+2)%
3-(=1)"n! (=1)"-n!
(n) = - 7
f(x) 4(x_2)n+1 + 4(x+2)n+1'



211

S pomocjo matemati¢ne indukcije dokaZimo, da formula res velja. Naredimo zgolj indukcijski korak

R e

/N
-\
G
—~
=
S~—
N——
I

_ (=1)"n!-(=(n+1)) (=1)"-n!-(=(n+1))
4(x—2)m+2 4(x+2)n+2

7 3. (=1)"(n41)! (=)™ (n4-1)!

- 42y T TGy

Geometrijski pomen odvoda

1. Dolo¢i ena¢bo tangente na graf funkcije f, ki je podana s predpisom f(x) = In(x? +4x+ 1),
v tocki 7(0,y).
Regitev. Smerni koeficient tangente na graf funkcije v x = 0 je enak f7(0). Odvod funkcije f je enak

2x+4
CRFrwrey
in zato je f7(0) = k; = 4. Ker graf poteka skozi tocko (0, £(0)) = (0,0), dobimo enacbo tangente
y =4x.
|
2. Zapisi enacbo tangente na graf funkcije f, ki je podana s predpisom f(x) = x> —x+ 1, ki je

Regsitev. Tangente na graf funkcije f so vzporedne z y, ko je f'(x) = 2. Tako dobimo enacbo

32 —1=2,
iz katere sledita resitvi x; = —1 in x, = 1. Posledi¢no dobimo tocki (—1,f(—1)) = (—1,1) in
(1,£(1)) = (1,1). Sedaj pois¢imo enacbo tangente na graf funkcije f v tocki (—1,1). Smerni
koeficient tangente je 2 in zato dobimo enacbo

1=2-(=1)+n.

Tako dobimo enacbo tangente na graf funkcije f v tocki (—1, 1), ki je enaka

y=2x+3.
Podobno dobimo enacbo tangente na graf funkcije f v to¢ki (1, 1), ki je enaka

y=2x—1.

Smerni koeficient normale na graf funkcije je k, = —%, kjer je k; smerni koeficient tangente na graf
funkcije. Tako imamo v naSem primeru

1

in enacba normale na graf funkcije f skozi (—1,1) je enaka

1 n 1
=——x+=.
YT
Podobno poi§¢emo normalo v (1, 1) in dobimo
1 N 3
=—-x+=.
YT
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3. Poisci vse toCke, v katerih je smerni koeficient normale na graf funkcije f, f(x) = x — cosx,

enak —1.
Resitev. Odvod funkcije f je f'(x) = 1 +sinx. Ce upostevamo zvezo med smernim koeficientom
tangente in normale, dobimo, da je potrebno poiskati tiste x € R, za katere velja

1

1+sinx
oziroma
sinx = 0.
Resitev je tako mnoZica tock {(kn, kn—(—1) | ke Z} . ]

sinx
1—cosx?

Zapisi enaCbo vseh tangent na graf funkcije f, f(x) = ki so vzporedne s premico z
enacbo x+2y+3 =0.

Resitev. Najprej implicitno obliko enacbo premice x + 2y + 3 = 0 preoblikujemo v eksplicitno obliko

y= —%x — % Tako i§¢emo tiste x € R, za katere velja
1 1
cosx—1 2
oziroma
cosx = —1.

Resitev tega je mnoZica {w + 2kn | k € Z}. Ker so vse funkcijske vrednosti mnozice {7 +2km | k € Z}
enake 0, dobimo Stevno enacb

1
0= —5(754—2]{717) +n, kjer je k € Z.
Tako za vsak k € Z dobimo tangento
1 1
ytk = 75)6'4’ E(ﬂ.’+2k7‘[)

|
Za katere vrednosti a € R je premica z enacbo 2x +y = 0 vzporedna tangenti grafa funkcije
s
f(X) - a('x_ 2)27
v tocki (3,)?
Regitev. Tangenta na graf funkcije bo vzporedna s premico 2x+y = 0, ko bo f’ (%) = —-2. Ko
odvajamo in vstavimo vrednosti, dobimo

3
2a( > —2) =-2.

Izrazimo a in dobimo, da je a = 2, kar pomeni, da je f(x) = 2(x —2)?. |
Funkciji f, f(x) = ax* — 9a, dolo¢i parameter a tako, da bosta tangenti na graf funkcije f v
Resitev. Funkcija f (ne glede na vrednost a) seka abscisno os v xo = —3 in x; = 3. Ker morata biti
tangenti pravokotni, dobimo

1
6a=—
“ 6a

(odvod funkcije f je enak f'(x) = 2ax). Tako dobimo, daje aj = —1 ina, = . |

Funkcija f je podana s predpisom f(x) = x> — 6x> 4 10x — 4. V katerih to¢kah tangenta na
graf funkcije f oklepa z abscisno osjo kot F?
Regsitev. Upostevamo, da je f/(x) = tan @. V naSemo primeru dobimo enatbo

T
32— 12x+10 = tan (Z)'

Ta kvadratna enacba ima resitvi x; = 1 in x, = 3 ter tako dobimo tocki (1,1) in (3,—1). |
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8. Funkciji f in g sta podani s predpisoma f(x) = x*+ Jx+ 1 in g(x) = 2x+ sinx + 1. Preveri,
da se funkciji f in g sekata v xyp = 0 in nato izracunaj kot med grafoma funkcij v tocki
T(.X(),y) .

Resitev. Funkciji se sekata v xo =0, saj je f(0) = g(0) = 1. Kot med grafoma funkcij izratunamo

1kJ2r;1kklz ‘, kjer je ¢ kot med grafoma funkcij, k| in k, pa sta smerna koeficienta

s formulo tan ¢ =

tangent na graf funkcij v neki tocki. V nasem primeru k; = f'(0) = § in k» = g(0) = 3. Tako dobimo

1
1.3

tan @ =
v 1+1-3

in zato je ¢ = 1. |

9. Naj bo a realno tevilo in f, g : R — R funkciji, ki sta podani s predpisoma f(x) = x> —7x+6
ing(x)=(x—1)(x*+ax—2).

(a) Za katere vrednosti parametra a se grafa funkcij f in g v tocki (1,0) sekata pod kotom

T9
7
(b) Za katere vrednosti xo € R tangenta na graf funkcije f v to¢ki (xo, f(xo)) poteka skozi
tocko (0,2)?
Resitev.
(a) Vidimo, da se f in g res sekata v (1,0). Naj bo k; = f/(1) in k; = g'(1). Ce Zelimo, da se grafa
ky —k
funkcij sekata v tocki (1,0) pod kotom Z, potem mora veljati I j—k kl = 1. V naSem primeru
1k2
dobimo
a—1+5 | |
1-5@—1)]

[S119))

Ko resimo to enacbo, dobimo resitvi a; = % ina) =
(b) Uporabili bomo naslednjo obliko enacbe premice

y—yo = k(x—xo),

kjer je k smerni koeficient premice in (xg,yo) tocka, skozi katero poteka premica.
Smerni koeficient tangente na graf funkcije f v tocki (xg,y0) je f'(x0) = 2xo — 7. Ker vemo, da
poteka tangenta na graf funkcije f skozi (0,2) in (xg,yo), dobimo

2—y0=(2x0—7)(0—xo).
Upostevajmo, da je yo = f(xp) in tako dobimo

2—x(%—|—7x0—6 = —2x(2)+7x0.

Nicli te kvadratne enacbe sta xo, = —2 in xo, = 2, kar je tudi koncna reSitev naSe naloge.
|
10. Za poljubni realni Stevili a in b je funkcija f,;, : R — R podana s predpisom
sinx
X) = - .
Jab(x) 24-asinx+bcosx

Med vsemi funkcija f,,, poi¢i tisto, ki bo imela lokalni ekstrem v tocki (%,v/3).

Regitev. Dovolj je poiskati realna parametra a in b. Ker tocka (%,/3) leZi na grafu funkcije, dobimo
prvo enacbo

V3 73
2

—_— 3.

V3 1
Kerjev (5, V/3) tudi lokalni ekstrem f; 5, je potrebno odvajati f, 5
7. cosx(2 +asinx+ bcosx) — sinx(acosx — bsinx) 2cosx+b
x) = = .
ab (2 +asinx+ bcosx)? (2 +asinx+ bcosx)?

Iz pogoja f;h(g) =0 dobimo 1+ b = 0. Iskani resitvi staa = — =% b= —1. |

S
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11. Ali obstajajo tocke krivulji ., ki je podana z enacbo x> 4 y3 = 3xy, v katerih je tangenta
vzporedna z abscisno osjo oziroma z ordinatno osjo? Ce obstajajo, jih poisci.
Resitev. Pomagali si bomo z odvodom implicitno podane funkcije.
3x% + 3y2y/ =3y+3xy

/7y*x2

Y=

Za tocke v katerih je tangenta vzporedna z abscisno osjo velja pogoj y = x, za to¢ke v katerih pa je

tangenta vzporedna z ordinatno osjo pa velja pogoj x = y*. Bralec lahko sedaj sam poice te tocke. Il

Uporaba odvoda

1. S pomocjo diferenciala izraunaj priblizne vrednosti

(a) V16,16,

(b) In(1,25),

(©) tan(%).
Resitev. V vseh primerih bomo uporabili formulo f(a+h) = f(a) + f'(a)h. Cilj je prepoznati a, h
in f.

(@) a=16,h=0,161in f(x) = /x,

1
V16,16 =164+ ——-0,16 = 4,02.
216
(b) a=1,h=0,25, f(x) = Inx,
1
In(1,25) =In(1)+ 1 -0,25=0,25.
(c) V tem primeru bomo rezultat izrazili s pomocjo Stevila 7.

a=1%1,h=—1g, f(x) =tanx,

2. S pomocjo diferenciala dokazi, daza 0 < € < &W’ velja
! e
V1+e 2

Regsitev. Sklicali se bomo na formulo f(a+h) = f(a) + f'(a)h. V tem primeru jea =0, h = € in

flx)= ﬁ Ko odvajamo funkcijo f, dobimo f’(x) = -3 m Izratunane podatke vstavimo v

formulo in dobimo
1 . 1 1 c
Vite V140 2,/(1+0)3

i
>

3. S pomocjo diferenciala dokazi, da za y,z € R, |z| < |y|, velja

3/1,3 - 2z
VY +z—y—|—3y2.

Resitev. ReSujemo podobno kot v nalogi 2. V tem primeru je a =y, h =z, f(x) = J/xin f'(x) = T
X
Uporabimo formulo in dobimo

1 Z
3/y3 = 3/y3 7= —
VY +z=+VYy +33ﬁy6 z y+3y2.
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4. S pomocjo Lagrangeovega izreka dokazi, da ima enacba ¢* = x+ 1 eno samo resitev.
Resitev. Opazimo, da je x = 0 reSitev navedene enacbe. Dokazali bomo, da je edina.
Najbot>0in f:[0,] — R, ki je podana s predpisom f(x) = ¢* —x — 1. Upostevajmo Lagrangeov
izrek za f: obstaja ¢ € (0,t), za katerega velja

(€ —t—1)—("—0—1)= (¢ —1)(t —0).

1z tega dobimo enacbo
e —1=te.

Ker je po predpostavki e* = x + 1, upoStevamo to pri prej$nji enacbi in dobimo

t=te.
Ta enakost velja le v primeru, ko je t = 0 — protislovje (predposavili smo, da je ¢ > 0).
V primeru, ko je t < 0 dokaZemo podobno. |
5. Dokazi neenakosti

(@) In(x+1) <x,zaxeRT,

(b) 1+x< et zaxeR,

(c) sinx<x,zaxec RT.

Resitev.

(a) Najbo f(x) =x—In(x+ 1). Opazimo, da je f(x) = 0, ko je x = 0. Nadalje, odvod te funkcije
jeflx)=1- )ﬁ%l Ker je f'(x) > 0 za vsak x € R, je f strogo nara¥¢ajoca (nima lokalnega
ekstrema) in posledi¢no neenakost res velja.

(b) Naj bo f(x) =e' —x— 1. Opazimo, da je f(x) =0, ko je x = 0. Za vsak x € RT je f'(x) =
¢* —1 > 0 in zato neenakost velja (glej primer (a)). Podobno za negativne vrednosti. Natancneje,
za vsak x, kjer jex € R, je f’(x) = ¢* — 1 < 0 kar pomeni, da je f na tem obmocju padajoca,
torej je x + 1 < ¢*. Torej neenakost velja za vsak x € R.

(c) Trivialno je res, da je sinx < x za x > %, saj je sinx < 1 za vsak x € R, zato preverimo neenakost
samoza 0 <x < Z.

Naj bo f(x) = x —sinx. Vidimo, da je f(x) =0, ko je x = 0. Ker je f/(x) =1 —cosx >0 za
vsak x € (0,7%), zato neenakost res velja (glej primer (a)). .
6. DokaZi enakosti -
(a) arcsinx4-arccosx = 528 vsak x € [—1,1],

T
(b) arctanx+ arccotx = 528 vsak x € [—1,1].

Resitev. V tej nalogi bomo uporabili posledico Lagrangeovega izreka (lahko pa med drugim nanjo
gledamo kot na posledico Rolleovega izreka). Ta pravi, Ce je f : [a,b] — R zvezna funkcija, ki
je odvedljiva na (a,b) in zanjo velja f'(x) = 0, za vsak x € (a,b), potem je f konstantna funkcija
(razmisli).
(a) Najprej vpeljimo funkcijo f: [—1,1] — R, f(x) = arcsinx + arccoszx, in jo odvajajmo.
f'(x) = (arcsinx + arccosx)’ = ! + L
V=2 V1=
Seveda to res zadoSCa posledici Lagrangeovega izreka. Do konstante % pridemo tako, da
izratunamo f(—1).
(b) Podobno kot v (a) primeru: vpeljemo funkcijo f: [—1,1] — R, f(x) = arctanx + arccotx, in jo
odvajamo. Dobimo

1 -1
f'(x) = (arctanx + arccotx)’ = e + e

Vidmo, da je odvod enak 0. Do konstante 7 pridemo tako, da izracunamo f(—1).
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7. Naj bo [a,b] poljuben interval na realni osi in naj bo f : [a,b] — R funkcija, ki je podana s
predpisom f(x) = 2x> — x. DokaZi, da $tevilo ¢, ki nastopa v Lagrangeovi formuli f(b) —
f(a) = f'(c)(b— a), aritmeti¢na sredina od a in b.

Resitev. Izra¢unamo odvod funkcije f, f'(x) = 4x — 1, in izrazimo c iz enacbe
20 —b—2a*+a= (4c—1)(b—a).
Dobimo, da je ¢ = # [ |

8. S pomocjo L’Hospitalovega pravila izracunaj naslednje limite

(a) limx?Inx,
x—0

X X

(b) lim s
x—0 X

(c) limxcot(2x),
x—0

o i
(d) lim Xi 2811'1)(?’
x—0 X

©) 1in}r(i_ i )

x—Z \cotx 2cosx
In(sinx)

(f) lim

I (T—2x)%"
n (x+1 )
3 X
(® lim 7y (=1)’
)

(h) limx2e™™,

X—ro0
(1) lim x"e™™, kjer je n € N poljuben,

X—roo

G) 1imxzex%.

x—0
Regitev. X )
1 ! -
(a) limx?Inx = lim DY LH i = =lim o,
x—0 x—0 =z x—0 ;7 x—=0 —2
32 p 3*In3 —2%In2 3
(b) lim LH i 20 B m3—m2=n(2),
x—0 X x—0 1 2
. . xcos(2x) pm .. cos(2x) —2xsin(2x) 1-0 1
1 t(2x) =1 = — —
© e (2x) x50 sin(2x) x50 2cos(2x) 2 2
. oxet—sinx g .. e +xef—cosx g .. 2¢*+xef+sinx 2+0+0
(d lim ——— "= lim————— = lim = =1,
x—0 X x—0 2x x—0
. X T . xsinx T . 2xsinx— 7\ /H
(e) lim (— — ) = lim — =lm|——— | =
x—Z \cotx 2cosx x—ZE\ cosx  2cosx x—Z 2cosx
I'H .. 2sinx+2xcosx 2-—0
= lim - = =-1,
x—E —2sinx -2
. In(sinx) g . o . cosx U'H
1 [ S 1 Sinx — 1 plly
Ol 2 — M 20~ ™ asinx(n—29)
LUH .. —sinx -1 1

3% —dcosx(m—2x)+8sinx  0+8 8

ll’l<@) L'H é ;721 L x—1 L 1
(g) lim L~ = lim - =1lim [ —*L | = lim ( — = lim(|(—-)=-1,
x— |n (x;l) x> L1 X0 1 fouren x+1 frarest 1

=1 52 x—1
2
. _2 . X° I'H .. 2x .
(h) limx?e™ = lim — = lim = lim — =0,
X—o0 X—00 pX X—ro0 2xeix X—yoo pX 5
n - n—
o _ o X'pe . onx"pg . nmn—1)x""" UH . n!
(i) limx'e ™ =lim — = lim —— = hm¥ =...= lim—=0,
X—po0 x—roo @X x—oo X X—»o0 er x—roo X
1 1 _
oo L e [y 2% 1 . .. .
() limx“es =lim —— = lim 5— = lime+* = co oziroma limita ne obstaja.
x—0 x—0 = x—0 % x—0
X X
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9. S pomocjo L’ Hospitalovega pravila in lastnosti zveznih funkcij izraCunaj naslednje limite
@ lim (&~ 1)s,
X—ro0

(b) lim(Inx)' ™,
x—1

Resitev. V tej nalogi bomo uporabili naslednji izrek iz prvega poglavja: Ce je g zvezna funkcija v
tocki @ in f zvezna funkcija v tocki g(a), tedaj je

lim f (g(x)) = f (;gg(X)) :
(a) Ozna&imo L = lim (x* — 1)% Izralunajmo lim In(x? — 1)%
X—roo X—ro0

2x

In(x>—1) 2 2
lim In(x* — 1)7 = lim LGl 2 s T = im = =0
X—>o00 X—>00 X X—>00 X—o0 x4 — X—yo0 DX
Uporabimo izrek in dobimo InL = 0. Sledi L = 1.
(b) Ozna¢imo L = lim(Inx)' ™,
x—1
, lx _ 1 x _ - In(lnx) gr
limIn(lnx) ™ = limIn(lnx) ™ = lim(1 — x) In(Inx) = lim = lim - =
x—1 x—1 x—1 =1 —— x—1
1—x (1—x)2
1—x)? —2(1— —2(1—
i S 22020 220209
x—=1 xlnx x—=1 Inx+3 x—=1 Inx+1
Dobimo, da je InL = 0 ter posledi¢no je L = 1.
1 x
(¢) Oznacimo L = lim ( +x> .
=0\ 1—x
1 1 2
1 ¥ In (122 T " (102 2
timin (55" g 2O e BT =2
x—0 1—x x—0 X x—0 1 x—01—x2
Dobimo, da je InL = 2 in zato je L = ¢°.
1
1 2
d) Oznacimo L = li .
(d) Oznacimo Xgr(l) ( 1 +x2>
1 1 2 —2
. 1 2 ln<1+x2> v, (1HX): (1+x)2()2 .1
limln ( —— =lim————*~ =lim———— =lim— 5 = —
x—0 14+x2 x—0 x2 x—0 2x x—0 1 4x2

Dobimo, da je InL = —1 ter posledi¢no je L = ¢!

1
L\ x
I+x)x \°
(e) Oznacimo L = lim <( %) ) .

x—0 e
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N In (<l+x))lc) 1
AN e In(1 x—1 In(1 -
lim1n<( *) > — lim _ fyp PAA0Y —ne Ing +2x) ==
x—0 e x—0 X x—0 X x—0 X
1 1 =1 2 1
UH.,. Tfx LYLUH,. (+x)
= lim —=— = lim—X = ——
x50 2x 50 2 2
Dobimo, da je InL = —% ter posledic¢no je L = ﬁ
1
2(x—1) 1 =T
(f) Oznagimo L= lim [ *———*—1)
x—1 2x—1

=lim—M% =
x—1 2x—1 x—1 x—1

1 2(0—1) 4y
. 21 +x—1 -l In (e ijx 1)
limlh| ————

In (ew”) - 1) ~In(2x—1),

!/
. H
= lim =
x—1 x—1
22D 2
L'H lim L e 1
x—1 1

Dobimo, daje InL = 1inzao je L =e.
|
10. Razvij funkcijo f, ki je podana s predpisom f(x) = In(x+ 1)sinx, v Taylorjev polinom v
okolici tocke x = 0 do ¢lenov 3. reda.
Resitev. V naSem primeru je potrebno funkcijo f odvajati do tretjega reda

fllx)y = jli)i.+ln(x+1)c0sx
ffx) = B B el In(x+ 1) sinx

(x+12 " “x+1
sinx COSX sinx

/11 — 2 _ _ _ 1 1
S = 2 G ey e eos
Vstavimo ustrezne vrednosti v Taylorjevo formulo in dobimo
3
@) =2 =5 +r(),
kjer je r(x) nek ostanek 4. reda. |

11. Razvij funkcijo f: [-F, 7] = R, ki je podana s predpisom f(x) = sin?x, v Taylorjev polinom
v okolici tocke x = 0 do €lenov 5. reda in oceni napako.
Resitev. Ko zaporedoma odvajamo f, dobimo

fi(x) = 2sinxcosx=sin2x
f"(x) = 2cos2x

f(x) = —4sin2x

f@(x) = —8cos2x

fO(x) = 16sin2x

fOx) = 32cos2x.

Vstavimo ustrezne vrednosti v Taylorjevo formulo in dobimo
4
X

F) =2 =5 4 r().

Ocenimo $e 7(x) na intervalu [— 7, F].
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32
~ 720

|r(x)—’320068!(2€) 22 |cos(28)] - |x6\<%cos(0)-(§)6<o,on.

|
12. Razvij funkcijo f: [$5,13] — R, ki je podana s predpisom f (x) =’ Inx, v Taylorjev polinom
v nicli funkcije f do ¢lenov 4. reda ter oceni napako.
Resitev. Razvili bomo Taylorjev polinom do ¢lenov 4. reda za x = 1. IzraCunajmo odvode.

fllx) = 3x%Inx+x?
f(x) = 6xlnx+5x
f"(x) = 6lnx+11
6
“u>= -
X
6
Ol = 2
Vstavimo vrednosti v Taylorjevo formulo in dobimo
5 , 1 5 1 4
) =x-1)+ E(x— )"+ Z(x— 1)+ Z(x— )" +r(x).

imo § ; 9 12
Ocenimo $e napako r(x) na intervalu |15, 1]
6

2
57 =

1 5 5
1P < ﬁm 2% < 0,00002.
208 20 (%)

|
13. Razvij funkcijo f, ki je podana s predpisom f(x) = xe ", v Taylorjevo vrsto okolici tocke
x = 0 in pois¢i njeno konvergencno obmocje.
Resitev. Ker je potrebno funkcijo f razviti v Taylorjevo vrsto, izracunajmo n-ti odvod funkcije f.

fllx) = e —xe

ffx) = —2e*+xe ™

f(x) = 3eF—xe*

fO(x) = —de*fxe®

FO@) = (1) e (<1,

Zgornjo formulo lahko dokazeno s pomoc¢jo matemati¢ne indukcije. Na podlagi odvodov zapi§imo
Taylorjevo vrsto

f() 2_|_13+ _|_( l)nfl 1 i nlxn
X)=x—x"+-x+...+(—
2 (n— 1) = (n-1)
Pred obravnavo r(x) dolo¢imo konvergencno obmodje Taylorjeve vrste.
(—1')”
im | = | = Jim |2 =0
(n—1)!
Iz tega sledi, da vrsta konvergira za vsak x € R. Preverimo Se r(x).
1) — 1) —& n+1 xﬂ+1
fim | {ED =SV ] g o2 (X ¢ [\ o
n—oo (n+1)! n—oo n! (n+1)!
Torej za vsak x € R lahko f zapiSemo v Taylorjevo vrsto
1 1 = (—1)
2 3 n—1 n
=x— = (=1 =) .
f) =x=x ot (G ; n—1)!
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14. Razvij funkcijo f, ki je podana s predpisom f(x) = Inx, v Taylorjevo vrsto v okolici tocke
x = 1 in pois¢i njeno konvergencno obmocje.
Resitev. Najprej pois¢imo n-ti odvod funkcije f.

1
flx) = p
1
f'x) = 2
2
o= 5
M = -5
(n) — ”71(71—1)!
L O
Na podlagi odvodov zapisimo Taylorjevo vrsto
O e DN C et O MU Gt Ol Gt Vi

B i (_1)1171 (x_ l)n
n=1
Pred obravnavo r(x), dolo¢imo konvergen¢no obmocje Taylorjeve vrste.
(="

n+1

SN

n

n—oo

lim
n—yo0

n+1 ’ -
Posledi¢no dobimo neenakost
x—1] <1

in zato 0 < x < 2. S pomocjo Leibnizovega kriterija preverimo, da vrsta konvergira tudi pri x = 2.
Obravnavajmo $e r(x). Torej dokazimo, da velja

(1) g
lim 7'1’:“@71)”+1 =0
n—o| (n+1)!
v okolici x = 1. Tako imamo
(71)" ”!1 1 -1 n+1
: &t 1\t g (x )
;}E}c}o (n+1)! (x=1) _r}l—rgo n+1 Entl
1 x—1 n+1
= lim —_— .
n—eo | n+ 1 g

Izraza 1 <x < 2in 1 < & < x preoblikujemo v0 <x—1 < 1in 1 < £ in zato je )%1 < 1. Posledi¢no

dobimo
1 x—1 n+1
i n+1< £ )

n—oo

Za 0 < x < 1 bomo uporabili

(n+1)
f " (é)(x_a)n(x_ )n

r(x) = .

(ena od oblik zapisa ostanka). V nasem primeru dobimo

- )
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KerjeO<x<<§<1je0<1—%<1jetako

g (-3) pm(g)

Torej smo dokazali, da za vsak 0 < x < 2 lahko f zapiSemo v Taylorjevo vrsto, ki je oblike

X72 X73 7n—1x7n oo nlxin

n=1

|
15. S pomocjo znanih Taylorjevih vrst razvij funkcije v Taylorjevo vrsto v okolici tocke a. V
vseh primerih dolo¢i tudi konvergencno obmodje.
(@) f(x)=xe",a=0,
(b) f(x)=xe*,a=0,

1
(C) f(X): l‘ii.x7a_0’
(d) f(x):_izx,az(),
@ f(x)= ,a=1,
® flx)= lnx a= l,
X
(© /()= (2 ea=t.
(h) f(x) = (*+1)sinx,a=0,
Regitev. N
(a) V tem primeru si bomo pomagali z dejstvom ¢* = ;:—r:
n=0"""
. o oo xn+1
f(x)=xe :xngbaznzo _

Ker Taylorjeva vrsta za eksponentno funkcijo konvergira za vsak x € R, tudi izracCunana vrsta
konvergira za vsak x € R.
(b) Resili bomo podobno kot v prej$njem primeru

) nxn+1
fx)=xe* =

Tudi v tem primeru vrsta konvergira vsak x € R.

=Y ¥ zavsakx e (—1,1).
n=0

1 1

fx) = Fx 1— () anb(—x)"-

(c) Pomagali si bomo s formulo

Opazimo, da vrsta konvergira za vsak x € (—1,1).
(d) Racunamo podobno kot prejSnjem primeru

1 1 =
1—2x 1-(2x) Y (20"

n=0

flx)=

V tem primeru vrsta kovergira za vsak x € (— 1, 3).
(e) Ponovno si bomo pomagali z geometrijsko vrsto.

F) = 2x1x2 B 1—()61—1)2 - i((x— )" = i(x_l)zn

Ta vrsta konvergira za vsak x € (0,2).
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n+

(f) Pomagali si bomo z znano Taylorjevo vrsto In(1+x) = Z 1— , ki konvergira za vsak

xe(—1,1]. .
FfX)=Inx=In(1+x—-1)= Z(—l)”“ﬂ.

n=1 n
Vrsta konvergira za vsak x € (0,2].
(g) Resujemo podobno kot v prejSnjem primeru

f(x)=In (;) —lnx—In2—x)=In(1+x—1)—In(1— (x— 1)) =

oo n+l | < (_1 n+1 1
Z —1)”+Zf(x—1>”=27( St (x=1)"=
n=1 n=1" n=1 n
— i 2n71
Vrsta konvergira za vsak x € [0,2).
[ x2n+l

(h) Pomagali si bomo z znano Taylorjevo vrsto sinx = n;)(—l)” Qi ki konvergira za vsak
xeR.

0 x2n+1

f(x):(x2+1)sinx:(x2+1)n§6(—l) ]

oo ; x2n+3 o0 ; x2n+1
=Y (1)t YV (-1
L Gt 2O e
o 2n+1 oo 2n+1
X X
— _1 n—1 _]Vl
LV Gt LY G

_ i yr! 4”2+2"—1)x2n+1
= (2n+1)!

Vrsta konvergira za vsak x € R.
|

16. Razvij funkcijo f, ki je podana s predpisom f(x) = ﬁ —5> v Taylorjevo vrsto v okolici tocke
a = 0 in dolo¢i njeno konvergencno obmodje.

Regditev. Izpeljimo kar s pomocjo geometrijske vrste

> o 2\ " o n 2n
-1 3 3 1 3 3
- —l-r—— =12 Y (-2 ) = Z Y
24 x2 24 x? 21— (-%) 25\ 2 2 = 2’“rl
Vrsta konvergira za vsak x, za katerega velja | — %| < 1. To pomeni, da vrsta konvergira za vsak
€ (7\/57 \/i) l
17. Razvij funkcijo f : R — R, ki je podana s predpisom
2
xX°—x
f) ===,

v Taylorjevo vrsto v okolici tocke a = 0 in s pomocjo le-te izracunaj vsoto vrste

i ) 1(n+1)

Resitev. Najprej bomo razvili funkcijo f v Taylorjevo vrsto v tocki a =0

2ox o, 2 (cx)@ (S (e

I YT Ve

n!
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18.

19.

20.

Vrsta konvergira za vsak x € R. Izracunajmo Se vsoto vrste.

L . . : = (1) Hn+1)
Opazimo, ¢e v izpeljano Taylorjevo vrsto vstavimo x = 1, dobimo ravno vrsto Z —_—

|
n=1 n.

Torej dobimo enacbo
oo n 1
n—|—1
Ker je f(1) =0, zato je
i )y 1(rH—l) _1

|
Razvij funkcijo f, ki je podana s predpisom f(x) = xIn(2+ x), v Taylorjevo vrsto v okolici
tocke a = 0 in s pomocjo le-te izracunaj vsoto vrste

n+1

Z ny

n=1
Resitev. Najprej izpeljimo pripadajoco Taylorjevo vrsto.

+1
n+1 xn
n-2n

F(x) =xIn(2+x) =xIn (2 (1 —|—%)) Zx]n2+xi(—1)”“i
n=1

=xIn2+ ) (—1)
n-2" n;

Vrsta konvergira za vsak x € (—2,2]. IzraCujnamo $e vsoto vrste. Opazimo naslednje

1n2+Z

n+1

Torej
n+1 3
=In 5 .

L

|
Aproksimiraj funkcijo f, ki je podana s predpisom f(x) = sinx, s prvimi tremi neni¢elnimi
¢leni Taylorjeve vrste na intervalu [—¢, €] in oceni napako aproksimacije.

Resitev. Razvili bomo v Taylorjev polinom do ¢lenov 6. reda za x = 0. IzraCunajmo odvode.

fllx) = cosx
f'x) = —sinx
f"(x) = —cosx
f@(x) = sinx
fOx) = cosx
fO%x) = —sinx
Zato je
1 1
F0) =5 = 508+ o2 4 ().
Ocenimo $e napako
| =sing g sm§ 6 o sin &
[r(x)| = ‘ o X ol x? < < 0,0001.
|
Oceni napako aproksimacije \/x+ 1=1 + 3x — fxz na intervalu [— 110, 110]
Resitev. Preverimo, daje vx+1 =1 +3 1x— gx aproks1macua s Taylorjevo vrsto za a = 0.
/ _ 1
fio = 33/(1+x)2
11 _ =2
1o = 93/(1+4x)5
10

/) = 273/(1+x)8
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21.

Ko vstavimo vrednost a = 0, opazimo, da je res aproksimacija s Taylorjevo formulo. Ocenimo Se
napako.

3 8 3
T A VAR (1) <0012,

, <
3 819/(1— )8

S pomoc&jo Taylorjeve formule izra¢unaj v/5 z natanénostjo do 10~4.
Resitev. Taylorjeva formula je $e posebej uporabna, ko je a = 0. Zato bomo /5 preoblikovali na
naslednji nacin:

1
V5=V4+1=2 I+

Tako prepoznamo f(x) = 24/1 + x in sedaj odvajajmo

, B 1

f(x) - \/m

I = s
2 3(1—|—x)3

= (1T5x)s’

Wy - 1B

fo 8/ (1+x)7

w1135 (2n-3)
on—1 (l_i_x)anl

@ = (1)

Preverimo, za Kateri 7 je |r(x)| < 1074 Ce razpisemo r(x), dobimo

(—1)" 1.3:5-..-(2n—1)

24/ (14x)2+1 1 ntl <10_4
CES] z :

Po nekaj zaporednih racunanjih se izkaze, da je n = 6. Tako je potrebno izracunati vsoto prvih petih
¢lenov Taylorjeve vrste za funkcijo f.

1 11 /1\> 13 /1\° 13.5/1\* 13.5.7/1)\°
5204 -——— (- Sl T 2270 (2) =2.236076
Vs i 22(4) T2 (4) 41 23 (4) t5 s (4) ’

|
22. UpoStevaj pomen prvih dveh odvodov in nariSi naslednje grafe funkcij:

C(x—1)?

@ flx)= 2 :
+2x

(b) f('x) = 2_2x’
(©) f(x)=xIn’x,
@ s ="
e flx)=x+v1—x,
® ) =xvd—a,
(® f(x) = (x=2)et,
) f(x) = 5.
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Resitev. 'V prvem primeru bomo podrobno opisali vse postopke, v preostalih primerih pa le glavne

rezultate.

(a) Nari§imo graf funkcije f, ki je podana s predpisom f(x) =
i

ii.

ii.

iv.

(x—1)?
x—=2

Naravno definicijsko obmocje

2y =R — {2}, saj imamo racionalno funkcijo.

Nicle funkcije

I3¢emo tiste x € Z; za katere je f(x) = 0. Ker imamo racionalno funkcijo, nas zanima,

kdaj je Stevec enak 0. V naSem primeru imamo x;» = 1.

Asimptote funkcije

Doloci bomo navpicne, vodoravne in poSevne asimptote. Navpicne asimptote nam dolocajo

kar poli funkcije. V naSem primeru imamo eno navpi¢no asimptoto z enacbo x,, = 2

(obicajno si pomagamo z Zy).

Sedaj dolo¢imo vodoravne in poSevne asimptote. Hitro vidimo, da imamo v nasem primeru

ali vodoravno ali poSevno asimptoto. Dolociti moramo k in n v formuli

lim (f(x) — kx —n).

X—ro

Najprej izraunamo k s pomocjo formule

k= 1im £,
X—oo X
nato pa Se n
n = lim (f(x) — kx).

X—yoo

Podobni razmislek je tudi, ko x — —eo. V naSem primeru je

(x=1) 2

. - . . x—1

k= lim =2~ =1 in n:hm(()—x):O.
X—oo X X—yoo x—2

Dobili smo enacbo posevne asimptote: y = x. Analogno razmislimo za x — —oo.

Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji

Stacionarne tocke so tisti x € Py, za katere je f’(x) = 0. V naSem primeru re§ujemo

, 7x274x+3 -
==

in dobimo stacionarni tocki x;1 = 1 in x;» = 3.

Kandidate za lokalne ekstreme dobimo na podlagi stacionarnih to¢k. V naSem primeru
bomo opazovali x; | = 1 in x;5 = 3. Ce 7elimo dologiti, ¢e imamo lokalne ekstreme, je
potrebno najprej izra¢unati f”(x).

7 2
A (x):m-

Sedaj, Ce je x( stacionarna tocka, velja naslednje
- Ceje f"(xg) < 0, potem je v xq lokalni maksimum,
- &eje f"(xg) > 0, potem je v xq lokalni minimum,
- &eje f"(xp) =0, potem z drugim odvodom ni mogoce dologiti, ali je v xo lokalni
ekstrem.
Tako imamo v naSem primeru v x; | lokalni maksimum, v x; » pa lokalni minimum.
S pomodjo drugega odvoda dolo¢imo prevoj. To so tisti x € Zy, za katere je [ (x) =0. V
naSem primeru takih vrednosti ni.

. Obmocja naraS€anja in padanja

Za nek interval (a,b) C Py velja
- Cezavsak x € (a,b), f'(x) <0, potem je f na (a,b) padajoca,
- Cezavsak x € (a,b), f'(x) > 0, potem je f na (a,b) naraicajoca.
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Prvi odvod smo izracunali Ze v prej$nji tocki. S preprostim racunanjem dobimo, da je f na
intervalih [1,2) in (2, 3] padajoca, na intervalih (—oo, 1] in [3,0) pa nara$¢ajoca.
vi. Obmocja konveksnosti in konkavnosti
Za nek interval (a,b) C Py velja
- Cezavsak x € (a,b), f"(x) <0, potem je f na (a,b) konkavna,
- Cezavsak x € (a,b), f"(x) > 0, potem je f na (a,b) konveksna.
Drugi odvod smo izracunali dve toCki nazaj. S preprostim raCunom dobimo, da je f na
(—e0,2) konkavna, na (2,0) pa konveksna.
Sedaj s pomocjo teh tock nariSemo graf funkcije f.

Slika 10.1: Graf funkcije f, f(x) = (§112)2~

142
® f()=

i. Naravno definicijsko obmocje

9y =R—{1}.

ii. Nicle funkcije
__1

X1 = — 7-
iii. Asimptote funkcije

Enacba navpicne asimptote je x, = 1, enacba vodoravne asimptote pa je y = —1.
iv. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji

Odvoda funkcije: f'(x) =

1/
-l W
Stacionarnih tock ni. Lokalnih ekstremov ni. Prevoja ni.
v. Obmocja naras€anja in padanja
Naras¢a na vsakem od intervalov %.
vi. Obmocja konveksnosti in konkavnosti
Konveksna na (—eo, 1), konkavna na (1,0).
(©) f(x)=xIn’x
i. Naravno definicijsko obmocje

P25 =R*.
ii. Nicle funkcije
X1 = 1.

iii. Asimptote funkcije
Asimptot ni. Za laZje risanje izraCunamo vrednosti na robu &y

lim f(x) =0 in lim f(x) = oo.

x—0 X—ro0

iv. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji
2(1 1
Odvoda funkeije: /(x) = Intx -+ 2Inx, f(x) = 20051
x
Stacionarni toCki: xg 1 = e 2, Xs2 = 1. Lokalna ekstrema: x, | = e~ 2, lokalni maksimum;

Xe2 = 1, lokalni minimum. Prevoj x, = e~ 1.
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Slika 10.2: Graf funkcije f, f(x) = 313

v. Obmocja naras€anja in padanja
Nara3¢a na intervalih (0,e72] in [1,c0), padajo¢a na intervalu [e =2, 1].
vi. Obmocja konveksnosti in konkavnosti
Konveksna na intervalu [¢~!, ), konkavna na intervalu (0,e~].

Slika 10.3: Graf funkcije £, f(x) = xIn>x.

@ f(x)= "D

i. Naravno definicijsko obmocje
Py = (—1,0)U(0,00).
ii. Nicle funkcije
Nicel ni.
iii. Asimptote funkcije
Enacba vodoravne asimptote je y(x) = 0. Za laZje risanje izracunamo vrednost na robu 7y
lim f(x)=oc0 in limf(x)=1.
x—0

x——1
iv. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji

— 1)1 1
Odvoda funkcije: f'(x) = x—(x+1Dn(x+1)

(x+1)x2 ’
gy =30 —2x+2(x+1)%In(x+1)
£ = ST .
Stacionarnih tock ni (izkaZe se, da je 17 # In(x+ 1); pomagaj si z grafi elementarnih

funkcij). Lokalnih ekstremov ni. Prevoja ni.
v. Obmodja naras€anja in padanja
Padajoca je na vsakem od intervalov Z.
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vi. Obmocja konveksnosti in konkavnosti
Konveksna je vsakem od intervalov .

Slika 10.4: Graf funkcije f, f(x) = In(x+1)

X

(©) f(x)=x+VI-x

i. Naravno definicijsko obmocje

‘@f = (_°°7 1]'

ii. Nicle funkcije
_ —1-V5
X1 = 5 .

iii. Asimptote funkcije
Asimptot ni.
iv. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji
1

s o 1 1/ _
Odvoda funkcije: f'(x) =1 T () i
Stacionarna tocka: x; = %. Lokalni ekstrem: x, = %, lokalni maksimum. Prevoja ni.
v. Obmocja naras€anja in padanja
Padajoca na intervalu [%, 1} , nara$¢ajoca na intervalu (foo, %] .
vi. Obmocja konveksnosti in konkavnosti
Konkavna na celem Z;.

Slika 10.5: Graf funkcije f, f(x) =x+ 1 —x.

0 fx)=xV4-x
i. Naravno definicijsko obmocje
Py =[-2,2].
ii. Nicle funkcije
X1 = —2,)62 = O,X3 =2.
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1il.

iv.

Vi.

(@ f(x)

1.
ii.

iii.

iv.

Vi.
(h) f(x)

il.

ii.

Asimptote funkcije
Asimptot ni.
Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji X
2
Odvoda funkeije: £/(x) = — 2 =2 gy = 20269
V4 —x2 (4—x%)3
Stacionarni tocki: x5 = —ﬂ,x&g = /2. Lokalna ekstrema: Xel = —+/2, lokalni mini-
mum; X,y = /2 lokalni maksimum. Prevoj x, = 0.
Obmocja naras¢anja in padanja
Padajo¢a na intervalih [—2, —v/2] in [v/2,2], nara§¢ajo¢a na intervalu [—/2,/2].
Obmocja konveksnosti in konkavnosti
Konveksna na intervalu [—2,0], konkavna na intervalu [0,2].

Slika 10.6: Graf funkcije f, f(x) = xvV4 —x2.

=(x- 2)6%

Naravno definicijsko obmocje
2y =R —{0}.

Nicle funkcije

X1 = 2.

Asimptote funkcije
Navpi¢na asimptota: x, = 0.

1
—ex
Posevna asimptota: k = lim u =1,
X—r00 X
1
n= lim ((x—Z)e? —x) = —1, y(x) =x—1; podobno za x — —eco.
X—poo
Za natan¢nejSe risanje: lim(x — 2)e% =0, lim(x — 2)6% = —oco.
xT0 x/0
Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji
2
—x+2 3x+2
Odvoda funkcije: f'(x) = %e%, f(x)=— xxj ex.
X
Stacionarnih tock ni. Lokalnih ekstremov ni.
Prevoj: x, = f%.

Obmocja naras€anja in padanja
Nara$¢a na vsakem od intervalov Z;.
Obmocja konveksnosti in konkavnosti
Konveksna na (—eo, —%} ; konkavna na intervalih [—%,O) in (0,00).
e

X2

Naravno definicijsko obmocje

Py =R—{-1,1}.

Nicle funkcije

Nicel ni.

Asimptote funkcije
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iv.

Vi.

evve

Slika 10.7: Graf funkcije f, f(x) = (x—2)e

=

Navpicna asimptota: x,, | = —1,x,2 = 1.

« . . 7=
PoSevna asimptota: k = lim = L - 0,
X——o0 X

X

. e . .
n= lim 5 =0, y(x) = 0; ko x — o, asimptota ne obstaja.
x——oo x* — 1

X

Za natancnej$e risanje: lim = oo, lim = —oo, lim
T

Me1x2—1 xl—1x2—1 mxz—lz

X

lim 5 = oo, lim 3 = oo,
X1 xs—1 x—oo = — ]

Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji
(x2 —2x— 1
Odvoda funkcije: f'(x) = e()(cxz_f)z)’
(x* — 403 +4x? 4 4x+3)
EEI

f) =<

— 00,
>

Stacionarni tocki: x5 = 1 — ﬁ,xs’z = 14 /2. Lokalna ekstrema: Xe1=1— v/2, lokalni

maksimum; x,» = 1 + \/Z lokalni minimum. Prevoja ni.
Obmocja naras€anja in padanja

Nara3¢a na intervalih (—oo,—1) in (—1,1—+/2] in [I ++/2,0), pada na intervalih [1 —

V2,1)in (1,1++/2].

Obmocja konveksnosti in konkavnosti

Konveksna na intervalih (—eo, —1) in (—1,0); konkavna na intervalu (—1,1).

1

Slika 10.8: Graf funkcije f, f(x) = (x —2)ex
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24.

Regitev. I8¢emo taksna x,y € R, da velja
x—+y=1000
X-y=max.

Sedaj iz prve enacbe izrazimo y in ga vstavimo v drugo enacbo. Posledi¢no dobimo funkcijo, ki je
odvisna od x
f(x) =x(1000 — x).

Seveda f : [0,1000] — R. Ekstrem te funkcije bo kon¢na resitev. Vidimo

f'(x) =100 —2x
in f'(x) =0, ko je x = 500. Sedaj pa s pomo&jo drugega odvoda preverimo, da v x = 500 funkcija
f doseZe maksimum. Ker je f”(500) = —2 < 0, je v x = 500 res najvedji moZni produkt in zato
x =y = 500 iskana regitev. |
Izmed vseh pravokotnikov, ki jih lahko v¢rtamo v krog s polmerom r, poisci tistega z najvecjo
ploscino.
Resitev.

Slika 10.9: V krog vértan pravokotnik.

I8¢emo taksni stranici x,y € R pravokotnika, da velja
X+y = max.

Podobno kot v nalogi 23 Zelimo zapisati funkcijo ene spremenljivke, zato je potrebno dobiti zvezo
med x in y. S slike 10.9 je razvidno, da

Xyt = (2r)%

Iz tega dobimo, da je y = 1/(2r)? —x? (pozor: gledamo koren s pozitivnim predznakom, saj bi
koren z negativnim predznakom pomenil negativno dolzino, kar ni mogoce). Tako dobimo funkcijo
F:00,2r] = R,

fx) =x-4/(2r)2 —x2.
Omenimo, da je f(0) = f(2r) = 0. Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

2x2

P =R ey

in f/(x) = 0, ko je x = v/2r (podobno kot y vzamemo pozitivno resitev). Preverimo, da je res
maksimum.
—2x 2x 2x3

"2/ Jar-2 /(e -ep
Vidimo, da je f”(v/2r) < 0 in zato x = y = \/2r iskana resitev. [ |

f'()
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25.

26.

Med trapezi, katerih osnovnica je interval [—R, R| na abscisni osi in so vértani v polkrog

Py <R, y>0,

poisci tistega z najvecjo ploscino.
Resitev.

Slika 10.10: V polkrog vcrtan trapez.

IS¢emo taksni vrednosti x,v € R s slike 10.10, da velja

2R +2x
V- = max

2

Pois¢imo zvezo med v in x. S slike 10.10 je razvidno, da X2 +v? = R? in zato v = VR? — x2. Tako
dobimo funkcijo f: [0,R] — R,

f(x)=(R+x)-VR>—x%

Opazimo f(0) = f(R) = 0. Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

x(x+R)

/ — 2 42
7o) = VR = - S

in f'(x) =0, ko je x = &. Z drugim odvodom preverimo, da je res f” (§) < 0 in zato je x = £ ter

v=R ? iskana regitev. |
Dana je funkcija f(x) = —x*> + 1 in na obmocje med grafom funkcije f in abscisno osjo

vértamo pravokotnik tako, da ena stranica pravokotnika leZi na abscisi. Izmed vseh tak$nih
pravokotnikov poisci tistega, ki ima najvecjo ploscino.

Resitev. Nicli funkcije sta x; = —1 inxp = 1. Zelimo tak3ni stranici pravokotnika a in b, da je
max = a- b. Ker je graf funkcije simetrien glede na ordinatno os, se osredoto¢imo na prvi kvadrant.
Naj bo ¢ = § (c je stranica pravokotnika v prvem kvadrantu). Imamo zvezo b = f(c) = —c?41in
zato dobimo funkcijo g : [0,1] — R,

glc)=c-(=*+1)=—+c.

Za iskanje ekstremov odvajajmo g,
gc)=-3c%+1
ing(c)=0,kojec= % (prvi kvadrant). Preverimo, da je vc = % res maksimum g. Ker je

g’ (c) = —6c,

. 17 1 ow . . we . _ . _ 2
dobimo g (ﬁ) < 0. Posledicno sta iskani reSitvia = = in b = 3. |

S
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28.

Med vsemi enakokrakimi trikotniki z obsegom 2 poisci tistega, za katerega bo veljalo, da bo
prostornina vrtenine, ki nastane z vrtenjem trikotnika okoli osnovnice, najvecja.

Resitev. Obseg o enakokrakega trikotnika z osnovnico x in krakoma y se izracuna po formuli
0 = x+ 2y. Vrtenino, ki jo dobimo, lahko gledamo tudi drugace. Natancneje, ¢e bi vrteli samo
pravokotni trikotnik, ki nam ga dolo¢ajo viSina na osnovnico, polovica osnovnice in krak enakokrakega
trikotnika (intuitivno povedano, enakokrak trikotnik prereZemo po vi§ini na osnovnico), potem bi
dobili stoZec, kar pa pomeni, da je nasa vrtenina sestavljena iz dveh stoZcev. Volumen stoZca s
polmerom r in vi$ino & se racuna po formuli V = %rhz. Oznacdimo visino trikotnika na x s v,. Tako je
na$ volumen vrtenine

TX 5

V= 2§§Vx.

Stranice % vy in y tvorijo pravokotni trikotnik, zato (%) + v)% = y2. Ce Se upostevamo o = x + 2y,
dobimo v? (2—5")2 — (%)2 ter tako dobimo funkcijo f: [0,1] — R,

-5 ((555) - () - 5e-m

Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

T

f1) =30 -29
in f/(x) =0,kojex= % Z drugim odvodom preverimo, da je res maksimum. Ker je
2r
/! _ =
f (x) - 3 ’
zato je volumen res maksimalen. Tako smo dobili iskani reitvi x = % iny= %. |

Poisci dimenzije najcenejSega rezervoarja z vodo s kvadratno osnovo in pravokotnimi strani-
cami, ki bo drzal ¢> kubi¢ne metre, ¢e kvadratni meter stranice stane 10 evrov, kvadratni
meter osnove stane 15 evrov in kvadratni meter pokrova stane 5 evrov.
Resitev. Telo, ki je opisano, je kvader. Volumen se tako izracuna po formuli

V=x -y,

Kjer je x stranica kvadrata osnove, y pa preostala stranica kvadra. Ce upostevamo, da je V = a°, lahko
S 3 . L .
1Zrazimo y = z—z Cena izdelave se izra¢una po formuli

cena = 15x> +10-4xy+5-x%.

Ce upostevamo y = Z—Z dobimo funkcijo f: (0,00) — R,

3
cena = f(x) = 204> +40“;.

Za izraCun ekstrema najprej odvajajmo
(x) = 40x — 40 31
f(x) =40x a 2
in velja f/(x) = 0, ko je x = a. Preverimo, da je v x = a res minimum f. Ker je
f"(x) =40+80 51
X) = a3

enostavno preverimo, da je f”'(a) > 0. Tako smo dobili iskani stranici kvadra x =y = a. |
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29. Zgraditi Zelimo silos v obliki valja, ki ima na vrhu polsfero. Volumen silosa je 507 kubi¢nih

30.

metrov. Cena kvadratnega metra ploCevine za valj je 10 evrov, za streho pa 15 evrov. Doloci
dimenzije silosa tako, da bo cena najniZja.
Resitev. Naj bo V volumen in P povrSina opisanega telesa. Volumen in povrsina krogle se izraCunata

4
Vk = gﬂ'l"3, Py = 47'5}”2,

kjer je r polmer krogle, volumen in povrS$ina valja pa
W= 7rr2v7 Py =2nr + 27rv,

kjer je r polmer osnovne ploskve in v viSina valja. V naSem primeru vemo, da je

1 4
V=nar’v+ 3 gﬂr3 =50r.
1z te enaCbe izrazimo v
50w —2mr 150 —2/°
V= = .

wr? 3r?
Cena je vsota cen izdelave plas€a valja in polovice povrSine krogle

1
cenap = 10-2mwrv+15- 3 AAxr? = 207ry + 30772,

Ker Zelimo imeti funkcijo ene spremenljivke, upostevamo v in dobimo funkcijo f : (0,v/75] — R,

150 — 213
372

150 — 253

f(r) = cenap = 207r +307r? =207 + 30772,

Za iskanje ekstremov odvajajmo f,
50 4
f'(r)=20m (_r2 - 3r) +607r

in f/(r) = 0, ko je r = v/30. Preverimo, da je v r = v/30 res minimum f. Ker je

50 4
' (x)=20x (2r3 - 3> + 607,

enostavno preverimo, da je f” (\3/%) > 0. Iskani reSitvi naloge sta r = V30 inv = v/30. [ |
Med vsemi trikotniki s stranico a = 1 in obsegom o = 6, poisci tistega z najvecjo ploscino.
Resitev. Obseg trikotnika se racuna po formuli 0 = a+ b+ ¢ in v naSem primeru primeru dobimo
ZVezo

b+c=5

ter posledi¢no ¢ = 5 — b. Zelimo, da je plo§&ina trikotnika maksimalna in v naSem primeru bomo
uporabili Heronovo obrazec
pl=1/s(s—a)(s—b)(s—c),

kjer je s = §. V naSem primeru dobimo funkcijo f : [2,3] — R, ki je odvisna od b

() =3B—1)3=b)(3—5+b) = /6(—b>+5b—6).
Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

#6) —12b+30 —6b+15

T2 /6( 2 15b-6) \J6(_b215b_6)

in f'(b)=0,kojeb= % Z drugim odovodom preverimo, da imamo pri b = % maksimum. Ker je

B 6 _ (=6b+15)°
V6(=b2+5b—6) /6(—b>+5b—6)

f(b) =

vidimo, da je f’ ’(%) < 0. Tako smo dobili b = ¢ = % (kar pomeni, da je reSitev ravno enakokrak
trikotnik). |
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31.

32.

V enakokraki trikotnik vértamo pravokotnik tako, da leZi ena stranica pravokotnika na
osnovnici trikotnika. Izmed vseh takSnih pravokotnikov pois¢i tistega, ki ima najvecjo
plos¢ino.

Resitev. Upostevajmo podobnost trikotnikov

Slika 10.11: V enakokraki trikotnik vCrtan pravokotnik.

E:h:{:

3 3 (h—y)

iz katere sledi, da je y = h(ch). Tako dobimo funkcijo f : [0,c] — R,

h
fx)=x-y=hx——-x%
c

Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

h
f(x)=h—2-x
c
in f'(x) =0,ko jex = 5. Z drugim odvodom preverimo, da je vrednost x = 5 res maksimum, saj iz
2h
/! _ =
F ===
sledi f”(§) < 0. Dobili smo iskani resitvi x = § iny = 4. |

Med vsemi ta}ngentami na graf funkcije 1 k.i je podana s predpisom f (x) = ﬁ poisci

enacbe vseh tistih, katere oklepajo z osjo x najvecji moZni kot. Ta kot tudi izracunaj.

Resitev. Kot pod katerim tangenta na graf funkcije f seka absicno osjo dobimo s pomocjo odvoda.
—2x

Z+1)2

Ker je tangens nara$¢ajoca funkcija, je dovolj videti za katere x je f’(x) najvedja moZna vrednost.

Torej f' ponovno odvajamo in enacimo z 0.

[ =

6x2 -2
/" _
F )=
Posledi¢no dobimo tocki v katerih je izpolnjen pogoj: Tj ( \%, %) inT(— %, %)
Smerna koeficient tangent v tockah T; in 75 sta k| = % inky = f%, enacbi tangent pay = 3\/157)6(”

iny = 2315 '
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33. Racak Jaka Zeli preckati 20 metrov Siroko reko tako, da bo priSel do racke Lili ¢im hitreje,

glej Sliko 10.12. Razdalja med njima je 40 metrov. Jakova maksimalna hitrost plavanja
je 1%, maksimalna hitrost tekanja pa je 277. Kako naj Jaka precka reko, da bo ¢im hitreje
prepotoval pot? Ob tem predpostavimo, da je reka zelo pocasna in tok reke zanemarimo.

Resitev. Naj bo J' kraj na drugem bregu reke, ki je nasproti J. Potem je L'J = /402 —20%. Ker

J’ X d2 L
: _________ : A ———— : =
1 4 tag
1 7 g
1 , Ptag
bt e

-
1, 7"40m
1 ,/’¢’
J

Slika 10.12: Racka Lili in racak Jaka.

imamo razli¢ni hitrosti za plavanje in tekanje, bo potrebno Cas potovanja T racunati

d d
r= 1’" +2m’

kjer sta d; in d, dolZini na sliki. Posledi¢no f : [0,40] — R,

21207 V402207 -
) = Va2 + N V- x

1 2
Odvajajmo f
2x 1
/

X)=————=
F 2Vx2 4400 2

in f'(x) =0, ko jex = 2 \[ Ker je
1 2x?

f'x) =

V21400 2,/(2 +400)3

vidimo, da je f” (2 ) > 0. Tako smo dobili d; = 40‘[ metrov in dy = 20v/3 — 203—‘/§ 40‘[ metrov. il

%\
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V prej$njem poglavju smo dani funkciji f poiskali odvod f” ali diferencial df = f’(x) dx. Sedaj pa
nas zanima obratno - kako dobiti iz znanega odvoda prvotno funkcijo.

Za motivacijo poglejmo primer iz fizike. Hitrost je enaka spremembi poti po €asu, zato je

w(t) = % —5(0).

Zanima nas kako bi dobili s(#)? Naredimo obratno ra¢unsko operacijo in reCemo, da je s(z)
nedoloCeni integral od v(z).
Definicija nedolo¢enega integrala
Definicija 11.1.1 Naj bo znana funkcija f : 2 C R — R. Funkcija F, za katero v vsaki tocki iz
P velja

se imenuje nedoloceni integral funkcije f.

Nedoloceni integral funkcije f ozna¢imo

/ £(x) dx.

Operacija, s katero pois¢emo funkciji f njen nedoloceni integral, je nedoloceno integriranje, simbol
| je integracijski znak, f je integrand, diferencial f(x) dx pa je izraz pod integracijskim znakom.

n Zgled 11.1 Pois¢i funkcijo F (x), &e je F/(x) = 1.

Is¢emo funkcijo, katere odvod je enak i:

1
F'(x)=-=F(x)=Inx ali F(x)=Ilnx—5 ali F(x)=Inx+100 ali...
x
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lzrek 11.1.1 Najbo f: 2 C R — R, pri éemer je Z interval (lahko tudi neomejen). Ce je F
nedolocCeni integral funkcije f, je njen nedoloCeni integral tudi funkcija F + C, kjer je C poljubna
konstanta. Vsak nedoloceni integral funkcije f je oblike F 4 C.

Dokaz. Ker je F'(x) = f(x), je tudi (F (x) +C)" = f(x). Torej je prvi del izreka dokazan.

Za dokaz drugega dela izreka naj bo G(x) poljuben nedoloCeni integral funkcije f(x), torej naj
velja G'(x) = f(x). Pokazati moramo, da je G(x) = F(x) +C. Velja

(G(x) = F(x))' = G'(x) = F'(x) = 0.
Po posledici Lagrangeovega izreka je tedaj

G(x)—F(x)=C oziroma

Izrek pove, da ¢e poznamo odvod funkcije, ne poznamo natancno same funkcije, ampak je ta
znana do aditivne konstante natan¢no. Od tod izvira ime nedoloceni integral. Konstanta C v Izreku
11.1.1 se imenuje integracijska konstanta. Zato bomo nedoloCeni integral funkcije f(x) pisali

[ @ a=Fe+c,

kjer velja F'(x) = f(x) in je C poljubna konstanta.

m Zgled 11.2 Poiscimo nedoloceni integral / sinx dx.

Zanima nas katero funkcijo moramo odvajati, da dobimo funkcijo sinus:
f(x) =sinx=F'(x) & F(x) = —cosx+C.
[ |

Na podoben nacin lahko iz tabele odvodov elementarnih funkcij dobimo tabelo osnovnih
integralov.
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TABELA OSNOVNIH INTEGRALOV (C € R):

r+1 dx
/x’dx:x +C,r#—1 /—:1n|x]+C
r+1 X
ax
/axdx: +C /exdx:ex+C
Ina
. dx
/51nxdx:—cosx+C / —— = —cotx+C
sin“x
) dx
/cosxdx251nx+C / 5 =tanx+C
cos?x
dx X dx 1.  a+x
—— =asin—+C _ =1 C
/m asing * /az—xz 20" g
dx dx 1 X
_ 2 2 S ol
/ T =In(x+vVx*+a?)+C /x2+a2 = aatana+C
dx dx 1. x—a
—_— =1 Vxi—a?|+C /7:—1 C
/\/m btV —atl+ x*—a*> 2a n‘x—l-a|+

O veljavnosti formul se prepri¢amo tako, da z odvajanjem funkcije na desni strani dobimo integrand
na levi strani. Izpeljimo nekatere:

dx 1
1. /7 fatan{—FC.

a2+x2  a a

1 ' 11 '
<atanx+C> = 772<{> +0
a a a 1+(£) a

dx
2. /7:1n x+vVx2—a?|+C

Najprej ugotovimo, da je funkcija v/x2 — a2 definirana za |x| > |a|.
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<lnx+\/x2 )+C1) ; x+VxX2—a?2>0

/

<ln|x+\/x2—a2|+C) =
/

<ln x2—a2)+C2> D x+Vxi—a? <0

(=)
—a D x+Vxi—a?2 >0
x+vVx2—a?
( - =)
" D x+Vxi—at <0
xz_az
1 x+vVx2—a? —
e Ve D X+Vxr—a->0
—1 x+vVx2—a? s
\ —x—Va2—a? V2-a YV <0
B 1
o 2—a2

11.2 Pravila za integriranje

Le-ta izpeljemo iz ustreznih pravil za odvajanje.

Trditev 11.2.1 Integral vsote dveh funkcij je vsota integralov obeh ¢lenov:

[ +h0) di= [ fie) der [ ) ar

Dokaz. Naj bo Fi(x) = [ fi(x) dxin F>(x) = [ f2(x) dx. Ker je po definiciji nedoloenega integrala
F!(x) = fi(x),i=1,2, od tod sledi

(F(x) +F(x) = filx)+ f(x)

oziroma

[0+ 20) dx =A@ + () = [ Ai) dvr [ ) ax

|
Pravilo lahko posplo$imo na poljubno $tevilo ¢lenov.
lzrek 11.2.2
[0+ )+ + ) de= [ fi) vt [ fa0) duerooot [ i) v

Dokaz. Uporabimo indukcijo po n. Baza indukcije je pokazana v Trditvi 11.2.1. Indukcijski korak
je preprost in ga naj bralec za vajo naredi sam. [



11.2 Pravila za integriranje 243

Izrek 11.2.3 Ce je funkcija pod integralskim znakom pomnoZena z neni¢elno konstanto, smemo

le-to nesti pred integralski znak
Jrr av=k [ £ ax

Dokaz. Naj bo F(x) = [ f(x) dx. Tedaj je
(kF (x))" = kF'(x) = k£ (x)

in integral funkcije kf(x) je enak

/kf ) dx = kF (x k/f

[ |
Iz Trditve 11.2.1 in Izreka 11.2.3 neposredno sledi naslednja posledica.
Posledica 11.2.4
[ = ) ax= [ fi@ x— [ faw) e
Dokaz. Razlika je samo poseben primer vsote
[0 =pe) dr= [+ (D) d= [ A0 der (<1 [ A
[
Tudi razliko lahko posplosimo na ve¢ Clenov.
Izrek 11.2.5
[0 = ) == fu) dx= [ /i) dx— [ a0 dv—roo— [ i)
Dokaz. Dokaz sledi iz Izrekov 11.2.2 in 11.2.3. [

UVEDBA NOVE SPREMENLIJIVKE OZIROMA SUBSTITUCIJA

lzrek 11.2.6 — Uvedba nove spremenljivke. Naj bo x = x(1) odvedljiva funkcija. Ce ima
funkcija f nedolodeni integral, obstaja tudi nedoloceni integral funkcije f(x(¢))x'(¢) in

velja

[ @ &= [ ramwoa
Dokaz. Naj ima funkcija f nedolocCeni integral F, torej
[ @) de=F ).

Ce v F postavimo x = x(t), dobimo novo funkcijo F(x(z)). Po pravilu za verizno odvajanje

velja
(F(x(1)) = F'(x(0))x'(t) = f (x(t))' (1),

torej res obstaja integral funkcije f(x(¢))x'(¢) in je enak zvezi iz izreka. |
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m Zgled 11.3 IzraCunajmo nedolocena integrala z vpeljavo nove spremenljivke.

1. /€5x+3dx

Izratunamo ga tako, da postavimo 5x+3 =1, tedaj je x = =3 in dx = < ter

1
/5x+3dx /e—dt <¢ +C—5e5x+3+C.

tanx
2. / =

cos
cosZx dr in

t t 12 tan>
/ anx dx:/ coszxdt:/tdt:—+C: mxr . c.
cos2x cos2x 2 2

= dtf oziroma dx =

INTEGRACIJA PO DELIH ("INTEGRATIO PER PARTES")

To integracijsko metodo dobimo iz formule za odvajanje produkta. Naj bosta u = u(x)
in v = v(x) odvedljivi funkciji. Odvod produkta je

(w) =uv+uw/.

Torej je po definiciji nedoloCenega integrala

uv=/u’vdx—|—/uv/dx.
/uv'dx:uv—/vu'dx

in upostevamo, da je v'(x) dx = dv ter v/ (x) dx = du

/udv:uv—/vdu.

Integral od u(x)v'(x) dx prevedemo na integral v(x)u’(x) dx. Metoda je uspesna le tedaj,
ko je v zadnji enacbi integral na desni enostavnej$i kot integral na levi. Poglejmo nekaj
zgledov.

Od tod dobimo

» Zgled 11.4 IzraCunajmo nedoloceni integral / xsinx dx.

Izracunamo ga tako, da postavimo u = x in dv = sinx dx. Tedaj je du = dxinv= [dv=
[ sinx dx = — cosx, zato

/udv:uv—/vdu: —xcosx—/(—cosx)dx: —xcosx+sinx+C.
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» Zgled 11.5 IzraCunajmo nedoloceni integral / X'"Inxdx, neN.

IzraCunamo ga tako, da postavimo u = Inx in dv = x" dx. Tedaj je du = % inv=[x"dx=

xn+1
m,zato
xn+l xn+1 dx
dv = Inx — —
Judv n+1 nx /n-l—l X
xn—H xn+1
= Inx——+C
PR e PR VA
K 1
= Inx — C
n—i—l(mC n+1)+

Integracijske metode

Poiskati nedoloceni integral je bistveno teZja naloga od odvajanja, saj nedoloCenega
integrala ni moZno zmeraj izraziti s kon¢nim Stevilom osnovnih elementarnih funkcij. V
nadaljevanju si bomo pogledali prijeme za integracijo funkcije doloCenega tipa.

INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJ

Polinom integriramo ¢lenoma

/(anxn+anlxn_]+,..+a1x+a0)dx:nj__nlxn+1+ar;l__1xn+...+a?1x2+a0x+C.

w Zgled 11.6 Izracunajmo nedoloceni integral / (3x° —4x+2) dx.

Clenoma integriramo polinom in dobimo

6
/(3x5—4x+2)dx:%—2x2—|—2x+C.

Racionalna funkcija je kvocient dveh polinomov, torej iS¢emo

Pm(x)
pn(x)

Y

kjer sta p,, in p, polinoma stopenj m oziroma n. Naj bo m > n. Iz izreka o deljenju
polinomov vemo, da tedaj obstajata polinoma ¢ in r, slednji stopnje kve¢jemu n — 1, takSna
da velja

Pm(xX) = q(x)pn(x) +r(x)
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oziroma B 8
X r(x

el —q) + .

pn(x) Pn(x)
Ker polinom zmamo integrirati, moramo obdelati le primer, ko je stopnja Stevca niZja od
stopnje imenovalca. IS¢emo tore;j

[
pn(x)

kjer je stopnja polinoma r manjSa od n. Naj bo

pa(x) = (x=x1)*(x=x2)P - (x =),
pri Cemer je a + 3 + - - - + u = n (lahko privzamemo, da je vodilni koeficient enak ena).

r(x)

Racionalno funkcijo on() piSemo v obliki vsote parcialnih ulomkov

r(x) Al Ar Aqg
= + +ot +
Pn(x) x—x;  (x—x1)? (x—x1)%
B B> Bg
+ + +
x—xp (x—x)? (x—x)P
+ +x—xm+(x—xm)2+ +(x—xm)“'

Pri tem so Ay,Ay,...,Aq,B1,B2,...,Bg, ..., M1,M, ...,M, konstante. Dokaz za obstoj teh
konstant v sploSnem primeru bomo izpustili. V konkretnih numeri¢nih prierih nizjih
stopenj teh konstant ni tezko izraCunati.

Lahko se zgodi, da je katera od nicel polinoma p,, kompleksna. Naj bo torej x; = o + i3
kompleksna nicla. Tedaj je tudi X; = @ — i3 kompleksna ni¢la polinoma p,,. Izkaze se, da
lahko pripadajoca parcialna ulomka zapiSemo

Al A> Ay As Bx+C

X—X] +x—x_|_x—(x—il3+x—a+i[3 :x2+px—|—q’

kjer je p = —2a in g = o> + B2, B in C pa sta konstanti. V primeru veckratne kompleksne
nicle postopamo podobno kot pri veckratni realni nicli.
V razcepu racionalne funkcije na parcialne ulomke se pojavita dva tipa izrazov in sicer

A ) Bx+C
i in —_
(x—c)! (x2 + px+q)k

pri &emer je x*> + px + ¢ nerazcepni polinom (v mnoZici R).

241

m Zgled 11.7 Poisci nastavek za razcep na parcialne ulomke za funkcijo Grr )14 (B2 14

Ker je imenovalec Ze faktoriziran, imamo nastavek

x2—|—1 Al B, B, B3

(Bx+1)(x+4)3(3x24+4)2  3x+1 Tt (x+4)2 + (x+4)3

Cix+Dy Cox+ D
3x2+4  (3x2+4)?
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Izracun neznanih konstant, ki jih imenujemo tudi neznani koeficienti, privede do
reSevanja sistema linearnih enacb. Metodo bomo prikazali na primeru.

33 +15x2 — 11x+13
X 4+2x3 —2x2+2x—3

= Zgled 11.8 Funkcijo razcepi na parcialne ulomke.

Najprej moramo faktorizirati imenovalec. Glede na koeficiente vidimo, da je 1 nicla
imenovalca. Uporabimo Hornerjev algoritem in zatem faktoriziramo dobljeni polinom
tretje stopnje:

Ao — 2 42 —3 = (x—1)(x+3) (x> +1).

Nastavek za razcep na parcialne ulomke je enak

3+ 15— 11x+13 A B CxtD
(x—D(x+3)x2+1) x—1 x+3 x24+1°
Odpravimo ulomke in dobimo:

3634+ 15x2 —11x+13 = X¥*(A+B+C)+x*(3A—B+2C+D)+

x(A+B—3C+2D)+3A—B—3D.

Ce hocemo, da bosta obe strani enaki, moramo enaciti istoleZne koeficiente pred potencami
spremenljivke x. Sledijo enacbe:

A+B+C = 3

3A—-B+2C+D = 15
A+B-3C+2D = -—11
3A—-B—-3D = 13
Resitev teh enach je
5 5
A=—-,B=——,C=3,D=—1.
27 27 bl
Razcep je tako
3¢+ 15 —1x+13 5 5 3x—1

W23 202 4+2x -3 2(x—1) 2(x+3) +)cz-l—l ’

23+ x4+ x+2
A —x3—x+1

Najprej faktoriziramo imenovalec in nato naredimo nastavek

= Zgled 11.9 Funkcijo razcepi na parcialne ulomke.

263+ x4+ x+2 B 263 +x2 4+ x+2
A —x+1  (x—1)22+x+1)
A B Cx+D

- x—1+(x—1)2+x2—|—x+1'

Na podoben nacin kot v prejSnjem primeru izraCunamo konstante

A=C=D=1,B=2.
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4x3 — 3x% +6x+20
¥ —2x3—-8x+16

» Zgled 11.10 Funkcijo razcepi na parcialne ulomke.

Postopamo podobno kot prej in dobimo

403 —3x+6x+20 4 —3x2+6x+20
W23 -8x+16  (x—2)2(x2+2x+4)
A B Cx+D

2t (x—2)2+x2+2x+4'

Na podoben nacin kot v obeh prejs$njih primerih izraCunamo konstante

10

8
A: B:— :—D: .
’ 3’C 3’ 3

Integral racionalne funkcije je torej vsota integrala polinoma in integralov parcialnih

ulomkov oblike
A . Bx+C

—_— in —_—
(x—c)k (¥4 px+q)*

pri Gemer je k > 1 in x2 + px + ¢ nerazcepni polinom. Ce bomo znali izratunati inte-
grale parcialnih ulomkov, bomo znali integrirati celotno racionalno funkcijo. Poglejmo
posamezne moznosti.

Realna in enkratna nicla;

5
m Zgled 11.11 Izracunajmo nedoloCeni integral / ) dx.
x J——

To je preprost integral v katerem za imenovalec vpeljemo novo spremenljivko t = x — 2.
Tedaj je df = dx in

dr
/ > dsz/—:51n|t|—|—C:5ln|x—2|—|—C.
x—2 t

Realna in veékratna nicla:
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4
» Zgled 11.12 Izracunajmo nedoloCeni integral / (—1
X —

e

Vpeljemo novo spremenljivko r = x — 1, df = dx in dobimo

4 dr , )
S P __—* __c.
/(x—1)3dx /t3 rote (x—1)2+c

Kompleksna in enkratna nicla:

Ax+B
X“+px—+q

Imenovalec, ki je nerazcepni polinom z diskrimanto D = p? —4¢ < 0, zapiSemo v
obliki popolnega kvadrata:

2 da—
4pxtq =x+58)2+q— L =(x+5)7+ L

= (B2 P = B2 (P

Uvedemo novo spremenljivko t = x + g, tedaj je dx = dt¢. IzraCunajmo najpre;j

1 1 1
/x2+px+q (x+§)2+(—\/50)2 ,2+(_\/;D)2

1 t 2 2x+p
\/? atan \/? + /=D atan /D +
Za izraCun prvotnega integrala upoStevajmo zvezo
f'(x)
Inf(x)) =
(n /() = 75
oziroma 70
X
dx=1Inf(x)+C
[ oy dx=mstd
/ Ax+B / 4(2x+p)+B-2
x>+ px—+gq x>+ px+gq
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X’ +x+4

Zgled 11.13 Izrac¢unajmo nedoloceni integral / —_—
9 Aractnd] ) @ e-1)

Naredimo razcep na parcialne ulomke in izracunamo posamezna integrala:
2
x*+x+4 —X 2
S dx = dx dx =
/(x2+2)(x—1) /x2+2 T
2)-
X242 xX— 1

B /x2+2 +/x—l

= —lln(2+2)+2Infx—1|+C

(x—1)

+C.
VX242

= In

Kompleksna in veckratna nicla:

Ax+B )
_ AT D=p—4g<0.k>1
/(x2+px—|—q)k b 4

Integral razdelimo na dva integrala:

/ Ax+B / 4(2x+4p)+ 2242
_ TP dx=
(x* + px+g)* (x* + px+q)*
Prvega izraCunamo podobno kot prej:
/ 3@2vtp) G4 fd
(¥4 px+q)k 2 ik
A 1

= — C.
k-1 (et gt

Za drugega uporabimo rekurzivno formulo:

2B — Ap/ B
Px+q

2B Ap( x+2 L %3 / dx )
20 2= (g5t pxtaht 2k—1)(g—5) ) Hprra
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2x% +2x+13
x—2)(x2+1)2

m Zgled 11.14 Izracunajmo nedoloceni integral / (

Nastavek za razcep na parcialne ulomke je enak

2x2+2x+13 A +Bx+C+ Dx+E
(x—2)(x2+1)2)  x—2 x2+1  (x2+1)2

Resitev sistema linearnih enacb je
A=1,B=-1,C=-2,D=-3E=—4.

IzraCunajmo posamezne integrale

dx
/ =In|x—2|+Cy,
x—2

—x—2 —2(2%) -2 1.,
/x2+1 dx:/de:—Eln(x +1)—2atanx—|—C2,

—3x—4 —3(2x)—4 3 1 x 1
/(x2+1)2dx / (2+1)2 222 +1 R +C3

Rezultat je enak

/2x2+2x+13 g S e
(x=2)(2+1) Va2t 22+1)
|
203+ x2+x+2

Zgled 11.15 Izrac¢unajmo nedoloceni integral /
49 J & A—x3—x+1

Razcep na parcialne ulomke smo naredili v Zgledu 11.9, zato samo izraCunajmo ustrezne
integrale:

/2x3+x2+x+2dx _/ L2 oxfl
x4 —x3—x+1 B x—1 (x=12 x24+x+1

2 1 2x+1
= In(Jx—1|Vx2+x+1)— 1 +%atan%+c.

Videli smo, da lahko izracunamo integral vsake racionalne funkcije. Kadar ima imen-
ovalec racionalne funkcije veCkratne nicle (realne ali kompleksne), lahko uporabimo
metodo Ostrogradskega, s katero prevedemo integracijo na primer, ko ima imenovalec
samo enkratne nicCle.

Naj bo imenovalec p(x) racionalne funkcije % oblike
p(x
px) = (x—x) M r—xg)% - (x —2x,)

(x2 +a1x+b1>ﬁl (xz +a2x+b2)B2 e (x2 +amx+bm)ﬁm ,



252 11. Nedoloceni integral

pri Cemer so vsi kvadratni polinomi nerazcepni. Razstavimo ga na faktorja pi(x) in pa(x),
kjer je pa(x) produkt vseh faktorjev v p(x) v prvi potenci

p2(x) = (x—x1) - (x—x2) 2 +arx+by) - (X + apx+by)

in zato
pir(x) = (x—x)® e (x =) %!
(P4 ax+b)Pl (P4 apx by )P

Integral zapiSemo v obliki

[ gt ),

p(x) p1(x) p2(x)

kjer sta r; in r, polinoma z nedolocenimi koeficienti za eno stopnjo niZja od stopnje
polinomov pj in p;. Celoten izraz odvajamo

(f55e) = (ns) (o)

) _ (i)', n)

P(x) P1 (X) P2 (x)
r(x) _ rj@)pi(x) —ri(x)pj(x) L nl)
p(x) pi(x) pa(x)’

Zatem odpravimo ulomke in z enaCenjem istoleZnih koeficientov na obeh straneh identitete
dobimo sistem linearnih enacb za neznane koeficiente iz polinomov r; in r,. Z reSitvijo
sistema linearnih enacb prevedemo zacetni integral na integral racionalne funkcije z
enkratnimi koreni.

dx
m Zgled 11.16 Z metodo Ostrogradskega izracunaj nedoloceni integral / (ZT
X

)

Nastavek je enak

/ dx  Ax+B /Cx+D
(2+1)2 x2+1 X241
Z odvajanjem dobimo
1 —(Ax®*+2Bx—A) L Cx+D
(x24+1)2 (x24+1)2 X241

PomnoZimo z najmanjSim skupnim imenovalcem:
1 = —Ax* —2Bx+A+Cx’ + Dx* +Cx+D

oziroma

1=Cx3+x*(D—A)+x(C—2B)+A+D.
IstoleZni koeficienti na obeh straneh identitete morajo biti enaki, zato dobimo sistem enacb,
katerega reSitev je

1
27
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/ dx 3 +1/ dx
(2+1)2 241 2J) 241

X 1
— 4 ata+C.
221y 2t

INTEGRIRANJE FUNKCIJ SINUS IN KOSINUS

Za integracijo kotnih funkcij sinus in kosinus sta zelo uporabni naslednji zvezi, ki
linearizirata obe funkciji:

1 2
co?x = 1FCos(20)
) 2
in
1—
sinx = — o= (20) .
2
Zvezi je preprosto izpeljati:
cos’x+sin’x = 1 cos’x+sin’x = 1
/sestejemo /odstejemo
cos’x —sin’x = cos(2x) cos’x —sin’x = cos(2x)
cos?x = J(I+cos(2x)) sinfx = 1(1—cos(2x))

Poglejmo tipi¢ne primere integralov funkcij sinus in kosinus.

/sinmx dx, /cosmxdx

Ce je m liho $tevilo ve&je od 1, torej m = 2k + 1, k € N, je moZno integrand zapisati v
obliki
sin”x = (1 — cos? x)¥sinx.
Z uvedbo nove spremenljivke cosx =t prevedemo primer na integral polinoma. V drugem
primeru zapiSemo

cos” x = (1 —sin?x)*cosx
in uvedemo sinx = ¢.
Ce je m sodo Stevilo, torej m = 2k, k € N, uporabimo zvezo

1-— 2
sinzxz%w.

S tem se stopnja eksponenta zniZa za polovico. Dokler je eksponent sodo Stevilo, postopek
ponavljamo, ko pa pridemo do lihega eksponenta uporabimo metodo v prejSnjem primeru.
V drugem primeru uporabimo zvezo

1+ cos(2
cos?x = —+ > ( x)‘
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n Zgled 11.17 Izracunajmo / cos*x dx.

Integral je enak

Jeostrar = [ (1r2CI) g,

= /%(1+2cos(2x)+0082(2)€)) dx

= /}1 (1+2005(2x)—|—1+%s(4x)> dx

3x 1. L.
= 3 + 7 sin(2x) + ey sin(4x) +C.

/ sin” xcos” x dx
Ce je vsaj en eksponent lih, postopamo tako kot v prej§njem lihem primeru, sicer
uporabimo postopek za sodi primer.

m Zgled 11.18 Izracunajmo nedolocena integrala.

1. /cos3xsin3xdx

/cos3xsin3xdx = /(cosx sin® x — sin® xcosx) dx

1., 1

= Zsi x—gsin6x+C.

2. /coszxsinzxdx

1 2x) 1 — 2
/coszxsinzxdx = / +CZS( *) C;S( ¥) dx

1
= /Z(l —cos?(2x)) dx

_ /%<1_1+0(2)s(4x))dx

1
= %—Esin@x)—i—C.
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/ sin(ax) cos(bx) dx, / sin(ax) sin(bx) dx, / cos(ax)cos(bx) dx, a,b € R

Zanima nas samo situacija a # b, ker imamo sicer Ze znani primer. Uporabimo formule

sin(ax) cos(bx) = % (sin((a —b)x) +sin((a+b)x)) ,
sin(ax) sin(bx) % (cos((a— b)x) — cos((a+b)x)) |
cos(ax) cos(bx) = % (cos((a—b)x)+cos((a+b)x)) .

Izpeljemo jih iz adicijskih izrekov:

sinacosfB +sinfcosa = sin(a+f)
/sestejemo
sinacosfB —sinffcosa = sin(a—f)
sinccosfp = 3(sin(a+ ) +sin(o—B))
cosacosfB+sinasinff = cos(a—f)
/sestejemo, odStejemo
cosocosf —sinasinff = cos(a+ )
cosacosfB = 5(cos(ax—f)+cos(ax+p))

sinasinff =

D= —

(cos(a —B) —cos(a+B))

w Zgled 11.19 IzraCunajmo nedoloceni integral / cos(3x) sinx dx.

Upostevamo izpeljane zveze in dobimo
1
[cos(3x)sinxdx = /E(sin(—2x) + sin(4x)) dx

1 1
= 2 cos(2x) — 3 cos(4x) +C.

= Zgled 11.20 Izracunajmo nedoloCeni integral / cos(2x) cos(4x) dx.

Upostevamo izpeljane zveze in dobimo

Jcos(2x)cos(4x) dx = /%(cos(Zx)+cos(6x))dx

1 1
= 1 sin(2x) + 0 sin(6x) 4 C.
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Oznadimo prvi integral z [ in drugega z J. Integriramo po delih u = e**, dv = sin(bx) dx.
Potem je du = ae®™ dxinv = —l% cos(bx) in

1, a [ 4 1 a
= 5C cos(bx)+b/e cos(bx) = ,C cos(bx)—l—bJ.

Podobno
J 1e"x sin(bx) 5
= — X) — —
b b
od koder sledi
J 1e"xsin(b )+ ? e cos(bx) azJ
= — X)+ — xX) — —J.
b b? b?
Zato velja
J_ eaxbsin(bx)z—I—aios(bx) LC
a-+b
in
I ewcasin(bx) — bcos(bx)
B a’+b?
Univerzalna substitucija:
Vpeljemo novo spremenljivko # = tan3. Tedaj je
2
x =2atant = dx = dr.
1472
Nadalje velja
sinx = sin(2}) = 2sin%cos} = 2tan} cos? %
_ 2tany; 2
1+tan?§  1+72
in
cosx = cos(2%) =cos?4 —sin* £ = cos? 3 (1 —tan>$)
1 Sx. 112
= ——(1—tan"<) = .
i ) =T
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1
— dx.

mZgled 11.21 Zuporabo univerzalne substitucije izracunajmo nedoloceni integral / -
sinx

Uporabimo izpeljane formule in dobimo

1 142
/._ P +tc 2
sinx 2t 14142
= Inltan3|+C.

INTEGRIRANJE FUNKCIJ POD KORENSKIM ZNAKOM (IRACIONALNIH FUNKCIJ)

V obeh primerih uvedemo novo spremenljivko ¢ = ax+ b. Tedaj je df =a dx in

[arpan== [

in

tdt.

[vormal

Oba integrala Ze znamo izracunati.

Pri tem mora biti ad — bc # 0 in v integral uvedemo novo spremenljivko

ax+b
=t ,
cx+d
kjer je r najmanjsi skupni veckratnik korenskih eksponentov ny,ns, ..., ng.

Kvadratno funkcijo pod korenski znakom preoblikujemo na popolni kvadrat:

2 2
—4
ax’> +bx+c=a x2+[3x+f =a x—I—E b dac
a a 2a 4a?

in uvedemo novo spremenljivko r = x + 2_ba- S tem dobimo enega od naslednjih osnovnih

integralov:

/ dx / dx ali/ dx
VEra ) iz N oy
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m Zgled 11.22 [zracunajmo nedoloCene integrale.
L &
S VAP 2x+5

[ = e

dt
_./vﬂ+4
= In(x+1+vVx2+2x+5)+C

2 [ &
V=2 —2x+3

[ = [ o

Va—1?

= asm’”zrl +C.

. [ N
) VA 8x

/\/%Jr&c N /2 1—d();—1)2

3 i

= Jlasin(x—1)+C.

pn(x) dx
vax?+bx+c

Tu je p, poljuben polinom stopnje n. Ta tip integrala zahteva poseben nastavek

/p"—(x) = qn-1(x \/ax2+bx+c+D/

vax?+bx+c Va x2—|—bx+c
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Pri tem je g,,_1 polinom z neznanimi koeficienti stopnje kve¢jemu n — 1 in D neznana
konstanta. Koeficiente polinoma ¢, in konstanto D dolo¢imo tako, da najprej nas-
tavek odvajamo, nato odpravimo ulomke in ena¢imo istoleZne koeficiente pred potencami
spremenljivke x na levi in desni strani. Metodo si poglejmo na Zgledu 11.23.

—2x
V1—x2

» Zgled 11.23 Izracunajmo nedoloCeni integral /

2
x-—2x
dx = (Ax+B)V1-—x +C/ !

— (Ax+B)V =

2

x°—2x —2x(Ax+ B) 1

= AV1-x2+ +C
V1—x2 2v/1 —x? V1—x?
x> —2x = x*(=24)+x(—B)+A+C =

Integral je tako enak

2
x-—2x X 1 dx
T dx = (-Z+2 1—x2+—/
V1—x2 ( 2 ) 2) V1—x2

1
= 5((4—)6) 1 —x?+asinx) +D.

11.4 Neelementarni integrali

Nekaterih integralov ne moremo izraziti z elementarnimi funkcijami, lahko pa si pomagamo
z razvojem v potencno vrsto. Integracija funkcijskih vrst temelji na izreku ki pravi, da
smemo (enakomerno) konvergentno funkcijsko vrsto ¢lenoma integrirati. To pomeni, da
smemo potencno vrsto Y~ a, x" integrirati na simetricnem podintervalu intervala (—R,R),
kjer je R konvergen¢ni polmer potencne vrste. Poglejmo primera tak$nih integralov.

< 1+1+ P
x 21 31 41
sinx _ x2+x4 )c6+
x 315 7!

Integriramo po ¢lenih in dobimo:

ex
Cdx = C+1
/x +n’x’+x+2 TR

: 3 5 7

Sinx X X X

04 = CHx— —
/ x BT N T
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Ti funkciji imenujemo integralni sinus

X3 x° x’

331 5.5 7.7

Si(x) =C+x— +---

in integralna eksponentna funkcija

x? X X

i) =Cinbltat oot s e T

Bralec naj sam premisli o konvergencnem obmocju posamezne funkcije.



12.1

Definirali bomo doloceni integral, ki zaenkrat s prejSnjim razdelkom nima skupnega prav
nicesar razen podobnosti v imenu, in pogledali njegove lastnosti.

Definicija dolo€enega integrala
Naj bo [a, b] poljuben zaprti interval in f neka omejena funkcija na tem intervalu. MnoZica
tock D = {xg,x1,...,Xx, } je delitev intervala [a, b], Ce je
a=x0<x1 <X <..<Xx_1<x,=0b.
Delitev intervala vidimo na Sliki 12.1. DolZina i-tega intervala je

d,’ =Xj—Xj—1, = 1,...,n.

a=xp X1 X2 e Xi-1 Xi o Xn—1 b=2x,

Slika 12.1: Delitev intervala [a, b].

Veljad) +d + ... +d, = x, — xp = b — a. Ozna¢imo d = max{d},d,,...,d, }. Na vsakem
podintervalu [x;_1,x;] izberimo poljubno tocko &;. Vsoto

Ro(f) = gﬂéi)di

imenujemo Riemannova integralska vsota funkcije f za delitev D intervala [a,b] (glej
Sliko 12.2). Dani delitvi D pripada v sploSnem veliko razli¢nih integralskih vsot, ker
izbiramo tocke na podintervalih poljubno.



262 12. Doloceni integral

/
/
/
/
/ ™ 4
&1 & &i S| &,
a=xy X1 X2 e Xi— Xi o Xp—2  Xp—1 b=x,

Slika 12.2: Riemannova integralska vsota.

Definicija 12.1.1 Ce obstaja limita

lim
d—>Ol.

1= f(gi)div

[ aot

potem Stevilo 7 imenujemo doloCeni integral funkcije f na intervalu |a, b] in ozna¢imo
b
1= / f(x)dx.
a

Definicija 12.1.2 Naj bo D delitev intervala [a,b]. Delitev D’ je nadaljevanje delitve D,
Ce je D' delitev intervala [a,b] in velja D C D'.

To pomeni, da je Stevilo I doloCeni integral funkcije f na intervalu [a,b], ée se od njega
locijo vse integralske vsote funkcije f za vse zadosti drobne delitve poljubno malo:

Ve>0,3D: DCD' = |Ry(f)—1|<e.

Definicija 12.1.3 Funkcija je na intervalu [a, b| integrabilna, ko na tem intervalu obstaja
njen doloceni integral.

Interval [a, ] je integracijski interval, §tevilo a je spodnja meja, $tevilo b pa zgornja meja
integrala.



12.2 Integrabilnost funkcij 263

12.2 Integrabilnost funkcij

Riemannova vsota funkcije f z delitvijo D ni enoli¢no dolocena, zato bomo Riemannovo
vsoto za izbrano delitev ocenili z dvema bolj doloCenima vsotama. Na ta nacin lahko
obravnavamo le na intervalu [a,b] omejene funkcije.

Definicija 12.2.1 Spodnja Darbouxova vsota funkcije f na intervalu [a,b] za delitev D
je Stevilo

sp(f) =Y mid;,
i1

zgornja Darbouxova vsota funkcije f na intervalu [a,b] za delitev D je $tevilo
n
Sp(f) =) Mid;,
i=1

kjer sta
m; = inf f(x) in  M;= sup f(x).

[xifl 7xi} [xi—] ,xi]

Trditev 12.2.1 Naj bo D delitev intervala [a,b] in f omejena funkcija na tem intervalu.
Tedaj velja

sp(f) <Rp(f) <Sp(f).

Dokaz. Naj bo [x;_1,x;] poljuben podinterval delitve D. Tedaj veljajo ocene:
m; < f(S) < M;
mid; < f(&)di < Md;
Yomidp < Yo, f(&)di < Y\ Md;

sp(f) Rp(f) Sp(f)-

IN
IN

lzrek 12.2.2 Za delitvi D C D' je

sp(f) <sp(f) <Spr(f) < Sp(f)-

Dokaz. Naj bo D = {x¢,x1,...,x,} poljubna delitev. Nadaljevanje D’ delitve D naredimo
tako, da delitvi D dodamo novo delilno to¢ko x’, ki naj pripada nekemu podintervalu
[xk_1,x]. Tedaj je [xx_1,X]U X, xk] = [xk_1,x]. Oznacimo

m* = inf f(x) in m*™* = inf f(x)

[xkfl ,X/] [)C, 7xk}
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in ocitno velja my < m* in my < m**. Tedaj lahko naredimo oceno:
sp(f) = Yiymidi =Y\ midi+mpdi+ X7, mid;
= Y lmidi+my (e —xi-1) X0 mid;
= ):f.:ll mid; +my (X —xe_1) +my (e —x') + X mid;
< Ylmidi+mt (X —xy) Am (g — X))+ X0 mid;

= SD’(f)-

Podobno pokaZzemo oceno za zgornjo vsoto.
Ce ima delitev D’ ve delilnih toCk, oceni prav tako veljata, kar brez teZav pokaZzemo z
matemati¢no indukcijo.

Posledica 12.2.3 Za poljubni delitvi D in D, danega intervala velja

SDl(f) < SDz(f)'

Dokaz. Naj bo D1 UD, = D. Ker je D nadaljevanje delitev tako D; kot D, po Izreku
12.2.2 velja

sp, (f) <sp(f) <Sp(f) < Sp,(f)-
[ |

Posledica 12.2.4 Naj bo Z mnozica vseh delitev intervala [a,b] in f omejena funkcija
na tem intervalu. Tedaj obstaja supremum

sup{sp(f)|D € Z} = Is(f),

ki ga imenujemo spodnyji integral funkcije f na intervalu [a, b]. Podobno obstaja infimum

inf{Sp(f)|D € 2} = Is(f),

ki ga imenujemo zgornji integral funkcije f na intervalu |a, b]. Nadalje velja

IS(f) < IS(f)-

Dokaz. Zaradi Posledice 12.2.3 obstajata tako zgoraj navedena supremum, kot tudi infimum.

Zdaj znamo dovolj, da lahko preverimo integrabilnost funkcij.

Izrek 12.2.5 Funkcija f je integrabilna na [a,b] natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja
tak$na delitev D intervala [a,b], da je

Sp(f) —sp(f) <e.
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Dokaz. Pokazimo najprej v eno smer, torej na bo f integrabilna na [a,b]. Zato za Ve > 0
obstaja taka delitev D] intervala [a, b], da za vsako delitev D} C D velja

b €
/a fx) dr—Rp, (f)| < &1 ==

Po definiciji supremuma obstaja na vsakem podintervalu [x;_1,x;] tak$na tocka c;, da velja

£
Mi—m<f(ci>§Mi'

PomnoZzimo z d; in seStejemo po vseh podintervalih ter tako dobimo

Spu(F) =5 < Roy () << b, (f)

oziroma

1S, (f) — R, (f)] <§.

Zato velja

[2 £ dx =S, ()| = |2 £(x) de—Rp, () +Ro, (/) = Sp, (/)

< | J7 f(x) dx=Rp, (/)| +[Rp, (f) = Sp, (f)]

- 8+8_8
4 4 2

Na podoben nacin pokazemo, da tudi za delitev D, velja

/a ) d— sy ()] <

N M

Tedaj za delitev D1 UD, = D velja
Sp(f)=sp(f) < Sp,(f) —sp,(f) =|Sp,(f) —sD,(f)]

= |85, () — 2 706) e 2 F(3) de— s, )|

< 800 () = J2 706) x|+ | 1 7 6) de— sy (1)

< E.

Pokazimo $e v obratno smer. Za vsak € > 0 obstaja taka delitev intervala [a,b], da je
Sp(f) —sp(f) < €. Uporabimo Posledico 12.2.4 in sklepamo

0<Is(f)—IL(f) <Sp(f)—sp(f) <e.

Ker mora neenakost veljati za vsak € > 0, to pomeni, da mora biti Is(f) = I;(f). Ozna¢imo
I=Is(f) = I(f), torej je

I'=sup{sp(f)|D € 7} = inf{Sp(f)|D € 7}
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Ker je I infimum vseh zgornjih Darbouxovih vsot, za vsak € > 0 obstaja taka delitev Dy,
daje I < Sp,(f) <1+ €. Podobno, ker je I supremum vseh spodnjih Darbouxovih vsot,
obstaja taka delitev Dy, da velja I — & < sp,(f) < 1. Za delitev D = D U D, tako velja

I—€ <sp,(f) <sp(f) <Rp(f) <Sp(f) <Sp,(f) <I+e

oziroma
I—e<Rp(f)<I+e=|Rp(f)—1I|l<e

in /= [; f(x)dx. i
Iz dokaza Izreka 12.2.5 neposredno sledi naslednja posledica.

Posledica 12.2.6 Funkcija f je integrabilna natanko tedaj, ko je Rp(f) = L(f) = Is(f)-
|

S pomocjo Izreka 12.2.5 lahko pokaZzemo integrabilnost dveh razredov funkcij.

lzrek 12.2.7 Ce je funkcija f na intervalu [, b] monotona, tedaj je integrabilna.

Dokaz. Premislimo najprej, da Ce je f(a) = f(b), tedaj je f konstantna funkcija in je
seveda integrabilna na [a,b]. Naj bo torej f(a) # f(b) in funkcija f na [a,b] monotono
nara$¢ajoca. Tedaj je za vsako delitev D intervala [a,b] m; = f(x;—1) in M; = f(x;). Zato
je
Sp(f)—sp(f) = Y fla)di—¥Xi, f(xi-1)di
= Y () = fxie1))di-

Izberemo poljuben € > 0 in tako delitev D’ intervala [a, b], da je
max{di|i=1,2,...,n} < ——— =A.

Tedaj je
Sp(f)—sp(f) = Y (fla)— f(xim1)di
< Y (f(a) = flxicr))A
= AYL (f(xi) = f(xi-1))

= A(f(b)—fla)) =¢.

Podobno dokazemo, ¢e je f monotono padajoca na [a, b]. i
Podoben, zelo pomemben izrek velja za zvezne funkcije, a ker dokaz zahteva uporabo
pojma enakomerna zveznost, ki je ne poznamo, ga bomo izpustili.

lzrek 12.2.8 Vsaka zvezna funkcija na intervalu [a,b] je na tem intervalu tudi integra-
bilna.

Omenimo samo, da obrat izreka ne velja, kar bomo videli v nadaljevanju.
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Lastnosti dolo¢enega integrala

Za zaCetek poglejmo, da obstajajo funkcije, ki so omejene, a niso integrabilne. Ena takih
je Dirichletova tunkcija:

1 ; x€Q

fx) =
0 ; x¢Q.
Zato bomo v nadaljevanju pri izpeljavi lastnosti doloCenega integrala zmeraj pred-

postavili, da je funkcija integrabilna, saj nam omejenost ne jamci obstoja dolo¢enega
integrala.

Trditev 12.3.1 Najbosta f, g : [a,b] — R integrabilni funkciji ter A in u poljubni konstanti.
Tedaj je na [a,b] integrabilna tudi funkcija A f(x) + pg(x) in

/ab(?tf(x)+#g(x)) dx = l/abf(x) dx+,u/abg(x) dx.

Dokaz. Naj bo D poljubna delitev intervala [a, b] na n podintervalov. Tedaj je integralska

vsota
Rp(Af+ug) = Y (Af(&)+ue&))di
= AYL f(&)di+uY g(&)d;

= ARp(f)+uRp(f).
Ce je delitev D dovolj drobna, se leva stran enakosti poljubno majhno lo&i od $tevila
JP(Af(x) 4 ug(x)) dx, desna pa od Stevila A [ f(x) dx+ u [ g(x) dx. |

Izrek je mogoce posplositi na vec Clenov.

lzrek 12.3.2

b n n b
/ (Zlkfk(x)> dx:zlk/ fe(x)dx, neN.
a \j=1 k=1 @

Dokaz. Uporabimo indukcijo po n, kar naj bralec za vajo naredi sam. i

Trditev 12.3.3 Ce je funkcija f na intervalu [a, b] integrabilna in ¢ katerokoli §tevilo med
ain b, je

[ reae= [ rwact [ rwax

Dokaz. Naj bo D taka delitev D = {xo,...,x, } intervala |a, b], da je ¢ ena od delilnih tock.
Naj bo ¢ = x;,;,, 0 < m < n. Tedaj lahko zapiSemo integralsko vsoto kot

Y FE)d=Y fEdG+ Y fEd.
i=1 i=1

i=m+1
Ker je f integrabilna, za dovolj drobno delitev D limitirajo integralske vsote k identiteti iz
izreka. |

Tudi ta izrek je mogoce posplositi na vec Clenov.
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Izrek 12.3.4
an n=1 raq
[Trwa=Y [ fw e
ag k=1 ay
Dokaz. Uporabimo indukcijo po n, kar naj bralec za vajo naredi sam. i

Definicija 12.3.1 Funkcija f : [a,b] — R je odsekoma zvezna, Ce obstaja taka delitev
intervala
a=agy<ar<ar<..<a,=Db,

da na vsakem intervalu [a;_1,q;| obstaja zvezna funkcija f;(x), da je f(x) = fi(x) za
vsak x € (a;_1,a;) (glej Sliko 12.3).

-

a=xp X1 X2 e Xiel o X e Xp—1 b=ux,

Slika 12.3: Odsekoma zvezna funkcija.

Ce je f odsekoma zvezna, tedaj je zvezna povsod razen v konéno mnogo to¢kah. O&itno
iz Izreka 12.2.8 in Trditve 12.3.3 sledi, da je tudi odsekoma zvezna funkcija integrabilna.
To pomeni, da obrat Izreka 12.2.8 ne velja (ni res, da iz integrabilnosti funkcije sledi
ZVezZnost).

Trditev 12.3.5 Ce v integralu zamenjamo meji, dobi integral nasproten predznak:

[ s ae=— ["rax.

Dokaz. Ce zamenjamo meji, je treba v integralski vsoti nadomestiti d; = x; — x;_; z
—d; = xj_1 — xj, zato dobi vsaka integralska vsota samo nasproten predznak in integral, ki
je limita integralskih vsot, prav tako. i
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Posledica 12.3.6

[ 1w a=o.
Dokaz.
/aaf(x)dx:—/aaf(x)dxéZ/aaf(x)dx:O:/aaf(x)dx:o'
i

Lema 12.3.7 Naj bo f integrabilna na [a,b] in naj bosta m in M natan¢ni spodnja in
zgornja meja funkcije f na [a,b]. Tedaj je

m(b—a)g/abf(x)dng(b—a).

Dokaz. Naj bo D = {x¢,x1,...,x, } delitev intervala [a,b]. Izberimo poljubno tocko &; na
vsakem od podintervalov [x;_p,x;]. Tedaj velja:

m < f(&) < M

3
&
IN

f&d < Md;
imdi < YL f(&)di < YL, Md;
myidi < Yi, f(&)di < MY d
mb—a) < Yi,f(G)di

mb—a) <  Rp(f)

A
=
S
|
&

A
=
S

|
&

Ker je f integrabilna, je

lzrek 12.3.8 — O srednji vrednosti. Naj bo m natan¢na spodnja meja in M natanna
zgornja meja na intervalu [a,b] integrabilne funkcije f. Tedaj obstaja taka vrednost
c € [m,M], da je

/abf(x):c(b—a).

Ce pa je funkcija f tudi zvezna, je c = f(&) za neki & € [a,b].

Dokaz. 1z Leme 12.3.7 neposredno sledi

m <
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in prvi del je dokazan. Drugi del izreka sledi iz tega, da zvezna funkcija zavzame vse
vrednosti med m in M. i

Stevilo ¢ imenujemo srednja vrednost funkcije f na intervalu [a, D], zato ta izrek imenujemo
izrek o srednji vrednosti.



V tem razdelku bomo nasli povezavo med prejSnjima dvema razdelkoma, ki sta bila na
videz precej nepovezana.

Naj bo f : [a,b] — R integrabilna funkcija. Zamenjajmo konstantno zgornjo mejo b v
doloc¢enem integralu | : f s spremenljivko x € [a,b] ter definirajmo

F(x):/:f(t) dr.

V tem primeru ne moremo vpeljati x kot integracijske spremenljivke, saj smo x fiksirali,
zato piSemo na primer ¢.

lzrek 13.0.1 Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Tedaj je njen doloCeni integral
F(x) = [; f(r) dt, x € [a,b], odvedljiva funkcija in velja F' = f.

Dokaz. Izberimo poljubni tocki x in x+ & z intervala |a, b]. Ker je

x+h

Fu+h)/ £t dr

Ja

"X+h "X X+h
Fu+mFu)/ fﬁﬁh/fvﬁh/ £(t) dr.
Ja Ja JX

Ker je f zvezna, izrek o srednji vrednosti pove, da za vsak h obstaja tocka & € [x,x+ h]
taka, da je

Flx+h)—F(x) = f(€)h
oziroma

F(x+h)—F(x)

h

= f(&).
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(Pri tem veljam < f(§) < M, kjer sta m in M natan¢ni meji funkcije f na [a,b].)
Opazimo, da e gre h proti 0, gre & proti x in ker je f zvezna funkcija, je

lim £(5) = f(x)

in zato ‘ ﬂ
F'(x) = lim Fath) —Flx) _ f(x).

h—0 h

I Posledica 13.0.2 Nedoloceni integral zvezne funkcije f obstaja.

Dokaz. Videli smo, sa je funkcija F (x) = [ f(¢) dt en moZen nedoloCeni integral fun kcije
f, preostali so oblike F(x) + C, kjer je C poljubna konstanta.

Posledica 13.0.3 — Newton-Leibnizova formula. Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija.
Ce je F nedoloceni integral funkcije f, potem je

/abf(x) dx = F(b) — F(a).

Dokaz.
DokaZimo najprej Newton-Leibnizovo formulo za Fy(x) = [ f(¢) dt. Tedaj je

Fo(a):/aaf(t) d=0 in Fo(b):/abf(t) dr.
Torej je ,
/a £() di = Fo(b) — Fola).

Po prej$njem izreku je Fy nedoloceni integral funkcije f. Torej smo Newton-Leibnizovo
formulo dokazali za en nedoloceni integral, namrec za funkcijo Fp.

Nadalje pokaZzimo Newton-Leibnizovo formulo za poljuben nedoloceni integral F.
Tedaj obstaja taka konstanta C, da je

F(x)=Fy(x)+C, Vx € |a,b].

Torej velja

Poglejmo vpliv vpeljave nove spremenljivke in integracije po delih na meje v dolo¢enem
integralu.
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Izrek 13.0.4 — Uvedba nove spremenljivke. Naj bo f zvezna funkcija in x = x(¢) zvezno
odvedljiva funkcija. Tedaj je

/abf(x) G5= /Cdf(x(f))x’(t) dr,

pri Cemer je a = x(c¢) in b = x(d).

Dokaz. Naj bo F nedoloceni integral funkcije f (ta obstaja, ker je f zvezna). Tedaj je

(F(x(1))) = F'(x(1))x' (1) = f(x(t) ¥ (1)

Newton-Lebnizova formula pove, da je

a
a Zgled 13.1 Izracunajmo doloCeni integral / Vv a* — x% dx, a > 0 z vpeljavo nove spre-
0
menljivke x = x(t) = asint.
Izracunamo dx = a cost dt in izrazimo ¢t = asin7. Tedaj je spodnja meja enaka asin? =0

a
in zgornja meja je enaka asin% = 7. Dobimo integral

a 7
/ Va—x2dx = / Va2 —a?sin®ta cost dt
0 0

T
7
= /a2 cos2t cost dt
0

Q

L)
= /a|cost!costdt
0

T

7
= /azcosztdt
0

_ /za21+cos(2t) dr
0 2

& t+sin(2t) ’
2 2 0

atr
YRR

SE

Poglejmo si integracijo sode oziroma lihe funkcije na simetri¢nem intervalu [—a, a].
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e Naj bo f(x) soda funkcija, torej f(x) = f(—x) za vsak x € [—a,a]. Vpeljemo novo
spremenljivko x = —t¢:

fwac = [ rwac [ a
= [rencas [ e
_ /Oaf(t)dt—i-/oaf(x)dx
_ /O“f(x>dx+/0“f<x>dx
_ 2/0af(x)dx.

e V primeru, ko je f liha funkcija, torej ko velja f(—x) = —f(x), na podoben nacin
dobimo

/_aaf(x)dx:O.

Nazadnje poglejmo, kako se Newton-Leibnizova formula odraza pri integraciji po delih.
ZapisSimo integracijo po delih
/udv:uv—/vdu

/u(x)v'(x)dx: u(x)v(x) —/v(x)u’(x)dx.

Uporaba Newton-Leibnizove formule da

v obliki

"u @ dx = (uw) — vl () dx
/ (st i)

T
» Zgled 13.2 IzraCunajmo doloceni integral / xsinx dx.
0

Uporabimo integracijo po delih in sicer je # = x in dv = sinx dx. Tedaj je du = dx in
V= —cosx:

T
/xsinxdx = (—xcosx)
0

T T
+/ cosxdx = .
0 0



14.1

Plosc¢ina lika

Poglejmo najpreprostejSo uporabo doloCenega integrala oziroma njegov geometrijski
pomen. Naj bo f integrabilna na [a, )] in nenegativna. Lik, omejen s krivuljami x = a,x =
b,y =0,y = f(x), imenujemo krivocrtni trapez T, katerega plo$¢ino bomo oznacili Sy
in ga vidimo na Sliki 14.1. Z veCanjem Stevila delilnih tock delitve D intervala |a,b]
Riemannova integralska vsota Rp(f) konvergira k plos¢ini S, zato je

/abf(x)dx:ST.

Slika 14.1: KrivocCrtni trapez.
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m Zgled 14.1 IzraCunaj ploscino lika, ki je omejen z grafom funkcije sinus na intervalu
[0,27] in osjo x.

Slika 14.2: Obmocje, ki je doloceno s funkcijo sinus.

Obmocje sestavljata dva ploS¢insko enako velika dela, kot je to razvidno s Slike 14.2, zato
je plos€ina S enaka:

T
S:2/ sinxdx=4.
0

S pomocjo geometrijske interpretacije dolocenega integrala sta naslednji trditvi precej
o€itni; v sama dokaza se ne bomo spuscali.

Trditev 14.1.1 Naj bosta f,g : [a,b] — R zvezni, f(x) < g(x) za vsak x € [a, b]. Plos¢ina
lika, ki ga omejujejo premice x = a, x = b ter grafa funkcij f in g, je dolocena z

[ 09— ) .

Trditev 14.1.2 Ce je f integrabilna na intervalu [a, b], je | f| prav tako integrabilna na tem
intervalu in velja

[[ras < [ e
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Slika 14.3: Plos¢ina obmocja med dvema funkcijama.

14.2 Dolzina loka

Naj bo f : [a,b] — R zvezno odvedljiva funkcija ter D = {xg, x, ...,x, } delitev intervala
[a,D]. Definirajmo tocke

T = (xi, f(x;),i=0,1,...,n.

Daljice T;_1T;, i =1, ..., n, sestavljajo poligonsko ¢rto TyT - - - Ty, ki jo vidimo na Sliki 14.4.

Slika 14.4: Dolzina loka oziroma poligonske Crte.
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DolZina posamezne daljice je po Pitagorovem izreku enaka
Ti1T, = V(= xi-1)? + (f(6) = f(xi-1))?
= V(% = xi1)2+ f/(cr) 2 (xi —xi-1)?

~ .
Lagrangeov izrek

_ \/dg(l +f'(ci)?)
= din/1+ f'(ci)?, ci € (xi—1,%;)

DolZina poligonske Crte je vsota dolZin posameznih daljic

Y TTi= Y 1+ () di = Ro(v/ 1T £2).
i=1 i=1

Zato je naravno definirati dolZino loka funkcije f na slede¢ nacin.

Definicija 14.2.1 DolZina loka ¢ odvedljive funkcije f na [a,b] je enaka
b
= [ W1+ (@ ax
a

u Zgled 14.2 Izraunajmo dolZino loka funkcije f(x) = x na [0, 1].

Ker je f/(x) = 1, je dolZina loka:

e:/olfzdx:fz.

14.3 Prostornina in povrsina rotacijskega telesa

Naj bo f : [a,b] — R zvezna nenegativna funkcija. Z vrtenjem grafa funkcije f okoli x osi
dobimo rotacijsko ploskev, ki omejuje rotacijsko telo, ki ga vidimo na Sliki 14.5. Zanimata
nas prostornina V in povrSina P tako nastalega rotacijskega telesa.

Spomnimo se najprej prostornine prisekanega stozca (glej Sliko 14.6), ki je podana z

v
V= T‘(RZ +r+Rr),

pri Cemer sta r in R polmera osnovnih ploskev (krogov), v je viSina in s stranski rob
prisekanega stoZca.
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A

Slika 14.5: Rotacijsko telo.

A
>

Slika 14.6: Prisekani stoZec.

Naj bo D = {xo,x1,...,x, } delitev intervala [a, b]. Krivuljo f(x) na [a,b] aproksimiramo
s poligonsko ¢rto TpTy...T,, Kjer je T; = f(x;). DolZina i-tega podintervala naj bo kot
obicajno d;. To telo je prisekani stoZec, za katerega je

r=f(xi—1),R=f(x;) ali R=f(xi_1),r=f(x;)
in
V= di7
kot je to razvidno s Slike 14.5.

Prostornina rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem poligonske Crte, je zato enaka
n 7.[ ’
ZT (1) 4 () + f (i) f(x)) -

Ker je f zvezna funkcija in sta x;_1 in x; blizu skupaj, je

flxion) = flx) = (&),
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kjer je & € (x;_1,x;). Tako je
Vo EL BB
= YL mf(&)’d;

= Rp(mf?).

Naravno je vpeljati prostornino rotacijskega telesa na slede¢ nacin.

Definicija 14.3.1 Prostornina rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem grafa zvezne
funkcije na intervalu [a, b] okoli osi x, je enaka

vanZ%@w.

Na podoben nacin bomo izracunali povrsino rotacijskega telesa. Poglejmo najprej Se
povrsino plasca prisekanega stoZca, ki je enaka

P=ms(R+r).

Naj bo sedaj D obicajna delitev intervala [a, b]. Poi§¢imo povrsino rotacijskega telesa, ki
jo dobimo z vrtenjem poligonske Crte. Z vrtenjem posamezne daljice dobimo prisekani
stozec (glej Sliko 14.5), za katerega je

r=f(xi_1),R=f(x) ali R=f(xi_1),r=f(x)

in s je dolZina daljice 7;_T;

s=TaTi=di/1+(f'(&)* &€ xi-1,x).

S podobnim sklepanjem kot pri prostornini pridemo do povrsine telesa, ki ga dobimo z

vrtenjem poligonske Crte

P o= Yy a(f(xien) + fa)V/ 1+ (f(&))%di
L w(f(&) + F(ENVT+(f/(&))%di
= Y m2f (&) 1+ (f'(&))%d;

= Rp(2xf/1+ 7).

Q
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Zato je naravno vpeljati povrSino rotacijskega telesa na naslednji nacin.

Definicija 14.3.2 Povrsina rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem grafa zvezne
funkcije na intervalu [a, b] okoli osi x, je enaka

P:27r/abf(x)\/1—|—(f’(x))2dx.

m Zgled 14.3 IzraCunajmo prostornino in povrsino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem
grafa funkcije cosx na intervalu [0, 7] okoli osi x.

1 .

SE]

—1

Slika 14.7: Prerez rotacijskega telesa, doloCenega z grafom funkcije kosinus.

Na Sliki 14.7 vidimo prerez rotacijskega telesa. IzraCunajmo njegovo prostornino V:

T
V = =mf}cos’xdx

4
7 14cos(2x)
= )y —> —dx

z
T
[zraCunajmo Se povrSino P:

P = 27 [} cosx\/1+sin®xdx.

Vpeljemo novo spremenljivko # = sinx in dobimo

P = 2xfyV1+u?du

1 +u?

1
= Zﬂfoﬁdu
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Podoben tip integrala smo obravnavali v Zgledu 11.23. Uporabimo nastavek:

1+u2 du
———du = (Au-+B \/1+u2+C/ !
V1+u? ( ) \/1—|—u2/
1+u? 2(Au+B)u C
= AVI1+u?+ + AV 1+u?
V1+u? 2V 1+ u? \/1+u2/
l+u? = 2Au*+Bu+A+C
1
A=C=—-,B=0.
27

Povrsina je zato

1 1 1 du
P = 21— u\/l—th‘ +/ )
2( 0 Jo V14u?

=z (um+ln(u+\/14——lﬂ)) )

1
0
— n(V2+In(1+v2)).

Na podoben nacin lahko izpeljemo prostornino in povrsino rotacijskega telesa, ki ga
dobimo z vrtenjem grafa funkcije x = x(y) okoli osi y na intervalu [c,d|.

Definicija 14.3.3 Prostornina in povrsina rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem grafa
zvezne funkcije x = x(y) okoli osi y na intervalu [c,d], sta enaki

V= ﬂ/cdxz(y) dy in P= Zﬂ/cdx(y) 1+ (x(y)")2 dy.



Pojem dolocenega integrala na zaprtem intervalu smo uvedli le za funkcije, ki so na tem
intervalu omejene. Sedaj bomo ta pojem razsirili na dva tipa funkcij in sicer na tiste,
ki na zaprtem intervalu niso omejene in na tiste, kjer je integracijski interval neskoncen.
Tak$ne integrale imenujemo posploSeni integrali. Spoznali bomo tudi posebni primer
posplosSenega integrala in sicer Eulerjevo funkcijo gama.

15.1 Integral neomejene funkcije na [a,b]

Pojem doloCenega integrala na [a,b] bomo razsirili na primere funkcij, ki v neki tocki
¢ € [a,b] niso definirane. Zanimivi so tisti primeri, kjer ima funkcija v tocki ¢ vertikalno
asimptoto oziroma pol.

Definicija 15.1.1 o Ce funkcija f ni definirana v toki ¢ € (a,b), ampak je za
poljubno majhno $tevilo § > 0 integrabilna na intervalih [a,c — 8] in [c + §,b],
tedaj je

c—8 b

b
/a fdr=tim [ fl st lim [ f) d.

e Ce funkcija f ni definirana v tocki a, ampak je za poljubno majhno $tevilo § > 0
integrabilna na intervalu [a + 8, b], tedaj je

b

/a "y de=tim [ f(x) dx.

6—=0Ja+8
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e Ce funkcija f ni definirana v tocki b, ampak je za poljubno majhno §tevilo & > 0
integrabilna na intervalu [a,b — §], tedaj je

b—§

/a "y de=tim [ £(x) dr.

6—0Ja

V vseh teh primerih imenujemo integral |, ab f(x) dx posploSeni integral funkcije f
in le-ta obstaja, e obstajajo ustrezne limite.

1
» Zgled 15.1 IzraCunajmo posploSeni integral /
0

dx
VI—x

Funkcija ima v to¢ki x = 1 pol, zato imamo opravka s posplosSenim integralom

1 dx 1-6 dx
= lim
/0 1—x =0 0 vV1—x

1-6
L

= —2limg ,ov/I—x

= —2limg_o(vV6—1)

= 2.

3 dx
» Zgled 15.2 IzraCunajmo posploSeni integral / W
0 \Xx—

Podobno kot prej, funkcija ni zvezna v tocki x = 1, zato

3 dx 1-6 3 dx
A e
/0 (x_1)2 lm‘m/o G172 650 )ies (1)

! 1 1-6 I 1 3
B <1m5_>0 1 —x) ’0 * < a0y —x) ’HS'

) 1 ) 1 1
= 111’1’15%0 3—1 —|—11m5_>0 —§+g .

Ker limiti ne obstajata, prav tako ne obstaja posploSeni integral.
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15.2 Integral funkcije na neomejenem intervalu
Definicija 15.2.1 e Ce je funkcija f integrabilna na [a,b] za vsak b € R, b > a, je

b—roo

" ) dv= 1im [ £(x) d.
/ /

e Ce je funkcija f integrabilna na [a,b] zavsak a € R, a < b, je

b b
/_mf(x) de= lim [ f(x)dx.

a——o J,

o Ce je funkcija f integrabilna na [a, b] za vsak a,b € R, a < b, je

/:of(x)dx: im [ ) dt tim [ f(x) do.

a—r—o a b—roo 0
Vsi trije integrali so posploseni integrali funkcije f, Ce le obstajajo ustrezne limite.
» Zgled 15.3 IzraCunajmo posploSeni integral / e " dx.
0
/ e dx = limyom [P dr
0

11b
= —limb 0 T
% exlo

1
= —limp_ e (e_b — 1)

= 1.

. = dx
» Zgled 15.4 IzraCunajmo posploSeni integral / —.
1 X

/°° dx _ b dx
— = limp e | —
1 X 1 X

= limy,.. lnx‘
1

= limp_ e Inb

PosploSeni integral ne obstaja. n
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15.3 Eulerjeva funkcija I

Eulerjeva funkcijo gama, I', je primer posploSenega integrala, ki ga bomo srecali pri
obravnavi diferencialnih enacb.

Definicija 15.3.1 Eulerjeva funkcija I je za x > 0 definirana kot

['(x) :/ e 'rlar.
0

Eulerjeva funkcija I" je definirana preko posploSenega integrala, v katerem se pojavi pa-
rameter x. Pogoj x > 0 kaZe na to, da je integral konvergenten za vsak tak x, a konvergence
ne bomo dokazovali.

Izracunajmo jo z integracijo po delih:
Cx+1) = [ye'rdt

u=r= du=xr*"1ds
dv=e'dt=>v=—e"

b
= limy_(—e ") T Jo e 't dr

= O+x [y et L

= xI'(x).
Izpeljali smo posebno lastnost funkcije gama
[(x+1)=xI(x).
V primeru, ko je x = n naravno S§tevilo, tako velja

I'n+1)=nl'(n)=n(n—1)I'n—-1)=---=nn—-1)(n—-2)---3-2I'(1) = n!,

F(l):/ el dt:/ e tdr=1.
0 0

Za zaporednim upos$tevanjem lastnosti I'(x+ 1) = xI'(x) dobimo zanimivo zvezo:

'x+1) = x['(x)

saj je

I'x+2) = (x+D0(x+1)=(x+1)xI'(x)

F(x+3) = (x+2)I'(x+2)=(x+2)(x+ 1)xI'(x)

Fx+n+1) = (x+n)(x+n—1)-(x+2)(x+ 1)x'(x).
Iz te zveze lahko izrazimo funkcijo gama kot

I'x+n+1)
(x+n)(x+n—1)--(x+2)(x+1)x"

[(x) =
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Izraz na desni smemo racunati, ¢e je imenovalec razlicen od O inx+n+1 > 0. Ker je n
poljubno veliko naravno Stevilo, sme biti x poljubno veliko negativno necelo Stevilo. To
pomeni, da smo definicijsko obmocje funkcije I' razsirili na celo realno os z izjemo Stevil
0,—1,—2,—3,.... Uporabo lahko vidimo na Zgledu 15.5.

Pri uporabi funkcije I' ima pomembno vlogo vrednost v x = %

1 oo |
(=)= I dr.
(2) /0 ¢

. 1 ‘o
Z uvedbo nove spremenljivke u = t2 prevedemo zacCetni integral na

1 o)
F(E) :2/0 e du.

Dobljeni integral je povezan s funkcijo napake, ki je definirana kot

2 [ _p
erf(x) = ﬁ/o e " du.

Funkcija napake je neelementarna funkcija in je povezana z verjetnostjo. Ceprav se z
verjetnostjo na tem mestu ne ukvarjamo, opiSimo funkcijo napake; erf(x) je verjetnost, da
sluCajna spremenljivka z normalno porazdelitvijo pade v interval [—x,x|. Iz definicije sledi,
da e je interval zelo velik (x = =), bo sluCajna spremenljivka zagotova padla (verjetnost
bo enaka 1) v omenjeni interval, zato je

2 o]
erf(eo) = ﬁ/o e du=1.

Vrednost funkcije gama v % je tako enaka

r (%) — VTerf(e) = VT

= Zgled 15.5 Izratunajmo I'(—3).

V formuli I'(x) = EEmIE: ;;(f;;ﬁilz)(x )% Moramo izbrati dovolj velik n, da bo argument
x+n+ 1 pozitiven. Ker je x = —%, mora biti n > 2. Izberimo najmanjs$i mozni n, torej naj
bon=2: S
(- 5 _ [(—5+2+1)
(=3) )(=3)(=3

(= )

D=

JT.

|
Silee






Nedoloceni integral in integracijske metode

1. Izracunaj naslednje nedolocene integrale:

(a) /dx
(b) /(x3+3+x—2)dx,
(©) /(\/)_c+\3/4_x)dx,
) /(13x+e")dx,
2
(e)/)#dx,
1
0 /x_ﬁdx’
5,x—5Vx2+3
(g)/ Ve \%\C/X_+ dx,
1
®) /16x12+4dx’
@ /x2—36dx’
. 1
0 /\/2x24i18dx’
K [ —— dyx,
&) /1/(2x)2—1()0
1
@ / V25 — 22 dx.

5
X
(m) /xz—l—ldx’




290

16. Resene naloge

(n) [ (sinhx — coshx)dx,

®) /1+cos x
P 1+cos2x

Regsitev.

(@ [dx=x+C,

b) [(34+3+x2)de=% +3x—x14C,

© [(Va+v4ax) de= 2V +3Vad -,

@ [(13%+e)dr= B3 rer

() [ttt gy — £ 4 dx 4 4In x| +C,

(f) [ fpdr=-25+C,

© f%dxzm/x»—%ﬂ%ﬁJra
(h) j‘mdx +arctan(2x) +C,

@ fx2136 = lln];rg]—s-c
1
= 5| d
(])f\/m nx-‘r\/ﬁ +C,
& f %2 m =lln‘x+\/x2— ‘—&-C

)] f\/i —arcsm( )+C

dx = x —arctanx +C,

(n) f(sinhx—coshx) = coshx —sinhx+C,
2 4

(0) f3x|dx 3x1]n( )+C

P f %+cos Xy — f 1+cos?x f Ltcos® Xdx = (tanx+x) +C.

+cos2x 2cosZx

1-+cos? x—sin? x

2. Z uvedbo nove spremenljivke izracunaj naslednje nedolocene integrale:

1
— dx,
@ /3x1+9
Kier i
(b) /—ax—i—bdx’ jer je a # 0,
X

(© /md%

e

© / 2020

() /(Cos 2x + sin2x) dx,

Sinx
(&) /l—cosx

(h) /tanxdx
0 [
Q) / 2e* dx,

262x
()/’k+25
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O /xlnx ’

( /2)6(2x+ 1)2014dx

1
) /(1+x2)arctanxdx
) / xvVx—2dx,

1
® | e

Inx

@ [ T —dx

x+Inx+ 7l

Regditev.

@ /3 +9
(b)/ QT 11 e+ |+c
ax+b o i

1
t x+3 fln|x+3|+C

©) / X t x:+51 1
+5 205 2 (—504)(x2 +5)304

=x* x*
()/8_|_4 = arctan(2>+C,

e 1 1 1
(e)/ 20 = T 0= 17 1009(x— 1) 2019(x— 1200 T &

_ in2x — 2
® [ 0052x+31n2x) e

(@) / SINX g 1=12008 1 cosx| 4G,
1— cosx

t= COSX

+C,

(h) /tanxdx —In|cosx|+C,

0 /cos xdx_/cosx (1 —sin®x) d = Smxln\smx| Sifx—i—C,

Sinx 1 Slnx
3
(u)/“dx—5 ° i,

2 2x _x
1
(1)/ — dy ' SIn[In()|+C,
= 2x+] (2)(_'_1)2015 N
20151n2 ’

1 t= dl'CldIl X

®) /(1+x2)arctanx

& 4
@ [rim2a W s

! o B ¢
) /mdx = /t3 e dr = 6(/x —arctan(/x)) +C.

1 x t+1-1
(q)/ o ’“‘/ / 2 dt
In x+lnx+17 241417 v
z+1 2+4—11nt+1+ r+l +4|4+C=
2 2 2 2 o

/ 17 1 1 / 17
= lnzx—i—lnx—i—Z—Eln lnx+§+ lnzx—i—lnx—ﬁ—Z

(m) /2)( 2X+ 1)2014 dx

In| arctanx| +C,

+C.
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3. Z uporabo integriranja po delih izracunaj naslednje nedoloCene integrale:

(a) /xcosxdx,
(b) / (x* 4 1) sinxdx,

(c) / ¥2e? dx,
1
T ax

©) / chx dx,

63) / 3x? arctan xdx,
© /arctar:(ex) dr.
e

(h) / Inxdx,
(i) / xIn® xdx,
G) / 2lne dx,

(k) /arctan (1 + j_c) dx.

Regsitev.

(a) /xcosxdx: (dzi)élx de:_csc;;);dx) xsinx—/sinx dx) = xsinx+cosx+C,

— 2 e
(b) /(x2+ 1)sinxdx = (gu:xZ;rdic iv:jlzgsix> (—(x2+ 1)cosx+2/xcosx dx) =

glej (3a) — (x> 4+ 1) cosx+2xsinx+2cosx+C,

()/ZZde u=x> dy = e* dx xe?
C X e = X
du =xdx v:%
e

Uu=x dv = e dx) < / 2x > 22 er o2
- x - dx +—+C
(du:2dx v=5%

2 2 2 4

x—1 u=x—1 dv=e>dx 1 1
d ——dx= “ox ——(x—1De P +-e>4C),
()/ o (du:dx V:_ezz ) < 2(x Je +tge )
2
2 _ U=x dv = chx dx 2 / B
(e) /xchxdx-(duzzxdx ) shr )(xshx 2 [ xshxdx ) =

< u=x dV:Sthx) <x2shx2xchx+2/chxdx) — x%shx — 2xchx + 2shx +C,

du = dx v = chx

= arct dv = 3x? dx 3 dx
® /3x2arctanxdx: (u are S‘fx Y x3 ) ()c3arctan)c—/x2 )—
duzx—2+1 vV=x x2+1
2

1
:x3arctanx—/<x—x> dx:x3arctanx—%+fln(x2+1)+C,

2+1 2
arctan(e¥) u=arctan(e’) dv=e"dx _ dx
_— dx = _ — X 1 a /7 =
(8 / ( du:egiixl b e e “arctan(e®) + T
er e2x . er
= —e aICtan +/de = —e€ arCtan((Y) +x— / de =

o 1
=t - *arctan(e*) +x — Eln(ez’ur 1)+C,

(h) /lnxdx: <”:1“d§ dv = dx) (xlnx/dx) — xlnx—x+C,
du:7 V=x
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. u=In’x dv =xdx x?
) /xlnzxdx: (du: dnrdr 2 ) <21n2x/xlnxdx) =
X

2 2 2

= %ln2x—%lnx+%+C,

043 _ .9 10 9 10 10
. 9, 3 u=Inx> dv=x"dx X 3 /3x X 3x
= —Inx’— [ —dx| = —Inx"— —+C,
()] /x Inx’ dx (du:3;b‘ b Al 7o nx o o nx’ 100+
1
k) /arctan (H—x)dx:
1
= = d :dx
= <u arctan(dier) v > (xarctan <1+ > /72 dx) =
d“*m v=x 2+ 2+ 1

1
5 1
= xarctan / x+2 21 = xarctan (H—) +71n
2 Bl Z X 4

1
~3 arctan(2x+ 1) +C.

)cz—l—)c—i—l —
2

4. IzraCunaj naslednje nedolocene integrale racionalnih funkcij:

()/ 2x—|—5
®) / x?+x de,

© [ ﬁdx,

()/2+1

© /x2+3x+2dx

3x+8
® / +6x—|—8

()/x—|—2x

®) / x;l (x+2) dx,
2x+15
()/ +2x+

(x+3)(x2+9)

3
—X +2x+4
dx,
0 /xz (x2+2x+4)

()/ —x+x%+3
24+ x+3)(x2+1)

X — 2x
dx
O / (x4+2)2(x2+2x+5)

Regitev.

X x—1+1
—dx= | ———— dx=
() / 2x+5 /(x—1)2_1_|_5 /(x—1)2+4
x—1 1 1 1 v
de= S In((x—1)*+4) + 5 arct c,
./x—l /(x—1)2+4 2n((x )"+ )+2arcan( 5 )+
x+*_l_2 _x+
()/2 :/ 22 2 dx / 2 / 2 dx
x4xtd (x+3)2—3+1 2437 2 n

1ln(( +1) +3) 5 arctan(2x+1>+C
= — X — — —— N
2 22 4) V3 V3

-Nm

7
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by t=x2+4 1
——dx = ———FF+C,
© / (x2+4)2 2(x2+4) *
(d) Najprej delimo polinom x° s polinomom x> + 1 in posledi¢no dobimo

4 2
3 X X ox 1 2
- dx=———+=1 1 .
/(x x+x2+1> ) 2+2n(x+ )+C

(e) Imamo dva nacina.
e Direktno z uporabo formul.

3 1
-1 I
22 +C3ln’x+ +C
3)+3 x+2

/ 3dx 7/ 3dr o (x+
x2+3x+2 (x+3)2-1 (x+

X

e Uporaba parcialnih ulomkov.

3. 3 _ 4 B
R4+3x+2 (x+D(x+2)  x+1 0 x+2

Dobimo sistem enacb A + B = 0, 2A + B = 3. Resitvi sistema sta A = 3 in B = —3. Sledi

/(x+f)tc+2) —/(xil %iz) dr=31n[x+1|—3In[x+2|+C=3n ii;‘w
(f) Uporabili bomo parcialne ulomke (lahko tudi direktno; glej (4a)).
3x+8 A B
G244 x42 xt4
Dobimo A =1 in B = 2. Sledi
/m—%—éﬁk@dx:/(xi2+xi4> dx=In[x+2|+2In|x+4|+C.

(g) V vseh nadaljnih primerih bomo za racunanje integralov uporabili parcialne ulomke.

X% +2x A B C

GH1?  Gr1)?  GrD?  GrD

DobimoA =—1,B=0in C = 1. Sledi

" x4 2x —1 1 1
/ r 1) dx_/((x+l)3 + (x+1)> &= ag e TG
h)
X A B C D

(x+1)2(x+2)2 - (x+1)? +x—%—l + (x+2)? +x+2
DobimoA=—-1,B=3,C=—-2in D = —3. Sledi

X 1 2
dx = 31 1+ —=-31 2| +C.
/(x+1)2(x+2)2 x+1+ njx+ ‘+x+2 n|x+2/+
®
42415 A | BetC
(x+3)(x2+9) x+3  x2+9

DobimoA =1,B=0inC = 2. Sledi

24 2x+15 2
/(x iy dx = zln\x+3|+§arctan(§)+c.

x+3)(x2+9)
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)
2(2+2x+4) 22
DobimoA=1,B=0,C=—1in D = —1. Sledi

—x*+2x+4 A B Cx+D
x xX2+2x+4

X34+ 2x+4 1 1
—_———dx= ——— =1 12 +3)+C.
/xz(x2—|—2x+4) x 2 n((x+1)7+3)+
(k)
— X3+ x243 Ax+B Cx+D

(2 +x+3)(x2+1) T2 tx+3 0 241
DobimoA=—-1,B=0,C=0,D = 1. Sledi

3,2
—x°+x*+3 1 1, 11 1 2x+1
dx=—=In( (x+=)"4+— | + ——arctan | —— | +arctanx+C.
/(x2+x+3)(x2+1) 2 <( 2) 4) V11 (\/11>
)]
x—2x2 _ A n B n Cx+D
(x+2)2(x2+2x+5)  (x+2)2  x+2  x2+2x+5
DobimoA=-2,B=1,C=—1inD = 0. Sledi

x—2x% 2 1 1 41
/<x+2)2(x2+2x+5)dx ot nlx+2[—In((x+1)*+ )+2arcan( 5 )+

|
5. S pomocjo metode Ostrogradskega izracunaj naslednje nedolocene integrale racional-
nih funkcij:

2x?
@ [ R

2x2
® [ @it

1
© / (x2+2x+5)2 dx.
1

@ | gt

6x
© | e

Resitev.
242 Ax+B Cx+D
dx = dx
/<x2—1>2 <x—1><x+1>+/<x—1><x+1>

(a) Nastavimo
Sedaj odvajamo zgornjo enacbo in dobimo

2x? 7A(x2—1)—2x(Ax+B)+ Cx+D
@12 G-+ ? D)
PosledicnoA=—1,B=0,C=0in D = 1. Sledi
2x? X 1 X 1. |x—1
" _dx=- dx=— =1 C.
/(xz—l)2 (x—l)(x+1)+/(x—1)(x+1) -1t x—|—1‘+
(b)
/ 2x* _ Ax+B /Cx+Ddx
(2+1)2 7 x2+1 x2+1

DobimoA=—-1,B=0,C=0in D = 1. Sledi

2x? X
/m dx == __)(27—’-1 +arctanx+C.
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(©

/ 1 dx — Ax+B +/ Cx+D
(2 +2x+5)2 " xX2+2x+5 x24+2x+5

Dobimo A = §, B=¢,C=0inD = §. Sledi
1 1 x+1 1 x+1
e dvr=< [ 5——=—— + - arct C.
/(x2+2x+5)2 8( T 245 arcan( 2 )>+

/ 1 _ AX+Bx?+Cx+D /Ex+F
(x2+1)3 7 (x2+1)2 X +1

DobimoA=3,B=0,C=3,D=0,E=0,D= 4. Sledi

1 1 /3% +5x
/W d.X— g ((')(:2_~_1)2 +3arctanx> +C

(d)

(e

6x _ Ax> +Bx+C " Dx+E
/(xfl)z(x+l)3 (=1 (x+1)2 /(xfl)(x+1)

DobimoA=—-1,B=0,C=—-1,D=01in E = —1. Sledi

x—1
x+1

X —x-—1 1
/(x— a1 ¥ ooz 2 ’+C'

6. IzraCunaj naslednje nedolocene integrale funkcij z iracionalnimi Cleni:

(a) /\/ﬁd&
(b) / 3 (Gx+6)4dr,

© /x\/de,
(d) /x x2 4+ 1dx,

1
© | A

NEn
® /jf_i

(h) /\/1+x2dx
. X2 +x
(1)/\/ 3—2x—x?
/\/ 2x% +2x+ 1dx,
2x—1
k
()/\/2 X— 2x
O /x2+2\/x2
dx
(m)/x 2\/x2+2x+2 ’
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o [ xzledx,
© [ \/%dx,
(p) / 1;xdx,

1
@ /1+\/§—\/x+1dx

1
© / TNV

1
dx
(s) /<X+1) P
1
dx
© /\/x2+x+ —(x+1)

Regsitev.

1 2
————dx=—————+C,
(a)/ (x4+1)7 5\/(x+1)5Jr

. 3/~4
(b) /\3/(3x+6)4:3\;37 v/ (x+2)7+C,
(c) /x\/x—delzgzg\/ x—25+ﬂ\/(x—2)3+C

/x /xz dxterl\/ +1) +C

3 9
()/ﬁ s /w;c+ + V) dr
® / m dxt:f / (tzeril)zdt in ta integral smo izraCunali v (5b).

(g) Pomagali si bomo z naslednjim nastavkom

2 2
=3/ @+ 1)3+§x/§+c,

2
x“+1 1
dx = (Ax+B \/1—x2+C/ dx
V1—x2 ( ) V1—x?
Zgornjo vrstico odvajamo in dobimo
2
x 41 X C
=AvV1—x2—(Ax+B + .
V1—x2 ( ) 1 —x? 1—x2
Slednjo vrstico pomnoZimo s v/ 1 — x2 in dobimo
x> +1=-24x+Bx+A+C.
IztegaslediA:—%,B:OinC:%.Torej
2
x“+1 1 5.3 1 1 ;. 3 .
ﬁdX—fEx lfx +§/\/17_7xzdx—7§.x lfx JriarCSlnx+C.

(h) Najprej preoblikujemo integral

S 142
I+x*dx= dx
[ [,
Postopek je podoben kot v (6g).

142
Ax+B V142 +C/
V1+x2

\/7
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Sledi A =1, B=0in C = }. Posledi¢no

1 1
/\/1—|—x2dx: 7% 1—|—x2+§ln\x+ V1+x2+C.

Opomba: integral lahko izraunamo tudi z uvedbo nove spremenljivke x = sht.
(i) Postopek je podoben kot v (6g).

X2 +x 1
Ax+B \/3—2x—x2+C/7dx
\/3 2x —x? = ) V3—2x—x2
Dobimo A = —5 Bf 7 InC=2. Posledi¢no
Z4x < > 1
———dx= | —=x+ = \/3—2x—x2+2/7dx:
V3 —2x—x2 22 V3 —2x—x2

11 1
=|—-zx+= \/3—2x—x2+2/7dx:
( 2 2> Va—(x—1)?
11 1
- <2x+2> V/3— 2x— x2 4+ 2arcsin <x;> fcC.

() Najprej integral preoblikujemo

2
/\/Zx +2x+1dx= \f/ +x+2
A2+

Najprej upostevamo nastavek in dobimo
+x+ 3 / 1
/x 0 (A B) [ xt - +C/ dx
VA +x+ VA +x+
SlediA=1,B=1i anS Torej
+1+\/ 2yt
X+ X +x+=
2 2

1 2
/\/Zx +2x+1 dx— 2x+ )\/x2+x+§+%ln
2x—1 2x—1

(k) Najprej integral preoblikujemo
——dx =
V2 —x—2x2 \f N

+C.

Upostevamo nastavek

/ ﬁdxﬁ o

in dobimo A = —-2in B = —%. Posledi¢no je

2x—1 dx 2 S 3 arcsin <4x— 1) v,
B S PR N & R S M=
V2 —x—2x2 V2 2 242 V17

(1) Integral bomo izracunali z uvedbo nove spremenljivke

/ X 17\/ / -1 .
xz+2\/xzf (120 T a1+

—x=2

(m)/x OV +22+2 /z2\/ L+2)2 +2 (;+2)+2

f/m ) t+%

L In L —|—i+
V10 |x—=2 10 X —

dt =

3 1
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(n) Najprej integral preoblikujemo

b i =

V nadaljevanju se bomo posvetili drugemu.

1 =1 —dr 1 1
————dx = [ —==-In|-+4/1+5|+C.
/ Va2 +1 ViZ+1 x x?
Posledicno je
1 1 1
/ dx=vVx2+1—In|-+4/14+ 5| +C.
X X

(0) Vpeljemo novo spremenljivko 1> = +1- Posledi¢no je dx = (ﬂ 1)

2
/ x+l 2t dr.
x+1 2—1)2

Za reSitev tega integrala glej (5a).
(p) Vpeljemo novo spremenljivko 1> = % Posledi¢no je dx =

7/27t2 dr

(2+1

Za reSitev tega integrala glej (5b).
(q) Najprej integral preoblikujemo.

[t [ [ (e b o

dt. Dobili smo torej

7 dt. Dobili smo integral

V nadaljevanju se bomo posvetili integriranju zadnjega ¢lena. Pomagali si bomo z novo

spremenljivko > = %

1 ==t 21
[ e = [
x 2—1)?

in slednji integral smo izracunali v (5a). Torej

1—x—

1 1 1 [x+1 1 x+1
—————dx=vVx+-x+=In — —In
/ I+v/x—vx+1 Ve 272 x 2 x
(r) Integral bomo resiti s pomocjo uvedbe nove spremenljivke.
1 == 2 1 |t—v2 1
/7(1)61‘ :lx/Zdt:_\[+C:_
(x+1)v/1—x 21t 2V2 |t +2 2

(s) Tudi ta integral bomo resiti s pomocjo uvedbe nove spremenljivke.

/71 dxtﬁfil dtzfil dr =
(x+1)Vx2+1 J (ﬁ)z—l—l V22 -2t +1

t
/ *—lnt71+\/ 7t+1 +C=
V2 -~ 2 2 B

1—x

2
+C.
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(t) Najprej integral preoblikujemo in delno izraCunamo

_/\/x2+x+1+(x+1)dx_
—X

/\/x2+x—|— —(x+1)
x+1 1> 1
S Y (N S S dx+/7dx:
/<\/x2+x+1 X xVxr4x+1
1 1
X24+x+1+=In x+2+\/x2+x+l‘—x—lnx+/

2
Posebej izracunajmo zadnji del.

1 1= t 1
——dx :x/ dt:/ dr =
/x\/x2+x+1 t2 /Lz+l+1 VI2—|—I—|—1
I3 t
1 5 1 1 1 1
t+-+Vte+t+1|+C=In|—+ -+ f2+7+1
2 x 2 X X

7. lzraCunaj naslednje nedolocene integrale funkcij sinus in kosinus:
(a) / cos” xdx,
(b) / sin® xdx,
(©) /sm xcos? xdx,

! dx
xVxl4+x+1

=In +C

(d) /sm xcosxdx,
(e) /coszmgxsinxdx,

® / sin’ xcos® xdx,

(g) / COSX

SlIl )C
) [
COS
smx-l—cosx
(i) /

1 +sinx

1+smx
0 [ Gareons

sinx COS)C

(k) / fd&
sin° xcos.x

0 [ ! dx,

2sinx — 3cosx+ 3

(m) /sinx(2+cosx)dx
1
®) /4—3cosl2 dr

/ sinxcosx + cos2x

(p)/ 1 +tanx

sm 2x —1

@ / I—Hanx

sm 2x

sin 2x
dx,
® /1+\/1—|—smx
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(s) / sin2xcos 3xdx,
(t) / sin2xsinSxdx,
(w) /cosxcos4xdx.

Resitev.

@ /cos2xdx:/ l+cos(2x)

1 sin(2x)

dx =
) /sm v /(lcos2x>> 4/(_20 )+cos§4x))dx:

1 (3 sin(4x
= - Ex—sm 2x

(©) /sm xcos?xdx = / (1 — cos(2 1+COS(2X)) dx = l/ (1 005(4)‘)) d —

4 2 2
1 1 4-
(Zx sin(4x > ‘e

4
. sin” x
(d) /sm xcosxdxt =sinx +C,
2020
2019 - t=cosx COS X
e cos™xsinxdx = ——+C,
© / 2020 i
€3] /sm xcos?xdx = /(1 —cos?x)?cos xsinxdy =" =" —/(1 — 12?2 dr =
cos’x 2cos’x cos’x
=\ st ) te
Za ta integral imamo ve¢ mozZnih na¢inov racunanja. PokaZimo dve moZnosti.
g g i)
. 1 COSX COSX inx 1 1 —sinx
1. / dx = 75 / de 2 -
cosx cos 1 —sin? x 2 1 +sinx

ii. Uporabimo unlverzalno substitucijo ¢ = tan ( ) Spomnimo na naslednje formule sinx =

litz , COSX = l+zz , dx = % V tem primeru dobimo
1 r=tan( 3 1 2dt 1—1¢ 1 +tan (3
/—dx ai(z)/ ~In SRS LL LI ) ey
cosx (ﬁ) (1+172) 1417 1 —tan (%)
1+£2
(h) Integral bomo najprej preoblikovali nato si bomo pomagali z novo spremenljivko.
/ s1n2x _/smx 1—2005 2x)? dxt:c:osx_/ 1—2t22+t4 4= 1+2t— £+C:
cos cos t t 3
—— +2cosx — x +C
 cosx
@ /smx+cosx _/ sinx + cosx) 2l—sinx dr— / sinx _ sinx _ 1 1) dr
1+ sinx 1 —sin%x cosZx cosx cosx cosZx

Ta integral lahko razdelimo na pet integralov, idejo kako se integrirajo le-ti pa smo razlozili Ze v
predhodnih primerih. Kon¢ni rezultat je torej

+1In|cosx| —tanx+x+C.

_ n :
1+ sinx

/‘ sinx—&—'cosxdx_ 1 11 1 —sinx
1+ sinx cosx 2

(j) Razdelimo na dva integrala

1-+si 1 1
/ .—l—smx dx:/ . dx—l—/ dr.
sinxcosx Sinxcosx cosx

Glede na (7g) je dovolj izracunati prvi del.

/7. : ' tﬁ(%)/;hﬂ dr
sinxcosx t(1—12)
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16. ReSene naloge

(k)

®

(m)

()

(0)

Za ta integral si pomagamo s parcialnimi ulomki

+1 A B C
t(1—12) ¢t 1—t 141

DobimoA =1,B=11in C = —1. Torej

2 +1
/t;dtzlnh\—ln|t—1|—1n|t+1\+C.

(1-12)
Sledi
/ 1'+sinx deeln tan (%) —&-1111 l—s?nx
sinxcosx tan?2 (%) —1| 2 |1+4sinx

Najprej preoblikujemo

1 sinx sinx —cos 1
/ = / dv= / : dx’ Q‘X—/izzdx.
sin’ xcosx sin*xcosx 1 —cos?x)2cosx t(1—1?)

Sedaj si pomagamo s parcialnimi ulomki. Izkaze se

1 1 1 1 1 n 1
t(1=12)2 ¢ 2(t+1) 4@¢+1)2 20—1) 4(@—1)2
Posledicno je
/ L dv—1nfcosx| — 21nfcos®x— 1|+ =——— +C = In|cotx| - —s— +C
——— dx=1In|cosx| — = In|cos”x — —_— =In|cotx| - ——— +C.
sin xcosx 2 2(cos?2x—1) 2sin?x

Uporabili bomo univerzalno substitucijo.

1 t= tan% 11
/2sinx—3cosx—|—3 N 3/¢2+¢ 3/ H— 1 "

Uporabili bomo univerzalno substitucijo.

/ ! e tai(%)/ ?+1 ”
sinx(2 + cosx) 1(t> +3)

Ponovno si pomagamo s parcialnimi ulomki in dobimo
/ £+1 dt—/ 1L e
t(2+3) ) \3t 3(2+3) '

1 1 X
e dr=Injan(3) 71 tan () +3+C.
/smx(2+cosx) 3 njtan [+ 3 Inftan 2 31+

Najprej navedimo idejo za integriranje. Naj bodo A, B,C € R. Tedaj

Torej

dx dx
Asin®x+ Bsinxcosx+ Ccos2x / cos?x(Atan?x+ Btanx+C)’

V ta integral vpeljemo novo spremeljivko ¢ = tanx in dobimo racionalno funkcijo. Uporabimo
sedaj to idejo v naSem primeru.

/ /; _ 1 t t_dnxl 1 dr —
4— 30082 cos2x+4sin®x 4cos?x(tan2x+ 1) 4] r2+1

1 1 tanx
= Earctan(z) +C= 2arctan< > ) +C

1 1
/ - dx/ de = In|tanx+ 1] +C.
sinxcosx + cos? x cos2x(tanx+ 1)
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(p) Postopali bomo podobno kot v (7n).

/ 1 +tanx dr— 1 +tanx dxt:t:anx/ (1+t g —

sin(2x) — 1 2sinxcosx — cos2x — sin®x t—1)?

1 2 2
= dt = —In|tanx—1| — C
/(t—l+( 1)? ) nltanx—1| tanx—1+
(@) Najprej bomo preoblikovali integral.

/1+tanxdx7 cosx+sinx 7/ COSX /
sin(2x) ~J 2sinxcos?x 2sinx(1 — sin’x) 2cos?x

Osredoto¢imo se na prvega po preoblikovanju

cosXx de'= smx/ /( 2 1 >dt—
2s1nx1—smx 211—12 Y A i
=2 (ln\smxf 1| —2In|sinx| +1In|sinx+ 1|) +C = fln\ctgx| +C.
Torej
/%dx: %ln|ctgx\+%tanx+c.
(r) Pomagali si bomo z novo spremenljivko.
sin(2x) 2sinxcosx 1=1sinx 2(r—1) & —
1+m 1+ /1 +sinx 1+1
_/ (=D =V g, /2 f—1) di = 3(smx+1)2—2(sinx—|—1)+C.
(s) /sin2xcos3xdx: /7 (sin(2x+ 3x) 4 sin(2x — 3x)) dx = ! (_cos(Sx) +cos(x)> +C

5
sin(3x)  sin(7x)
3 7
)

(9) /stxsmedx / cos(2x — 5x) —cos(2x+5x)) dx = 3 (

() /cosxcos4xdx:/E(cos(x+4x)+cos(x74x))dx: ;( gSX .

Doloceni integral in njegova uporaba v geomethriji

1. Izracunaj naslednje dolocene integrale:

1

(a)/ (1-22)
x+1
—dx,

()/ 2+2x—3
(c)[tsin xdx,

2

(R
d/ dx
@ 0 1+42%

A NI 1. 4
<a>/<1—x>—<x——>\ <1—§>—(—1+§>—§,

' x+1 _x+2x3 1 12
()/x2+2x 3 / 7dt 7ln‘t|‘ ln(5),

o 0 1 2
(©) Asin xdx:/rsinx(l—coszx)dxt_gm—/l (1—t2)dt=/ (1—z2)dz=§,
z :

21 3 1 (3
(d) / Sdx T —dr=-——1In
1427 22/, 10 22 \2

)+c

sin(3x) ) e
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16. ReSene naloge

. 'V katerem razmerju daljica s krajis¢ema (—1,0) in (

. IzraCunaj plos¢ino obmodja pod grafom funkcije f, ki je podana s predpisom f(x) =

4 — x?, na intervalu [—2,2].
2 2 32

Re§itev./ (47x2)dx:2/ (47x2)dx:? |
-2 0

. Izracunaj ploscino lika, ki je doloceno takole y > 0,y < 4 — x%in y<x-+2.

Resitev. Opazimo, da je vsota dveh integralov

/1 (x+2)dx+/l2(4—x2) ="

-2

|
g, 4) razdeli enotski krog?
a

Resitev. Opazimo, da zadostuje izraCunati plos¢ino enega dela kroga. IzraCunajmo tisti del, ki lezi
nad daljico.

V2
P= [ (VIZP = (V2= D+ )) e

1 1 . x2 @
= Exﬂ—i— Earcsmx—(\fZ—l)(E—kx) =
1 1
- g(2+37r)+1(f2— 1)(3+2v2).
Posledi¢no je razmerje P : @ — Py. [ |

. Krivulja %, ki je podana z enacbo 2x + 1 = y?, razdeli krog %, ki je dolocen z

neena¢bo x> +y*> < 4, na dva dela. Izradunaj razmerje plos&in nastalih delov kroga
& pri delitvi s krivuljo .Z.

Reditev. Dovolj je izraCunati eno ploS¢no, saj je vemo, da je ploScina kroga v naSem primeru 47.

V3 21 1 3 V3
pI:/ (\/4y2y2 )dyZ(zy\/4y2+2arcsin(x)y6+y>‘ =

~V3 2 2/ 1o
V3 2x;
)

Za integral glej reitev naloge 26. V naSem primeru je razmerje med plo$¢inama (v/3 + 47”) :

(5%~ 3. '

. S pomocjo integrala izracunaj ploS¢ino obmocja, ki ga doloca elipsa z enacbo

2
4

2 2
4/ \/9—%x2dx:6/ V4 —x2%dx.
0 0

Nedologeni integral [ v/4 —x2 dx izratunamo na naslednji nadin

)
/\/4—x2dx= 4 dx:(Ax+B)\/4—x2+C/ L av

=1.

2
Yy
Jr9

Regditev.

V4 —x2 V4 —x2
IzkaZe se, da je v tem primeru ploscina elipse 67. |
. S pomocjo integrala izpelji formulo za raCunanje ploscine elipse, ki je doloCena z
neenacbo 5 )
XY
—+=5<1
a> b2~
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kjer staa,b > 0.
Regsitev. Naloga se resi podobno kot v 6. Natancneje

a b2 b [2
4/ \/bz——zxzdx:4f/ Va%—x2 dx.
0 a aJo

V tem primeru plosc¢ina elipse mwab.

1+\/1T
S 2vx

8. IzraCunaj plos¢ino obmocja pod grafom funkcije f : [ 1] =R, f(x)=

T+1- 1 1 1 /1—
2/ : (2 "2V %

2\ 1 t 2 1(-V3 =«
_<1— 3)+4( t2+1+arctant>‘ 1—\/;—4<4+6>

V\]/Ex dx smo izraCunali v (6p) prejSnjega razdelka. [ ]

2 2
X
9. Izracunaj ploscino tistega dela obmocja v ravnini, ki zado$¢a pogojema T + % <1

Regitev.

o

Nedologeni integral [

iny> 35
2 )
Resitev. Za meje v doloCenem integralu pois€¢emo presecisca krivulj z enacbama ) + 9= 1 in

y= 32 Dobimo, da sta prvi koordinati preseci$¢ x; = 4‘3@ inx; = —47‘/5. Nadalje, opazimo, da je

obmocje simetri¢no glede na os y in s tem si poenostavimo racunanje.

*4‘3/5 3 3x?
=2 —V4—x 2 / 4—x>—— =
pl /0 (2 ) dx=3 ( x2 1 ) dx

= < ~x\V/4— 2 + 2arcsin(> x3) 43ﬁ3<4\[+2 MM)

3 16 3

v . v . . v . . . v . ) _
10. Izracunaj ploscino lika, ki ga dolocajo krivulje z enacbami y = In <ﬁ) ,x=1

iny=0.
Resitev. Opazimo, da bomo integrirali na intervalu [0, 1]. Omenimo, da bomo ustrezen dolo¢eni

sz“x) in dv = dx.

integral izracunali s pomocjo integriranja po delih: u = In (

2414x
1 Va2l — V2 rl— 1 1 9
pl/l i xdx:xlng‘—i-/ ol P
VX2 +1+x VX2+1+x/)1o Jo Vx2+1
—In (2_1>+2v x2+1 ‘ =In ( >+2f2

11. IzraCunaj dolZino loka grafa funkcije f: [0,1] — R, f(x) = 2v/1 +x.

Regitev.
/- / / / /x+
1 +x x—|—

Uvedimo novo spremenljivko 1> = ”2 . Tako dobimo integral

3

I o2
[
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12.

13.

14.

15.

Sedaj si pomagamo s (5a) prejSnjega razdelka in dobimo, da je dolZina loka enaka

€—§ 1ln1 g—l—llnl—i—i—lln§
S5 25 32 3] 15 2 |3
|
Izracunaj dolZino loka krivulje z enabo y = In(x) na intervalu [1,¢].
Resitev. Pomagaj si s (6n) prejSnjega razdelka.
¢ 1 1 1 e
e:/ 1+ —dv = (\/x2+1—ln Sy 1+ 5 > =
1 X X X 1
1 1
=vVe+1l-In|-+4/1+= —\f2+ln‘1+ﬁ’.
e e
|
Izratunaj dolZino krivulje, ki je dolofena z enacbo y = v/x — x% + arcsin(;/x).
Resitev. Opazimo, da je krivulja definirana na integralu [0, 1]. Izratunajmo odvod
;o 1—2x n 1 r J1-x
y72\/x7x2 Vi—x 2x x
Torej
1 1—x LS|
fz/\/1+ dx=/—dx:2.
0 X 0 \/}
|
Naj bo a > 1 in naj bo funkcija f : [1,a] — R podana s predpisom f(x) = In(x +

x2 —1). P(a) naj oznaluje plos¢ino lika pod grafom funkcije f, s(a) pa dolZino
loka, ki ga doloca graf funkcije f. DokaZi, da je

P(a)+s(a) =af(a).

Regitev. Izratunajmo najprej P(a). Pomagali si bomo z integriranjem po delih.

P(a):/oaln(er V2 —1)dx =

= (u :d,inix—’— 1 xzd—xl) d:i?) <xln(x+ \/ﬁ)

:aln(aJr\/azfl)f\/azfl

Sedaj izraunajmo Se s(a).

s(a):/oa\/l—i—)ﬁdx:/oa\/)%:\/cﬁ

P(a)+s(a) =aln(a+ Va2 —1)— Va2 —1+Va>—1=af(a).

a a
f/ x dx)
1 0 vVxaz—1

x2—1

Posledicno je

|
Dokazi, da ima graf funkcije f : [0,27] — R, f(x) = sinx, enako dolg lok kot je

. . “ 2
dolZina loka elipse z enacbo % + v =1.
Resitev. Opazimo, da sta tako graf funkcije f in kot elipsa sestavljena iz Stirih enakih delov. Torej je

dovolj dokazati
T V2 2
/2\/1+Cos2xdx:/ |1+ 775 de
0 0 -
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Osredoto¢imo se na desno stran.

V2 2 1 (V2 [4=x2  —agne 3 |4—2sin’t
/ 1+x72dx=—/ %dxti :25“”/2 %costdt:
0 4—2x V2 Jo 2—x 0 2 —2sin“t
:/7 V' 1+cos?tde.
0

S tem je trditev dokazana. [ |
16. Lik .Z je v ravnini dolo¢en s krivuljama z ena¢bama y? = 4x in y = 2 ter osjo y.
Izracunaj volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem lika . okoli
(a) osix,
(b) osiy.
Resitev. .
@) V:n/ 4xdx =27

0
(b) V tem primeru zamenjamo vlogi x in y.
2 4
y 32 8
V= l-—)dx=(2—— |n=—-T.
”/o ( 16> ( 80)7r 5"

17. Lik £ je v ravnini dolo¢en z mnoZico
M={(xy) eR*|1-x<y<1-x%}.

(a) Izracunaj plosc¢ino lika .Z.

(b) Izracunaj obseg lika .Z.

(¢) Izracunaj volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem lika .Z okoli
osl x.

(d) Izracunaj volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem lika . okoli
0si y.

(e) IzraCunaj povrsino rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem lika .Z okoli

0si x.
Resitev.

@ /0'1<<1—x2>—<1—x>>dx=()‘22—f) =1

(b) Opazimo, da je en del obsega daljica dolZine /2. Torej je dovolj izralunati naslednji integral:

1 U1 4452
VI4dde= | ——— dx
/0 Jo 1+ 4x2

Prej bomo izracunali nedolodeni integral.

1 +4x2
——— dx=(Ax+B \/1+4x2+C/
V1+4x2 ( )

Ponovno odvajamo in dobimo A = %, B=0inC= % Torej

|

1
——dx.
V1+4x2

SR B b 1 L |

f:/ 7dx:fx\/l+4x2‘ —5—7/ - dx=
Jo V14452 2 0 2Jo V1+4x2
VAR i Vs 1

=20 St/ f‘ =¥ e
St 2+4n(+\f5)

Obseg lika je tako v2 + % + L In(2+V/5).
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18.

19.

20.

21.

(c) V:n/ol((1—x2)2—(1—x)2)dx=n(xz—x3+xs) ‘1 = E.
<®v—nA%vTﬂV—u—w%®—n<f—f>rg

0

1 1+ 3x% +4x2
©) P:Zn/ (1=2)V1+42 +(1-0)v2) dx=27 / ( oA (1—x)\/§) dx
0 V1+4x2
Najprej izraCunjamo naslednji nedoloceni 1ntegral

1+ 3x% 4+ 4x2
V1+4x2 V14 4x?

Upostevajmo dejstvo, da je integral sode funkcije liha funkcija (podobno velja, da je integral
lihe funkcije soda funkcija) zatoje B=0 in D = 0. Sedaj enacbo odvajamo in reSimo ustrezni

sistem. DobimoA= L1, C=2 inE = Sledi
+4/x 24+ 1
X —1.
4

dx = (AX* + B2 + Cx+ D)1 + 422 —|—E/

16°

1+ 3x% 4+ 4x2 1 39 73
ST = (=R 2k ) VI AR 1
N (16x + 112x) t

Sedaj ni vec tezko izraCunati povrSine telesa.

112 112

23
P= 27r< V54 112 (2+f)+f>
22 i
Naj bosta a, b > 0. Elipso z enacbo 2—2 + % = 1 zavrtimo okoli osi x. Dolo¢i volumen
nastalega rotacijskega telesa.
Resitev. 5
a X 4
V= 27rb2/ <1 — —) dx = ~ mab*.
0 a? 3
|
Izracunaj prostornino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje z enacbo
2
x“—3x .. v
y2 = 1 okoli osi x na obmocju 0 < x < 3.
x J—

.. 342 —3x 3 4 315
Resitev. V = n/o — dx = 7r/0 <x+1—|—4) dx = 7[(2 +x+4In|x— 4|> ‘ >
8In2.

Izracunaj prostornino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije f, ki

je podana s predpisom f(x) = sinx, med njenima dvema zaporednima ni¢lama okoli
osi x.

Resitev.
T, 3 n?
717/ sin xdx:ﬂ/ (1+cos(2x)) dx = >

0 0

Izracunaj volumen torusa s polmeroma Rin r, R > r.

Resitev. Torus s polmeroma R in r je telo, ki ga dobimo tako, da kroZnico z enacbo
P+ l—RE =7

zavrtimo okoli osi x. Njegov volumen se izraZa kot
r r
V:ﬂ:/ ((R+\/r2—x2)2—(R— r2—x2)2)dx:27r/ v r?2 —x2dx.
—r 0

Slednji integral predstavlja Cetrtino ploscine kroga z radijem r. Volumen rotacijskega telesa je tako

V =21°rR.
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22.

23.

24.

25.

26.

Izracunaj prostornino rotacijskih teles, ki jo dobi§ z vrtenjem lika, ki ga ograjujejo
parabola z enacbo y? = 4x, premica z enacbo y = 2 in o0s y, okoli
(a) osix,
(b) osiy.
Resitev.
1 4 1 2
() v:n/ 22y di=7(2x— V3 ’ )
0 3 o 3
(b) V—n/o rdy=nsy ‘0_7
|
Izracunaj volumen rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje z enacbo y =
In(4 — x2) okoli abscisne osi.
V3 V3
Resitev. V = n/ fln(4 —xY)dx = 271:/ In(4 —x%)dx = 27(—2V3 +4In(2 +/3)). |
—V3 0
Izraéunaj volumen rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije f: R — R,

f(x) = e —3+2¢~ >, med ni¢lama funkcije f.

Resitev. Najprej pois¢emo mcle funkcije f:

F_342e 7 =0
e (e —3e7+2)=0
e F(e® —1)(e¥—2)=0.

1z tega sledi, da so nicle O in % Sedaj izraCunajmo Se volumen

In2 In2

V:n/ ’ (eQX—3+2e*ZX)2dx=:n/ (49 de T — 6 44— 12¢ ) dr =
JO 0

4x In2
€ —4x 2x —2x 2 9 13
7r(4 e 3¢~ 4 6e +3x>0 7r<2+2

|
Izraéunaj volumen rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenem grafa funkcije f, f(x) =
Vi

o) 4 , okoli osi x v prvem kvadrantu.
Res1tev Izralunati je potrebno naslednji integral

1
7 1-2x
V=rn| -—S—=dx
/0 (XZ _ 4)2
Pomagali si bomo s parcialnimi ulomki.

-2« A B C D
(2—4)2 x—2 (x—2)2 x+2 (x+2)%

IzkaZe se, daje A = ,Lz B=—3%.C= %2 inD = 15—6. Nadaljujmo z integriranjem

1
2 1—2x 6 1 10
V= —_— dx =
”/0 e 32/ ( =2 o2y x+2+(x+2)2>
1
2

T 5
=—In(=].
32 (3)

Lik . je v prvem kvadrantu dolocen s krivuljama z enaébama y = /x in x> +y? = 4x
ter osjo x. IzraCunaj volumen rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem . okoli osi

y.

T 6 10
— T (=2 — f 42— ——
32( njx— |—|— — n|x+2| +2)
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Reditev.
V3 V3
V= E/O (+Va=y22—y*) dy = n/ (8- =y +4V/437) dy =
=7 <8xf V3- 9\f £ - 27[)
2 3
Pri tem smo upostevali [ /4 —y2dy = 2y\/4 y +2arcsm( )+C |
27. Izracunaj volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo tako, da lik, ki je doloCen s
4x% + y2 <25,y >xiny > 0, zavrtimo okoli
(a) osiux,
(b) premice x = %
Resitev. S s ; R
H 5 3 V5
@) V= 71:/_2%(25—4x2)dx—7r/0 xdx:27t(25xfgx3) - %’0 - ?
/5 5 1 2 5 2
= 2 —_— —_——
b Vv 7r/ ((2 3 5— y) (2 y) dy+
2 2
5 1
_ _(2_2 2 _
/(( 25 > (2 5V/25 y)>dy
Syl 7 PN T
/ —|—5 - ~V25—y dy+7'£/ 5v25—y*dy =
4 2 NG
2 12 12
( S\f 5\[ \[\ﬁ+arcsm(\f5)+‘fn—5\[\m—arcsm(\@)) =
125 2
= (471: — 20— 50arcsin(V/5) — ST\E
Pri tem smo upostevali, da je [v/25 —x2dx = fxx/ 25 —x2 42 e arcsm( )+C
|
28. Izracunaj povrsino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje z enacbo
X . .
=3—-x) EX okoli osi x na intervalu [0, 3].
Regitev. P 2n/31\[(3 M1+ Lox 2dx ”/3(3 )(x+1)dx =37 i
v. P= - - == — = 3.
1 3 X x NG 3/ x)(x
29. IzraCunaj povrSino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje z enacbo

y =x —x2, pri pogoju y > 0, okoli osi
(a) osiux,
(b) osi y.

Regditev.

I 1 2x— 622 + 83 — 4x
(2) P:27t/ (x—xz)\/1+(l—2x)2dx:27r/ X OB Wy
0 0 14 (1—2x)2

Uporabimo naslednji nastavek

/ 2x — 6x% 4 8x° — 4x*

1
dx = (Ax® 4+ Bx* + Cx + D) 1+(1—2x)2+E/—dx
1+ (1—2x)? 1+(1—2x

Zgornji nastavek odvajamo in nastavimo sistem linearnih enacb. Po reSevanju sistema dobimo
_ 1 p_3~_"_3 p__1;:
AffZ,Bfg,C -5, D= 6711an32 Dodajmo se

+C.

1—2x+4/14(1—2x)2

1
[———=a=—m
1+ (1-2x)? 2

Za kon¢ni izraCun vstavimo samo $e meje.
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1 ? 1
oo {1 1) o () o) o
2\/f 0 y

:n/ (/2 4y - 4>dy n/ 1:3 —g (2_4y)3j_
/,/ﬂd 7717 V3)

IzraCunajmo najprej nedolocem integral.

24y, rzf? » 1 t 1
/ R S —
l—4y 2(2—1)2 4(—1)(t+1) 8

Za vel pri slednjem integralu glej (5a) prejSnjega razdelka. Do konca zamenjamo spremenljivke
in izratunamo doloceni integral.

r—1
r+1

e

Posploseni integral

1. Izracunaj posploéene integrale, Ce obstajajo:

1
(a)/1 Ly
o [ xz+4dx’
()/lxlnxdx
C s

02

1
(@ /0 VIx—1] &

Regsitev.
(a) Integral konvergira, saj

o x? 41 b /1
——dx=1 —
J1 x4 bgrolo 1 (x2+

i 1 1 +1_’_1
=lim | ——
b—so0 b 3b3 3
(b) Opazimo, da je
noo X b X 1 ) b 1 5 1
dx = i dx= lim -1 4Hl =1 —In(b"+4)—=1n4 ).
/0 X244 bf:o/o x2 44 ) n@ + )1 bﬂ(Z n(b”+4) 2" )

Ker slednja limita ne obstaja, zato integral divergira (oziroma ne konvergira).

(c) Integral konvergira, saj je
1 i 1 d Ina+ a* 1
=lim|{—-——Ilna+— | =—-.
a al0 4 2 4 4

dv=tim (-1} ’b—
Iy et x 33/

w.\-lk >3>\ -

1 8 2 2
/ xlnxdx:lim/ xInxdx=1lm| —Inx— —
0 al0 Ja alo \ 2 4

2
Opomba: liﬁ)l % Ina = 0 lahko izracunamo s pomocjo L’ Hospitalovega pravila.
a

(d) Opazimo,da ima funkcija pol v tocki 1, zato bomo integral razdelili na naslednji nacin

2 1 1 1 2 1 L | 2 1
7dx:/ 7dx+/ 7dx:/ 7dx+/ &
/0 Vix—1| 0 /|]x—1] 1 y/|Jx—1] 0 V1—x 1 Vx—1

Izra¢unajmo vsakega posebe;.

Lo a
/7dx:1im 7dx_hm( 2\/1—x‘>
0

1—x a—1J0o 1—x a—1
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2 a ] 2
/7dx:1im dxlim( 1 >
1 vVx—1 a~>1Jo +/x—1 a—1 a

2 1
Torej / ———dx=
“h VTl
2. IzraCunaj naslednje posploSene integrale
(a) / e *dx,
OOO
3 —x
(b) / x2e “dx.
0
Resitev. Pomagali si bomo s funkcijo Gama, tj. T'(x) = / rle7"dr za vsak x > 0. Za vsak x > 0
0
velja [(x+ 1) =x(x) inT(3) = V7.

(a) /wa3efo =T(4) =3!,

s 7 15
(b) /O xfefxdx:l—‘(i):§\/ﬁ.

X —

3. Ali obstajata integrala
@ / xlnx
1 +x2

xInx
b
®) / (1+x2)2
Ce kateri od njiju konvergira, ga izraCunaj.
Resitev.

(a) Integral divergira, saj je

— o0,

/ xlnxdx> xInx
1 1427 = o 1442

it X . 1 2 a

a—roo e

(b) Integral konvergira, saj je
©  xlnx ©  x? * 1
——dx < / ——dx < dx = lim ——
/1 A+x22 " =i 0+22 —/ 2 prar
Integral Se izracunajmo. Najprej bomo izra¢unali nedoloceni integral.
/ xlnjzc dv— ”Zlndi dv= (sz?zdx < lnx2 +/ 1 i dx> _
(1—|—x) du= - v__2(1+x) 2(14x?) 2x(1+x2)
Inx 1 1
= dt=———— 4= (In]x| - =In(x*+1) ) +C
1—|—x 2/( ) 2(1+x2)+2<“ p b+ )>+
Sedaj izracunajmo nedoloceni integral.
< xlnx Inx 1 1 a
Ay v = lim (s Sl — (1 ’ _
/1 (112 52( z(1+ ) Tkl - gt )> |

. Ina In2

a

=1

1

i Ina e a +1n2 In2

=lim|({-———+-In—mrnon+— | = —.

a—oeo 20+a%) 2 V1+a2 4 4
z

4. Preveri, da sta integrala / : In(sinx) dx in / ’ In(cosx) dx enaka.

_T_
Resitev. / In(sinx) 2 / In(sin( fft dt*/ In(cosx) [ |
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5. IzraCunaj volumen rotacijskega telesa, ki nastane, ¢e graf funkcije f : [1,00) — R,
flx) = x~3, zavrtimo okoli x osi.

<1 —l 1
ResviteV.V:nr/ idxfl
1 X a—yoo

=7 |
6. Funkcija f : [1,00) — R je podana s predpisom f(x) = % Dokazi, da ima telo,
ki nastane z vrtenjem grafa funkcije f okoli osi x, koncen volumen in neskon¢no
povrsino.
Resitev. Nalogo bomo dokazali z direktnim ra¢unanjem. Najprej izraCunajmo volumen.

oo

1 1
V=rm dx 7 lim ——
1

a—ro X

a
=T

1

Sedaj pa Se preverimo, da je povrSina neskon¢na.

|
P:27r ,/1+ dr= 2/ x+ _

_2n</\/— /2\/7>
_2n<llmln|x+\/ﬁ|’ +/ xz\/f )

= 27r 11m1n|x+\/)T|‘ 7/ >
( i

27‘:<1imln|x+\/x2+1|‘u+\/t2+l‘ )oo.
a—oo 1 0

Kot zanimivost dodajmo, da se zgoraj omenjeno telo imenuje Torricellijeva trobenta oziroma
Gabrielov rog. Torej ta trobenta oziroma rog ima naslednjo lastnost: vanjo lahko nato¢imo konc¢no
mnogo barve, toda nemogoce jo je pobarvarti s konéno mnogo barve. Ali ni to paradoksalno? |

7. Ali konvergira integral

V: g ’g J

Regditev. Ni tezko preveriti, da integral konvergira, zato ga bomo izracunali.

/°° 1 - m/ G /’” 2 0
3 x2—1+vx+1 2t—|—1 2 (t—=1)(E2+1-1)

142 (1 t+1+3
—/ < — i )dt—/ _ T +2 dr =
-1 2411 2 \t—1 (,Jr ) _3

1

1 3
= lim (Inft—1|— s In|2 +1—1| -
¢H°°< |2‘ ’2\@ t-|-+f>2
— fim ( In| ! ‘— 3 |2 ’——ln<1>+3 (223
a—ee Vit+t—1 2\5 [+§+% 2 5 2\6 5_|_\6 ’
|
8. IzraCunaj
sin“x
i dr.
o e
Regitev. /oo Sinzxdx /“l—cos(Zx) “Ydx 1lim e 1(ZSin(Z) cos(2x))e ‘
A = B ] = — — — — x) — —
0o e 0 2 a—»oo 5 0
2
== |



314

16. ReSene naloge

0.

10.

11.

Naj bo n € N. IzraCunaj volumen (posploSenega) rotacijskega telesa, ki nastane z
vrtenjem grafa funkcije f : (0,1] = R, f(x) = /x(—Inx)?, okoli osi x.

.. . ! t=—lnx 0w o s=u T o T
Res.1tev. V_nj/o_ x(—1Inx)? dx 77:[0 12(—e )t "= F/{) ste ds-2—2F<2+1) |
Ali konvergira integral

/ A/ I n —_— I

.. ¢ X X t=1—Inx 2 01 ) s [ 1 -2
Res1tev./ 7dx:/ —dx = —e / —e Adt=e / —edr =
0 +/|lnx—1| 0 v1—Inx w V1 0 Vit

2 e 2
s=2t € 1 e 1 2 |7
= — s 2e 7 ds=—I'| =) =€/ —=. |
V2 0 V2 (2> 2
Izracunaj

*° 1
/ 2X _ p,—X dx.
In4 € e

Reditev. Najprej izratunajmo nedoloceni integral.

1 1 1
' = [ —d =
/e e *(e3 —1) / B-1
/ / t+2 4=
t—1) t2+t+1 3 t—1 £2+41+1 o

2t+1
(1n|t—1|— In|r®> 41+ 1| —v/3arctan <\7§>)+C:

e —1 2¢*+1
(ln"—ﬂarctan( “))e
X +e +1 V3
Sedaj izracunajmo Se posploseni integral

° ] 1 e —1 2¢°+1
/ ﬁdx: lim = ( In|———| —V/3arctan et ‘
In4 e —e* a—es 3 e ter+1 V3 In4

_ % (ﬂarctan@f —E\Tf"’_l (13))

2 \

[OSAIE
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adicijski izrek, 24
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arkus kotangens, 43
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Cauchyjev izrek, 187
cela Stevila, 11
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zgornja, 263
desna asimptota, 202
diferen¢ni kvocient, 165
diferenciabilnost, 180
diferencial funkcije, 182
disjunkcija, 2
diskriminanta, 36
doloceni integral, 262
delitev, 261
dolzina loka, 278
geometrijski pomen, 275
izrek o srednji vrednosti, 269
lastnosti, 267
Newton-Leibnizova formula, 272
ploscina, 276
povrsina telesa, 281
prostornina telesa, 280
Riemannova integralska vsota, 261
domena, 27

eksisten¢ni kvantifikator, 6
eksponentna funkcija, 44
ekvivalenca, 3

element mnoZice, 6
enakovredne izjave, 4
Eulerjeva formula, 195
Eulerjeva funkcija I', 286
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funkcija, 27
infimum, 34
maksimum, 34
minimum, 34
monotona, 35, 195
narascajoca, 35, 195
odvedljiva, 165
omejena, 34
padajoca, 195
realna, 33
simetri¢na, 33
supremum, 34

funkcija napake, 287

funkcija;periodi¢na, 39

graf
preslikave, 30
grupa, 13

hiperboli¢ni funkciji
kosinus hiperbolikus, 47
sinus hiperbolikus, 47

Hornerjev algoritem, 36

implikacija, 3
infimum
zaporedja, 67
injektivnost, 29
integrabilna funkcija, 262
integracijski interval, 262
integral
doloceni, 262
izrek o srednji vrednosti, 270
integralna eksponentna funkcija, 260
integralni kosinus, 260
integralni sinus, 260
integriranje
funkcije pod koreni, 257
integralna eksponentna funkcija, 259
integralni kosinus, 259
integralni sinus, 259
iracionalna Stevila, 11
izjave, 1
izoterma, 204
izreki o srednji vrednosti, 185
Cauchyjev izrek, 187
Lagrangeov izrek, 188
Rolleov izrek, 187

kartezi¢ni produkt, 8

kodomena, 27
kompleksna Stevila
absolutna vrednost, 22
argument, 23
deljenje, 25
imaginarna enota, 19
imaginarni del, 19
kompleksna ravnina, 19
konjugirano Stevilo, 21
korenjenje, 26
mnozenje, 24
Moivreova formula, 25
polarni zapis, 23
polmer, 23
potenciranje, 25
realni del, 19
komplement mnoZice, 9
komponiranje, 30
kompozitum, 30
definicijsko obmocje, 33
komutativna grupa, 13
konjunkcija, 2
konkavnost, 199
konveksnost, 199
konvergencni kriterij
korenski, 77
kvocientni, 76
Leibnizov, 78
primerjalni, 75
Raabejev, 77
koren enacbe, 35
korenjenje, 16
korenski eksponent, 16
kosinus funkcija, 38
kosinus hiperbolikus, 47
kotangens funkcija, 38
kotne funkcije, 37
kriti¢ne konstante, 204
krozne funkcije, 41
kvantifikator
eksistencni, 6
univerzalni, 6

L’Hospitalovo pravilo, 189
Lagrangeov izrek, 188
leva asimptota, 202
limita

funkcije, 47
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zaporedja, 64
limita funkcije

desna, 49

leva, 49
linearizacija, 179
logaritemska funkcija, 45
lokalni

ekstrem, 185

maksimum, 185

minimum, 185

mnozica, 6

koncna, 7

moc¢, 7

podmnoZica, 7

prava podmnoZica, 7

univerzalna, 6
Moivreova formula, 25
monotona funkcija, 35, 195

naravna Stevila, 11

naravni logaritem, 46

naravno definicijsko obmocje, 33
negacija, 2

neodvisna spremenljivka, 33
Newton-Leibnizova formula, 272
notranja operacija, 13

obseg, 13
realnih Stevil, 13
obseg;:kompleksnih Stevil, 21
odsekoma zvezna funkcija, 268
odvisna spremenljivka, 33
odvod, 165
arkus kotangens, 173
arkus sinus, 172, 173
ciklometri¢ne funkcije, 172
desni, 165
eksponentna funkcija, 173
elementarne funkcije, 171
geometrijski pomen, 177
hiperboli¢ni funkciji, 174
kompozitum, 170
kosinus, 172
kosinus hiperbolikus, 174
kotangens, 172
levi, 165
logaritemska funkcija, 174
obratna funkcija, 171

polinom, 171
potencna funkcija, 170
pravila za odvajanje, 167
racionalna funkcija, 171
sinus, 171
sinus hiperbolikus, 174
tangens, 172
tangenta, 178
trigonometri¢ne funkcije, 171
verizno pravilo, 170
vi§ji, 175

okolica tocke, 64

omejenost
funkcije, 34
mnozice, 16
zaporedja, 67

ordinata, 19

original, 27

posSevna asimptota, 202
pol, 37, 201
poligonska Crta, 277
polinom, 35
faktorizacija, 36
nicle, 35
splo$ni Clen, 35
stopnja, 35
vodilni koeficient, 35
posploseni integral, 283
potencna mnoZica, 7
potencne vrste, 80
potenca, 15
pravilnostna tabela, 2
prazna mnoZzica, 7
presek mnozic, 8
preslikava
bijektivna, 29
graf, 30
injektivna, 29
inverzna, glej tudi obratna, 31
komponiranje, 30
kompozitum, 30
obratna, glej tudi inverzna, 31
surjektivna, 28
preslikava, glej tudi funkcija, 27
prevoj, 200

racionalna Stevila, 11
racionalna funkcija, 37
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radikand, 16

razlika mnozic, 8

realna Stevila, 11

realna funkcija, 33

Riemannova integralska vsota, 261
Rolleov izrek, 186

rotacijsko telo, 278

sinus funkcija, 38
sinus hiperbolikus, 47
slika, 27
splosna plinska enacba, 203
stacionarna tocka, 186
stekalisce, 65
supremum

zaporedja, 67
surjektivnost, 28

tangens funkcija, 38
Taylorjeva formula, 193
Taylorjeva vrsta, 192, 194
trigonometri¢ne funkcije, 37

kosinus, 38

kotangens, 38

sinus, 38

tangens, 38

unija mnozic, 8
univerzalna mnoZica, 6
univerzalni kvantifikator, 6

Van der Waalsova enacba stanja, 203

vertikalna asimptota, 201
vi§ji odvod, 175
vodoravna asimptota, 202
vrste
absolutna konvergenca, 79
alternirajoca, 78
funkcijske, 79
konvergenca po tockah, 80
majoranta, 76
minoranta, 76
pogojna konvergenca, 79
s pozitivnimi ¢leni, 75
s poljubnimi ¢leni, 79
vrste; harmonic¢na vrsta, 75

zaloga vrednosti, 28

zaporedje, 63
divergentno, 64
infimum, 67
konvergentno, 64, 68
limita, 64
monotono, 66
narascajoce, 66
natan¢na meja, 67
omejeno, 68
omejenost, 67
padajoce, 66
racunske operacije, 68
stekalisCe, 65
supremum, 67

zveznost funkcije, 53
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