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Algebraic¢ne metode v dinamicnih sistemih

BRIGITA FERCEC IN MATE] MENCINGER

Povzetek V monografiji se teorija dinamicnih sistemov prepleta s poglaviji
abstraktne algebre. Dinamika zveznih in diskretnih sistemov je osredotocena na
problem centra in cikli¢nosti. Sisteme obravnavamo z uporabo teorije kolobarjev
tako, da obravnavamo pripadajoc¢e polinomske kolobatje in njihove ideale.
Najprej obravnavamo Groébnerjeve baze in zvezo med ideali in pripadajocimi
raznoterostmi ter minimalno dekompozicijo raznoterosti. Podana je tudi
informacija o programu Singular. V drugem poglavju obravnavamo
najpomembnejse pojme iz teorije dinamicnih sistemov: singularne tocke, limitne
cikle, centralno raznoterost, problem centra in ciklicnosti. Povezavo s prvim
poglavijem predstavlja doloc¢anje fokusnih koli¢in ter analiza ustreznih idealov. Gre
za Bautinovo metodo, s katero dobimo potrebne pogoje za nastop centra.
Zadostne pogoje dolo¢imo z Darbouxjevo metodo ali z nastavki za vrsto, ki
predstavlja formalni prvi integral. V tretjem poglavju so prikazani in analizirani
nekateri novejsi rezultati v zveznih in diskretnih sistemih. V zveznih in diskretnih
primerih je obravnavan problem centra in ciklicnosti. Obravnavani so nekateri
sistemi NDE v ravnini in v trirazseznem prostoru. Obravnavane so perturbacije
stopnje dve, tri ali $tirl. Diskretni dinamicni sistemi so omejeni na dinamiko realne
funkcije, katere kvadrat (v smislu kompozituma funkcij) je identiteti podobna
preslikava, ki izhaja iz Zoladkove enacbe. Obravnava cikli¢nosti poteka tudi s
pomocjo posplositve Christopherjevega izreka.

Klju¢ne besede: * dinamicni sistem ® singularnost ® problem centra in fokusa ®
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Algebraic Methods in Dynamical Systems

BRIGITA FERCEC & MATE] MENCINGER

Abstract In this monograph the theory of dynamical systems meets abstract
algebra. From the dynamical point of view we are focused to center and cyclicity
problems. From the ring theory point of view we consider polynomial rings and
their ideals. We first consider Grobner bases, the connection idealvariety and
minimal decompositions of varieties. The basic information on Singular is
included. In the second chapter the most important concepts like singularities,
limit cycles, central variety, the center problem and the cyclicity from dynamical
theory are considered. The computation and analysis of focus quantities and
corresponding (polynomial) ideals represents the connection to chapter one. We
use Bautin’s (Darboux and similar) method(s) to determine necessary (sufficient)
conditions for the center problem. In third chapter we present and analyze some
recent results in continuous (planar and 3D systems of ODEs) and discrete
systems, mostly with quadratic, cubic and quartic perturbations added. In both
cases the problem of center and cyclicity is considered. Examples concerning
discrete systems are limited to dynamics of a real function whose square (in sense
of function composition) is a near identity function arising from Zoladek

equation. The cyclicity is analyzed by a generalization of Christopher’s theorem.

Keyword: ¢ dynamical system ¢ singularity ¢ center-focus problem ¢ cyclicity *

polynomial rings * ideals * Bautin’s method* Darboux method *
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Zaradi narave znanstveno-raziskovalnega dela pomangkange

Zato knjigo posvecava svojima druzZinama.






Predgovor

V monografiji zeliva sistemati¢no in iz¢rpno predstaviti nekaj novejsih rezultatov na podrocju,
ki zvezne in diskretne polinomske dinamicne sisteme obravnava predvsem s staliS¢a teorije kolo-
barjev in ustreznih idealov. Glavna tema monografije je zveza med algebro (ideali v polinomskih
kolobarjih) in geometrijo (raznoterostmi), ki naravno nastopa pri problemih v dinamié¢nih siste-
mih. Priobravnavi stevilnih problemov, ki so prisotni v teoriji (sistemov) navadnih diferencialnih
enach in diskretnih sistemov, ki izhajajo iz preslikav f, katerih ”kvadrati” f o f so identiteti
podobne preslikave, se v monografiji omejimo zgolj na problem centra in fokusa ter na problem
bifurkacije limitnih ciklov, vendar probleme obravnavamo celostno in kriti¢no.

Obcutek ”lai¢ne javnosti”, da je za sisteme navadnih diferencilanih ena¢b (NDE) v ravnini
ze vse raziskano, je dale¢ od dejanskega stanja. Kljub zmogljivostim, ki jih nudijo sodobni
racunalniki, in programskim orodjem, kot je na primer Mathematica ali Matlab, z numeri¢nimi
priblizki ne moremo odgovoriti na vprasanja, ki so povezana s Hilbertovim 16. problemom.
Glavna ideja povezave med teorijo kolobarjev (polinomskih idealov) in geometrijo (afinimi ra-
znoterostmi) temelji na Hilbertovih rezultatih: na tako imenovanem Hilbertovem izreku o bazi,
Hilbertovi teoriji eliminacije in tako imenovanem Hilbertovem izreku o nic¢lah (”Nullstellensa-
tzu”).

Preprosta uporaba algebre pri reSevanju NDE je dobro znana ze iz dodiplomske analize, na
primer karakteristi¢na enacba za linearne NDE s konstantnimi koeficienti in integralske transfor-
macije pri linearnih diferencialnih ena¢bah (DE). Ve¢ji izziv je uporaba algebre pri nelinearnih
DE in na splo$no pri nelinearnih dinamic¢nih sistemih, kjer se lahko v faznih diagramih pojavijo
limitni cikli ali pa ”¢udni” atraktorji in celo kaoticna dinamika. Ce nelinearna DE (oziroma
sistem DE) vsebuje vsaj en parameter, lahko govorimo tudi o problemu bifurkacij. Izzivu upo-
rabe algebrskih metod v nelinearnih dinamiénih sistemih sledi pri¢ujo¢a znanstvena monografija.
Seveda pri tem izzivu znatno pomaga tudi matemati¢na analiza (predvsem teorija analiti¢nih
funkcij).

Monografija ima krajSe dodatke, v osnovi pa je razdeljena na tri poglavja. V prvem poglavju
je na kratko predstavljena teorija polinomskih idealov. Pri iskanju singularnih tock (nelinearnega
polinomskega) sistema NDE ali pa pri dolocanju centralne raznoterosti resujemo (nelinearne
polinomske) sisteme enacb. Zato so v monografiji obravnavane Grobnerjeve baze in osnove
eliminacijskih idealov ter radikalnost idealov in dekompozicija raznoterosti. Dodan je tudi kratek
razdelek o uporabi programskega paketa Singular, ki je v zahtevnejsih raziskavah nepogresljivo
orodje racunske algebre.

Drugo poglavje je namenjeno kratkemu pregledu teorije dinamicnih sistemov. Obravnavani
so osnovni pojmi tako iz teorije NDE kot tudi iz diskretnih sistemov. Ve¢inoma se omejimo na
pojme, ki jih potem sistemati¢no obravnavamo v tretjem poglavju, kjer so obravnavani nekateri
konkretni primeri. Omenimo, na primer, problem dolo¢evanja centralne raznoterosti, racunanje



fokusnih koli¢in, Bautinovega ideala, bifurkacije limitnih ciklov ter Darbouxjeva metoda iskanja
prvih integralov.

V tretjem poglavju so prikazani in kriti¢no analizirani nekateri novejsi rezultati v zveznih in
diskretnih sistemih. V vseh primerih uporabljamo Bautinovo metodo za resevanje bifurkacijskih
problemov. Pri zveznih sistemih (sistemi NDE) je obravnavan problem centra in cikli¢nost za
kubiéni sistem ter problem centra za sistem Cetrte stopnje. Diskretni dinamic¢ni sistemi so ome-
jeni na dinamiko preslikave f : R — R, za katero je f o f identiteti podobna preslikava, njeni
parametri pa izhajajo iz Zotadek-ove enacbe WU (z,y) = x—i—w—&-zzﬂﬂ‘:? aijz'w’ = 0. Obravnavan
je problem centra in cikli¢nost centra. Obravnava poteka tudi s pomocjo posplositve Christo-
pherjevega izreka na diskretne sisteme. Nazadnje je analizirana tudi moznost uporabe funkcije
W (z,y) oz. razlike U (z,y) — U (y,z) iz Zoladek-ove enacbe pri iskanju centralne raznoterosti.

Upava, da pri¢ujoc¢a monografija predstavlja kamenek v razvoju slovenske terminologije na
podrocju, ki dinamic¢ne sisteme povezuje z algebro.

Za vse nasvete pri nastajanju te monografije se iskreno zahvaljujeva profesorju Valeriju Ro-
manovskemu iz CAMTP, FERI in FNM, Univerza v Mariboru. Najlepse se zahvaljujeva tudi
recenzentoma: prof. dr. Matjazu Percu iz FNM Univerze v Mariboru in prof. dr. Marku Pet-
kovsku z IMFM in FMF Univerze v Ljubljani, ki sta s svojimi pripombami znatno pripomogla
k izboljsanju kakovosti pricujote monografije.

Maribor, Krgko Matej Mencinger
December 2018 Brigita Fercec
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Poglavje 1

Polinomski ideali in afine
raznoterosti

Algebrai¢na struktura kolobar, ki je definirana v dodatku A, ima lahko podstrukture (podko-
lobarje), ki so lahko tudi ideali. Ideali niso omejeni zgolj na polinomske kolobarje, zato bomo
najprej pogledali nekaj splosnih definicij, preden se omejimo na polinomske kolobarje in njihove
ideale ter zvezo med polinomskimi ideali in (afinimi) raznoterostmi.

V tem poglavju so na kratko razlozene Grobnerjeve baze in njihov pomen pri reSevanju
problemov, ki so povezani s polinomskimi ideali. Glavni problemi iz teorije dinamié¢nih siste-
mov, ki jih lahko resujemo s teorijo polinomskih idealov, so: problem dolocitve singularnih tock
(reSevanje algebrskega sistema enacb), problem centra in fokusa v polinomskih sistemih, pro-
blem bifurkacij limitnih ciklov (iz centra ali fokusa), problem izohronosti oz. linearizabilnosti,
problem p : —g resonantnega centra, problem (8ibko) persistentnega centra, problem bicentra
itd. Obravnavamo tudi operacije nad ideali in (njihovimi) raznoterostmi in problem ireducibilne
dekomporzicije raznoterosti (tudi v smislu priblizka - z uporabo tako imenovane modularne arit-
metike). Na koncu poglavja je podan kratek pregled programskega orodja Singular, ki omogoca
ucinkovito obravnavo teh problemov.

V nadaljevanju bomo obravnavali kolobarje polinomov k [x1, ..., z,] spremenljivk z1,..., 2,
nad poljem k. Elemente kolobarja k [z1, ..., x,]| imenujemo polinomi. Polinome p (z1,...,x,) €
k[z1,...,x,] lahko razumemo tudi kot (skalarne) funkcije iz k" v k.

1.1 Osnovni pojmi polinomskih idealov

V tem razdelku opisemo glavne znacilnosti polinomov in njihovih raznoterosti.

Polinom spremenljivk x1,...,x, s koeficienti iz polja k je formalni izraz oblike
f = § aaxaa
aEes
kjer je S kon¢na podmnozica mnozice Nij, aq € k, za a = (aq,...,ay), ¢ oznacuje monom
x{t - - xgm. V vecini primerov bo k enak Q, R ali C. Produkt a,z® se imenuje élen polinoma f.
Mnozico vseh polinomov v spremenljivkah x4, ..., z, s koeficienti iz k ozna¢imo s k[z1,...,x,].
Z obi¢ajnim seStevanjem in mnozenjem postane k[z1, ..., z,] komutativni kolobar.

Stopnja monoma z® je Stevilo || = oy + - - -+ ay,. Stopnja ¢lena ay,x® je enaka stopnji monoma

1



2 1 Polinomski ideali in afine raznoterosti

x®. Stopnjo polinoma f = " ¢ aex® oznacimo s st(f) in jo izracunamo kot maksimum |a| po
vseh monomih (z nenicelnimi koeficienti a,) polinoma f.
Ce je podano polje k in naravno Stevilo n, potem mnozico

E" ={(a1,...,an);a1,...,a, € k}

imenujemo n-razsezen afini prostor. Ce je f = Y acg @ax® polinom in (ag,...,a,) € k",
f(a1,...,an) oznacuje element Y aqaj’---af" polja k. Tako je vsakemu polinomu f €
klxi,...,zy] prirejena funkcija f : k™ — k, definirana z

fi(ar, .. an) — flat,...,ap).
Definicija 1.1.1 Naj bo k polje in naj bo f1,..., fs konéno mnogo elementov kolobarja k[xy, . .., zy].
Afina raznoterost, definirana s polinoms fi,..., fs, je mnoZica

V(fi,.... fs) ={(ar,...,an) € k" : fi(a1,...,an) =0 2za 1 < j < s}

Afina raznoterost V' je podmmnoZica polja k™, za katero obstaja koncéno mnogo polinomov tako,

da je V.= V(fi,..., fs). Podraznoterost raznoterosti V je podmnozica V', ki je sama zase afina
raznoterost.
Ocitno je afina raznoterost V(fi,...,fs) C k™ mnozica resitev sistema, ki sestoji iz konéno

mnogo polinomskih enacb iz k™:
fl(.fL'l, .. .,.%'n) =0

: (1.1)
fs(z1,...,2) =0.

Seveda je ta mnozica odvisna od k in je lahko tudi prazna; npr. V(z2 +4% +1) =0 za k = R,
vendar ne za k = C, medtem ko je V(22 + y? + 1,z,y) = 0 neodvisno od polja k.

Ce sta V, W C k™ afini raznoterosti, sta tudi VU W in V N W afini raznoterosti (glej [27]).
Jasno je, da veC razlicnih naborov polinomov lahko definira enako raznoterost. Da bi bolje
razumeli koncept raznoterosti, potrebujemo pojem ideala.

Definicija 1.1.2 Ideal I je podmnoZica kolobarja k[xi,...,x,], ki zadoSéa naslednjima pogo-
jema:

(a) ce sta f,g € I, potem je f+g €I, in
(b) ceje felinh€klxy,...,x,], potem je h- f € I.

Naj bodo fi,..., fs elementi iz k[xi,...,x,]. Oznacimo z (fi,..., fs) mnozico vseh linearnih
kombinacij polinomov fi,..., fs s koeficienti iz k[z1,...,xy):

<f1,...,f5> :{Zhjfj : hl,...,hs c k[ml,...,:cn]}.
j=1

Ni tezko videti, da je mnozica (fi,..., fs) ideal kolobarja k[z1,...,z,]. Ideal T = (f1,..., fs)
imenujemo ideal, generiran s polinomi fi,..., fs, polinome fi,..., fs pa imenujemo generatorji
ideala I. Posplositev te ideje je sledeca: ¢e je F' katerakoli neprazna podmnozica kolobarja
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klx1,...,zy] (lahko tudi neskonéna) in ¢e (F') oznacuje mnozico vseh konénih linearnih kombi-
nacij elementov iz F' s koeficienti iz k[x1, ..., xy], je (F) tudi ideal. Gre za ideal, generiran z
elementi mnozice F', ki so njegovi generatorji. Hitro lahko vidimo analogijo z linearno algebro.
Ideal (f1,..., fs) :== ({f1,-.-, fs}) je podoben linearni lupini vektorjev vy, ..., vs (L(v1,...,vs)).
Razlika med idealom in vektorskim podprostorom je v tem, da je ideal (fi,..., fs) mnozica
vsot polinomov fi,..., fs, pomnozenih s polinomi iz kolobarja k[xi,...,zy], linearna lupina
L(v1,...,vs) pa je mnozica vsot vektorjev vy,...,vs, pomnozenih s skalarji iz polja k.

Poljuben ideal I C k[z1,...,x,] je koncéno generiran, ¢e obstajajo polinomi fi,...,fs €
klxi,...,zy], tako, da je I = (f1,..., fs); mnozica {fi,..., fs} se imenuje baza ideala I. Za
dokaz naslednjega izreka glej [27].

Izrek 1.1.3 (Hilbertov izrek o bazi) Vsak ideal v polinomskem kolobarju k[z1,...,z,] nad
poljem k je koncéno generiran.

Direktna posledica izreka 1.1.3 je, da se vsaka naras¢ajoca veriga idealov [y C [o C I3 C ...V
polinomskem idealu nad & “stabilizira”. To pomeni, da obstaja taksen m > 1, da za vsak j > m
velja I; = Ip,. Kolobarjem, v katerih se vsaka strogo narascajoca veriga stabilizira, pravimo
noetherski! kolobarji.

Opazimo, da ima neki ideal lahko ve¢ baz (baza ideala ni enoliéno dolo¢ena). V naslednjem
razdelku bomo spoznali posebne baze ideala, ki jih imenujemo Grébnerjeve baze.

V naslednji trditvi bomo videli, da je afina raznoterost V(fy,..., fs) odvisna le od ideala, ki
ga generirajo polinomi fi,..., fs. Tako je ideal tisti, ki dolo¢a raznoterost, in ne dolocen izbor
generatorjev tega ideala. Za dokaz glej [27].

Trditev 1.1.4 Naj bo (f1,...,fs) ={g1,...,9m). Potem je V(f1,...,fs) = V(g1,---,9m)-

Videli smo, kako koncen izbor polinomov dolo¢a raznoterost. Nasprotno lahko dani razno-
terosti naravno priredimo ideal, kot je razvidno iz naslednje definicije.

Definicija 1.1.5 Naj bo V' C k™ afina raznoterost. Ideal raznoterosti V je mnoZica
IV)={f € klz1,...,xn] : fla1,...,an) =0 za vse (a1,...,a,) € V}.

Ideal, ki ga naravno povezujemo z raznoterostjo V', dopusca naslednjo relacijo v druzini
idealov, ki izhajajo iz polinomov v kateremkoli sistemu enacb, ki definirajo V.

Trditev 1.1.6 ([27]) Naj bodo fi,..., fs elementi kolobarja k[x1,...,x,]. Potem velja:

<fla'°'7f5> C I(V(fl,...,fs))-

Ce V ni samo podmnozica k™, ampak je raznoterost, ideal I(V), ki je naravno definiran z V/,
enoli¢no, doloca V'

Trditev 1.1.7 ([27]) Naj bosta V in W afini raznoterosti v k™. Tedaj veljata naslednji trditvi:

1. V.C W natanko tedaj, ko je IW) C I(V);

!Poimenovani po Emmy Noether (1882-1935), nemski matematic¢arki, znani po rezultatih v abstraktni algebri
in teoreti¢ni fiziki.
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2. V. =W natanko tedaj, ko je I([W) = I(V).

Ce je V =1{(0,0)} € R?, je I(V) mnozica vseh polinomov dveh spremenljivk brez konstan-
tnega ¢lena. Izrazimo V kot V(f1, f2) na dva razlicna nacina. Ce izberemo f; = z in fo = y,
potem je V = V(f1, f2) in ideal I = (z,y) je enak idealu I(V), ¢e pa izberemo f; = 2 in fo =y,
je V.= V(f1, f2), toda ideal J = (22,y) sestavlja mnozica elementov iz R[z,y], v kateri je vsak
clen deljiv z z* ali y; zato velja: J S I(V). Opazimo, da ima tako ideal I kot tudi ideal J
lastnost, da je V natanko mnozica skupnih nic¢el vseh njunih elementov, vendar I # J.

Potem ko spoznamo pojem ideala in njegove lastnosti, se pojavi vpraSanje: kako ugotoviti, ali
je dani polinom f € klx1,...,x,] element ideala I = (f1,..., fs). To je tako imenovani problem
pripadnosti idealu, ki je eden glavnih problemov ra¢unske algebre in se glasi takole:

Problem pripadnosti idealu: Naj bo I C k[zi,...,xz,] ideal in f element iz
klz1,...,zy,]. Odlociti je treba ali je f element ideala I ali ne.

Odgovor na to vprasanje dajo Grobnerjeve baze, s katerimi se bomo podrobneje seznanili v
naslednjem razdelku. Prav tako bomo videli, da Grébnerjeve baze precej pomagajo pri reSevanju
sistemov polinomskih enacb.

1.2 Grobnerjeve baze

V prejsnjem razdelku smo povedali, da poiskati afino raznoterost V(fi,..., fs), pomeni resiti
sistem polinomskih enaé¢b (1.1).

Kot vemo, imamo v kolobarju polinomov ene spremenljivke formule za izra¢un nicel poli-
nomov prve, druge, tretje in Cetrte stopnje. Za polinome stopnje pet in ve¢ taksne formule ne
obstajajo [55] in obi¢ajno uporabimo numeri¢ne metode za priblizen izra¢un nicel danega poli-
noma. Seveda pa problem postane Se zahtevnejsi, ko je enacb Se vec in so polinomi, ki nastopajo
v enacbah, odvisni od ve¢ spremenljivk.

Ucinkovitih metod za reSevanje generi¢nih sistemov oblike (1.1) ni bilo, dokler ni sredi
Sestdesetih let prejsnjega stoletja Bruno Buchberger (glej [12]) vpeljal teorije Grébnerjevih
baz, ki je sedaj temelj moderne ra¢unske algebre. Kot bomo videli v nadaljevanju, je koncept
Grébnerjevih baz ucinkovita metoda za hitrejSe in enostavnejse iskanje resitev sistema polinom-
skih enacb ve¢ spremenljivk. Najprej se bomo seznanili s pojmom multideljenja polinomov, ko
dani polinom iz k[z1,...,z,]| delimo z urejeno mnozico polinomov. Nato bomo spoznali pojem
Grébnerjeve baze in reSitev prej omenjenih problemov: problem pripadnosti idealu in problem
iskanja resitev polinomskega sistema (1.1).

1.2.1 Multideljenje polinomov

Najprej obravnavajmo kolobar polinomov, odvisnih od ene spremenljivke. Pomembna lastnost
tega kolobarja je obstoj algoritma za deljenje: naj bosta dana polinoma f in g iz k[z], g # 0,
potem obstajata enoli¢na elementa ¢ in r iz k[x|, kvocient in ostanek, tako da je f = qg+r in pri
tem velja, da je bodisi r = 0 ali st(r) < st(g). Deljenje f z g pomeni, da izrazimo f kot f = qg+r.
Pravimo, da g deli f, ¢e je r = 0, in to zapiSemo tudi kot g | f. Najvecji skupni delitelj dveh
polinomov iz k[z]| lahko preprosto dolo¢imo z uporabo Evklidovega algoritma, ki v povezavi s
Hilbertovim izrekom o bazi pokaze, da je vsak ideal v k[z] generiran z enim elementom?. Problem

2Ideal, ki ga generira en element, se imenuje glavni ideal in kolobar, v katerem je vsak ideal glavni, je glavni
kolobar.
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pripadnosti idealu je resen: ko sta dana ideal I in polinom f, najprej najdemo generator g ideala
I, potem delimo f z g in preverimo, ali je ostanek enak ni¢ ali ne.

V kolobarjih polinomov ve¢ spremenljivk zelimo izpeljati podoben postopek, t.j. izvesti de-
ljenje in doloc¢iti ostanek. Vendar so stvari zapletenejSe, ker idealov ne generirajo le posamezni
polinomi. Zato moramo oblikovati postopek za deljenje polinoma f z mnozico polinomov F.

Algoritem deljenja je sicer mozno posplositi na elemente iz k[z1,...,x,], vendar nastopi nova
ovira, saj ostanek pri deljenju ni nujno enolic¢en.
Za opis algoritma deljenja v k[x1,...,z,] najprej dolo¢imo urejenost ¢lenov polinoma. V pri-

meru ene spremenljivke je urejenost naravna glede na stopnjo. Ce je spremenljivk veg, lahko
uporabimo razli¢ne urejenosti. Zato bomo definirali sploSni pojem urejenosti ¢lenov in predsta-
vili nekaj pogosteje uporabljenih urejenost ¢lenov. Zaradi naravnega izomorfizma med monomi
z® = (x5 .. xf" in n-tericami o = (v, ..., a,) € N je dovolj, da uredimo elemente mnozice

0, saj, kot v primeru ene spremenljivke, koeficienti ¢lenov v urejenosti ne igrajo nobene vloge.
Spomnimo se, da je delna urejenost > na mnozici S dvoclena relacija, ki je refleksivna (a > a,
za vse a € S), antisimetriéna (@ > b in b > a, samo ¢e a = b ) in tranzitivna (iza = bin b > ¢
sledi a > ¢ ). Popolna urejenost > na S je delna urejenost, v kateri sta poljubna dva elementa

primerljiva: za vsaka a, b € S velja a > b ali b > a.

Definicija 1.2.1 Urejenost clenov v k[x1,...,xy,] je popolna urejenost > v Nij z naslednjima
lastnostima:

1. za vse o, B in v € N velja: ¢ée je o> B, jea+v > B+, in

2. Ny je z urejenostjo > dobro urejena: za vsako meprazno podmnozico S C Nij obstaja naj-
mangsi element p € S (za vse a € S\ {u} je o > ).

Monomi {z% : @ € N} so potem urejeni po svojih eksponentih, tako da je z% > 2% natanko
tedaj, ko je a > . Zavedati se moramo, da urejenost ¢lenov > v k[z1,...,z,] ne ureja vseh
elementov k[zy,...,z,], ampak samo podmnozico monomov.

Zaporedje a; v Njj je strogo padajoce, Ce za vsak j velja a; > ajq1 in o # ojyq.

Trditev 1.2.2 Popolna urejenost > mnoZice Njj je dobra urejenost mnoZice Nij natanko teday,
ko se vsako strogo padajoce zaporedje v N konca.

Dokaz. Ce obstaja strogo padajoce zaporedje a; > ap > a3 > ..., ki se ne kon¢a, potem
je {a1,as,...} neprazna podmnozica mnozice Nj brez minimalnega elementa in > ni dobra
urejenost na Njj. Obratno, ¢e > ni dobra urejenost na N{j, obstaja neprazna podmnozica A € N,
ki nima minimalnega elementa. Naj bo «j poljubni element mnozice A. Ker ni minimalen,
obstaja ag € A, as # aq, tako da je a1 > as. Z nadaljevanjem procesa dobimo strogo padajoce
zaporedje, ki se ne konca. =

Zdaj definiramo tri najpogosteje uporabljene urejenosti ¢lenov v polinomskih kolobarjih.

Definicija 1.2.3 Naj bosta o = (aq,...,ay) in = (b1,...,0n) elementa iz Nj.

1. Leksikografska urejenost: « >, B natanko tedaj, ko je prva komponenta (gledano z leve
proti desni) n-terice o — B € Z" pozitivna.
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2. Stopenjsko leksikografska urejenost: o > gegier 3 natanko tedaj, ko je
n n
ol =D aj > 181 =)_Biali|a| = 5| ina > .
j=1 j=1

3. Stopenjsko inverzna leksikografska urejenost: o >gegren B natanko tedag, ko je || > | 3| ali
la| = |B], in je prva nenicelna (gledano z desne proti levi) n-terica o — 3 € Z™ negativna.

Na primer, ¢e je « = (1,4,4,2) in 8 = (1,2,6,2), je  vecji od [ glede na vse tri urejenosti. Ta
primer kaze tudi, da stopenjsko inverzna leksikografska urejenost ni preprosto inverz stopenjsko
leksikografske urejenosti.

Za dano urejenost ¢lenov > na k[xi,...,z,] re¢emo, da je anz® > aga;ﬁ natanko tedaj, ko
je a > (. Poudarimo, da zgornje definicije urejenosti > temeljijo na urejenosti spremenljivk
X1 > ...> Ty

Ta urejenost mora biti eksplicitno dolo¢ena, kadar uporabljamo neindeksirane spremenljivke.
Na primer, ¢e v k[z,y] izberemo y > z, potem 3° >jcp 27 (ker (5,0) >0, (0,9)) in zy? > deglex
22y (ker 4+ 1=3+21in (4,1) >z (3,2) ). Zadnja dva monoma bomo obi¢ajno zapisali kot
y*x in y322, da pokazemo izbrano urejenost spremenljivk.

Ce izberemo urejenost élenov > na k[x1, . .., z,], je poljuben nenicelni f € k[x1, ..., z,] glede
na > zapisan v standardni obliki kot

f= a1x% 4 asx®? + .. 4 a,x%, (1.2)
kjer je 0; = (0j,,...,0;,), aj # 0 za vse indekse j =1,...,sin 61 > do > ... > J,.
Definicija 1.2.4 Naj bo doloc¢ena urejenost élenov na k[xy, ..., xy] in naj bo f nenicelni element
iz k[z1,. .., 2], zapisan v standardni obliki (1.2).

1. Vodilni ¢len LT(f) polinoma f je élen LT(f) = a12®.
2. Vodilni monom LM (f) polinoma f je monom LM(f) = 2.
3. Vodilni koeficient LC(f) polinoma f je koeficient LC(f) = a.

Koncept deljenja polinomov z eno spremenljivko ima ocitno posploSitev v primeru deljenja mo-
nomov: pravimo, da monom x% = z{!---z%" deli monom 8 = xfl ‘e xﬁ”, zapisano x¢ | xP,
natanko tedaj, ko je 8; > aj za vse j, 1 < j < n. V takSnem primeru zapis x% /x* doloca
monom ac/f 11 g men 7 kolobarju k[x1,...,zy] deljenje polinoma f z nenic¢elnimi polinomi
{f1,.-., fs} pomeni zapis polinoma f v obliki

f=ufi+...+usfs+,

kjer so ui,...,us,” € k[z1,...,xy,), in bodisi r = 0 ali st(r) < st(f) (neenakost ni stroga).
Najpomembnejsi del tega izraza je ostanek r in ne utezi u;, kajti kontekst, v katerem nameravamo
uporabiti koncept deljenja, je, da so f, generatorji ideala I in zelimo, da bi deljenje dalo nicelni
ostanek r natanko tedaj, ko je f element ideala I.

Najprej izberemo urejenost ¢lenov kolobarja k[x1, ..., x,]. Osrednja ideja algoritma za deljenje
polinoma ve¢ spremenljivk z mnozico polinomov je enaka kot v primeru deljenja polinomov ene
spremenljivke: zmanjsamo vodilni ¢len polinoma f (kot je dolo¢eno z izbrano urejenostjo ¢lenov)
z mnozenjem s primernim kofaktorjem in odstevanjem.

V nadaljevanju naj bo F = {f1,..., fs}.
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Definicija 1.2.5 (i) Za polinome f,g,h € kl[z1,...,x,|, kjer je g # 0, pravimo, da se f
reducira na h po modulu g:
f %,

natanko tedaj, ko LM (g) deli neki nenicelni élen X, ki se pojavi v f in velja

X

h=/f-— mg. (1.3)

(i1) Za polinome f, fi,..., fs,h € k|x1,...,2y], kjer je f; # 0 za vse 1 < j < s, pravimo, da
se f reducira na h po modulu F:

F5n
natanko tedaj, ko obstaja zaporedje indeksov j1, jo, ..., jm € {1,...,s} in zaporedje polino-
mov hi,...,hym—1 € k[z1,...,2,] tako, da je

o e D S N
plny gy oy, Sy Dy T,

Opomba 1.2.6 Z zaporedno uporabo dela (i) definicije 1.2.5 vidimo, da iz f 5 b sledi obstoj
takih kofaktorjev u; € klx1,..., x|, da je f =uifi + ...+ usfs + h. Zato se po definiciji 1.1.8
iz [114] f reducira na h po modulu F' samo, ¢ée je f = h mod(fi,..., fs). Nasprotno ne velja.

Definicija 1.2.7 Predpostavimo, da so f, fi,..., fs € k[z1,...,xy], kjer je f; # 0 za vse 1 <
j < s. Tedaj velja:

1. Polinom r € k[z1,...,x,] je reduciran glede na F, ¢e je r = 0 ali pa noben monom, ki se
pojavi v polinomu r, ni deljiv z nobenim elementom mnozice {LM (f1),...,LM(fs)}.
2. Polinom r € k[z1,...,x,] je ostanek pri deljenju polinoma f glede na mnoZico F, ce je

f 5o in je r reduciran glede na F.

Algoritem deljenja polinomov ve¢ spremeljivk je direktna poslositev postopka, ki se upora-
blja pri deljenju polinomov v kolobarju ene spremenljivke. Da bi delili f z urejeno mnozico
F ={f1,...,fs}, uporabimo iterativni postopek in na vsakem koraku izvedemo deljenje poli-
noma z enim izmed polinomov mnozice F. Obi¢ajno je mnozica deliteljev F' predstavljena v
nekem posebnem zaporedju in moramo zato predhodno na neki nacin urediti elemente; izbrano
zaporedje lahko vpliva na konéni rezultat. Pri prvem koraku v dejanskem postopku deljenja je
“aktivni delitelj”prvi element mnozice F', recimo mu f;, katerega vodilni ¢len deli vodilni ¢len
polinoma f; v tem koraku nadomestimo f s polinomom h iz (1.3), ko je X = LT(f) in g = f; in
posledi¢no (delno) reduciramo f glede na polinom f;. Pri vsakem naslednjem koraku je aktivni
delitelj prvi element iz F', katerega vodilni ¢len deli vodilni ¢len trenutnega polinoma h; pri tem
koraku podobno h nekoliko reduciramo z uporabo aktivnega delitelja. Ce na kateri stopnji delje-
nje ni mogoce, dodamo vodilni ¢len polinoma h k ostanku in poskusimo z enakim postopkom ter
nadaljujemo dokler nobeno deljenje ni ve¢ mogoce. Sedaj si oglejmo primer deljenja polinoma z
urejeno mnozico dveh polinomov v k[z, y].
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Primer 1.2.8 Delimo polinom f = 2%y + xy? + y? 2z urejeno mnoZico polinomov F = {f1, f2},
kjer je fi = xy — 1 in fo = y?> — 1. Pri tem uporabimo leksikografsko urejenost, upostevajoé
x>y

Ce f delimo z urejeno mnozico F, pricakujemo rezultat oblike f = q1f1 + qof2 + 7. Zacetna
shema deljenja je oblike:
q -
q2 : r_
fiizy—1 |22y +ay? + 2
faiy? =1

Oznaka |f(z) pomeni, da je f(z) polinom, ki ga delimo z mnoZico polinomov.

Vodilni ¢len LT(f1) = zy deli vodilni élen LT(f) = 2y, zato delimo 2%y z xy in dobimo =,
ki ga zapiSemo h kvocientu ¢;. Nato pomnozimo z z f; in rezultat podpiSemo pod polinom f,
od katerega ta rezultat tudi odstejemo, kot prikazuje naslednja shema deljenja:

a: T
g : T
frimy—1 |22y +ay? + 2
fory? =1 2y—=
xy® 4+ x + 12

Dobimo polinom zy? + x + y?, katerega vodilni ¢len je deljiv tako z LT(f) kot tudi z LT(f2).
Ker pa je v urejeni mnozici F, s katero delimo, najprej naveden f;, delimo zy? z zy in dobimo
y, ki ga ponovno pripisemo h ¢;. Postopek ponovimo in dobimo polinom z + y? + y, katerega
vodilni ¢len z ni deljiv niti z LT(f1) niti z LT(f2), zato x pripiSemo k ostanku. Sedaj dobimo
y? + y, katerega vodilni ¢len delimo z LT(f2) = y? in dobimo kvocient 1, ki ga pripisemo h ¢o.
Na koncu dobimo polinom y+ 1, katerega vodilni ¢len y spet ni deljiv niti z LT'(f1) niti z LT(f2),
zato ga pripiSemo v desni stolpec kot ostanek. Ostane polinom 1, ki ga prav tako pripiSemo k
ostanku. Tako je polinom x +y+ 1 (koné¢ni) ostanek r pri tem deljenju. Celotna shema deljenja
je prikazana spodayj.

G Tty
g2 1 T
firzy—1 | 2?y+ay*+y>2
2:y2—1 x2y—x
xy? 4+ x + 12
zy® —y
r+y+y
y2+y — T
Yy -1

Torej je
f=@+4+y) - fi+l - fo+taz+y+1

Po drugi strani, ¢e zamenjamo vrstni red polinomov f; in fo v F, torej ¢e delimo z urejeno
mnozico { fa, f1} po istem postopku kot zgoraj, dobimo

f=zfi+(x+1)fo+2z+ 1

Za dokaz naslednjega izreka glej [114].
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Izrek 1.2.9 Naj bosta dana urejena mnozica F' = {f1,..., fs} C klz1,...,z,)\ {0} nenicelnih

polinomov in polinom f € k[x1,...,x,]. Algoritem deljenja z veé¢ spremenljivkami ustvari poli-
nome uj,...,us, v € klxy,...,z,], tako da je
f=ufi+.. . +usfs+r, (1'4)

kjer je r ostanek polinoma f glede na F in velja

LM(f) = max { LM (uy)LM(f1), ..., LM (us)LM(fs), LM (r)}. (1.5)

1.2.2 Grobnerjeva baza

V prejsnjem podrazdelku smo videli (glej primer 1.2.8), da se pri spremembi vrstnega reda poli-
nomov fi in fo v F kvocient in ostanek spremenita. Torej kvocient in ostanek pri multideljenju
nista enoli¢na. Odvisna sta tako od ureditve polinomov v mnozici deliteljev kakor tudi od izbire
urejenosti ¢lenov. Vendar, kar je Se slabSe z vidika reSevanja problema pripadnosti idealu, ¢etudi
ne spremenimo urejenosti ¢lenov, lahko obstaja element ideala, katerega ostanek je lahko ni¢
glede na eno ureditev deliteljev in razlicen od ni¢ glede na drugo ureditev deliteljev. To prikazuje
naslednji primer.

Primer 1.2.10 V kolobarju R [z,y] fiksiramo leksikografsko urejenost ¢lenov, upostevajoé x >
y, in obravnavamo polinom f = z?y + xy + 2z + 2. Ko uporabimo algoritem deljenja z vec
spremenljivkami za reduciranje polinoma f po modulu urejene mnozice { fi = x> —1, fo = zy+2},
dobimo

f=yfi+ fo+(2z+y).

Ker je pripadajoci ostanek 2z + y razlicen od nic¢, bi lahko domnevali, da f ni v idealu {(f1, f2).
Toda ¢e spremenimo zaporedje deliteljev, tako da je fo prvi, dobimo

f=0fi+@+1)fa+0=(z+1)f2, (1.6)
kar pove, da je f € (f1, f2).
Poglejmo Se primer, kjer vrstni red deliteljev ne vpliva na ostanek.

Primer 1.2.11 V kolobarju R [x,y] fiksiramo leksikografsko urejenost élenov, upostevajoé x > y.
Potem je 2y = L(x +y) + (-1)(x —y) € (t+y,x—y), ker pa LT(x +y) = LT(z —y) =«
ne deli 2y, je ostanek pri deljenju 2y z {x + y,z — y} enolicen: 2y. Tako ima za vsako ureditev
deliteljev algoritem deljenja z vec¢ spremenljivkami enak nenicelni ostanek.

Vidimo, da smo ”izgubili orodje”, ki smo ga imeli v kolobarju polinomov ene spremenljivke, za
razreSevanje problema pripadnosti idealu. Na sreco pa ni vse izgubljeno. Medtem ko algoritem
deljenja polinomov z ve¢ spremenljivkami na splo$no ne more biti izboljSan, je znano, da za
ideale, podane v obliki generirajo¢ih mnozic, vedno velja, da je f € (fi,..., fs) natanko tedaj,
ko je ostanek f pri deljenju z {f1,..., fs} enak ni¢. Posebna generirajota mnozica, s katero
lahko resimo problem pripadnosti idealu, se imenuje Grobnerjeva baza ali standardna baza. Je
glavno orodje in osnova mnogih algoritmov racunske algebre in algebraitne geometrije. Da bi
motivirali definicijo Grébnerjeve baze, spet obravnavajmo primer 1.2.10. V njem smo videli, da
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v kolobarju k[z,y] glede na leksikografsko urejenost, upostevajo¢ z > y, za f = 22y +zy+22+2,
fi=2%—11in fo = 2y + 2, velja

f {f1,f2} 2 + .

Toda po (1.6) je f € (f1, f2) in mora biti tudi ostanek r = 2x +y v (f1, f2). Problem nastopi,
ker vodilni ¢len ostanka r ni deljiv niti z LM (f1) niti z LM (f3), in to ustavi postopek deljenja v
algoritmu deljenja polinoma z ve¢ spremenljivkami. Problem je v tem, da ideal (f1, f2) vsebuje
elemente, katerih vodilni ¢len ni deljiv z vodilnim ¢lenom nobenega elementa iz izbrane baze
ideala.

Ce bi za poljuben ideal I imeli bazo B, tako da bi bil vodilni élen vsakega polinoma v I deljiv z
vodilnim ¢lenom nekega polinoma iz B, bi algoritem deljenja polinomov z ve¢ spremenljivkami
po tej bazi dal resSitev za problem pripadnosti idealu. Za tako bazo B bi veljalo, da je polinom
f v idealu I natanko tedaj, ko je ostanek polinoma f pri deljenju z elementi baze B glede na
katerokoli urejenost enak ni¢. To je glavna ideja Grobnerjeve baze.

Definicija 1.2.12 Grébnerjeva baza (imenovana tudi standardna baza) ideala I C k[zq, ..., zp]
je konéna neprazna podmnozica G = {gi, ..., gm} ideala I\ {0} z lastnostjo, da za vsak nenicelni
f €1 obstaja taksen g; € G, da LT (g;)|LT(f).

V definiciji je nakazano, da pojma Grobnerjeve baze ne obravnavamo za nicelni ideal, niti ga
ne bomo potrebovali. Z Grobnerjevo bazo ponovno pridobimo pomembno lastnost enoli¢nosti
ostanka, ki smo jo imeli v k[z].

Trditev 1.2.13 Naj bo G Grobnerjeva baza nenicelnega idela I C k[x1,...,x,] in naj bo f €
klz1,...,2,]. Potem je ostanek f glede na G enolicen.

Dokaz. Recimo, da f £ ryin f £ ro in sta ry in 79 reducirana glede na G. Ker sta f — 7
in f—r9 v I, je tudi razlika r1 — r9 € I. Po definiciji 1.2.7 je razlika r1 — ro reducirana glede na
G. Vendar pa je potem po definiciji 1.2.12 razlika 11 — 179 =0,sajjer; —ro € 1. m

Definicija 1.2.14 Naj bo I ideal in f polinom v k[x1,...,xy]. Reducirati f po modulu ideala I
pomeni poiskati enolicni ostanek polinoma f pri deljenju z neko Grobnerjevo bazo G ideala I.
Ce je dan nenicelni polinom g, redukcija f po modulu g pomeni, da f reduciramo po modulu
ideala (g).

Trditev 1.2.13 zagotavlja, da je proces jasno definiran, ko enkrat izberemo Grobnerjevo bazo,
¢eprav je dobljeni ostanek odvisen od navedene Grobnerjeve baze.
Naj bo sedaj S podmnozica kolobarja k[zi,...,x,| (lahko tudi ideal). Z LT(S) ozna¢imo
mnozico vodilnih élenov polinomov, ki sestavljajo S, in z (LT(S)) ideal, ki ga ustvari mnozica
LT(S) (t.j. mnozica vseh konénih linearnih kombinacij elementov iz LT'(.S) s koeficienti iz kolo-
barja k[z1,...,2,]). Naslednji izrek podaja glavne znacilnosti Grobnerjevih baz. Omenimo, da

izraz f LA pomeni, da obstaja niz redukcij z uporabo neurejene mnozice deliteljev F', ki vodi
od f do h, ki ni nujno ostanek polinoma f glede na F. To je v nasprotju z algoritmom deljenja
polinomov v kolobarju polinomov z ve¢ spremenljivkami, kjer mora biti F' urejena mnozica in
dolo¢eno izbrano zaporedje dolo¢a vrstni red redukcij, ki pripeljejo polinom f do ostanka r.

Izrek 1.2.15 Najbo I C k[z1,...,xy,]| nenicelni ideal in naj bo G = {g1, ..., gs} konéna mnoZica
nenicelnih elementov iz I ter f poljuben element iz k[z1,...,x,]. Potem so naslednje trditve
ekvivalentne:
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(i) G je Grébnerjeva baza ideala I;
(i) fel<f < o0;
(iii) f €1+ f=32"_1ujgjin LM(f) =maxi<j<s(LM (u;)LM(g5));
(iv) (LT(G)) = (LT(I)).

Dokaz. (i) = (i7) Po izreku 1.2.9 obstaja r € k[z1,...,x,], tako da f & rinr je reduciran
glede na G. Ce je f € I, potem je r € I. Zato je po definiciji Grébnerjeve baze in dejstvu, da
je r reduciran glede na G, ostanek r = 0. Nasprotno, e je f < 0, potem je ocitno f € I.

(74) = (i7i) Recimo, da je f € I. Potem po (ii) obstaja niz redukcij

A B A BT S )

kar pomeni, da je f = u1g1 + ...+ usgs za neke u; € kfz1,...,z,]. Kot je opisano v dokazu (glej
[114]) izreka 1.2.9, velja enakost, analogna enacbi

max { LM (u1)LM (f1),..., LM (us)LM(fs), LM(h)}
=max { LM (u1)LM(f1),..., LM (us)LM(fs)} (1.7)

na vsakem koraku reduciranja in tako enakost v (iii) drzi. Obratna implikacija v (iii) je oCitna.

(7i1) = (i) Ker je G C I, inkluzija (LT (G)) C (LT(I)) vedno drzi in tako moramo preveriti,
da je (LT'(I)) C (LT(G)) pri pogoju, da velja trditev (i7i). Inkluzija (LT(I)) C (LT(G)) je
nakazana z implikacijo: ¢e je f € I, potem je LT(f) € (LT(G)). Zato domnevamo, da je f € I.
Potem iz pogoja za LM (f) v (iii) neposredno sledi, da je LT(f) = >_; LT (u;) LT (g;), kjer vsota
poteka po vseh indeksih j, tako da LM (f) = LM (u;)LM(g;). Zato velja (LT(1)) C (LT(G)).

(iv) = (i) Za f € T\ {0} je LT(f) € LT(I) C (LT(I)) = (LT(G)). Torej obstajajo
hi,...,hs € k[x1,...,z,], tako da je

LT(f) =3 hj LT(g)). (18)
j=1

Vodilni monom desne strani enacbe (1.8) mora biti oblike LM (h;)LM (g;) za neki j € {1,...,s},
torej LM (g;)|LM(f) in zato tudi LT(g;)|LT(f). Zapisimo LT(f) = cx?l eab in LT(q) =
apxyt e ahn. Ce obstaja indeks u, tak da je oy, > B4, potem ima vsak ¢len v h1LT(g1) eksponent
na x,, ki presega (3,,, in zato se mora ta indeks v vsoti (1.8) izni¢iti. Podobno za g2 do g, pomeni,
da zagotovo obstaja indeks j, tako da za LT (g;) = a;z]" -+ z3" velja v, < By za 1 <u < n, kar
pa je natanko trditev, da LT (g;)|LT(f). Torej je G Grobnerjeva baza ideala /. m

Izbira Grobnerjeve baze ideala I vodi k resitvi problema pripadnosti idealu.

Problem pripadnosti idealu - resitev. Ce je G Grébnerjeva baza ideala I, potem
je f € I natanko tedaj, ko f “o.

Iz definicije 1.2.12 ni povsem jasno, da ima vsak ideal Grobnerjevo bazo. V nadaljevanju bomo
pokazali obstoj Grobnerjeve baze za splosen ideal in podali algoritem za njen izracun. Kljuéni
korak v omenjenem algoritmu je izracun t. i. S-polinoma dveh polinomov.
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Definicija 1.2.16 Naj bosta f in g nenicelna elementa kolobarja klz1, ..., xy,], LM(f) =x% in
LM (g) = 2®. Najmangsi skupni veckratnik monomov z® in x°, ki ga oznacimo z LCM (z%, %),

je monom x7 = x]" -+ x", kjer je v; = max (aj, B;), 1 < j < n. S-polinom polinomov f in g je
polinom
7 7
S(f.9) = f- g-
=t T I

Naslednji izrek podaja rac¢unsko metodo za dolo¢anje Grobnerjeve baze ideala. Za dokaz
izreka glej [114].

Izrek 1.2.17 (Buchbergerjev kriterij) Naj bo I nenicelni ideal kolobarja k[z1, ..., x,] in naj
bo < izbrana urejenost élenov v kolobarju k[x1, ..., xy,]. Mnozica G = {g1,...,gs} je Gribnerjeva

baza ideala I glede na < natanko tedaj, ko S(g:, g;) S0 za vsak i £ .

Buchbergerjev algoritem

Vnos:
Mnozica polinomov {fi,..., fs} € klz1,...,z,] \ {0}.
Rezultat:
Grobnerjeva baza G ideala I = (fy,... f).
Postopek:
G:=f1,.... fs

Korak 1: Za vsak par g;,9; € G, © # j, izracunaj S-polinom S(g;, g;)
in uporabi algoritem deljenja polinomov z ve¢ spremenljivkami za izrac¢un ostanka r;; :
G
3 S(gi>g5) = Tij-
CE so vsi r;; enaki 0, vrni G,

SICER dodaj vse nenicelne 7;; k mnozici G in se vrni na korak 1.

Tabela 1.1: Buchbergerjev algoritem.

Ceprav ni tezko razumeti, zakaj Buchbergerjev algoritem (glej tabelo 1.1) proizvede Grébner-
jevo bazo ideala I = (f1,..., fs), ni povsem jasno, da se algoritem kon¢a po konénem Stevilu
korakov. Kot bomo pokazali, je dejansko njegov zakljuc¢ek posledica izreka 1.1.3.

Izrek 1.2.18 Buchbergerjev algoritem vrne Grébnerjevo bazo nenicelnega ideala I = (f1, ..., fs).

Dokaz. Ker je originalna mnozica G generirajota mnozica za I in na vsakem koraku algoritma
dodajamo mnozici G polinome iz I, zagotovo na vsakem koraku G ostane generirajo¢a mnozica
za I. Ce so na neki stopnji vsi ostanki r;; enaki ni¢, potem je po Buchbergerjevem kriteriju
(izrek 1.2.17) mnozica G Grobnerjeva baza ideala I. Zato moramo dokazati le, da se algoritem
konca. V ta namen obravnavajmo zaporedje mnozic Gp,G2,Gs, ... (mnozice G iz algoritma).
Ce se algoritem ne konéa, imamo strogo naraséajoc¢o neskonéno zaporedje Gj ;Cé Gjt1,j € N
Vsako mnozico G 41 dobimo iz mnozice G; tako, da dodamo vsaj en polinom h € I, kjer je h
nenicelni ostanek glede na G; S-polinoma S(f1, f2) za neki par polinomov fi, fo € G;. Ker je h
reduciran glede na G, njegov vodilni ¢len ni deljiv z vodilnim ¢lenom nobenega elementa iz G,
tako da velja LT'(h) ¢ (LT(G;)). Tako dobimo neskoné¢no strogo narascajoco verigo idealov

(LT(G1)) & (LT(G2)) S (LT(Gs)) & - -,
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kar pa je v nasprotju s posledico Hilbertovega izreka o bazi, da se vsaka naraScajoca veriga
idealov stabilizira. m

Ceprav je urejenost élenov doloéena, se pri izraéunu Grobnerjeve baze pojavi pomanjkljivost,
saj lahko algoritem deljenja polinomov z ve¢ spremenljivkami vrne razli¢ne ostanke za razli¢ne
ureditve polinomov v mnozici deliteljev. V tem smislu razultat Buchbergerjevega algoritma ni
enolicen. Prav tako je algoritem neuc¢inkovit v smislu, da baza, ki jo proizvede, vsebuje vec
polinomov kot je potrebno. Odveéne polinome lahko iz baze odstranimo z uporabo naslednjega
dejstva, ki sledi takoj iz definicije Grobnerjeve baze.

Trditev 1.2.19 Naj bo G Gréibnerjeva baza ideala I C k[zy,...,2,]. Ce je g € G in LT(g) €
(LT(G)\ {9})), potem je G\ {g} prav tako Grébnerjeva baza ideala I.

Definicija 1.2.20 Grobnerjeva baza G = {g1,...,9m} se imenuje minimalna, ce je za wvse
i,7 € {1,...,m} vodilni koeficient LC(g;) = 1 in za vse i # j wvodilni monom LM/ g;) ne deli
LM (gj)-

Izrek 1.2.21 Vsak nenicelni polinomski ideal ima minimalno Grébnerjevo bazo.

Dokaz. Po Hilbertovem izreku o bazi (izrek 1.1.3) obstaja konéna baza {fi,..., fs} ideala I.
Iz Grobnerjeve baze G, dobljene iz {f1,..., fs} po Buchbergerjevem algoritmu (izrek 1.2.18),
odstranimo vse tiste polinome g, za katere velja, da LT (g) € (LT(G \ {g})). Potem delimo
preostale polinome z njihovimi vodilnimi koeficienti tako, da njihovi vodilni koeficienti postanejo
1. Po trditvi 1.2.19 je dobljena mnozica minimalna Groébnerjeva baza. m

Za dokaz naslednje trditve glej [27, 114].

Trditev 1.2.22 Katerikoli dve minimalni Grébnerjevi bazi G in G ideala I € k[z1,. .., zp]
imata enako mnoZzico vodilnih élenov: LT(G) = LT(G'). Zato imata tudi enako Stevilo elemen-
tov.

Ceprav je v dokazu izreka 1.2.21 z opisanim postopkom dobljena minimalna baza lahko veliko
manjSa kot originalna Grobnerjeva baza, ki jo dobimo z Buchbergerjevim algoritmom, pa le-
ta ni nujno enolicna. Lahko pa enoli¢nost dosezemo z dodatnim pogojem, ki se navezuje na
Grobnerjevo bazo.

Definicija 1.2.23 Grobnerjeva baza G = {g1,...,g9m} se imenuje reducirana, ée za vse i, 1 <
i < m, velja LC(g;) =1 in noben ¢len polinoma g; ni deljiv z nobenim LT(g;) za j # i.

To pomeni, da je Grébnerjeva baza reducirana, ¢e je vsak izmed njenih elementov g moni¢en
(t.j. njegov vodilni koeficient je enak 1) in je reduciran glede na G \ {g} (definicija 1.2.7). Ce
pogledamo definicijo 1.2.20, vidimo, da je vsaka reducirana Groébnerjeva baza minimalna.

Izrek 1.2.24 ([27]) Vsak nenicelni ideal I C k[z1,...,xy| ima enolicno reducirano Grébner-
jevo bazo glede na izbrano urejenost ¢lenowv.

Spomnimo se, da po izreku 1.2.15 z Grobnerjevo bazo G ideala I reSimo problem pripadnosti
idealu: f € I natanko tedaj, ko f % 0. Podoben problem je dolocitev, ali sta dva ideala
I,J C k[z1,...,x,], (vsak podan s konéno mnozico generatorjev) enaka ali ne. V izreku 1.2.24
podamo resitev tega problema.
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Enakost idealov-resitev. Nenicelna ideala [ in J iz k[z1, . .., ;] sta enaka natanko
tedaj, ko imata enako reducirano Grobnerjevo bazo glede na izbrano urejenost ¢lenov.

Buchbergerjev algoritem je dale¢ od najucinkovitejse poti za izracun Grobnerjeve baze. Za
prakti¢no uporabo obstaja veliko razli¢ic in izboljsav. Pomembno je, da so taksni algoritmi
omogocili ra¢unanje posebnih generirajo¢ih mnozic za velike ideale. Skoraj vsak racunalniski
algebrski sistem, kot je Mathematica, Maple ali Reduce, ima vgrajene postopke za racunanje
Grébnerjeve baze glede na razli¢ne urejenosti ¢lenov. V zadnjem razdelku tega poglavja se bomo
seznanili z uporabo prostodostopnega sistema racunske algebre Singular in med drugim navedli
tudi primer izra¢una Grobnerjeve baze ideala.

Na koncu tega razdelka si oglejmo Se uporabo Grobnerjevih baz pri reSevanju sistemov poli-
nomskih enacb. Izra¢unamo najprej Grobnerjevo bazo ideala, ki ga generirajo trije polinomi, in
s pomocjo le-te potem pois¢emo resitev sistema treh polinomskih enach, ki je dolocen z genera-
torji ideala. Za izrac¢un Grobnerjeve baze bomo uporabili Buchbergerjev algoritem (glej tabelo
1.1).

Primer 1.2.25 Poiséimo vse (realne) resitve sistema f1 = fo = f3 =0, kjer je

fl = '12 + Y,
f2 = 2x2y + :LA’
f3 =xz + xt + zy + 222
Z uporabo Buchbergerjevega algoritma izra¢unamo Groébnerjevo bazo ideala (fi, fa, f3). Iz-

beremo leksikografsko urejenost, upostevajo¢ z > y > x, in zapiSemo polinome fi1, fo, f3 glede

na to ureditev: )
fl =Y +x ;

fo =2ya® + o,
f3 = zx + y2a? + yx + 2.

Potem izra¢unamo posamezne S-polinome:

2 2
Yz 2 yx 2 ay_ L4
S(f17f2)—7y (y+a )_‘nyz(QW + %) = 5%

YT 2Yx
S(f1, f3) = 7(2/ + $2) - Z(ZCB + y2x2 +yr + 554) = 22° — y3ﬂf2 - me - yx4,

2yx?

1
(2yx? + 2t) — ?(zm + 922 +yr +2t) = 57 4

zyx?
2

— P — 2 — oyt
2yz

S(f2, f3) =
Nato delimo S(f1, f2) = %IA z urejeno mnozico polinomov {fi, fa, f3} in dobimo ostanek %$4
in ker je le-ta nenicelni, ga pripiSemo k zacetni mnozici polinomov in dobimo urejeno mnozico
G = {f1, f2, f3, fa}, Kjer je fq = %x“. Ce delimo polinoma S(f1, f3) in S(f2, f3) z mnozico
polinomov G, dobimo v obeh primerih ostanek 0. Prav tako, ko delimo polinome S(f1, f1) =
28, S(f2, f1) = %xﬁ in S(fs, f1) = y?x® + ya2* + 27 z mnozico polinomov G, dobimo v vseh
primerih ostanek 0. Tako je Grobnerjeva baza ideala (f1, fo, f3) enaka Gp = {f1, fa, f3, fa}.
Bazo reduciramo tako, da najprej vse vodilne koeficiente polinomov fi, fo, f3 in f4 postavimo
na 1. Opazimo tudi, da ¢e polinom fy delimo z mnozico {fi, f1}, dobimo ostanek 0. Zato lahko
fo odstranimo iz Grébnerjeve baze. Ce polinom f3 delimo z mnozico {f1, f1}, dobimo ostanek
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zx — 23, ki ga v Grobnerjevi bazi zapisemo namesto f3. Tako je reducirana Grobnerjeva baza

ideala (f1, fo, f3) enaka

4

Gr={y+ 22 2% 20 — 23}.

Sedaj lahko sistem f; = fo = f3 = f4 = 0 resimo zelo preprosto. Ker je drugi polinom v Ggr
odvisen samo od spremenljivke z, je o¢itno x = 0. Prvi polinom v Grobnerjevi bazi vsebuje
samo z in y, od koder sledi y = 0. Zadnji polinom vsebuje spremenljivki x in z in £ = 0 o¢itno
resi enacho zx — 2% = 0 za vsak z, torej je z poljuben in sistem ima neskonéno resitev, ki jih
zapisemo kot

{(0,0,2); z € R}.

Teorija Grobnerjevih baz nam v splosnem omogoca najti resitev sistema (1.1) v primeru, da ima
sistem kon¢éno mnogo resitev. V taksnem primeru je Grobnerjeva baza glede na leksikografsko
urejenost ¢lenov vedno v ”trikotni obliki” (¢e uporabimo jezik Gaussove eliminacije), kot lahko
vidimo v naslednjem primeru.

Primer 1.2.26 Obravnavajmo polinome

fi = 22y + 22,
=2y +r+y+1, (1.9)
f3:z+:1:2+y3

in poisc¢imo resitve sistema fi = fa = f3 =0.

Glede na leksikografsko urejenost upostevajo¢ x > y > z je reducirana Grobnerjeva baza ideala

generiranega s polinomi f1, fa, f3 v Q[z, y, z] enaka (glej razdelek 1.6) {g1, g2, 93, 94, g5, g6 }, Kjer
" g = 2" =2,

=y 38 2 e+ P P 2y - e

g3 = 22+ y3 + z,

g1 =y + 27, (1.10)

g =xy+az+y + 2tz -y — 22—z,

ge =224y —9° +18 +3y 2 —y" — 202 — S + 202 + ¢ — 2yt — o

— 2824+ P+t —yz+y— B +52 2+ 1.

Tako je realni sistem f; = fo = f3 = 0 ekvivalenten sistemu
91=0,92=0,93=0, g4=0, g5 =0, g6 =0.

Vidimo, da je polinom ¢g; odvisen samo od spremenljivke z. Nadalje je polinom g» odvisen od
y in z in je njegov vodilni ¢len potenca spremenljivke y, t. j. LT(g2) = y*!. Potem imamo Se
polinom g3, ki je odvisen od z, y in z ter je njegov vodilni ¢len potenca spremenljivke z, t. j.
LT(g3) = 22. Za refitev sistema f; = fo = f3 = 0 tako najprej resimo g; = 0 in dobimo resitvi
z =0in z = 1. Nato resimo dve enacbi stopnje 11: ga2(y,0) = 0 in g2(y,1) = 0. Realni resitvi
enacbe go(y,0) = y'1 —2y"+93 +92+2y+1 = Ostay = —1 in y ~ —0.59720, realne resitve enacbe
gy, ) =y +3y® -2y — 4yt + P +? +2y+2=0s0y =0, y = —0.72497 in y = —1.5157.
Za z = 0,y = —1 sta realni reSitvi preostalih enacb x = 1inz = —1. Za 2 = 0,y =~ —0.59720
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je edina realna resitev preostalih enach x ~ —0.46150. Za z = 1,y = —1 je edina realna resitev
preostalih enacb z = 0. Za z =1 in y = —0.72497 ter z = 1 in y = —1.5157 za = ne dobimo
nobene realne resitve. Tako smo v R3 dobili §tiri resitve sistema f; = fo = f3 = 0, kjer so f;
polinomi iz (1.9):

{(1, ~1,0), (=1, —1,0), (—0.46150, —0.59720, 0), (0, 1, 1)}.

V primeru generi¢nega sistema ima Grobnerjeva baza veliko bolj zapleteno strukturo. Kakor-
koli, ¢e ima sistem samo konéno mnogo resitev (t. j. ideal je O-razsezen), mora vsaka reducirana
Grobnerjeva baza {g1, ..., g:} glede na leksikografsko urejenost vsebovati polinom, ki je odvisen
od ene spremenljivke, recimo g¢1(z1). Nadalje je potem skupina polinomov, ki so odvisni od
te spremenljivke in Se ene dodatne, recimo ga(x1,x2),. .., gm(x1,x2), itd. Tako najprej resimo
(morda le numeri¢no) enacbo g1 (z1) = 0. Potem za vsako resitev zj enacbe g1 (z1) = 0 najdemo
reditve sistema polinomskih enach ga(z,22) = -+ = gm (23, 22) = 0, z neznanko 3. Ce nada-
ljujemo ta proces, dobimo vse resitve sistema (1.1). Tako v primeru konénega Stevila resitev
Grobnerjeva baza poskrbi za celotno resitev problema in lahko zapiSsemo naslednji rezultat, ka-
terega dokaz najdemo v [1].

Izrek 1.2.27 Naj bo I 0O-razsezen ideal in G = {g1,...,g:} njegova Grébnerjeva baza glede na
leksikografsko urejenost, upostevajo¢ x1 < o < --- < xn. Potem lahko g1, ..., gt uredimo tako,
da zai=1,2,...,t velja g; € K[z1,...,2;] in LT(g;) € K|x].

Ponovno se bomo k polinomskim sistemom oblike (1.1) in njihovim resitvam vrnili v razdelku 1.4,
kjer se bomo seznanili z enim najpomembnejSih matemati¢nih rezultatov 19. stoletja - Sibkim
Hilbertovim izrekom o ni¢lah, ki nam bo odgovoril na vprasanje o obstoju resitve sistema (1.1).

Situacija, v kateri raznoterost polinomskega ideala sestoji iz konéno mnogo tock, nastopi zelo
redko. V generi¢nem primeru raznoterost sestoji iz neskonéno mnogo tock in resiti polinomski
sistem ena¢b pomeni najti dekompozicijo raznoterosti ideala na ireducibilne komponente, kar si
bomo ogledali v razdelku 1.5.

1.3 Osnove eliminacijskih idealov

Sistem linearnih ena¢b obic¢ajno reduciramo na ekvivalentni sistem trikotne oblike, v katerem v
nekaterih enacbah manjka nekaj zacetnih neznank. V tem razdelku se bomo seznanili s teorijo,
ki podobno reducira sistem nelinearnih enachb. Ta teorija prav tako priskrbi metodo, s katero
poiscemo vse resitve polinomskega sistema v primeru, ko je mnozica resitev konéna ali z drugimi
besedami priskrbi metodo, s katero najdemo raznoterost polinomskega ideala, ko je le-ta 0-
razsezna. Glavna rezultata eliminacijske teorije sta eliminacijski in razsiritveni izrek. Pogledali
si bomo tudi geometrijsko interpretacijo teh izrekov in njihovih posledic.

Da bi dobili obcutek, kako poteka eliminacija spremenljivk, se spomnimo primera 1.2.26, kjer
smo poiskali vse realne resitve sistema enach

z2y+22:0,
By+r+y+1=0, (1.11)
24224y =0.
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Naj bo I ideal, ki ga generirajo polinomi sistema (1.11):

I={y+22 By+aty+1, z+22+4°). (1.12)
Njegova Grobnerjeva baza je sestavljena iz polinomov g1, ..., gs, podanih v (1.10). Vemo, da
imata sistema (1.11) in g1 = --- = gg = 0 enake resitve. Ker je polinom g; = z* — 23 odvisen

samo od spremenljivke z, lahko resimo enac¢bo g; = 0 in dobimo 2; = 0 in z2 = 1. Nato ti
vrednosti vstavimo v go in dobimo polinom spremenljivke y, od koder izracunamo resitve za y,
ki pa jih skupaj z 21 0z. 2o vstavimo v g3 in izracunamo Se resitve za spremenljivko z, kot je
opisano v primeru 1.2.26. Na ta nac¢in dobimo vse realne resitve sistema (1.11). Toda kaj nam
omogoca, da lahko najdemo te resitve? Odgovor na to vprasanje sta naslednja dva koraka:

e Eliminacijski korak. Najprej smo resili enacbo g; = 2* — 23 = 0, ki vsebuje samo

spremenljivko z, kar pomeni, da smo eliminirali x in y iz sistema enacb.
e Razsiritveni korak. Ko smo dolocili resitve enacbe gy = z* — 23 = 0, smo razsirili te

resitve do resitev originalnega sistema.

Zgoraj omenjena koraka sta kljuéna pri teoriji eliminacijskih idealov. Opazimo, da lahko izjavo,
ki smo jo navedli pri eliminacijskem koraku zapisemo kot

g1 = Iﬂ(C[Z],

kjer je I ideal iz (1.12). V bistvu I N Clz] sestoji iz vseh taksnih polinomov Grébnerjeve baze
ideala I, ki eliminirajo x in y. Ta ideja privede do naslednje definicije.

Definicija 1.3.1 Naj bo I C k[z1,...,xy] ideal (z implicitno urejenostjo spremenljivk xq >
oo >y ) in fiksiragmo £ € {0, 1, ...,n—1}. £-ti eliminacijski ideal ideala I je ideal v k[xpiq, ..., xy),
definiran z

Iy,=1nN k[a?”l, .. ,xn].

Ideal I, sestoji iz vseh takih polinomov Grébnerjeve baze ideala I, iz katerih so eliminirane
spremenljivke x1,...,xy. Opazimo, da razli¢ne urejenosti spremenljivk dajo razlicne elimina-
cijske ideale. Vidimo, da eliminacija spremenljivk x1,...,z, pomeni najti nenicelne polinome
{-tega eliminacijskega ideala I;. Naslednji izrek nam poda resitev eliminacijskega koraka, torej
sistemati¢ni postopek za iskanje generatorjev ideala I;.

Izrek 1.3.2 (Eliminacijski izrek) Najbo I C k[z1,...,z,] ideal in G Gréobnerjeva baza ideala
I pridobljena z leksikografsko urejenostjo, upostevajo¢ x1 > --- > xy. Potem je

Ge=GNEklzei1, ..., 20
Grobnerjeva baza €-tega eliminacijskega ideala Iy za vsak 0 < € <n —1.

Dokaz. Fiksiramo ¢ € {0,...,n—1}. Ker je Gy C Iy, je po izreku 1.2.15 mnozica Gy Grébnerjeva
baza ideala I; natanko tedaj, ko je (LT(Gy)) = (LT (ly)). Inkluzija (LT(Gy)) C (LT(1y)) je
oCitna, za dokaz obratne inkluzije, (LT (I;)) C (LT(Gy)), pa moramo pokazati, da iz f € I,
sledi, da je LT(f) linearna kombinacija vodilnih ¢lenov polinomov iz Gy. Ker delamo z monomi,
bo to veljalo natanko tedaj, ko bo LT(f) deljiv z LT(g) za neki g € Gy. Najprej opazimo,
da tudi f prav tako lezi v I, kar pomeni, da je LT(f) deljiv z LT(g) za neki g € G, saj je G
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Grobnerjeva baza ideala I. Ker je f € Iy, LT(g) vsebuje samo spremenljivke zpi 1, -+, x,. Ker
uporabljamo leksikografsko urejenost z ureditvijo spremenljivk x1 > -+ > x,, je vsak monom,
ki vsebuje 1, ..., xy, vecji od monomov v k[xpiq,...,z,]. To pomeni, da je g € Gy in dokaz je
zakljucen. m

Nadalje obravnavajmo razsiritveni korak. Recimo, da imamo ideal I = (f1,...,fs) C
klxi,...,zyn] in njegovo afino raznoterost V(I). Da bi opisali tocke raznoterosti V(I), zgra-
dimo resitve postopoma koordinato za koordinato. Fiksiramo ¢ € {0,...,n — 1} in naj bo I,
(-ti eliminacijski ideal ideala I. Resitev (agi1,...,a,) € V(I;) se imenuje delna resitev sistema
enacb f; =--- = fs = 0. Da bi delno resitev (ag41, ..., a,) razsirili do celotne resitve v raznote-
rosti V(I), ji moramo najprej dodati eno kordinato. To pomeni, da moramo najti tak ay, da bo
(ag,aps1,--.,an) € V(Ip_1). Natancéneje, recimo, da je Iy_1 = {(g1,...,9t) C k[ze, Toy1,. .., Tnl,
potem zelimo najti resSitev x; = ay enacb

gi(xe, apq1, ... an) =+ = gi(xg, @41, - .. an) = 0.

Zadnje enacbe pomenijo, da imamo polinome ene spremenljivke in sledi, da so resitve ay samo
nicle najvecjega skupnega delitelja polinomov g1, ..., g;. Problem pa lahko nastopi, ¢e ti polinomi
nimajo skupnih nicel, t. j. lahko imamo delne resSitve, ki jih ne moremo razsiriti do reSitev
originalnega sistema. Kot preprost primer obravnavajmo enache

xy=1, zz=2, zw=3. (1.13)

I5¢emo resitve oblike (z,y, z,w) € C*. Ce tvorimo ideal I = (xy—1,x2—2, zw—3) in eliminiramo
x, dobimo polinoma 3z — 2w in 3y —w, ki sta generatorja prvega eliminacijskega ideala I1. Delne
resitve so tako podane z vektorjem (a,2a,3a) in vse, razen (0,0, 0), lahko razsirimo do celotne
resitve (1/a,a,2a,3a). Zelimo vedeti, katere delne resitve lahko razsirimo do celotne resitve
sistema.

Osredoto¢imo se najprej na primer, kjer eliminiramo samo prvo spremenljivko z1. Naslednji
izrek odgovori na vprasanje, ali delno resitev (ag,...,a,) € V(I1) lahko rasirimo do celotne
resitve (ay,ag,...,a,) € V(I).

Izrek 1.3.3 (Raz8iritveni izrek) Naj bo I = (f1,...,fs) C Clz1,...,2,] in Iy prvi elimina-
cijski ideal ideala I. Za vsak 1 < i < s zapisimo f; v obliki

fi=gi(xa,..., xn)x]lvl + cleni, kjer ima x1 stopnjo < Nj,

kjer je N; € Ny in g; € Clza,...,2,]\{0}. Recimo, da imamo delno resitev (ag,...,a,) € V(I1).
Ce (ag,...,an) ¢ V(g1,...,9s), obstaja tak ay € C, da je (a1,az,...,a,) € V(I).

Dokaz tega izreka poteka z uporabo rezultant in ga tukaj izpustimo. Za ve¢ informacij glej [27].
V nadaljevanju poglejmo Se nekaj posledic razsiritvenega izreka.
Opazimo, da izrek velja samo za polje k = C. Da bi videli, zakaj je to pomembno, predpo-
stavimo, da je K = R in obravnavajmo sistem enach

22 =3y, 2°=2z 2’=w. (1.14)

Ce eliminiramo spremenljivko z, dobimo 3y = 2z = w, kar nam da delno resitev (2a,3a,6a) za
vsak a € R. Ker so vsi vodilni koeficienti v polinomih 22 — 3y, 22 — 2z, 22 — w enaki 1 # 0,
nam razsiritveni izrek zagotovi, da lahko vsako delno resitev (2a,3a,6a) razsirimo, ¢e delamo
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nad C. V R je situacija drugacna, saj enacbe 22 = 3a, 22 = 2a, 2 = a nimajo realnih resitev,

e je a negativen in tako se do celotne resitve sistema (1.14) razsirijo samo tiste delne resitve
(2a,3a,6a), kjer je a > 0. S tem smo pokazali, da razsiritveni izrek ne velja za k = R.

Ce pogledamo zadnji del raziritvenega izreka: (asg,...,an) & V(g1,...,9s), vidimo, da so
g; vodilni koeficienti glede na z; polinomov f;. Tako bi (ag,...,a,) € V(g1,...,9s) pomenilo,
da v delni resitvi vsi vodilni koeficienti niso nicelni. Da bi videli, zakaj je to pomembno, si
poglejmo enacbe (1.13). Te enacbe imajo delne resitve (y, z,w) = (a, 2a, 3a). Edina resitev, ki
se ne razsiri do celotne resitve sistema (1.14), je (0,0,0) in ta je tista delna resitev, v kateri so
vsi vodilni koeficienti (y, z in w) polinomov tega sistema enaki ni¢. Razsiritveni izrek pove, da
se razsiritev lahko zgodi samo, ¢e vsi vodilni koeficienti niso hkrati enaki nic.

Ceprav razsiritveni izrek navaja samo primer, ko eliminiramo prvo spremenljivko z1, ga
lahko uporabimo (induktivno) tudi, ko eliminiramo poljubno stevilo spremenljivk. Na primer,
obravnavajmo enacbi

2 + y2 +22=1

(1.15)
zyz = 1.

Grobnerjeva baza ideala I = (22 + y? + 22 — 1, 2yz — 1) glede na leksikografsko urejenost je
g1 = y4z2 + y224 — y222 +1
g2 = x+y3z+yz3—yz.

Po eliminacijskem izreku je
I = INCly, 2] = (g1)

I = INClz] = (0).

Ker je Iy = (0), je V(I3) = C in zato je vsak ¢ € C delna resitev. Ideja je razsiriti ¢ postopoma,
koordinato za koordinato, do resitve sistema (1.15): najprej do (b, ¢) in nato do (a,b,c). Tako
lahko s pomocjo razsiritvenega izreka na vsakem koraku nadziramo, katere delne resitve se dajo
razsiriti. Glavna ideja pa je, da je Is prvi eliminacijski ideal ideala I; in zato bomo s pomocjo
razsiritvenega izreka presli iz ¢ € V(I3) do (b,¢) € V(I1) in od tod do (a,b,c) € V(I). Da bi
prisli od I do I, opazimo, da je vodilni koeficient pred y* v g; enak 22 in zato lahko delno
resitev ¢ € C razsirimo do (b, ¢), ¢e ¢ # 0. Prav tako vidimo, da enac¢ba g; = 0 nima resitve, ce
je ¢ = 0. Naslednji korak je od I do I, kar pomeni, da najdemo tak a € C, da je (a,b,c) € V().
Ce vstavimo (y, z) = (b, ¢) v (1.15), dobimo dve enacbi, odvisni od spremenljivke z in ni o¢itno,
da imata skupno resitev x = a. Prav tukaj razsiritveni izrek pokaze svojo moc¢. Vodilni koeficient
v prvi enacbi je 1 in v drugi enachi yz. Ker je 1 # 0, nam razsiritveni izrek zagotovi, da tak a
vedno obstaja in smo tako dokazali, da lahko vse delne resitve ¢ # 0 razsirimo do V(I).

Posebni primer razgiritvenega izreka je, ko je vodilni koeficient vsaj enega polinoma f; € I =
(f1,...,fs) konstanten. Takrat razsiritveni izrek postane enostavnejsi in ga lahko zapisemo na
naslednji nacin.

Posledica 1.3.4 Naj bo I = (f1,...,fs) C Clxy1,...,x,] in I1 njegov prvi eliminacijski ideal.
Recimo, da je za nekii € {1,...,s} polinom f; oblike

fi= szlv + clent, kjer ima x1 stopnjo < N,

kjer je C € C\{0} in N € N. Potem za vsako delno resitev (ag,...,a,) € V(I1) obstaja tak
a1 € C, da velja:
(a1,az,...,a,) € V(I).
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Dokaz. To sledi neposredno iz razsiritvenega izreka: ker je g; = C' # 0, je V(g1,...,9s) = 0 in
zato za vse delne resitve velja (ag,...,a,) ¢ V(g1,...,95). ®

Sedaj poglejmo Se geometrijsko interpretacijo zgoraj navedenih rezultatov. Se naprej bo
polje obravnave k = C. Najprej si poglejmo pojem projekcije. Preslikava

T : C" = C" % (a1,...,an0) = (Qgst,. .., an)

se imenuje projekcija prostora C™ na C"*.

Glavna ideja je, da eliminacija ustreza projekciji raznoterosti na nizje razsezen podprostor.
Ce imamo raznoterost V = V(fi,...,fs) € C" in eliminiramo prvih ¢ spremenljivk z1, ..., zy,
lahko definiramo projekcijo

T C" = C ' (a1,...,an) = (apy1,. .. an)

in jo povezemo z {-tim eliminacijskim idealom na naslednji nac¢in. Vzemimo polinom f € I.
Ce je (a1,...,an) € V,je f(a,...,an) =0,sajje f € (f1,...,fs). Toda f je odvisen samo od
spremenljivk xy11,..., 2, in zato je

flags1, .- an) = f(me(a,...,a,)) =0.

To dokazuje, da je f = 0 za vse tocke (V). S tem smo pokazali, da v prostoru C*~¢ velja
inkluzija
m(V) € V(Ip).

S pomocjo te inkluzije lahko 7y (V') zapisemo kot
me(V) = A{(ap41,...,an) € V(Iy) : Far,...,ap € Cin (a1,...,as,ap41,-..,0n) € V}.

Tako 7,(V') sestoji iz natanko tistih delnih resitev, ki jih lahko razsirimo do celotne resitve.
Recimo, da obravnavamo raznoterost, definirano z enac¢bami (1.13). Opazimo, da je V(I;)
presek ravnin 3y — w = 0 in 3z — 2w = 0 v 3-razseznem prostoru s koordinatami (y, z,w) in, da
je

m1(V) = {(a,2a,3a) € C*>: a # 0}.

Ker (0,0,0) ¢ m1(V), m1(V) ni afina raznoterost. Ta primer dobro ilustrira kaj se dejansko zgodi
pri eliminaciji ene spremenljivke. Z geometrijskega vidika razsiritveni izrek pove naslednje.
Podana je raznoterost V = V(fi,..., fs) € C" in naj bodo g; kot v raziritvenem izreku. Ce je
I; prvi eliminacijski ideal ideala {f1, ..., fs), potem v C"~! velja enakost

V(L) =m(V)U(V(g1,---,95) N V(I1)),

kjer je m; : C"* — C™! projekcija na zadnjih n — 1 komponent.

To pomeni, da 71 (V') napolni celotno afino raznoterost V(I;) razen mogoce za tisti del, ki
lezi v V(g1,...,9s)-

Na zalost v splosnem ne vemo, kako velik del raznoterosti lezi v ' V(gi,...,¢s), in vcasih je
lahko zelo velik. Naslednji izrek natacneje opise zvezo med m¢(V') in V(Iy). Dokaz glej v [27,
Pog. 2, §2].

Izrek 1.3.5 (Izrek zaprtja) Naj bo V =V(f1,..., fs) afina raznoterost v C" in I, (-ti elimi-
nacijski ideal ideala (f1,..., fs). Potem veljata naslednji trditvi:
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(i) V(1) je najmangsa afina raznoterost, ki vsebuje m,(V) C C*~*.
(ii) Ce je V # 0, obstaja afina raznoterost W S V(Iy), za katero velja: V(I))\W C mg(V).

Zgoraj smo videli (posledica 1.3.4), da je razsiritveni izrek preprostejsi, ko je vsaj eden od
vodilnih koeficientov polinomov g; nenicelna konstanta. Takrat polinomi g; niso vsi nic¢elni v
tocki (ag, ..., a,) in poslediéno lahko vse delne resitve razsirimo do resitve originalnega sistema.
Tako imamo geometrijsko razli¢ico posledice 1.3.4.

Posledica 1.3.6 Naj bo V =V (f1,...,fs) CC" in predpostavimo, da je za nekii € {1,...,s}
polinom f; oblike

_ N a2 a
fi=Cuy + ey zg® - ay”,

kjer je () = (a1, 02,...,0,) in a1 < N in C € C\{0}, ¢,y € Cin N € N. Ce je Iy prvi
eliminacijski ideal ideala I, potem v C"~1 welja:

m (V) =V(l),
kjer je m1 projekcija na zadnjih n — 1 komponent.

Ragzsiritveni izrek in izrek zaprtja ter vsi rezultati povezani z njima so bili navedeni za polje
kompleksnih §tevil C. V bistvu pa vsi ti rezultati veljajo za katerokoli algebrai¢no zaprto polje
k (glej [27, Pog. 4 in 5]).

1.4 Korenski ideali

V tem razdelku se seznanimo s pomembnim rezultatom, ki natanc¢no doloca, kateri ideali ustre-
zajo raznoterostim, kar omogoca razumevanje zveze med geometrijo in algebro, da bo katerakoli
izjava o raznoterostih lahko prevedena v izjavo o idealih in obratno. S pomo¢jo opisane teorije
bomo v naslednjem razdelku definirali nekaj algebrai¢nih operacij na idealih in razlozili njihove
geometrijske analogije ter se seznanili z najpomembnejsimi algebrai¢nimi in geometrijskimi kon-
cepti, ki izhajajo iz Hilbertovega izreka o bazi (izrek 1.1.3): zlasti o moznosti dekompozicije
raznoterosti na unijo preprostejsih raznoterosti in o ustreznem algebrai¢nem pojmovanju ideala
kot preseka preprostejsih idealov.

V razdelku 1.1 (definicija 1.1.5) smo videli, da lahko raznoterost V' C k™ obravnavamo s
pomocjo ideala

I(V)=A{f €klz1,...,zn]): fla1,...,a,) =0 zavse (a1,...,a,) € V},
polinomov f, ki imajo ni¢elno vrednost na V. Torej imamo preslikavo:

afine raznoterosti — ideali
\% I(V)

Obratno, ¢e imamo podan ideal I C k[z1,...,x,], lahko definiramo mnozico
V(I)=A{(a1,...,an) €K": f(a1,...,an) =0zavse f € I}.

Hilbertov izrek o bazi zagotavlja, da je V(I) dejansko afina raznoterost, saj obstaja kon¢na
mnozica polinomov fi,...,fs € I, da je I = (f1,...,fs) in je V(I) mnozica skupnih nicel
omenjenih polinomov. Tako imamo preslikavo:
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ideali — afine raznoterosti
I V(I)

Ti dve preslikavi podata zvezo med ideali in raznoterostmi, katere naravo bomo raziskali v tem
in naslednjem razdelku.

Najprej opazimo, da preslikava V ni bijektivna, saj lahko razli¢ni ideali definirajo enako
raznoterost. Na primer, (z) in (2?) sta razlicna ideala v k[z] z enako raznoterostjo V(x) =
V(2?) = {0}. Resnejsi problem nastopi tudi, ¢e polje k ni algebrai¢no zaprto. Polinoma
1+2%2+52%in 14 2* 4+ y* iz R[z,y] generirata razliéna ideala,

L=(1+2"+y), DL=(1+2"+y"),
in noben od njiju nima realnih nicel, zato sta ustrezni raznoterosti prazni mnozici:
V(L)=V(l) =0.

Porodi se vpraSanje, ¢e je problem razlicnih idealov z enako prazno raznoterostjo vedno povezan
z algebrai¢no zaprtostjo polja k7 Odgovor je pritrdilen, ¢e smo v kolobarju polinomov ene
spremenljivke k[z]. Vzrok je v tem, ker je vsak ideal I C k[x] generiran z enim polinomom (glej
razdelek 1.1). Torej lahko vsak ideal I € k[z] zapiSemo kot I = (f) za neki polinom f € kx|
in je zato V(I) mnozica nicel polinoma f, t. j. mnozica taksnih tock a € k, kjer je f(a) = 0.
Ampak, ker je k algebrai¢no zaprto polje, ima vsak nekonstantni polinom iz k[z] ni¢lo v k. Zato
je V(I) = () samo, ¢e je f nenicelni konstantni polinom. V tem primeru pa je 1/f € k in je zato
1=(1/f)- f € I, kar pa pomeni, da je g =g-1 € I za vsak g € k[x]. S tem smo pokazali, da je
I = k[x] edini ideal v k[z], ki porodi prazno raznoterost, ¢e je polje k algebrai¢no zaprto.

Toda enaka lastnost velja v kolobarju polinomov ve¢ spremenljivk. V kateremkoli poli-
nomskem kolobarju je algebrai¢na zaprtost polja dovolj, da je edini ideal, ki definira prazno
raznoterost, cel polinomski kolobar. Ta rezultat predstavlja enega najveéjih dosezkov poznega
19. stoletja in se imenuje §ibki Hilbertov izrek o ni¢lah. 3

Izrek 1.4.1 (Sibki Hilbertov izrek o ni¢lah) Naj bo k algebraicno zaprto polje in I C k[x1,
..y y] ideal, ki zado§céa V(I) = 0. Potem je I = k[x1,...,x,).

Dokaz. S podobnim razmislekom, kot zgoraj iz 1 € I sledi I = k[z1,...,x,]. Dokaz zgradimo
induktivno. Osnova indukcije je zgornji rezultat v k[z]. Sedaj predpostavimo, da enakost velja
za n — 1 spremenljivk zo,...,x,. Vzemimo katerikoli ideal I = (fi,..., fs) C k[z1,...,xy], za

katerega velja V(I) = (). Predpostavimo, da f; ni konstanten polinom, sicer nimamo nicesar za
dokazovati. Recimo, da je stopnja polinoma f; enaka N. Sedaj izvedemo spremembo koordinat
na naslednji nacin:

1 =Y

To =Y2 + a2y1 ( )
1.16

Ty, =Yn + QnY1,

3Se danes obicajno (tudi v angledki literaturi) za Hilbertove izreke o ni¢lah uporabljamo originalno nemsko
ime Hilbertov Nullstellensatz.
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kjer so o; konstante iz k. Ce vstavimo te nove spremenljivke v fi, dobi le-ta obliko

fi(@, @) =f(y1, 92 + @2y, Yn + )
=p(aa, ..., an)yl + cleni, kjer ima y; stopnjo < N.

Ker je p(aa, ..., ) nenicelni polinom in ker vemo, da je vsako algebrai¢no zaprto polje ne-
skon¢no (glej [27]), lahko izberemo aa, ..., ay tako, da je p(ag,...,a,) # 0 [27, Pog. 1, §1]. S
taksno izbiro ag, ..., a, in spremembo koordinat (1.16) vsak polinom f € k[xy,...,x,| postane
polinom ¢ € k[y1,...,yn). Hitro lahko preverimo, da je mnozica J = {g : f € I} ideal v
Elyi,...,yn]. Opazimo tudi, da je V(J) = 0, sicer bi transformirane enac¢be imele resitev in
poslediéno bi jo imele tudi originalne. Se ve¢, Ge lahko pokazemo, da je 1 € J, potem bo 1 € I,
saj sprememba koordinat (1.16) ne vpliva na konstante. Zato je dovolj pokazati, daje 1 € J. V
prejSnjem odstavku smo navedli, da se f; € I spremeni v g; € J z lastnostjo

a1, yn) = plag, ..., an)yd + cleni, kjer ima y; stopnjo < N,

kjer je p(ag,...,a,) # 0. To nam omogoca, da uporabimo posledico 1.3.6, ki poveze V(J) z
njeno projekcijo na podprostor prostora k™ s koordinatami yo, ..., y,. Razsiritveni izrek (izrek
1.3.3) in njegove posledice veljajo nad poljubnim algebrai¢no zaprtim poljem. Naj bo

I: k™ — k"1

projekcija na zadnjih n — 1 komponent. Ce oznac¢imo z Ji, kot obi¢ajno, prvi eliminacijski
ideal ideala J, t. j. J1 = J N k[y2,...,yn], posledica pravi, da lahko delne resitve razsirimo,
t. j. V(J1) = II(V(J)). To pa pomeni, da je V(J1) = II[(V(J)) = II(0) = 0. Po indukcijski
predpostavki potem velja, da je J; = k[ya,...,yn]. Zato je 1 € J; C J in dokaz je koncan. m

Sibki Hilbertov izrek o ni¢lah poskrbi za metodo, s katero preverimo ali ima dan polinomski
sistem oblike (1.1) resitev nad poljem k. Dovolj je izrac¢unati reducirano Grébnerjevo bazo G
ideala (f1,..., fs), glede na katerokoli urejenost ¢lenov, in polinomski sistem (1.1) nima resitve
nad k natanko tedaj, ko je G = {1}.

Ce nas zanima resitev sistema (1.1) nad poljem k, ki ni algebrai¢no zaprto, velja naslednje:
¢e je {1} reducirana Grobnerjeva baza ideala (f1,..., fs), sistem (1.1) nima resitve. Obrat ni
nujno resnicen. Na primer, ¢e ni reSitve v R™, ni nujno, da tudi v C" ni resitve.

V posebnem primeru, ko je k = C, je lahko 8ibki Hilbertov izrek o ni¢lah misljen kot “fun-
damentalni izrek algebre za polinome ve¢ spremenljivk”: vsak sistem polinomov, ki generira
netrivialen ideal I C Clxy,...,2y], ima skupno ni¢lo v C".

Ce sedaj sklepamo po sibkem Hilbertovem izreku o niclah, bi lahko pricakovali, da je za
bijektivnost preslikav med ideali in raznoterostmi potrebna samo algebrai¢na zaprtost polja k.
Da to ne drzi, vidimo iz preprostega primera. Ideala (z2 y) in (z,y%) sta razlicna, vendar
definirata isto raznoterost: tocko {(0,0)} C k2. Vidimo, da preslikava V ni bijektivna, glavni
razlog za to pa je, da ima potenca polinoma, f™, enako mnozico nic¢el kot polinom f sam.
Hilbertov izrek o niclah pove, da je to edina moznost, ko imajo razli¢ni ideali nad algebrai¢no
zaprtimi polji lahko iste raznoterosti: ¢e je f polinom, ki je enak nic za vse tocke neke raznoterosti
V(I), mora neka potenca tega polinoma pripadati idealu I.

Izrek 1.4.2 (Hilbertov izrek o niélah) Naj bo k algebraicéno zaprto polje. Ce so polinomi
fifiyoo oy fs € klx1, ... @y taksni, da je f € I(V(f1,...,fs)), obstaja tasen m € N, da velja:

fme <f1a---7fs>
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(in obratno).

Dokaz. Za dan polinom f, ki ima ni¢le v vsaki skupni ni¢li polinomov fi,..., fs, moramo
pokazati, da obstaja tak m € N in polinomi g1, ...,gs € k[z1,...,zy], da velja:

S
fm=> gifs
i=1
Najbolj direkten dokaz temelji na naslednjem “triku”. Obravnavajmo ideal

J={f1,.., fe, 1 —wf) Ckl[z1,...,2n,w].

Trdimo, da je V(J) = ). Naj bo (a1,...,an,ans1) € k"L, Imamo dve moznosti:

e bodisi je (ai,...,a,) skupna nicla polinomov fi,..., fs

e bodisi (ay,...,ay,) ni skupna nicla polinomov fi,..., fs.
V prvem primeru je f(ai,...,a,) = 0, ker je skupna nicla polinomov fi,..., fs tudi nicla
polinoma f. Zato polinom 1 — wf zavzame vrednost 1 — apy1f(ai,...,ay) = 1 # 0 v tocki
(@1,...,Gn,an+1) In zato (ai,...,an,ant1) ¢ V(J). V drugem primeru mora obstajati najmanj
en tak i, za katerega je fi(ai,...,a,) # 0. Ce gledamo na f; kot na funkcijo n + 1 spremenljivk,
ki ni odvisna od zadnje spremenljivke, je fi(ai,...,an,an+1) # 0 in ponovno zakljuc¢imo, da

(ai,...,an,ans1) ¢ V(J). Ker je (ai,...,an,ans1) poljubna tocka prostora k"*1, sledi, da je
V(J) = (. 1z sibkega Hilbertovega izrek o niclah sledi, da je 1 € J. Tako velja:

S
1= Zpi(xl, e Zp,w) - fit gz, .z, w) (1 —wf), (1.17)
i=1
kjer so p;, g polinomi kolobarja k[zi,...,x,,w]. Naj bo (neodvisna) spremenljivka w enaka

w=1/f(x1,...,2,). Potem enacba (3.38) postane
S
i=1

Ce obe strani enacbe (3.39) mnozimo s ™, kjer je m dovolj veliko naravno stevilo, se znebimo
imenovalcev na desni strani ena¢be in dobimo

=1

kjer je g; € k[x1,...,z,]. =

Nadalje se vprasamo, ¢e lahko opiSemo ideale, ki se lahko pojavijo kot ideali nekih raznote-
rosti oz. z drugimi besedami, ¢e lahko dolo¢imo tiste ideale, ki sestojijo iz vseh polinomov, ki
so nicelni na neki raznoterosti V. V ta namen si najprej poglejmo naslednjo lemo.

Lema 1.4.3 Naj bo V raznoterost. Ce je f™ € I(V), je tudi f € I(V).
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Dokaz. Naj bo (ai,...,a,) € V. Ceje f™ € I(V), je [f(a1,...,a,)]™ = 0. Potem je tudi
f(ai,...,a,) = 0. Ker je (ai,...,a,) poljuben element raznoterosti V, je tudi f € I(V). =

Zato ima ideal, ki sestoji iz vseh polinomov, ki so ni¢elni na vseh tockah iz raznoterosti V,
lastnost, da ¢e neka potenca polinoma pripada idealu, tudi sam polinom pripada istemu idealu.
To nas pripelje do naslednje definicije.

Definicija 1.4.4 Ideal I je korenski (ali tudi radikalni), ¢e iz f™ € I za neki m € N sledi, da
je fel.

Opazimo, da je zaradi leme 1.4.3 ideal I(V') vedno korenski.

V smislu zgornje definicije vidimo, da Hilbertov izrek o niclah pove, da je edini nacin, da
neki ideal vsebuje polinome, ki so nicelni na vseh toc¢kah raznoterosti V(I), da I vsebuje potence
polinomov, ki sami niso v I ali drugace, da I ni korenski ideal. Preden nadaljujemo, se seznanimo
s pojmom korena ideala.

Definicija 1.4.5 Naj bo I C k[xi,...,zy] ideal. Koren (ali tudi radikal) ideala I, ki ga
0znacimo s \ﬁ, je mnoZzica

VI={feklxy,...,x,]: obstaja takien m € N, da je f™ € I}.

Opazimo, da vedno velja I C /1, saj f € I pomeni, da f' € I in zato po definiciji f € V1.
Prav tako ni tezko pokazati, da je ideal I korenski natanko tedaj, ko je I = v/I. Vzemimo sedaj
poljuben ideal I in njegov koren v/I. Recimo, da sta f, g € v/I. Potem obstajata naravni stevili
m in p, za kateri je f™,gP € I. V binomski razsiritvi izraza (f + g)"*?~! ima vsak ¢len faktor
fig? zi+j=m+p—1. Ker je bodisi i > m ali j > p, je bodisi f* € I ali ¢/ € I in zato je
fig? € I. Posledi¢no je vsak ¢len binomske razsiritve v I. Zato je (f + ¢)™™P~! € I in sledi, da
je f+g € VI. Sedaj predpostavimo, da je f € /T in h € k[zy,...,2,]. Potem je f™ € I za
neki n € N. Ker je I ideal, velja (h- f)™ = h™- f™ € I in zato je h- f € v/I. Tako smo pokazali,
¢e je I ideal, je tudi njegov koren v/I ideal. Hitro lahko pokazemo tudi, da je v/I korenski ideal
in, da ideala I in v/T definirata isto raznoterost:

V(1) = V(). (1.20)

S pomocjo zgoraj opisanega lahko Hilbertov izrek o niclah zapiSsemo v nekoliko drugaé¢ni obliki,
ki pove, da ¢e je poljuben polinom nicelen na vseh tockah raznoterosti V(I) C k™ in je k
algebrai¢no zaprto polje, je f € V1.

Izrek 1.4.6 (Krepki Hilbertov izrek o ni¢lah) Naj bo k algebraicno zaprto polje in I C
klxi,...,xy] ideal. Potem velja:

VI =I(V(I)).

Dokaz. Zagotovo je VI C I(V(I)), saj f € /T implicira f™ € I za neki m € N. Ker je f™
nicelen na V(I), je tudi f enak ni¢ na V(I). Zato je f € I(V(I)).

Da bi dokazali obratno inkluzijo, predpostavimo, da je f € I(V(I)). Od tod sledi, da je
f = 0mna V(I) in po Hilbertovem izreku o ni¢lah obstaja tak m € N, da je f™ € I. To pa
pomeni, da je f € v/T in ker je polinom f poljuben, velja I(V(I)) C VI. m

Glavna posledica Hilbertovega izreka o ni¢lah je dopolnitev zveze med geometrijo in algebro
oz. med raznoterostmi in ideali.

Trditev 1.4.7 Naj bo k poljubno polje. Potem velja:
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1. Za preslikavi
I: afine raznoterosti — ideali
mn
V: ideali — afine raznoterosti

velja:

o ce sta I in J ideala, za katera velja I C J, je V(J) C V(I),
o ce sta V in W raznoterosti z lastnostjo V.C W, je W) C I(V),

e za poljubno raznoterost V je

VI(V)) =V,
kar pomeni, da je I vedno bijektivna preslikava.

2. Ce je k algebraicno zaprto polje in ce se osredotocimo samo na korenske ideale, sta presli-
kavi

I: afine raznoterosti — korenski ideali
mn
V: korenski ideali —> afine raznoterosti

bijekcigi in sta druga drugi inverzni. 'V tem primeru velja enakost

(VD) = 1.

Za dokaz zgornje trditve glej [27].

Zgornja trditev torej pove, da je preslikava V med ideali in afinimi raznoterostmi bijektivna
samo, ¢e so domena preslikave korenski ideali. Zato je koncept korena pomemben, saj v primeru,
ko je k = C, popolnoma opise, kdaj ideala dolo¢ata enako afino raznoterost.

Trditev 1.4.8 Ideala I,J € Clxy,...,x,] dolo¢ata enako afino raznoterost natanko tedaj, ko
sta pripadajoca korena enaka:

V() =V(J) e VI=VI.

Dokaz. Ce je V(I) = V(J), iz (1.20) sledi V(vT) = V(v/J) in po trditvi 1.4.7 je VI =/J.
Obratno, ¢e je VI =+/J, je V(VI) = V(V/J) in iz (1.20) sledi V(I) = V(J). =
V smislu krepkega Hilbertovega izreka o ni¢lah se naravno pojavi vpraSanje, ali je neki
polinom element korena nekega ideala. To je t. i. problem pripadnosti korenu, ki ga formuliramo
na naslednji nacin.

Problem pripadnosti korenu. Naj bo I C k[zy,...,x,] ideal, VT njegov koren
in f € k[zy,...,z,]. Odlogiti zelimo, ali je f element korena /1.
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Ena moznost, kako preveriti, ali je f € /I, je uporaba algoritma za problem pripadnosti idealu
(glej razdelek 1.2), s katerim preverimo, ¢e je neka potenca tega polinoma (f™, m € N) v idealu
I. Vendar pa je ta nacin zelo zamuden, saj je Stevilo m lahko zelo veliko in v primeru, da
f ¢ /T takega naravnega stevila m ne najdemo (Geprav ga lahko dolgo iséemo). Na sre¢o smo
ze v dokazu Hilbertovega izreka o niclah (izrek 1.4.2) podali algoritem, ki pove ali je f € VI,
kjer je I = (f1,..., fs). Iz enacb (3.38), (3.39) in (3.40) sledi: ceje 1l € J = (1 —wf, f1,..., fs),
je f™ € I za neki m € N, kar pomeni, da je f € VI. Poglejmo z druge strani: ¢e je f € V1, je
za neki m € N polinom f™ € I C J. Velja pa tudi, da je 1 — wf € J in zato

L=w™fm 4+ (1 —w™f™) =uw™fm+ (1 —wf)A+wf+- -+ L™ e

Tako smo dobili resitev problema pripadnosti korenu.

Problem pripadnosti korenu - resitev. Za poljuben polinom f € k[xq,..., z,]

in ideal I = (f1,...,fs) C k[z1,...,2,] je f € /I natanko tedaj, ko 1 € J =

(1 —wf, fi,..., fs) 0z. z drugimi besedami: J = k[x1,..., 2y, w].
S tem smo dobili algoritem za preverjanje, ali je dan polinom f v korenu ideala I = (fy,..., fs).
Najprej tvorimo ideal J = (1 — wf, f1,..., fs), kjer je w nova spremenljivka, nato izra¢unamo

reducirano Grébnerjevo bazo tega ideala in e je le-ta enaka {1}, je f € VI, sicer f ¢ V.
Geometrijski pomen tega, da je polinom f € /T, je, da je polinom f nicelen na raznoterosti
V(I).

V zvezi z koreni se pojavita Se dve vprasanji:

e Kako izracunati mnozico generatorjev korena v/I, t.j. mnozico {gi,...,g:}, da bo VI =
<gla e 7gt>?

e Kako odlociti, ali je I korenski ideal?

Pri obeh vprasanjih odgovor najlazje dobimo s pomocjo rac¢unalnika. V razdelku 1.6 bomo v
sistemu rac¢unske algebre Singular spoznali rutino?, ki izra¢una koren ideala in rutino, ki nam
omogoci, da preverimo enakost dveh idealov in v posebnem primeru enakost ideala in njegovega
korena.

1.5 Operacije na idealih in raznoterostih

V tem razdelku bomo najprej spoznali dve binarni operaciji na idealih - vsota in produkt idealov.
Nadaljevali bomo s presekom in kvocientom dveh idealov. Hkrati se bomo seznanili tudi z zvezo
med algebro in geometrijo, ki izhaja iz lastnosti idealov in raznoterosti. Nato si bomo v nadaljnih
podrazdelkih pogledali Se teorijo, ki se nanaSa na raznoterosti: dekompozicijo raznoterosti,
parametrizacijo raznoterosti in z njo povezan problem implicitizacije ter razseznost raznoterosti.

1.5.1 Vsota, produkt, presek in kvocient idealov

Vsota, I + J, idealov I in J je ideal, definiran z vsemi moznimi vsotami elementov iz obeh
idealov:
I+J:={f+g:fel,geJ},

4Rutina je podprogram (funkcija), ki ima to¢no dolo¢ene vhodne in izhodne podatke. V programu Singular
je to npr. minAssGTZ.
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produkt, I - J, idealov I in J je ideal, definiran z (vsemi) vsotami produktov, kjer nastopajo
faktorji iz obeh idealov:

I'J::{flgl"'""i'frg?“:flv"'7f7“eIaglv"'7gTEJ7rEN}‘

Da se dokazati (glej npr. [27]), da sta v primeru, ko je I = (fi,..., fi) in J = (g1,...,9s),
vsota [ + J in I - J generirana tako

I+J={fi, -, fx,01,---,9s) In
I-J={(figi:1<i<k1<j<s),

torej je (f1) 4+ -+ (fx) = (f1,- -, fx)-

Vsota I+ J je najmanjsi ideal, ki vsebuje [ in J, in geometrijsko ustreza preseku raznoterosti:
VUI+J)=V{I)NV(J). (1.21)

Geometrijski pomen enacbe (1.21) si oglejmo na enostavnem primeru.
Naj bosta I = (22 +y? — z) in J = (2 — 2) ideala v R?. Potem [ + J = (22 + 3 — 2,2 — 2)
vsebuje oba polinoma z% + 32 — z in z — 2. Zato raznoterost V(I + J) = V(22 + 142 — 2,2 — 2)

sestoji iz tistih tock, kjer sta oba polinoma nicelna in to so ravno tiste tocke, ki so v preseku
V(I)NnV(J).

V(x%+y? — z)

Vix%iv? —z2,7 —2)

Viz-2)

Slika 1.1: Presek raznoterosti V (z? + y? — z) in V (z — 2).
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V primeru produkta idealov velja naslednja zveza med algebro in geometrijo idealov:
V({I-J)=V({I)uV(J). (1.22)
Spoznajmo Se binarno operacijo preseka idealov. Presek idealov [ in J je mnozica
INJ={f€klxy,....,xy): f€l in felJ}

Tako kot v primeru vsote in produkta idealov je tudi presek idealov I N J ideal.

Opazimo, da je produkt idealov vedno vsebovan v preseku idealov (I -J C I NJ), saj so
elementi I - J vsote polinomov oblike f - g, kjer je f € I in g € J. Produkt f - g pa pripada
tako idealu I (f € I) kot tudi idealu J (g € J). Ce obravnavamo ideala I = J = (x,y), je
I-J={(2?2y,y*)inINJ=1I=.J=(z,y). Vidimo, da je I - .J lahko strogo vsebovan v I N .J
(t.j. x€eINJ ampak x ¢ I-J).

Ce imamo podana ideala I in .J, nas zanima, kako izra¢unati mnozico generatorjev preseka
podanih idealov. Ta problem je veliko tezji kot izrac¢un generatorjev za vsoto in produkt idealov.
Vzemimo kot primer ideal I, generiran s polinomom p = (z — y)?(2? + y)*(2z — 5y) in ideal J,
generiran s polinomom ¢q = (z — y)3(22 + y)3(x 4 Ty). Presek the dveh idealov je

InJ = {((x—y)>*@*+y)*(2z — 5y)(z + Ty)).

Ta izracun je preprost, saj imamo podano faktorizacijo polinomov p in ¢ na ireducibilne poli-
nome. V sploSnem ta faktorizacija ni nujno podana, zato bi katerikoli algoritem, ki omogoca
izra¢un preseka dveh idealov, moral imeti zmoznost, da se izogne tej omejitvi. Na sreco ob-
staja trik, ki zreducira izra¢un preseka dveh idealov na izra¢un eliminacijskega ideala. Pre-
den navedemo rezultat, katerega dokaz najdete v [27], vpeljimo nekaj novih oznak. Ce je I
ideal iz k[x1,...,z,] in f(t) € k[t] polinom ene spremenljivke ¢, potem fI oznacuje ideal iz
klxi,...,op,t], generiran s polinomi iz mnozice {f - h : h € I}. Definicija produkta fI se
razlikuje od definicije produkta idealov I - J, saj sta pri slednjem oba [ in J ideala kolobarja
klxi,...,zy] pri produktu fI pa je polinom f element kolobarja k[t] in I € k[xy,...,z,]. V
bistvu tudi ideal I ni ideal kolobarja k[z1,...,Zy,t], saj ni zaprt za mnozenje s t. Ce Zelimo
poudariti, da je neki polinom f € k[t] odvisen od ene spremenljivke ¢, pisemo f = f(t), in
¢e zelimo poudariti, da je neki polinom h € k[xi,...,x,| odvisen od spremenljivk z1,...xz,,
pisemo h = h(x), kjer je x = (x1,...,2,). Podobno, ¢e zelimo poudariti, da je polinom
g odvisen od spremenljivk zi,...,2,,t, piSemo g = ¢g(x,t). V smislu omenjenih oznacb je
fI=ft)I = (f(t)h(x) : h(x) € I). Za primer vzemimo ideal I = (x,%) in polinom f(t) = ¢2.
Potem ideal f(t)I C k[x,y,t] vsebuje t2x in t?y in ni tezko videti, da sta zadnja polinoma tudi
generatorja ideala f(¢)I. To je poseben primer naslednje trditve.

Lema 1.5.1 ([27]) (i) Ceje I = (pi(x),...,p-(x)) C k[z1,..., 2], je
fOI = {fO)p1(@), ..., f(O)pr(x)) C klwr, ..., 2, t].
(ii) Ce je g(x,t) € f(t)I in je a katerikoli element polja k, potem je g(x,a) € I.

S pomocjo zgornje leme lahko navedemo naslednji izrek, katerega dokaz lahko najdete v [27].
Naj bosta I in J ideala v k[x1,...,x,]. Potem je

INJ={I+ (1 —1t)J)Nk[z1,..., 2]

Zgornji rezultat skupaj z eliminacijskim izrekom (izrek 1.3.2) poskrbi za uc¢inkovit algoritem
za izracun preseka dveh idealov, ki ga zapiSemo v obliki naslednje trditve.
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Trditev 1.5.2 Naj bosta I = (fi,..., fu) in J = (g1,...,9y) ideala kolobarja klxi,...,zy].
Tvorimo ideal G' = (tfi(x),...,tfu(x), (1 — )g1(x),...,(1 — t)gu(x)) C Kk[t,z1,...,20] in
izracunajmo Grobnerjevo bazo G ideala G' glede na leksikografsko urejenost, upostevajoc t >
x1 > -+ > xy,. Potem je GNk[zy,...,x,] Gréobnerjeva baza ideala I N J.

Kot preprosto ponazoritev zgornjega algoritma vzemimo primer, kjer izra¢unamo presek idealov
I = (z,y) in J = (y*) v Q[z,y]. Najprej tvorimo ideal

t+ (1 —1)J = (tz, ty, (1 — t)y?)

v Qz,y,t]. Ce izracunamo Grébnerjevo bazo tega ideala glede na leksikografsko urejenost,
upostevajo¢ t > x > y, dobimo mnozico {y?, tx,ty}, in po eliminacijskem izreku je Grobnerjeva
baza ideala (tI + (1 —t)J) N Q[z,y] enaka {y?} in zato je

InJg= .

Sedaj se vprasamo, katera operacija na raznoterostih ustreza operaciji preseka idealov. Naj bo
x € V(I)UV(J). Potem je x € V(I) ali z € V(J). To pomeni, da bodisi f(z) = 0 za vse
felal f(x) =0 zavse f € J. Zato je tudi f(x) = 0 za vse f € I NJ in posledi¢no je
x € V(INJ). Tako je V(I)UV(J) C V(INJ). Po drugi strani pa zaradi inkluzije I - J C IN.J
velja V(INJ) C V(I-J),inker je V(I-J) =V (I)UV(J), dobimo po formuli (1.21) Se inkluzijo
V(INJ)C V(I)UV(J). S tem smo pokazali, da je unija raznoterosti enaka raznoterosti preseka
idealov:

V(I)UV(J)=V(InNJ). (1.23)

Vidimo, da ima presek idealov enako raznoterost kot produkt istih idealov. V duhu tega in
dejstva, da je presek veliko tezje izracunati kot produkt, se vprasamo, zakaj bi se sploh ukvarjali
z izra¢unom preseka idealov. Razlog je, da se presek obnasa veliko bolje v operacijah na korenskih
idealih: produkt korenskih idealov ni nujno korenski ideal, medtem ko je presek korenskih idealov
vedno korenski ideal in velja [27]:

VInVJ=vVInlJ.

Naslednja operacija, ki jo obravnavamo na idealih, je kvocient idealov. To operacijo bomo
povezali z operacijo razlike raznoterosti.
Ce sta I in J ideala kolobarja k[x1, ..., x,], je njun kvocient ideal

I:J={fe€klxi,...,zn): fg€ I zavsak g€ J}.
V definiciji naslednje mnozice mnozica S ni nujno afina raznoterost:
I(S) ={f € klx1,...,2,] : f(a) =0 zavsak a€ S}
Mnozica I(S) je ideal kolobarja k[x1,...,2,] in ni tezko videti, da gre za korenski ideal.

Definicija 1.5.3 Zaprtje Zariskega podmnoZice S afinega prostora k™ je najmanjSa afina alge-
braiéna raznoterost, ki vsebuje S.

Ce je S € k™, potem zaprtje Zariskega mnozice S oznacimo z S in velja V(I(S)) = S. Naslednji
izrek pokaze, kako je kvocient idealov povezan z razliko raznoterosti.
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Izrek 1.5.4 ([27]) Naj bosta I in J ideala v k[z1,...,x,]). Potem velja:
V(I:J)D>V(I)\V(J).

Ce je k algebraicno zaprto polje in je I korenski ideal, potem velja
V(I :J)=V(I\V(J). (1.24)

V naslednji trditvi, katere dokaz najdete v [27], je podan algoritem za izra¢un kvocienta
dveh idealov.

Trditev 1.5.5 Naj bodo I in Jyi,...,Jy, ideali v k[z1,...,2,] in g nenicelni element kolobarja
klx1,...,2n]. Ceje {h1,...,hs} baza ideala I N {g), je {h1/g,...,hs/g} baza ideala I : {g) in
velja:

() Je) =0, (I: ).

1.5.2 Dekompozicija raznoterosti

Videli smo ze, da je unija raznoterosti tudi sama raznoterost. Ce na primer obravnavamo razno-
terost V(zz,yz), je le-ta unija premice V (z,y) in ravnine V(z). V tem primeru je intuitivno bolj
naravno razmisljati o premici in ravnini kot o V(zz,yz). Premica in ravnina sta v tem primeru
tudi “ireducibilni”v smislu, da ju ne moremo zapisati kot unijo preprostejsih raznoterosti. V
naslednji definiciji si poglejmo pojem ireducibilnosti raznoterosti.

Definicija 1.5.6 Afina raznoterost V.C k" je ireducibilna, ée za poljubni raznoterosti Vi in Vs
iz V =V1 UV, sledi bodisi V =V; als V = V5.

Tako opazimo, da V(xz,yz) ni ireducibilna raznoterost. Po drugi strani pa ni popolnoma jasno,
kdaj je raznoterost ireducibilna. Ideal I = (xz,yz) definira isto raznoterost kot katerikoli ideal
(x™2™ yP2z?) (n,m,p,q € N) in vendar ima ideal I najpreprostejso obliko. Hkrati je I tudi enak
svojemu korenu, I = I = (zz,yz), in ga lahko zapisemo kot presek korenskih idealov (z) in
(x,y), ki ustrezata ireducibilnim komponentam raznoterosti V(I). Od tod se naravno pojavi
vpraganje, ali lahko opiSemo ideale, ki ustrezajo ireducibilnim raznoterostim? Odgovor ti¢i v
praidealih.

Definicija 1.5.7 Ideal I C k[x1,...,x,] je praideal, ¢e za poljubna polinoma f,g € klz1,. .., zy]
velja, da iz f-g € I sledi bodisi f € I ali g € I.

Iz definicij 1.4.4 in 1.5.7 sledi naslednja trditev.
Trditev 1.5.8 Vsak praideal je korenski ideal.
V naslednji trditvi (za dokaz glej [27]) je opisana zveza med preseki praidealov in korenjenjem.

Trditev 1.5.9 Naj bodo Pi,...,Ps praideali iz k[x1,...,x,]. Tedaj je I = Mi_1 P korenski
ideal.

V trditvi 1.4.7 smo videli, da je preslikava I, ki afini raznoterosti priredi korenski ideal, bijektivna.
Naslednji izrek pove, da je tudi preslikava I, ki slika iz mnozice afinih raznoterosti v mnozico
praidealov, bijektivna.
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Izrek 1.5.10 Naj bo V' C k™ afina raznoterost. V je ireducibilna natanko tedaj, ko je I(V')
praideal.

Dokaz. Naj bo V ireducibilna raznoterost in f - g € I(V). Recimo, da je Vi = V N'V(f) in
Vo =V NV(g). V1 in V; sta afini raznoterosti, saj je presek afinih raznoterosti afina raznoterost.
Iz f-g € I(V) sledi, da je V = V] UV, Ker je V ireducibilna, je bodisi V = V; ali V = Va.
Recimo, da je V.= V3 = V N'V(f). Tedaj je polinom f nicelen na raznoterosti V in zato je
feI(V). Tako je I(V) praideal.

Predpostavimo e, da je I(V') praideal in naj bo V' = V4 U V5. Recimo, da V' # V;. Trdimo,
da je I(V) = I(V2). Opazimo, da je I(V) C I(Va), saj je Vo C V. Za dokaz obratne inkluzije
vidimo, da I(V)) G I(V1), saj V1 & V. Zato lahko izberemo f € I(V1)\I(V). Vzemimo poljuben
g € I(Va). Ker je V.=V, UVy, je f- g nicelen na raznoterosti V' in zato je f-g € I(V). I(V) je
praideal in zato je bodisi f € I(V) alig € I(V). Ker f ¢ I(V), je g € I(V). Zato je (V) = I(V),
od koder sledi V' = V5, saj je I bijektivna preslikava. Tako smo dokazali, da je V ireducibilna
raznoterost. ®

Zgoraj smo videli, da je raznoterost ideala ("2, yP2%) C klx,y, z] za vsak n,m,p,q € N
unija premice z = y = 0 in ravnine z = 0. Naravno se pojavlja vprasanje, ali je mozno zapisati
raznoterost ideala kot kon¢no unijo ireducibilnih raznoterosti. Naj bo I ideal in V' = V(I)
njegova raznoterost. Tedaj velja naslednji izrek (glej [27] za dokaz).

Izrek 1.5.11 Vsako afino raznoterost V. C k™ lahko zapisemo kot unijo
V=Viu---UV,,
kjer so V; ireducibilne raznoterosti.

Dekompozicija

V=VU: UV,

v kateri je vsaka raznoterost V; ireducibilna, se imenuje minimalna, ¢e za vse i # j velja V; € V.
Za minimalne dekompozicije velja naslednji izrek.

Izrek 1.5.12 ([27]) Za vsako afino raznoterost V. C k™ obstaja enoli¢na minimalna dekompo-
zicija V=V U---U V.

Videli smo ze (trditev 1.5.9), da je presek praidealov korenski ideal. Kot direktno posledico
izrekov 1.4.7, 1.5.10 in 1.5.13 dobimo v primeru, ko je k = C, naslednji rezultat.

Izrek 1.5.13 Vsak korenski ideal I C Clx1,...,x,] lahko enoliéno zapiSemo kot presek praide-
alov:

kjer za i # j velja P; ¢ P;.

Podobno kot v primeru raznoterosti, tej predstavitvi pogosto re¢emo minimalna dekompozicija
korenskega ideala.

Za kasnejso uporabo te teorije je nas cilj razumeti mnozico resitev sistema (1.1), ki je odvisna
od ideala I = (f1,..., fs). Mnozica reditev sistema (1.1) je raznoterost V = V(f1,..., fs). Ce
je V konéna mnozica, jo, kot je ilustrirano v primeru 1.2.26, lahko pridobimo z izra¢unom
Grébnerjeve baze ideala I, glede na izbrano urejenost ¢lenov. Ce V ni konéna mnozica, po
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izreku 1.5.13 obstaja enoli¢na minimalna dekompozicija raznoterosti in zato je najboljsi nacin
za opis raznoterosti V', da najdemo njeno minimalno dekompozicijo. Pri tem se sklicemo na
trditev 1.4.8 in izrek 1.5.12. UpoStevamo Se, da je koren ideala korenski ideal in ga zato lahko
na enoli¢en naéin zapisemo kot presek praidealov: I = ﬂjzle. Ce uporabimo preslikavo V,
potem velja:

V=V(I)=VKI) = V(i Pj) =U_V(P). (1.25)

Vsak ¢len V(P;) unije zgoraj doloca ireducibilno podraznoterost V; raznoterosti V. Torej je prvi
korak v izracunu minimalne dekompozicije raznoterosti ideala I izra¢un minimalne dekompozi-
cije njegovega korena, nato pa vsaka njegova komponenta P; doloca ireducibilno podraznoterost
raznoterosti V. V razdelku 1.6 bomo spoznali rutini minAssGTZ in minAssChar v Singularju,
ki izrac¢unata minimalno dekompozicijo korena ideala oz. minimalno dekompozicijo raznoterosti
ideala.

Pogosto je bolj priroéno delati z idealom I kot pa z njegovim korenom. Kot je znano, lahko
vsako naravno Stevilo zapiSemo kot produkt prastevil. To pomeni, da je vsak ideal kolobarja Z
presek praidealov. Na zalost pa ta lastnost ne velja za ideale kolobarja k[z1, ..., x,]: poljubnega
ideala I C k[x1,...,x,| ne moremo zapisati kot presek praidealov. Vseeno se pa naravno pojavi
vprasSanje, ¢e lahko poljubni ideal predstavimo kot presek preprostejsih idealov, zato se najprej
seznanimo s pojmom primarnega ideala.

Definicija 1.5.14 Ideal I C k[z1,...,xy,] je primarni, ¢e iz f - g € I sledi, da je bodisi f € I
ali pa je neka potenca polinoma g (g™, m € N) v idealu I.

Hitro opazimo, da so praideali tudi primarni ideali. Prav tako vidimo, da ¢e je I primarni
ideal, je /T praideal, in sicer najmanjsi praideal, ki vsebuje I. V tem primeru idealu /I pravimo
pridruzeni praideal ideala I.

Medtem ko vsak korenski ideal lahko zapiSsemo kot presek praidealov, lahko poljubni ideal I
zapiSsemo kot konéni presek primarnih idealov (glej [27, izrek 4, Pog.4, §7]).

Definicija 1.5.15 Primarna dekompozicija ideala I C k[xi,...,x,| je zapis ideala I v obliki
konénega preseka primarnih idealov Q);:

T=M,Q;. (1.26)

Primarna dekompozicija se imenuje minimalna, ¢e so vsi pridruZeni praideali \/Q; razlicni in
za vsak j velja Miz;Qi € Q.

Minimalna primarna dekompozicija polinomskega ideala vedno obstaja, vendar ni nujno enoli¢na,
kar pove Lasker-Noetherjev izrek, katerega dokaz najdete v [27].

Izrek 1.5.16 (Lasker-Noether) Vsak ideal I C k[xi,...,zy,] 9ma minimalno primarno de-
kompozicijo (1.26). Vse taksne dekompozicije imajo enako Stevilo primarnih idealov in enako
mnozico pridruZenih praidealov.

V razdelku 1.6 bomo poleg Ze omenjenih rutin za izra¢un minimalne dekompozicije korena ideala
navedli tudi rutini za izra¢un primarne dekompozicije ideala.
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1.5.3 Dekompozicija raznoterosti z uporabo modularne aritmetike

V praksi se pri izra¢unu Grobnerjevih baz, Se posebej, ko uporabimo leksikografsko urejenost,
pogosto soocamo z ogromnimi racunskimi tezavami, saj lahko med izvedbo algoritma velikost
koeficientov S-polinomov eksponentno naraste. Celo za zelo preprost primer polinomov

fi = 82%y? + bay® + 3232 + 22yz,

fo = a® 4+ 2y32% + 13y223 + 5y2?,

f3=8z3 + 12y + 222 + 3, (1.27)
fa = T2yt + 182322 + 323,
Z reducirano Groébnerjevo bazo G = {g1, g2, 93} ideala (f1, fa, fs, f1), kjer so
g1 =, 92=y3+i, g3 = 27,
nastopi v vmesnih izra¢unih Grébnerjeve baze naslednji polinom:
y® — 1735906504290451290764747182 - - - . (1.28)

Stevilo v drugem ¢lenu zgornjega polinoma vsebuje priblizno 80.000 stevk [2]. To je stevec
racionalnega Stevila s priblizno enakim Stevilom Stevk v imenovalcu.

Ta ra¢unska tezava v izra¢unu Grobnerjeve baze v polju racionalnih Stevil je bistvena ovira
za uporabo Grobnerjevih baz. Sedaj bomo opisali pristop, ki sloni na modularni aritmetiki in
ki zelo poenostavi iskanje mnozice resitev polinomskega sistema.

Da izpeljemo modularne izra¢une, na zacetku izberemo prastevilo p in vse ra¢unamo po
modulu p, t. j. v kon¢nem polju karakteristike p (polje Z, = Z/p). lzkaze se, da modularni
izracuni ohranijo bistvene informacije originalnega sistema in pogosto je mozno s tako imenovano
racionalno rekonstrukcijo razsiriti oz. rekonstruirati te informacije iz rezultata izracunav v Z,
in dobiti natanc¢no resitev v polju racionalnih stevil.

Za racionalno rekonstrukcijo, t. j. za rekonstrukcijo stevila r/s € Q, pri ¢emer je podana
njegova slika t € Z,,, uporabimo naslednji algoritem [124] (v algoritmu oznaka |- | pomeni funkcijo
spodnji del).

Algoritem racionalne rekonstrukcije

Korak 1. u = (u,u2,us3) := (1,0,p), v = (v1,v2,v3) := (0,1,¢)
Korak 2. DOKLER +/p/2 < v3 NAREDI

{q:=|us/vs], m:=u—qu,u:=v, v:i=r}

Korak 3. CE |vz] > /m/2 POTEM error()

Korak 4. VRNI v3, vy

Ce sta podani celo stevilo ¢ in prastevilo p, algoritem proizvede taksni celi stevili vz in vs, da
velja: v3/ve = ¢ (mod p) 0z. v3 = vac+ pt za neki t in |ve|, |vz] < /p/2. Ce taksno stevilo vs/ve
ne obstaja, potem algoritem vrne "error()”. Za izvedbo algoritma racionalne rekonstrukcije v

programu Mathematica lahko uporabimo naslednjo kodo.

RATCONVERT [c_, p_] := Block[{u = {1,0,p}, v = {0,1,c}, r},
While[Sqrt[p/2] <= v[[3]], r = u - Quotient[u[[3]], v[[3]1]] v;
u=v; v=rl;If[Abs[v[[2]]] >= Sqrtlp/2], err, v[[3]1/v[[2]]11]
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Na primer, ¢e izracunamo Grobnerjevo bazo ideala (fi, fa, f3, f4) v polju s karakteristiko p =
32003, kjer so f1, fa, f3, f4 polinomi iz (1.27), dobimo G = {z, 3® + 8001, 22}. Racionalna
rekontrukcija nam (v smislu zgornjih oznak) da 1/4 = 8001 (mod 32003) (torej ¢ = 8001,
p = 32003, v3 = 1, v = 4 in t = —1). Zato je rekonstruirana Grobnerjeva baza enaka G =
{x, y3+1/4, 2?}. Sedaj v polinomih vmesnih izra¢unov ne nastopi ve¢ nobeno ekstremno veliko
Stevilo; vsa Stevila imajo najve¢ 5 cifer. Tudi hitrost izracunav se bistveno poveca in poraba
pomnilnika se drasti¢no zmanjsa.

Sedaj opisimo pristop za reSevanje dolgih polinomskih sistemov (1.1), ki je bil predlagan v
[109]. Imenuje se dekompozicijski algoritem z modularno aritmetiko in sestoji iz petih korakov:

Korak 1. Izberemo prastevilo p in izra¢unamo minimalne pridruzene praideale Q1, ..., Qs ide-
ala I v Zplz1,. ..,z

Korak 2. Z uporabo algoritma za racionalno rekonstrukcijo spremenimo ideale Q; (t=1,...,s)
v ideale Q; € Q[z1,...,zy] (t. j., zamenjamo vse koeficiente v Q); z racionalnimi Stevili z

algoritmon racionalne rekonstrukcije).

Korak 3. Za vsak ¢ = 1,...,s preverimo z uporabo testa pripadnosti idealu, ¢e so polinomi
fi,..., fs v korenskih idealov @Q;, t. j., ¢e je reducirana Grobnerjeva baza ideala (1—wf, Q;)
enaka {1}. Ce je to izpolnjeno, gremo naprej na korak 4, sicer izberemo drugo prastevilo
p in se vrnemo na korak 1.

Korak 4. Izracunamo Q = N{_,Q; C Q[z1,...,zy].

Korak 5. Preverimo, ¢e je /Q = VI oz., ¢e je za vsak g € Q reducirana Grébnerjeva baza
ideala (1 — wg, I) enaka {1} in ¢e je za vsak f € I reducirana Grobnerjeva baza ideala
(1—wf,Q) enaka {1}. Ce sta oba pogoja izpolnjena, je V(I) = Us_, V(Q;). Sicer izberemo
drugo prastevilo p in se vrnemo na korak 1.

V poglavju 3 bomo zgornji algoritem uporabili pri reSevanju velikih polinomskih sistemov,
ki nastopijo pri Studiju problema centra.

1.5.4 Parametrizacija raznoterosti, problem implicitizacije in razseznost ra-
znoterosti

Raznoterost V' = V(fi,..., fs) lahko v¢asih opisemo v parametri¢ni obliki. To je drugi nacin,
kako opisati resitve sistema (1.1), ¢e jih je neskontno mnogo. Obicajni zapis raznoterosti v
obliki V(fi,..., fs) oz. v obliki sistema enacb f; = 0,..., fs = 0 imenujemo implicitna oblika
raznoterosti.

Zacnimo s preprostim primerom iz linearne algebre. V R? obravnavamo sistem enacb

r+y—z=4

(1.29)
Tz —y+ 3z =2

Geometrijsko sistem (1.29) v R? predstavlja premico, ki je presek ravnin = +y — z = 4 in
x —y + 3z = 2, torej ima obravnavani sistem neskon¢no resitev. Najlazje resitve sistema (1.29)
opisemo, ¢e v ekvivalentnem sistemu
T+z=3

)21 (1.30)
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vpeljemo tako imenovan parameter t in postavimo z = ¢, da dobimo

r=3—1
y=1+2t ,teR. (1.31)
z =t.

Resitev (1.31) imenujemo parametrizacija sistema (1.29). Geometrijsko je (1.31) parametrizacija
premice, ki je presek obeh ravnin iz (1.29) (in (1.30)).
Sedaj si poglejmo parametrizacijo enotske kroznice v R?:

2 +y? = 1. (1.32)
Pogosto jo parametriziramo s trigonometri¢nima funkcijama kosinus in sinus:

x(t) =cost
y(t) =sint ,

vendar obstaja tudi algebrai¢en nac¢in parametrizacije enotske kroznice:

1—t2
r=—-
1+ 12
;Ft (1.33)
YTire

Zanimivo je, da ta parametrizacija opiSe vse tocke na kroznici (2.64), razen tocke (—1,0). Na
sliki 1.2 vidimo, kako dobimo parametrizacijo (1.33).

1 (x,y)

©,0)

(=10 1 x

Slika 1.2: Parametrizacija enotske kroznice v R2.

Opazujemo premice p, ki potekajo skozi tocko (—1,0). Ce p ni vzporedna z osjo y, preseka
enotsko kroznico v neki tocki (z,y), os y pa seka v tocki (0,t). Oc¢itno za zelo navpi¢ne premice
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p vrednost parametra ¢ tezi proti oo (0z. —oo). Npr. za ¢ = 0 premica p preseka kroznico (2.64)
v tocki (1,0), za t = 1 v tocki (0, 1), itd. Torej za t € (—o0,00) s tem postopkom opisemo vse
tocke, razen tocke (—1,0). Preostane najti eksplicitni formuli za x in y v odvisnosti od ¢. O¢itno
je enacba premice p enaka y = tx +t = t(x + 1). Ker je tocka (x,y) preseciscée premice p in
kroznice z2 + 3% = 1, sledi

42z 412 =1,

ki predstavlja kvadratno enacbo

(1+tHa? + 2%z + 12 —1=0. (1.34)
Resitvi enacbe (1.34) sta a-koordinati prese¢is¢a premice s kroznico. Ena resitev je z = —1 in
druga je
1—¢2
x = .
1+t
Iz enacbe premice p sledi
t(r +1) 2!
= xr = —
Y 1+12

Opazimo, da parametrizacija kroznice vsebuje kvociente polinomov, kar pomeni, da smo kroznico
b M M
predstavili z racionalnimi funkcijami.

Recimo, da je podana raznoterost V.=V (f1,..., fs) C k™. Racionalna parametri¢na predsta-
vitev (racionalna parametrizacija) raznoterosti V' sestoji iz taksnih racionalnih funkcij rq,..., 7,
spremenljivk tq,...,t,;,, da podane tocke

X1 :Tl(tl, - ,tm)

€2 :T2(t1> s 7tm)

Ty =rp(ti,. .. tm)
lezijo na raznoterosti V. V¢éasih uspemo raznoterost V parametrizirati s polinomi pq, ..., py.
Tedaj parametrizacijo raznoterosti imenujemo polinomska parametricna predstavitev (polinom-
ska parametrizacija). Originalna predstavitev raznoterosti V' kot f; = --- = fs = 0 se imenuje

implicitna predstavitev raznoterosti V', kot smo ze zgoraj omenili. (1.29), (1.30) in (2.64) so
implicitne predstavitve, (1.31) je polinomska parametri¢na in (1.33) je racionalna parametri¢na
predstavitev.

Pri obeh predstavitvah raznoterosti (implicitna in parametriéna) se porajata vprasanji:

e Parametrizacija: Ali je lahko vsaka afina raznoterost opisana z racionalno parametriza-
cijo?

e Implicitizacija: Ali lahko najdemo implicitno predstavitev raznoterosti, e je podana
racionalna parametrizacija afine raznoterosti?

Odgovor na prvo vprasanje je negativen. V bistvu vecine afinih raznoterosti ne moremo pred-
staviti z racionalno parametrizacijo.

Poglejmo, kaj se zgodi pri vpraSanju implicitizacije. Ce je raznoterost opisana s parame-
tricnimi enac¢bami, lahko nastopi tezava, ¢e parametrizacija ne opiSe vseh tock raznoterosti.
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Tako imenovan problem implicitizacije se nanaSa na iskanje enacb, ki definirajo najmanjso ra-
znoterost V', ki vsebuje dano parametrizacijo. Ko enkrat najdemo najmanjso raznoterost V', se
pojavita novi vpraSanji: ali parametrizacija zavzame vse tocke raznoterosti V' in, ¢e so kaksne
manjkajoce tocke, kako jih najdemo? Pri odgovoru na ti vprasanji si pomagamo z Grébnerjevimi
bazami in teorijo eliminacijskih idealov iz razdelka 1.3.

Resitev problema implicitizacije zacnimo s polinomsko parametrizacijo, ki je podana kot

X1 :Pl(tb cee 7tm)
€2 :PQ(tl’ s 7tm)

(1.35)
Tn :Pn(tl, e ,tm),
kjer so Pi,..., P, polinomi iz k[ty, ..., ty].
Geometrijsko lahko gledamo na to kot na funkcijo
F: k™= k" (1.36)

ki je definirana kot
F(ty,....tm) = (Pi(t1, . ytm)s- ooy Pa(tiy .oy tm))-

Slika funkcije F', F'(k™), je podmnozica mnozice k™ in je parametrizirana z ena¢bami (1.35). Ker
F (k™) ni nujno afina raznoterost, problem implicitizacije pomeni najti najmanjso afino raznote-
rost, ki vsebuje F'(k™). Implicitizacijo in eliminacijo lahko povezemo na naslednji na¢in. Enacbe
(1.35) definirajo raznoterost V.= V(x1 — Py, ..., z, — P,) C kK"™™ in zato tocke raznoterosti V'
lahko zapiSemo kot
(tla---atmapl(tl,'"atm)?"'7Pn(t17"'atm))7
kar kaze na to , da na V' lahko gledamo kot na graf funkcije F'. Poleg funkcije F' imamo Se dve
funkciji:
ho: k™ — k™
T = KT — k™,

ki sta definirani kot

h(ti, ... tm) = (1, tm, Pi(te, o tm)s ooy Pty - oo s tm))

T (t1y oy tmy Ty e ey @) = (T1, -0, Tp).

Opazimo, da je funkcija F' kompozitum funkcij h in 7,,: F' = 7, o h, in ni tezko pokazati, da je
h(k™) = V. Tako dobimo
F(E™) = mp(h(K™)) = mn(V),

kar pomeni, da je slika parametrizacije projekcija svojega grafa. Da poiSéemo najmanjSo razno-
terost, ki vsebuje F'(k™), lahko uporabimo eliminacijsko teorijo, kot opisuje naslednji izrek.

Izrek 1.5.17 (Polinomska implicitizacija) Naj bo k neskoncno polje in F : k™ — k™ funk-
cija, doloc¢ena s polinomsko parametrizacijo (1.35). Naj bo I = (x1 — Pi,...,xn, — P,) C
Elti,...,tm,x1,...,2y] ideal in L, = I N Ek[x1,...,z,] m-ti eliminacijski ideal ideala I. Te-
daj je V(I,,,) najmangsa raznoterost v k™, ki vsebuje F(k™).
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Za dokaz tega izreka glej [27, Pog.3,83].

Izrek 1.5.17 poda naslednji algoritem za implicitizacijo polinomskih parametrizacij: ¢e so po-
dane enacbe (1.35), tvorimo ideal I = (x1 — P, ..., x, — P,) in izracunamo njegovo Grébnerjevo
bazo glede na leksikografsko urejenost, kjer je vsak t; vecji od vsakega x;. Po eliminacijskem
izreku (izrek 1.3.2) elementi Grobnerjeve baze, ki ne vsebujejo spremenljivk ¢y, ..., ¢, tvorijo
bazo ideala I, in po izreku 1.5.17 dolo¢ajo najmanjSo raznoterost v k", ki vsebuje dano para-
metrizacijo.

Kot primer za ponazoritev zgornjega algoritma vzemimo primer iz zacetka tega razdelka, kjer
smo premico (presek ravnin), opisano z enacbama (1.29) oz. ekvivalentnima ena¢bama (1.30),
predstavili s polinomskimi parametri¢nimi ena¢bami (1.31). Obravnavajmo ideal

I=(z-3+ty—1-2t2—t) CR[t,2,y,2].

Izracunamo Grobnerjevo bazo ideala I glede na leksikografsko urejenost, upostevajo¢ t > = >
y > z in dobimo

g=—14+y—2z2
Ggp=—3+x+z2
g3 = t—=z.

Po eliminacijskem izreku je I} = I N Rz,y,2] = (g1,92) in po izreku 1.5.17 je raznoterost
V(g1,92) resitev problema implicitizacije za to parametrizacijo. Enacbi g1 = 0 in go = 0 sta
natanko enacbi (1.30) in sedaj vemo, da definirata najmanjso raznoterost v R3, ki vsebuje
parametrizacijo (1.31).

Se vedno ne vemo, ¢e parametrizacija zavzame vse tocke raznoterosti Vg1, 92) C R3. Za
ta odgovor moramo videti, ¢e lahko vse delne resitve (z,y,2) € V(g1,92) = V(I1) razsirimo
do resitev (¢,z,y,2) € V(I). Da bi lahko uporabili razsiritveni izrek, bomo delali najprej nad
poljem C. Posledica 1.3.4 pove, da lahko vsako delno resitev (z,y, z) € V(1) razsirimo do resitve
(t,z,y,2) € V(I), ce je vodilni koeficient polinoma g3 konstanten. Ker je to izpolnjeno, lahko
razsirimo vse delne resitve. Preostane pogledati, kaj se zgodi nad poljem R. Ce pogledamo realne
resitve (z,y, z) € R3 enach g1 = g2 = 0, vidimo, da se razsirijo do resitev (¢, z,y, z) € V(I) c C*.
Vprasamo pa se, Ge je parameter ¢ vedno realen. Iz Grobnerjeve baze {g1, g2, ¢3} vidimo, da je
t realen, ko je (x,y,z) € R3. Tako smo pokazali, da parametrizacija (1.31) zavzame vse tocke
raznoterosti V(7).

V splosnem ni lahko ugotoviti, ¢e parametrizacija zavzame vse toCke raznoterosti. Vsak
primer moramo obravnavati posebej, ampak kot smo videli na primeru zgoraj, nam Grobnerjeva
baza in razSiritveni izrek pomagata pri razumevanju odgovora.

Naslednja trditev poda zvezo med polinomsko parametrizacijo raznoterosti in njeno ireduci-
bilnostjo. Za dokaz glej [27, Pog.4,85].

Trditev 1.5.18 Naj bo k neskonéno polje in raznoterost V. C k™ definirana parametriéno z
enacbami (1.35). Tedaj je raznoterost V ireducibilna.

V nadaljevanju se posvetimo predstavitvi raznoterosti z racionalnimi funkcijami. Racionalna
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parametrizacija je podana z
Pi(t1, ... tm)
Q1(t1, .- tm)

T =

(1.37)

_ Py(t1, i tm)
Tn =<7, 5 1
Qn(ti, ... tm)
kjerso Pi,..., Py, Q1,...,Qn € k[t1,...,ty]. Preslikava F iz k™ v k", podana z (1.37), ni nujno

definirana za vse tocke prostora k'™ zaradi zahteve po nenicelnosti imenovalcev v racionalnih
funkcijah. Naj bo @ produkt Q = Q1 - Q2 - - Qn. Ce recemo, da je W = V(Q), potem

Pi(ty,... tn) ﬂ%wﬂw) (1.38)

Fty, ...t :( otm)
( m) Qit1, .- tm) Qn(ti,.. . tm)
zagotovo definira preslikavo

F: E™\W — k™.
Za resitev problema implicitizacije moramo najti najmanjso raznoterost v k™, ki vsebuje F (k"™ \W).
Kot pri polinomski parametrizaciji, lahko tudi tukaj definiramo Se dve preslikavi

h: k™MW — k' Tm

T kT KT

Ni tezko preveriti, da je h(K"™\W) C V(I), kjer je I = (Q1x1 — P1,...,Qnxyn — P,). Problem
nastane, ker V(I) ni nujno najmanjsa raznoterost, ki vsebuje h(k™\W). Da bi se izognili
tej tezavi, spremenimo ideal I tako, da uporabimo dodatno razseznost in s tem nadzorujemo

imenovalce ;. Obravnavamo polinomski kolobar k[w,t1, ..., tm,T1,...,2,] v k"L Nadalje
obravnavamo ideal

J={(Qix1 — P1,...,Qnxy — Py, 1 —wQ) C klw,ty,... tm,T1,...,Ty].

Enacba 1 — wq = 0 zagotovi, da noben imenovalec ¢; (i = 1,...,n) ni ni¢elen na raznoterosti
V(J). Obravnavajmo preslikavi

g: E™M\W — Emtt

n
a1t kT 5 g

definirani kot

1 Pi(ty,... ¢t P,(t1,....©
g(tl,.--,tm):<—,t1,...,tm, 1(17 7m)’“.’ n( 1, 7m))
Q(tl,...,tm) Ql(tl,...,tm) Qn(tl,...,tm)
Tl (W, 1, oo sty @1y ooy ) = (T1, 00, X))

Tudi tukaj je F' = 7,41 09. Presenetljivo je g(K™\W) = V(J) v k"™ +L Inkluzija g(k™\W) C
V(J) sledi hitro iz definicije preslikave g in ideala J. Za obrat inkluzije najprej opazimo, ce
(w,t1,. . tm,X1,...,xy) € V(J), enacba ¢(t,...,tm)w = 1 pomeni, da noben izmed ime-
novalcev @; ni nicelni v tocki (¢1,...,%,) in zato je enacba Q;(t1,...,tm)x; = Pi(t1,... tm)
resljiva za x; = Pi(t1,...,tm)/Qi(t1,...,tm). Ker je w = 1/Q(t1,...,tm), sledi, da tocka
(W, t1, oy tmy X1, - o, &) lezi v g(K™\W) in zato je V(J) C g(E™\W).
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Iz F =yt 0 g in g(K™\W) = V(J) v k"™™*! dobimo
FE"\W) = 71 (9(K"\W)) = mm 11 (V(]))-

Tako je slika parametrizacije projekcija raznoterosti V(J) in naslednji izrek poda resitev pro-
blema racionalne implicitizacije. Za dokaz glej [27, Pog.3, §3].

Izrek 1.5.19 (Racionalna implicitizacija) Naj bo k neskoncno polje in F : E™\W — k"
funkcija, dolocena z racionalno parametrizacijo (1.37). Naj bo J = (Qix1 — P1,...,Qnxyn —
P, 1 —wQ) C klw,ty,...,tm,x1,...,2y,] ideal, kjer je Q@ = Q1 - Q2+ Qn, in naj bo Jyi1 =
JNk[x1, ..., xn] (m~+1)-ti eliminacijski ideal ideala J. Tedaj je V (Jpm+1) najmangsa raznoterost
v k™, ki vsebuje F(K™\W).

Izrek 1.5.19 poda naslednji algoritem za implicitizacijo polinomskih parametrizacij: ¢e so podane
enacbe (1.37), obravnavamo novo spremenljivko w in tvorimo ideal J = (Q1z1 — Py, ..., Qnp —
P,,1 — wQ), kjer je @ = Q1 - Q2---Qpn. Izratunamo Groébnerjevo bazo ideala J glede na
leksikografsko urejenost, kjer so w in vsi ¢; ve¢ji od vseh z;. Elementi Grobnerjeve baze, ki
ne vsebujejo spremenljivk t1,..., ¢y, w, tvorijo bazo ideala J,,11 in po izreku 1.5.19 dolocajo
najmanjSo raznoterost v k™, ki vsebuje dano parametrizacijo.

Kot primer ponazoritve zgornjega algoritma si ponovno poglejmo kroznico (2.64) in njeno
racionalno parametrizacijo z enacbami (1.33), s katerimi tvorimo najprej ideal

J= {1+ e -1+, (1 +tH)y —2t,1 —w(l +%)).

Izra¢unamo Groébnerjevo bazo ideala J glede na leksikografsko urejenost, upostevajo¢ w > t >
x > y. Izra¢un Grobnerjeve baze lahko izvedemo v kateremkoli sistemu racunske algebre. Ker
bomo v razdelku 1.6 pokazali, kako izracunamo Grébnerjevo bazo v Singularju, podamo tukaj
izra¢un v Mathematici. Vhodna koda je

GroebnerBasis[{(1 + t72) x - (1 - t72), (1 +t"2) y-2+t, 1 -w (1 +t°2)},
{w, t, x, y}

kot rezultat pa dobimo

{-1+x2+y2, -1+x+ty,t+tx-y, -1+2w-x}

Torej Grobnerjeva baza ideala J sestoji iz §tirih polinomov:

g =2"+y° -1
g =ty+x—1
gs=tx+t—y
gs =2w —x — 1.

Vidimo, da je Jo = JNR[z,y] = (g1) in po izreku 1.5.19 je najmanjsa raznoterost, ki vsebuje
parametrizacijo, enaka V(J2) = V(g1), torej kroznica, s katero smo zaceli. Sedaj s pomocjo
dobljene Grobnerjeve baze in razsiritvenega izreka preverimo, ¢e so na tej kroznici kaksne tocke,
ki jih parametrizacija ne opise. V ta namen poglejmo, ¢e lahko vse delne resitve (x,y) € V(J2)
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rasirimo do delne resitve (¢, z,y) € V(J1). Pri tem si pomagamo z razsiritvenim izrekom, ki pove,
da resitve, kjer je vsaj en vodilni koeficient polinomov go in g3 nenicelen, lahko razsirimo. Pro-
blem najprej obravnavajmo nad poljem C, za katerega velja razsiritveni izrek. Ker je LC(g2) =y
in LC(g3) = 1+ =, so lahko razsirjene vse delne resitve (z,y) € V(J3) C C2, za katere je hkrati
y # 0in z # —1. Ker pa je polje obravnave tukaj R, opazimo, da ¢e je delna resitev (z,y) € R?,
je tudi (¢, z,y) € R3. Torej je edina tocka na enotski kroznici v R?, ki jo parametrizacija (1.33)
ne opise, tocka (—1,0), kot smo videli ze iz geometrijske definicije parametra t.

Podobno kot pri polinomski parametrizaciji, lahko tudi raznoterost z racionalno parametri-
zacijo povezemo z njeno ireducibilnostjo. Za dokaz naslednje trditve glej [27, Pog.4,85].

Trditev 1.5.20 Naj bo k neskoncno polje in V. C k™ raznoterost z racionalno parametrizacijo
(1.37). Tedaj je raznoterost V ireducibilna.

V nadaljevanju se posvetimo Se enemu pojmu, povezanim z afino raznoterostjo V - razseznost
raznoterosti (ali dimenzija raznoterosti), ki jo bomo oznacevali z dim V. Razseznost kompleksne
raznoterosti V' lahko izracunamo s pomocjo algoritmov racunske algebre, saj je enaka stopnji
afinega Hilbertovega polinoma poljubnega ideala I, ki je dolo¢en z raznoterostjo V: I =I(V) C
Clx1,...,zn] (glej [27] za ve¢ podrobnosti). Toda afin Hilbertov polinom Se zdale¢ ne poda
celotne zgodbe. Ce ra¢unamo razseznost realne raznoterosti, ta metoda odpade, saj polje realnih
Stevil ni algebrai¢no zaprto. V algebrai¢ni geometriji je veliko nac¢inov, kako pridobiti razseznost
raznoterosti. Najprej si poglejmo rezultat, ki se nanasa na raznoterosti razseznosti ni¢ (glej [27]
za dokaz).

Trditev 1.5.21 Naj bo V neprazna afina raznoterost. Tedaj V' sestoji iz konéno mnogo tock
natanko tedaj, ko je dimV = 0.

Sedaj si poglejmo, kaj se dogaja z raznoterostmi, ki niso kon¢ne. Za¢énimo v ravnini R? z
raznoterostjo V(x? +y? —1), ki predstavlja kroznico s sredigéem v izhodiséu (0,0) in s polmerom
r = 1. O¢itno je, da je razseznost te kroznice enaka ena. Ce se premaknemo v prostor R? in
obravnavamo enacbi (1.29) (ali (1.30)), smo zgoraj videli, da je njun presek premica, katere
razseznost je ena. Zanimiva raznoterost v R? je podana s paraboloidom V(z — 22 — 4?), ki ga
dobimo tako, da zavrtimo parabolo z = 22 okrog osi z (to preverimo z vpeljavo cilindri¢nih
koordinat x = rcosp, y = rsiny, z = z). Graf te raznoterosti je prikazan na sliki 1.3. Zanimiva
je tudi raznoterost V(22 — 22 — y?) C R3, ki, kot je razvidno iz slike 1.4, predstavlja stozec.
Veliko bolj zapletena ploskev v R? je podana z V(2% — y?22 + 23), ki jo lahko vidimo na sliki
1.5. Zadnji trije primeri predstavljajo v R? ploskev razseznosti dve. Zanimiv primer krivulje v
R? podaja raznoterost V(y — 22, z — x3). Za enostavnost obravnavajmo samo tisti del, ki je v
prvem oktantu prostora R3. Najprej narigimo ploskvi y = 22 in z = 23 (glej sliki 1.6 in 1.7). Kot
presek zgornjih dveh ploskev dobimo krivuljo V (y — 22, z — 2%) C R3 razseznosti ena, ki jo lahko
vidimo na sliki 1.8. Opazimo, da je v R? ena ena¢ba predstavljala enorazsezno krivuljo (kroznica
V(22 +y% — 1)). Podobno se zgodi v R3: ena enacba obicajno poda ploskev razseznosti dve
(V(z—22—y?), V(22 =22 —y?), V(22 — %22+ 23)), dve enacbi zmanjsata razseznost za dve, t. j.
njun presek predstavlja krivuljo razseznosti ena. Glede na zgornje primere in ker vsaka enacba
poda dodatno omejitev, bi intuitivno predlagali, da vsaka enacba zmanjsa razseznost celotnega
afinega prostora za ena. Tako bi v R?* pricakovali, da bo afina raznoterost, definirana z dvema
enacbama, predstavljala ploskev razseznosti dve. Na zalost je pojem razseznosti raznoterosti
bolj obcutljiv kot pa nakazujejo zgornji primeri. Poglejmo raznoterost V(zz,yz). Hitro vidimo,
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1n

Slika 1.5: V(22 — %22 + 23).

da ena¢bi zz = yz = 0 definirata unijo ravnine z = 0 in premice z = y = 0 (z-o0s). Zato ta
raznoterost sestoji iz dveh delov, ki imata razli¢ni razseznosti, in je dim(V(zz,yz)) = 2 : eden
od delov (ravnina) ima “napa¢no” razseznost glede na zgornjo intuicijo. Podobno velja tudi za
splosne raznoterosti.

Trditev 1.5.22 ([27]) Naj bosta V in W raznoterosti v k™. Tedaj je
dim(V 4+ W) = max(dim V, dim W).

Iz trditve 1.5.22 sledi naslednji rezultat, ki reducira izra¢un razseznosti raznoterosti na
izrac¢un razseznosti njenih ireducibilnih komponent.
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Slika 1.7: z = 3.

Slika 1.8: V(y — 22,z — 2%).

Posledica 1.5.23 Razseznost raznoterosti je maksimum med razseinostmi njenth ireducibilnih
komponent.

V nadaljevanju podamo znan primer raznoterosti visjih razseznostih, ki izhaja iz linearne



1.5  Operacije na idealih in raznoterostih 45

algebre. Fiksiramo polje k in obravnavamo sistem m linearnih enacb z n neznankami x1,...,x,
s koeficienti iz k:
aney + -+ apTy =bi,

ao1x1 + - - - + 2T, =bo,
(1.39)

Am1T1 + -+ - + @y =bmy.

Resitev zgornjih enacb tvori afino raznoterost v k", ki jo imenujemo linearna raznoterost
(ali hiperravnina). Tako sta ravnina in premica linearni raznoterosti. Iz linearne algebre po-
znamo metodo za redukcijo vrstic sistema (1.39), t. i. Gaussovo eliminacijo, ki poda uéinkovit
algoritem za iskanje reSitev sistema (1.39). Linearne raznoterosti lahko zelo dobro povezemo z
naso razpravo o razseznosti raznoterosti. Namrec, ¢e je V' C k" linearna raznoterost, definirana
z (1.39), V nima nujno razseznosti n — m, ¢etudi je V definirana z m enacbami. V bistvu, ¢e
je V neprazna, nam linearna algebra pove, da ima V razseznost n — r, kjer je r rang matrike
la;j]. Tako je za linearne raznoterosti razseznost dolocena s stevilom neodvisnih enacb. To intu-
icijo lahko uporabimo tudi za bolj splosne afine raznoterosti, vendar je pojem neodvisnosti tam
obcutljivejsi.

Posledica 1.5.23 nam omogoc¢a dolocitev razseznost raznoterosti s pomocjo njenih ireducibil-
nih komponent. V trditvah 1.5.18 in 1.5.20 smo videli, da je afina raznoterost, ki ima polinom-
sko ali racionalno parametrizacijo, ireducibilna. Obrat ne velja vedno. Se pa porodi naslednje
vprasanje: Ce je afina raznoterost ireducibilna in lahko najdemo njeno polinomsko ali racionalno
parametrizacijo, ali lahko s pomoc¢jo nje dolo¢imo razseznost raznoterosti? Zgoraj smo videli,
da lahko premico (1.29) parametriziramo s polinomskimi ena¢bami (1.31), ter da lahko kroznico
(2.64) parametriziramo z racionalnimi ena¢bami (1.33). Vidimo, da je parametrizacija tako pre-
mice kot tudi kroznice odvisna od enega parametra in obe v ustreznem prostoru predstavljata
raznoterost razseznosti ena.

Nadalje poglejmo v R3 raznoterosti V(y — 22,z — 23) in V(22 — y%2% + 23). Za prvo smo
zgoraj videli, da predstavlja krivuljo razseznosti ena in druga ploskev razseznosti dve. Hitro

lahko najdemo parametrizacijo krivulje V(y — 22, z — z3):

T =t
y =t*
Z :t3,

kjer je t € R. Vidimo, da v tej parametrizaciji nastopa samo parameter t. Parametrizacijo
ploskve V(22 — y222 + 23) je tezje ugotoviti, vendar lahko bralec sam preveri, da enacbe

z =t(u® — t?)
Yy =u (1.40)
z =u® — t2,

kjer je —1 < ¢, u < 1, predstavljajo polinomsko parametrizacijo raznoterosti V(22 —y2?22+23), ki
je odvisna od dveh parametrov. Glede na zgornje primere in na izrek 1.5.19 (ali izrek 1.5.17), ki
pravi, da ideal Jy,+1 (ali J,;,) tvori najmanjso raznoterost v k™, ki vsebuje dano parametrizacijo,
bi sedaj pri¢akovali, da je razseznost ireducibilne raznoterosti, parametrizirane z enacbami (1.37)
(ali (1.35)) lahko najve¢ m, kar je Stevilo parametrov parametrizacije.
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Da bi razumeli nekatere matemati¢ne objekte, véasih Studiramo tudi preslikave med njimi,
Se posebej tiste, ki ohranijo doloc¢ene lastnosti. Na primer, ko v linearni algebri obravnavamo
vektorske prostore, Studiramo Se lastnosti linearnih preslikav med vektorskimi prostori (glej
dodatek A). Da bi bolje razumeli parametrizacijo in kako je stevilo parametrov le-te pove-
zano z razseznostjo, obravnavamo preslikave med raznoterostmi, t. i.  polinomske preslikave.
Algebraicne lastnosti polinomskih preslikav na raznoterostih omogoé¢ijo mnoge vpoglede v ge-
ometrijske lastnosti raznoterosti. 7 njihovo pomoc¢jo bomo prav tako na kratko spoznali idejo
kvocientnega kolobarja.

Nago obravnavo polinomskih preslikav med raznoterostmi bomo zaceli s primerom ploskve,
ki smo jo obravnavali zgoraj: V(22 —y?22+23) in smo jo parametri¢no opisali z enac¢hami (1.40).
V jeziku preslikav (1.36) podati parametri¢no predstavitev (1.40) pomeni definirati preslikavo
F:R? 5 R3z

F(t,u) = (t(u?® — %), u, u® — t?).

Domena preslikave F je afina raznoterost V = {(t,u) € R? : -1 < t, u < 1} C R? in
slika preslikave F' je ploskev W = V(22 — 3222 + 23), ki je prikazana na sliki 1.5. Torej nasa
parametrizacija poda nekaj, kar bi lahko imenovali polinomska® preslikava med raznoterostima
Vin W.

Drugi primer najdemo v geometriji eliminacije spremenljivk iz sistema enacb (1.1), kjer smo
obravnavali projekcije 7, : C* — C**_ definirane s

7rk(a1, N ,an) = (ak+1, . .,an).

Za podano raznoterost V = V(I) C C" lahko 7 zozimo na V' in vemo, da je (V) vsebovana
v afini raznoterosti W = V (Ij), kjer je Iy = I N Clxgsq,...,x,] k-ti eliminacijski ideal ideala
1. Zato lahko 7 : V' — W obravnavamo kot preslikavo raznoterosti. Prav tako vidimo, da so
komponente funkcije 73 polinomi v koordinatah domene.

Definicija 1.5.24 Naj bosta V. C k™ in W C k™ afini raznoterosti. Funkcija ( :' V — W se
imenuge polinomska preslikava, ¢e obstajajo polinomi fi,..., fn € klx1,...,zy], da velja

C(alv---,am) = (fl(alw--aam)7"'afn(al)---aam))

za vse (ai,...,am) € V. Pravimo, da vektor polinomov

(i, fn) € (Klzg, ... 2n])"”

predstavlja funkcijo C.

Ko recemo, da je ¢ polinomska preslikava iz V' C k™ v W C k", predstavljena z vektorjem
funkeij (f1,..., fn), pomeni, da mora (fi(a1,...,am),--., fu(ai,...,an)) zadoscati enacbam, ki
definirajo W za vsak (ay,...,a,) € V. Kot primer si poglejmo V = V(y — 22,z — 23) C k3
in W = V(y® — 22) C k2. Projekcija 7 : k> — k2, predstavljena z (y, z) poda polinomsko
preslikavo 71 : V. — W. To je res, saj vsaka tocka v 71 (V) = {(2%,23) : = € k} zadosca enachi
y3 — 22 =0, ki doloca W.

Spridevnik “polinomska” se nanada na dejstvo, da so funkcije v komponentah preslikave F' polinomi spremen-
ljivk ¢t in u.
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Ce je W = k, postane ¢ skalarna polinomska funkcija, definirana na raznoterosti V. Razlog,
zakaj obravnavamo polinomske funkcije iz V' v k, je ta, da je sploSna polinomska preslikava
¢ : V. — k™ konstruirana z uporabo poljubnih polinomskih funkcij (; : V' — k kot komponent.
Ce razumemo funkcije ¢; : V — k, razumemo tudi, kako konstruiramo preslikavo ¢ : V — k".
Tako definicija 1.5.24 pove, da je funkcija (; : V' — k polinomska funkcija, ¢e obstaja polinom f €
klxi,...,zm], ki predstavlja ¢;. Obic¢ajno podamo polinomsko funkcijo eksplicitno in zato najti
tak polinom, ki predstavlja (;, ni velik problem. Je pa situacija, ko je ta polinomski predstavnik
enoli¢no dologen, zelo redka. Kot primer obravnavajmo raznoterost V = V(y — 2?) C RZ.
Polinom f = 23+ 32 predstavlja polinomsko funkcijo iz V' v R. Polinomi g = 23 + 4 + (y — 22),
h =23 +92+ (2ty —2%) in F = 23+ 43+ q(x,y)(y — 22) predstavljajo enako polinomsko funkcijo
na raznoterosti V. Ker je I(V) mnozica polinomov, ki so nicelni v vsaki tocki raznoterosti
V', dodajanje poljubnega polinoma iz I(V) k polinomu f ne spremeni vrednosti polinoma v
tockah raznoterosti V. V sploSnem torej velja, da ¢e je V' C k™ afina raznoterost, potem f in g
predstavljata isto polinomsko funkcijo na V' natanko tedaj, ko je f — ¢ € I(V'). Podobno velja
tudi za vektorske funkcije: (fi,..., fn) in (g1,...,9n) predstavljata enaki polinomski preslikavi
iz V v k™ natanko tedaj, ko za vsak 1 < i < n velja f; —g; € I(V) (glej [27]). Tako je zveza med
polinomi v k[z1,..., 2] in polinomskimi funkcijami bijektivna samo, ¢e je I(V) = {0}, kar je
natanko takrat, ko je k neskoncno polje in je V = k™.

Definicija 1.5.25 S k[V] oznacdimo mnoZico vseh polinomskih funkcij  : V — k s sestevanjem
i mnoZenjem s skalarjem, ki sta podedovana iz k:

C1(wo) + C2(w0) = (1 + C2)(z0)
a - ((20) = (af)(z0)

za vse xg € V.

Hitro vidimo, da je mnozica k[V] komutativni kolobar, saj zanjo veljajo vse obi¢ajne lastnosti
vsote in produkta, ki veljajo za polinome iz k[x1, ..., x,].

V izreku 1.5.10 smo videli, da je raznoterost V ireducibilna natanko tedaj, ko je I(V') praideal.
Kolobar k[V] nam poda Se eno karakterizacijo ireducibilnosti raznoterosti V. V dodatku A
smo povedali, kdaj je komutativni kolobar cel. Ce obravnavamo raznoterost V = V(z% +
ry? — xz,yr? + ¥ — yz), vidimo, da ni ireducibilna, saj jo lahko zapisemo kot unijo V =
V(22 +y?—2)UV(z,y). Naj bosta polinoma f = 224+3?—2z in g = 222 —3y*2 elementa kolobarja
klx,y, z] ter (1 = f in (2 = g elementa kolobarja k[V]. Opazimo, da niti {; niti (s ni identi¢no
enak ni¢ na raznoterosti V. Na primer v tocki (0,0,5) € V je (1(0,0,5) = f(0,0,5) = =5 # 0.
Podobno v tocki (1,1,2) € V je (2(1,1,2) = g(1,1,2) = —4 # 0. Vseeno pa je produkt funkcij
(1 - (o nicelen v vsaki tocki raznoterosti V. Razlog je, da je

frg=(®+y* - 2)(22° - 3y"z)
=2x(2® 4 2 — x2) — 3y32(2y + ° — y2)
€ (@3 +xy? —zz, 2%y + y° — y2).
Zato je f-g € I(V) in ustrezna polinomska funkcija (; - (2 je nicelna na raznoterosti V.

Produkt dveh nenicelnih elementov polja k ali dveh nenicelnih elementov iz k[z1, ..., zy] ni
nikoli enak ni¢. Za kolobar k[V] pa smo v zgornjem primeru videli, da to ne drzi, kar pomeni,
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da ta kolobar ni cel. Obstoj taksnih (1 # 0 in (3 # 0, da je (1 - (2 = 0, je direktna posledica
dejstva, da V ni ireducibilna raznoterost. Polinom f = z? + y? — z je ni¢elni na raznoterosti
Vi = V(2?2 + y% — 2), vendar ne tudi na V5 = V(z,y), in podobno, polinom g = 222 — 3y*z je
nicelni na raznoterosti Vo, vendar ne na Vi. To je razlog, da je polinom f - g nicelen v vsaki
tocki raznoterosti V' = V3 U V5. V naslednji trditvi vidimo zvezo med geometrijskimi lastnostmi
raznoterosti V' in algebrai¢nimi lastnostmi kolobarja k[V].

Trditev 1.5.26 Naj bo V C k™ afina raznoterost. Tedaj je V ireducibilna natanko tedaj, ko je
k[V] cel kolobar.

Dokaz. Predpostavimo, da je V ireducibilna raznoterost. Recimo, da k[V] ni cel kolobar.
Tedaj obstajata taksna polinoma f,g € k[xi,...,z,], da noben ni nicelni na raznoterosti V,
njun produkt pa je ni¢elen na V. Hitro lahko pokazemo, da se da V zapisati kot

V=VnVv({)uVnvig)

in da tedaj velja VNV (f) #V in VN V(g) # V. To pa je v protislovju s predpostavko, da je
V ireducibilna raznoterost.

Za dokaz obratne implikacije predpostavimo, da je k[V] cel kolobar in da V' ni ireducibilna
raznoterost. Po definiciji 1.5.6 lahko V' zapisemo kot V = Vj U Vs, kjer sta Vi in Vo podrazno-
terosti raznoterosti V in Vi # V in V5 # V. Naj bo f € k[z1,...,z,] polinom, ki je nicelni
na Vi, vendar ne na Vs, in podobno, g € k[z1,...,x,] polinom, ki je ni¢elni na Vs, vendar ne
na Vi. Obstoj taksnih polinomov f in g je zagotovljen, saj sta Vi in V5 raznoterosti in nobena
ni vsebovana v drugi. Zato noben od polinomov f in g ne predstavlja ni¢elne funkcije v k[V].
Vseeno pa je produkt f - g ni¢elni v vseh to¢kah raznoterosti V' = Vi U V,. Zato je produkt
ustreznih funkcij v k[V] nic¢elni. To pa je v protislovju s predpostavko, da je k[V] cel kolobar in
zato je V ireducibilna raznoterost. m

Kolobar k[V] je poseben primer t. i. kvocientnega kolobarja k[z1,...,x,] po modulu ideala
1. Zaradi besede kvocientni bi pricakovali, da bomo definirali operacijo deljenja, ampak to ni
res. Konstrukcija kvocienta je temeljno orodje v komutativni algebri in algebrai¢ni geometriji.
Za zecetek si poglejmo naslednjo definicijo.

Definicija 1.5.27 Naj bo I C k[xy,...,xy,] ideal in polinoma f,g € k[z1,...,xy,]. Pravimo, da
sta f in g kongruentna po modulu I, kar zapisemo kot

f=g modl,
ceje f—gel.
Na primer, ée je I = (2? — 9%,z + 4> + 1) C k[z,y], potem sta polinoma f = z* — y* + z in
g =+ 2° + 2%y + z* kongruentna po modulu I, saj je

5 4

f—g=at—y' =2’ -2y’ -2

=@+ ") (@ —y?) — 2@+ + 1) e L.
Najpomembnejsa lastnost kongruence je, da je ekvivalen¢na relacija, ki razdeli mnozico S na

disjunktne podmnozice, t. i. ekvivalen¢ne razrede. Za poljuben polinom f € k[z1,...,zy] je
razred [f] definiran kot mnozica

[f] ={g € k[x1,...,2,): g = f mod I}.
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Definicija 1.5.28 Kwvocient kolobarja klz1,...,z,] po modulu I,
klxi,...,z,]/1,
je mnoZica ekvivalencnih razredov za kongruenco po modulu I:

klxy,...,zp)/T ={[f]: f € Eklx1,...,zn]}

Na primer naj bo k=R, n = 1in I = (22 — 3). Vprasamo se, ¢e obstaja kak nacin za opis
vseh ekvivalenénih razredov za kongruenco po modulu /. Zaradi algoritma deljenja lahko vsak
polinom f € R[z] zapisemo kot f = q(z>—3)+r, kjer je r = ax+b za neka a,b € R. Po definiciji
je f =rmod I, saj je f —r = q(x? — 3) € I Zato vsak element kolobarja R[z] pripada enemu
izmed ekvivalenénih razredov [az 4 b] in R[z]/I = {[ax +b: a,b € R}. Za izratun generatorjev
mnozice k[x1,...,x,]/I v splosnem glej [27, Pog. 5, §3].

Ker je k[xi,...,z,] kolobar, lahko za dana ekvivalenéna razreda [f],[g] € k[z1,...,2n]|/]
definiramo operaciji vsote in produkta z uporabo ustreznih operacij na elementih kolobarja
k[ml, oo ,.’I}n]:

+lg= [f+
[fI+lgl= [f+4] (1.41)
/] - lol=[f-9l
Operaciji (1.41) sta dobro definirani na k[xy,...,z,]/I [27].
Kot primer vzemimo kvocientni kolobar R[x]/(z? — 3). Kot mo videli prej, razredi [az + b],

a,b € R, tvorijo popoln seznam elementov kolobarja R[z]/(x? —3). Operacija vsote je definirana

kot
l[ax + 0] + [cx +d] = (a+ )z + (b+ d)

in produkt je definiran kot

[ax 4+ 0] - [cx + d] = (ad + be)x + (bd + 2ac).

Ko enkrat vemo, da sta operaciji v (1.41) dobro definirani, takoj sledi, da je k[x1,...,x,]/I
komutativni kolobar.
Sedaj zelimo za dano raznoterost V' opisati zvezo med kvocientnim kolobarjem k[x1, ..., z,]/I(V)

in kolobarjem polinomskih funkeij k[V]. Za dokaz naslednjega izreka glej [27, Pog. 5, §2].

Izrek 1.5.29 Zveza med polinomskimi funkcijami ¢ : V. — k in ekvivalenénimi razredi polino-
mov v smislu kongruence po modulu I(V') je bijektivna oz. kolobarja k[z1,...,x,|/I(V) in k[V]
sta izomorfna:

K[V] = klar, ... 20/ I(V).

V nadaljevanju se seznanimo s pojmom koordinatnega kolobarja afine raznoterosti. Vsaka spre-
menljivka z; poda polinomsko funkcijo [x;] : V' — k, katere vrednost v toc¢ki p € V je i-ta
koordinata tocke p. Pravimo, da je [z;] € k[V] i-ta koordinatna funkcija na V. Tedaj iz izomor-
fizma k[V] & k[z1,...,2,]/I(V) sledi, da koordinatne funkcije generirajo k[V] v smislu, da je
poljubna polinomska funkcija na raznoterosti V' k-linearna kombinacija produktov [z;].

Definicija 1.5.30 Koordinatni kolobar afine raznoterosti V-.C k™ je kolobar k[V].

Da bi videli, kaj ima k[V] opraviti z razseznostjo, si najprej poglejmo pojem algebrai¢ne neod-
visnosti elementov.
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Definicija 1.5.31 Pravimo, da so elementi n,...,n, € k[V] algebraicno neodvisni nad k, ée
obstaja nenicelni polinom p od r spremenljivk s koeficienti iz k, da je p(ni,...,n,) = 0.

Opazimo, ¢e so n1,...,n. € k[V] algebrai¢no neodvisni nad k, so vsi n; razli¢ni in nenicelni.
Prav tako ni tezko videti, da je poljubna podmnozica mnozice {7, ..., n,} tudi sama algebrai¢no
neodvisna nad k.

Najpreprostejsi primer algebrai¢no neodvisnih elementov nastopi, ko je V. = k™. Ce je k
neskonéno polje, je I(V) = {0} in zato je k[V] = k[x1,...,z,]. Tukaj so elementi x1,...,z,
algebrai¢no neodvisni nad k, saj iz p(z1,...,z,) = 0 sledi, da je p nicelni polinom.

Kot naslednji primer obravnavajmo krivuljo v R?, ki smo jo Ze spoznali in je podana z
V(y — 2%, 2z —2%). Sledi, da je I(V) = (y — 22,z — 2). Pokazimo, da je [z] € R[V] algebrai¢no
neodvisen element nad R. Recimo, da je p tak polinom s koeficienti iz R, da zanj velja p([z]) =0 v
R[V]. Zaradi definicije operacij v R[V] (glej (1.41)) velja, da je [p(x)] = [0] in tako je p(z) € I(V).
Vendar lahko hitro pokazemo, da je R[x] N (y — 22,z — 23) = {0}, kar dokazuje, da je p nielni
polinom. Po drugi strani pa hitro vidimo, da [z], [y] € R[V] nista algebrai¢no neodvisna nad R,
saj je [y] — [x]? = [0] v R[V], kar sledi iz R[z,y] N (y — 22, 2z — 23) = (y — 2?) # {0}.

V naslednjem izreku povezemo razseznost raznoterosti V' s stevilom algebrai¢no neodvisnih
elementov koordinatnega kolobarja k[V] (glej [27, Pog. 5, §5] za dokaz).

Izrek 1.5.32 Naj bo V' C k™ afina raznoterost. Tedaj je razseinost raznoterosti V. enaka ma-
ksimalnemu Stevilu elementov koordinatnega kolobarja k[V'], ki so algebraiéno neodvisni nad k.

Vidimo torej, da d (d = dim V') algebrai¢no neodvisnih elementov, ki jih najdemo v k[V], izhaja
iz koordinat. Zato lahko uporabimo to za drugo formulacijo razseznosti.

Posledica 1.5.33 Naj bo V C k™ afina raznoterost. Tedaj je razseznost raznoterosti V' enaka
najvecjemu Stevilu v € N, za katerega obstaja r spremenljivk x;1,...,x;, da velja I(V) N
ki1, ..., x4 = {0} (t. . I(V') ne vsebuje nenicelnega polinoma v spremenljivkah 1, ..., Ty ..

Ce je k algebraicno zaprto polje, lahko dokazemo (glej [27]), da posledica 1.5.33 velja tudi, ce ideal
I(V) zamenjamo s katerimkoli idealom I, ki definira V. Ker znamo izrac¢unati I Nk[x;1, ..., T
(glej teorijo eliminacijskih idealov v razdelku 1.3), posledica 1.5.33 poda alternativno metodo
(zal ne najbolj uc¢inkovito) za izra¢un razseznosti raznoterosti.

Prav tako lahko posledico 1.5.33 interpretiramo v smislu projekcij. Ce izberemo 7 spre-
menljivk z;1,...,z;, dobimo projekcijsko preslikavo 7 : k™ — k", definirano s w(ay,...,a,) =
(@i, ... ai). Najbo I =I(V)Nk[x,...,x;y] ustrezen eliminacijski ideal. Ce je k algebraicno
zaprto polje, izrek zaprtja (izrek 1.3.5) pove, da je V(I) N k" najmanjsa raznoterost, ki vsebuje
projekcijo 7(V'). Sledi, da je

[={0}&V(I) =k

< najmanjsa raznoterost, ki vsebuje w(V), je k".

V nadaljevanju obravnavamo zvezo med parametrizacijo raznoterosti in razseznostjo raznoterosti
in v ta namen najprej definiramo naslednji pojem.

Definicija 1.5.34 PodmnoZica od k™ je gosta v Zariskijevi topologiji, ¢e je najmanjSa raznote-
rost, ki vsebuje to podmnoZico, mnozica k™.
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Posledica 1.5.33 pove, da je razseznost raznoterosti V' najvecja razseznost koordinatnega pod-
prostora, za katerega je projekcija od V gosta v ustreznem podprostoru v Zariskijevi topologiji.

Navedimo 8Se en pojem, s katerim opiSemo razseznost raznoterosti. Naj bo ¢ : V — W
polinomska preslikava med afinima raznoterostima V' in W. Preslikava ¢ inducira homomorfizem
kolobarjev ¢* : k[W] — k[V] (glej [27, Pog. 5, §4]), ki je identiteta na k. Iz ¢ vidimo, da je
¢(V) ¢ W. Pravimo, da je ¢ dominantna preslikava, ¢e je najmanjsa raznoterost v W, ki
vsebuje ((V), raznoterost W. Vidimo, da je ( dominantna, ¢e je njena slika gosta v W glede
na Zariskijevo topologijo. Ker velja, da je W' prava podraznoterost od W natanko tedaj, ko
obstaja nenicelni element [f] € k[W], da je W C W N V(f) (glej [27]), hitro izpeljemo, da je ¢
dominantna preslikava natanko tedaj, ko je homomorfizem ¢* : k[W] — k[V] bijektiven. Od tod
in iz izreka 1.5.32 sledi, da ¢e je ¢ dominantna, je dim V' > dim W.

Predpostavimo, da je k£ neskon¢no polje in da je F' : K™ — V polinomska parametrizacija
raznoterosti V', dana z (1.35). Tako je m $tevilo parametrov in po izreku 1.5.17 je V najmanjsa
raznoterost, ki vsebuje F'(k™), od koder sledi, da F' poda dominantno preslikavo. Sledi, da je
dim(k™) > dim V in ker je dim(k"™) = m, je dimV < m.

Podoben razmislek velja tudi za racionalno parametrizacijo: ¢e je F' : kK™\W — V racionalna
parametrizacija raznoterosti V', dana z (1.37), je dim V' < m.

Sedaj poglejmo, kako je razseznost povezana z geometrijskimi lastnostmi raznoterosti V. Ko
gledamo ploskev V € R3, je eden izmed razlogov, da re¢emo, da je dvorazsezna, to, da v tocki
p € V majhen del ploskve izgleda kot majhen del ravnine. To se odraza v tem, da tangentna
ravnina aproksimira V' v toc¢ki p. Moramo pa biti previdni, kajti ploskev lahko vsebuje tocke,
kjer ni tangentne ravnine. Na primer, ¢e pogledamo stozec V(2% + 32 — 2?), ima tangentno
ravnino povsod razen v izhodis¢u. Da bomo to bolje razumeli, vpeljemo koncept gladke tocke.

Definicija 1.5.35 Naj bo V C k™ afina raznoterost in p € (p1,...,pn) € V neka tocka iz V.
e Ce je f € k[x1,...,x,) polinom, je linearni del od f v tocki p, ki ga oznacimo z dy(f),
definiran kot
of of
d - 2 _ e 2 = D).
p(f) . (p) (@1 —p1) +- + P (p)(#n — pn)
Stopnja d,(f) je kveéjemu ena.

e Tangentni prostor od V' v tocki p, ki ga oznacimo s T,(V'), je raznoterost
T,(V) = V(dp(f) : f € I(V)).

CejepeVCk"inI(V)=(f1,...,fs), je Tp(V) = V(dp(f1),...,dp(f)) (glej [27, Pog. 9,56]).

Najlepse tocke raznoterosti V' so tiste, kjer ima T),(V') enako razseznost kot V. To naceloma
ne velja, kadar V sestoji iz ireducibilnih komponent razli¢nih razseznosti. Na primer, naj bo
V = V(zz,yz) C R3, ki je razseznosti 2, kot smo 7e zgoraj videli. Ta raznoterost je unija
(x,y)-ravnine in z-osi. Hitro lahko preverimo, da je

2 pje na (z,y)-ravnini brez izhodisca
dimT,(V)=4¢ 1 p je na z-osi brez izhodisca
3 p je izhodisce
Vidimo, da je za tocke na z-osi dim 7),(V') < dim V' in ta problem nastopi, ker smo na komponenti

“napacne” dimenzije. Zato v nadaljevanju definiramo razseznost raznoterosti v tocki in gladke
tocke.
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Definicija 1.5.836 Naj bo V afina raznoterost. Za p € V je razseinost od V v tocki p, ki jo
oznacimo z dimy, V', enaka maksimalni razseznosti vseh ireducibilnih komponent razseznosti V.,
ki vsebujejo p.

Definicija 1.5.37 Naj bo p tocka afine raznoterosti V.. Tedaj je p gladka (ali nesingularna), ée
je dimT),(V) = dim, V. Ce to ne velja, je p singularna tocka raznoterosti V.

Ce je V C k™ afina raznoterost, se mnozica
Y ={p €V : pjesingularna tocka raznoterosti V'}

imenuje singularni lokus raznoterosti V. V splosnem imajo singularne tocke raznoterosti nasle-
dnje lastnosti (glej [27] za dokaz).

Izrek 1.5.38 Za mnoZico % velja:
e 3 je afina raznoterost, vsebovana v V;
o Cejepe X, jedim,V < dimT,(V);
e > ne vsebuje ireducibilnih komponent od V ;
e ce sta V; in V; razliéni ireducibilni komponenti raznoterosti V', je V; N'V; C X.

Pri dolocanju singularnih (in gladkih) tock raznoterosti si lahko pomagamo z naslednjim rezulta-
tom [27]. Se prej vpeljemo nekaj oznak. Za podane fi,..., f, € k[z1,...,2,] najbo J(fi,..., fr)
Jacobijeva matrika (matrika delnih odvodov) razseznosti r x n,

Oh ... 9
ox1 Oxn
‘](flw"af?”): .
ofr ... Ofr
oz OTn
Z Jy(f1,..., fr) oznac¢imo matriko stevil J(fi,..., f;), ovrednoteno v tocki p.

Izrek 1.5.39 Naj bo V(fi,..., fr) poljubna raznoterost in p € V tocka, kjer ima J,(f1,..., fr)
rang enak r. Tedaj je p gladka tocka raznoterosti V' in lezi na enoli¢ni ireducibilni komponenti
raznoterosti V', ki je razsezZnosti n — r.

Izrek 1.5.39 nam omogo¢i, da dolo¢imo gladke (in singularne) tocke raznoterosti V. S tem si
bomo v poglavju 3 pomagali pri dolo¢anju cikli¢nosti generi¢nih tock na komponentah centralne
raznoterosti. Dolo¢ili bomo cikli¢nost gladkih tock z izracunom t. i. minorjev Jacobijeve matrike.

Vrnimo se nekoliko nazaj, kjer smo izpeljali, da je dim V' < m, ¢e je V' dolocena s polinomsko
ali racionalno parametrizacijo z m neodvisnimi parametri. Ce zelimo preveriti, da je razseznost
natanko m, lahko uporabimo izrek 1.5.39 na naslednji nacin:

e Recimo, da je parametrizacija raznoterosti V' podana z
F(tla EE) tm) = (fl(tla HES) tm)a ey f?‘(tla EREE) tm))a
torej V lezi v r-razseznem prostoru.

e Izracunamo Jacobijevo matriko J(f1,..., f), katere i-ta vrstica vsebuje delne odvode funk-
cij fi glede na spremenljivke 1, ..., t,,. Torej je J(f1,..., f) matrika razseznosti r x m.

e Izra¢unamo rang matrike J(f1, ..., f.) v poljubni tocki (¢1,...,t,). Ce je rang enak m, ima
raznoterost razseznost natanko m.
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1.6 Sistem racunske algebre Singular

V tem razdelku na kratko opiSemo sistem racunske algebre Singular, ki je prosto dostopen
sistem racunske algebre in ga pogosto uporabljamo pri analizi polinomskih sistemov. Naj-
demo ga na http:\\www.singular.uni-kl.de. Ena izmed prednosti Singularja je, da omogoca
eno najhitrejsih implementacij Buchbergerjevega algoritma za izracun Grobnerjevih baz. Prav
tako omogoca faktorizacijo polinomov ve¢ spremenljivk, izra¢un rezultant, izracun primarne
dekompozicije, resolucijo singularnosti in Se veliko podobnih operacij. Mi se v tej monografiji
osredotoc¢imo predvsem na uporabo Singularja za operacije nad ideali, ki smo jih opisali v tem
poglavju in jih bomo uporabili v poglavju 3 pri reSevanju nekaterih problemov.

Singular lahko zazenemo bodisi v nacinu ”Shell” z vnosom besede Singular na terminalu
ali z besedo ESingular, ki zaZzene Singular znotraj Emacs-a. Singular vsebuje programski
jezik C, ki uporabniku omogoca pisanje svojih knjiznic in postopkov za razsiritev Singularjevih
zmogljivosti.

Ko je Singular zagnan, vnesemo podatke za ukaz (rutino) za znakom >. Vsak ukaz se konca
s podpic¢jem ;. Za znakom // izpiSemo rezultat izraCuna.

2+1;
//3

Vsak objekt ima lastnost oz. “tip objekta”, na primer celostevilske spremenljivke so tipa int.
Naloga je podana s simbolom =, enakost s simboloma == in != (ali <>), Boolovi spremenljivki
(0 ali 1) pa vrneta pravilnost zapisa.

int i = 2;
i==1;
//0

il= 2;
//1

Vrednost objekta je prikazana z njegovim imenom.

i;

//2

Zadnji prikazan rezultat je vedno na voljo s simbolom podértaj _. To je Se posebej uporabno,
¢e delamo z dolgimi interaktivnimi izra¢uni in pozabimo shraniti rezultat v spremenljivko.

LIB"general.lib";

factorial(37);"";

ring r1=0,x,dp;

factorial (37,0);

number p= _;

P

// 13763753091226345046315979581580902400000000
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Prejsnji primer kaze mnoge funkcije v Singularju, ki jih moramo opisati. V prvi vrstici
klicemo knjiznico general.lib. Mnogi ukazi v Singularju so shranjeni v knjiznicah, ki jih
moramo naloziti, da jih potem lahko uporabljamo. Ukaz factorial(37) vrne 37! tipa niz, Ce je
le ta naveden z enim argumentom. Vendar, ko je enkrat kolobar (ring) definiran, vrne stevilo
(number), ¢e je opisan z dvema argumentoma. Stevilo je tedaj element polja (v tem primeru
je to Q). Ta primer kaze, da ima lahko procedura razlicno stevilo vnosnih podatkov in prav
tako razli¢no Stevilo izhodnih podatkov. Nadalje tudi ponazori, da mora biti ve¢ina objektov v
Singularju definiranih znotraj konteksta kolobarja.

Najboljsi nac¢in, da se naucimo porabljati Singular, je uporaba spletne dokumentacije bodisi
preko prej navedene spletne strani ali preko “pomoci”, ki je vklju¢ena v namestitvi. Do pomo¢i
dostopamo z ukazom help. Na primer, ¢e zelimo dobiti informacije o intmat, ki definira matriko
celih stevil, vtipkamo

help intmat;

Cela stevila (int), celostevilske matrike (intmat), celostevilski vektorji (intvec) in nizi
(string) so lahko definirani brez predhodne aktivacije kolobarja (ring). Celostevilsko matriko
z elementi 1,2,3,4,5,6,7,8,9, definiramo na naslednji nacin:

intmat m[3][3]=1,2,3,4,5,6,7,8,9;
//1,2,3,
//4,5,6,
//7,8,9

To definira 3 x 3 matriko z elementi, ki so cela stevila, in jo inicializira z nekimi vrednostmi.
Vsak element matrike lahko spremenimo in/ali izberemo z uporabo oglatih oklepajev [...]. V
spodnjem primeru postavimo element v prvi vrstici in tretjem stolpcu matrike m na ni¢. Ukaz
print poda lepsi izpis rezultata.

m[1,3]=0;

m;

//1,2,0,

//4,5,6,

//7,8,9

print(m);

// 1 2 0
// 4 5
// 7 8 9

()}

Za izrac¢un sledi matrike uporabimo for zanko. Zavita oklepaja {-} oznacujeta zacetek in konec
bloka. Ce definiramo spremenljivko brez podane zacetne vrednosti (kot spremenljivko tr kot v
primeru spodaj), ji Singular dodeli privzeto vrednost specificnega tipa. Privzeta vrednost za
cela stevila je 0. Za izra¢un sledi matrike m uporabimo spodnji ukaz:

int tr;
for ( int j=1; j<=3; j++){ tr=tr + m[j,jl; }
tr;

//15
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Nizi so razmejeni s simbolom ”(dvojni narekovaj). Lahko so uporabljeni za komentiranje
podatkov, ki jih dobimo kot rezultat izra¢unov. Ce niz vsebuje pravilne ukaze Singularja, je to
lahko izvrseno s pomocjo funkcije execute. Rezultat je enak, kot ¢e bi ukazi bili zapisani v ukazni
vrstici. Ta lastnost je Se posebej uporabna pri definiciji novih kolobarjev znotraj procedur.

"primer za nize:";

//primer za nize:

string s="Element matrike m";

s=s+"na polozaju [2,3] je:"; // zdruzevanje nizov s +
s , m[2,3] , ".";

//Element matrike m na polozaju [2,3] je: 6.
s="m[3,1]=0; m;";

execute(s);

// 1,2,0,

// 4,5,6,

// 0,8,9

Ta primer kaze, da so izrazi lahko loceni z vejico, ¢e podamo seznam izrazov. Singular
ovrednoti vsak izraz tega seznama in jih lo¢i s presledkom. Znak + v tretji vrstici uporabimo za
zdruzevanje nizov.

1.6.1 Kolobarji in Grobnerjeve baze

Za uporabo objektov, kot so ideali, matrike, moduli in polinomski vektorji, moramo najprej
definirati kolobar.

ring r = 0,(x,y,2z),dp;

Definicija kolobarja sestoji iz treh delov: prvi del dolo¢a polje, drugi del predstavlja imena
spremenljivk v kolobarju, tretji del pa doloca urejenost ¢lenov, ki jo zelimo uporabiti. Zgornji
primer predstavlja polinomski ideal, oznaen z r, nad poljem karakteristike 0 (t. j. racionalna
Stevila) in spremenljivkami z, y in z. Kratica dp na koncu vrstice pomeni, da uporabimo
stopenjsko inverzno leksikografsko urejenost. Ostale lastnosti, ki jih lahko priredimo kolobarju,
so lahko:

ring r1=32003, (x,y,z),dp;
ring r2=32003, (a,b,c,d);lp;

Kolobar r1 v prvi vrstici je definiran nad karakteristiko 32003 v spremenljivkah x, y, z in
urejenostjo dp in podobno je kolobar r2 v drugi vrstici definiran nad karakteristiko 32003 v
spremenljivkah a, b, ¢, d in urejenostjo 1p (leksikografska urejenost). Leksikografska urejenost
in stopenjsko inverzna leksikografska urejenost sta le dve izmed urejenosti, ki jih lahko uporabimo
v Singularju, za ostale glej http://www.singular.uni-kl.de/Manual/2-0-5/sing_364.htm.

Ce zapisemo ime kolobarja, potem se izpisejo njegove lastnosti. Spodnji primer kaze, da je
privzet kolobar v Singularju Z/32003(x, y, z| s stopenjsko inverzno leksikografsko urejenostjo.

ring r3;
r3;
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// characteristic : 32003
// number of vars : 3

// block 1 : ordering dp
// : names X y z
// block 2 : ordering C

Ko definiramo kolobar, je le-ta trenutni aktivni kolobar (Singular mu dodeli spremenljivko
basering). Aktivni kolobar (basering) je zdaj r3 in ¢e Zelimo spremeniti aktivni kolobar,
uporabimo funkcijo setring:

setring r;

Ko je kolobar aktiviran, lahko definiramo polinome. Monom, recimo 3, lahko zapisemo na
dva nacina: bodisi kot x~3 ali krajse kot x3. Opomnimo, da krajSa oznaka ni primerna, ¢e ime
kolobarja sestoji iz ve¢ kot enega znaka. Prav tako Singular vedno razsiri oklepaje in samodejno
razvrsti ¢lene glede na urejenost ¢lenov aktivnega kolobarja.

poly f = x3+y3+(x-y)*x2y2+z2;
f;
// x3y2-x2y3+x3+y3+z2

Ukaz size v splosnem doloca Stevilo posameznih vnosov v objektu. Za polinome size doloca
Stevilo monomov.

size(f);

//5

Naravno vpraSanje, ki se pojavi je, ¢e neka tocka, recimo (z,y, z) = (1,2, 0) lezi na raznoterosti,
definirani s polinomoma f in g. Najprej definiramo ideal, generiran z obema polinomoma,
vstavimo koordinate tocke v spremenljivke kolobarja in preverimo, ¢e je rezultat nic.

poly g = £72*%(2x-y);

ideal I = f,g;

ideal J = subst(I,var(1),1);
J = subst(J,var(2),2);

J = subst(J,var(3),0);

J;

// J[1]1=5

// J[2]=0

Ukaz var(n) izpiSe n-to spremenljivko glede na vrstni red spremenljivk v definiciji kolobarja,
npr. v zgornjem primeru var (1) izpiSe x, var(2) izpiSe y in var(3) izpiSe z. Ukaz subst
lahko med drugim nadomesti spremenljivko kolobarja v polinomu ( ali ve¢ih polinomih) z njeno
vrednostjo, npr. v zgornjem primeru ukaz subst(J,var(2),2) pomeni, da v vse polinome
ideala J vstavimo vrednost spremenljivke y, ki je 2. Rezultata J[1]=5 in J[2]=0 pomenita,
da ko vstavimo v elementa ideala J tocko (1,2,0), je vrednost polinoma f enaka 5 in vrednost
polinoma g je 0. Ker rezultat ni enak ni¢ v obeh primerih, tocka (1,2,0) ne lezi na raznoterosti
V(f.9)

Naslednje vprasanje, ki se lahko pojavi je, ¢e je neka funkcija ni¢elna na raznoterosti oz. na
algebrai¢ni na¢in povedano, ¢e je polinom element ideala. V ta namen izracunamo Grébnerjevo
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bazo z uporabo ukaza groebner in nato reduciramo polinom glede na izracunano Grobnerjevo
bazo.

ideal GI = groebner(f);
reduce(g,GI);
//0

Funkcija groebner tako kot mnoge druge funkcije v Singularju lahko izpiSe potek izracunov.
Ukaz option(prot) omogoca izpis poteka izrac¢unov, medtem ko ga ukaz option(noprot) one-
mogoci. Druga uporabna moznost za Singularjev ukaz groebner je option(redSB), ki vrne
reducirano Grobnerjevo bazo. Za izracun Grobnerjeve baze pa lahko uporabimo tudi ukaz std
(standardna baza).

Ukaz reduce izracuna ostanek polinoma pri deljenju s polinomom ali mnozico polinomov.
V razdelku 1.2 smo s pomocjo Grébnerjevih baz podali resitev k problemu pripadnosti idealu.
Videli smo, da je neki polinom v idealu I natanko tedaj, ko je ostanek pri deljenju tega polinoma
z elementi Grobnerjeve baze ideala enak 0. Zgornji primer je pokazal, da polinom ¢ pripada
idealu, definiranemu s polinomom f, saj je ostanek enak ni¢. Poglejmo Se en primer. S pomocjo
Singularja preverimo, ali polinom f = z?yz + xy?2? + x* + 22 + 22y?4 + 4 pripada idealu
I = (222, 2y + 22,2 + 2). To v Singularju izraéunamo na naslednji naéin.

ring r=0, (x,y,2z),1p;

poly f=x2yz+xy2z2+x4+z2+x2y2z+4;
ideal I=2x2,xy+2z,x+z;

ideal GI=groebner(I);
reduce(f,GI);

//4

Ker je rezultat 4, polinom f ni element ideala I, ¢e pa bi rezultat bil ni¢elen, bi veljalo f € I.

V razdelku 1.2 smo prav tako obravnavali problema enakosti idealov, kjer smo navedli, da
sta nenicelna ideala enaka natanko tedaj, ko imata enako reducirano Grébnerjevo bazo glede na
izbrano urejenost ¢lenov. Ukaz reduce nam prav tako pomaga pri preverjanju enakosti idealov.
Vzemimo ideal I iz prej$njega primera in ideal J = (x,2? + xz) ter preverimo, ¢e sta enaka.
Uporabimo leksikografsko urejenost.

ring r=0, (x,y,2),1p;
ideal I=2x2,xy+2z,x+z;
ideal J=x,x2+xZz;
ideal GI=groebner(I);
ideal GJ=groebner(J);
reduce(GI,GJ);
reduce(GJ,GI);

// [1]1=z2

// [2]=yz-2z

// [3]=z

// [1]=-z

Funkcija reduce (GI,GJ) vzame vsak generator ideala GI in izracuna njegov ostanek pri deljenju
z mnozico generatorjev ideala GJ in podobno funkcija reduce(GJ,GI). Ce so vsi ostanki enaki
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nic, sta Grobnerjevi bazi enaki in posledi¢no sta ideala enaka. V zgornjem primeru ostanki niso
nicelni in zato ideala I in J nista enaka.

V razdelku 1.2 smo omenili, da se Grobnerjeve baze uporabljajo ve¢inoma za reSevanje sis-
temov enacb. Singular uporablja simbolno-numeri¢ne metode za izracun resitev polinomskih
enacb. Cetudi je zahtevnost omenjenih metod veéja kot zahtevnost ¢istih numeriénih metod,
je zazelena njihova uporaba, saj se na primer izognemo tezavam blizu singularnosti ali resimo
sisteme, ki vsebujejo parametre in s tem poskrbimo za simultano resitev za vse vrednosti pa-
rametrov. Najprej poglejmo primer 1.2.25 in izra¢unajmo reducirano Grobnerjevo bazo ideala
I = (f1, f2, f3) glede na leksikografsko urejenost z z > y > =.

ring r=0,(z,y,x),1lp;
option(redSB);

poly fl=x2+y;

poly £2=2x2y+x4;

poly £3=xz+x4+xy+x2y2;
ideal I=f1,f2,f3;
ideal GI=groebner(I);
GI;

// GI[1]=x4

// GI[2]=y+x2

// GI[3]=zx-x3

Vidimo, da dobimo enako resitev, kot smo jo izrac¢unali v primeru 1.2.25, t. j. Grobnerjeva baza
ideala I je G = {z*,y + 22, zx — 23}.

Sedaj poglejmo primer 1.2.26 in pokazimo, da Grobnerjeva baza ideala I = (f1, fo, f3), kjer
so f1, f2 in f3 polinomi (1.9), sestoji iz iz polinomov g1, ..., gs, ki so navedeni v (1.10).

ring r=0, (x,y,2),1p;

option(redSB);

poly fl=z2y+z2;

poly f2=x3y+x+y+1;

poly £3=z+x2+y3;

ideal I=f1,f2,£f3;

ideal GI=groebner(I);

GI;

//GI[1]=24-23

//GI[2]=yz2+22
//GI[3]=y11+3y8z-2y7-4y4z+y3+y2+2y+z3-z2+z+1
//GI[4]=xz+y10-y9+y8+3y7z-y7-2y6z-y6+2ybz+y5-2y4z-y4-2y3z+y3+y2z-yz+y-z3+5z2+z+1
//GI[5]=xy+x+y7+2y4z-y3-z2-2

//GI[6]=x2+y3+z
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Poglejmo Se, kako lahko reSimo sistem, ki vsebuje proste parametre. Poi§¢imo resitev line-
arnega sistema enacbh
3x+y+z—u=a

1324+ 8y+6z—Tu=2»5
14z + 10y + 62 —Tu = c
Tr+4y + 3z — 3u =d,

(1.42)

kjer so a, b, cin d prosti parametri in z, y, z in u spremenljivke sistema.

// definiramo kolobar s 4 parametri in 4 spremenljivkami

ring r = (0,a,b,c,d), (x,y,2z,u),dp;

ideal I= 3x+yt+z-u-a,
13x+8y+6z-7u-b,
14x+10y+6z-7u-c,
7x+4y+3z-3u-d;

option(redSB);

ideal G = groebner(I);

simplify(G,1);

// _[1]1=u+(6/5a+4/5b+1/5c-12/5d)

// _[2]=z+(16/5a-1/5b+6/5c~-17/5d)

// _[31=y+(3/5a+2/5b-2/5c-1/54d)

// _[4]1=x+(-6/5a+1/5b-1/5c+2/5d)

Ukaz simplify(G,1) izpiSe generatorje od G kot moni¢ne polinome. Rezultat _[1]= pomeni,
da je u+6/5a + 1/5b + 1/5¢ — 2/5d = 0 in podobno rezultati _[2]=, _[3]= in _[4]=. Torej je
enoli¢na resitev sistema (1.42) enaka

= 6/5a—1/5b+1/5¢ — 2/5d,
—3/5a —2/5b+2/5¢ + 1/5d,
= —16/5a+ 1/5b — 6/5¢ + 17/5d,
= —6/5a —4/5b— 1/5¢ + 12/5d.

SN
I

Izvedba Buchbergerjevega algoritma za izracun Grobnerjeve baze temelji v veliki meri na
izbrani urejenosti ¢lenov. V splosnem je izracun Groébnerjeve baze najtezji z leksikografsko ure-
jenostjo. Vendar, ¢e je ideal 0-razsezen, t. j. sistem ima koncno Stevilo resitev, lahko uporabimo
FGLM algoritem, ki Grobnerjevo bazo vedno poda z leksikografsko urejenostjo (tudi, ¢e je bila
urejenost v idealu v osnovi drugace definirana).

LIB "ring.lib";

timer=0;

//

ring R = 0,(x,y,2),dp;

ideal I=x7+y7, y7+z7, x7+z7+2, x6y+y6z+z6+x;
//

// izracun reducirane GB glede na dp

//

option(redSB);
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ideal J=std(I); // ali groebner(I)

timer;

//4

timer=0;

//

//definiramo nov kolobar S, porojen z enakimi polinomi kot R,
//ampak s spremenjeno urejenostjo clenov

def S=changeord("lp");

setring S;

ideal J=fglm(R,J);

timer;

//0

timer=0;

//

// ukaz groebner odloci najboljso metodo za izracun GB
// najprej moramo kopirati originalni ideal v kolobar S
ideal I=imap(R,I);

ideal K=groebner(I);

timer;

/74

timer=0;

//

// direktno izracunamo reducirano GB z leksikografsko urejenostjo
//

K=std(I);

Zadnji izra¢un porabi veliko procesorskega ¢asa, zato ga lahko tudi zaustavimo, kar v Singularju
naredimo z ukazom ~C-"C.

Na koncu tega razdelka pokazimo Se uporabo sibkega Hilbertovega izreka o niclah (izrek
1.4.1). Izrek pravi, da sistem polinomskih enacb f; = 0,---, fs = 0 nima resitve nad poljem
k natanko tedaj, ko je reducirana Grobnerjeva baza ideala (f1,..., fs) enaka {1}. Vzemimo
preprost primer

rT+2y—z =2
3r—8y+3z =5 (1.43)
—2x — 4y +2z =6.

Hitro se lahko prepricamo, da ta sistem nima resitve, kar pa lahko pokazemo tudi s preprostim
izracunom v Singularju.

LIB "standard.lib";

ring r=0, (x,y,2),dp;

option(redSB);

ideal I= x+2y-z-2, 3x-8y+3z-5,-2x-4y+2z-6;
ideal GI=groebner(I);

GI;

//GI[1]=1
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Ker je Grobnerjeva baza ideala enaka {1}, po izreku 1.4.1 sistem (1.43) nima resitve.

1.6.2 Eliminacija spremenljivk

Eliminacija spremenljivk je eden izmed nacinov za iskanje reSitev polinomskega sistema. V

Singularju lahko bodisi izberemo primerno urejenost (na primer produktno urejenost) ali upo-

rabimo ukaz eliminate, ki ra¢una v trenutni urejenosti z dodatnim obtezenim vektorjem.

Dolo¢imo vse vrednosti spremenljivke z v reSitvah spodnjega polinomskega sistema enacb:

428y — 5230 — 322y + 2y =8

29— 325xy + 232 — (722 + 1)y — 2xy?
22(5 4 2y) + 525y + 52 — 2y — dxy?

// Najprej definiramo kolobar s produktno urejenostjo
// da eliminiramo prvi dve spremenljivki
ring R = 0, (x,y,2),(dp(2),1p);
ideal I=4z8y-5z3x-3x2y+xy2-8,
z9-3z5xy+z3x- (7x2+1) *y-2xy2-1,
z9x* (5+2y) +5z8y+5z-x2y-4xy2+1;
option(redSB);
ideal J=groebner(I);
// najdemo univarianten polinom v spremenljivki z
simplify(lead(J),1);

// _[11=2z85
// _[2]=y
// _[3]=x
poly g=J[1];

— 1.

Nadalje izraéunamo vse nicle univariantnega polinoma g. Uporabimo Laguerrev algoritem, ki je

v Singularju izveden v knjiznici solve.lib.

LIB "solve.lib";

// definiramo kolobar s kompleksnimi koeficienti, da shranimo nicle

ring Rfloat = (complex,10,I),(x,y,z),1lp;
poly g=imap(R,g);
list L = laguerre_solve(g,100,100);
size(L);
//85
//
// da izberemo realne nicle, naredimo zanko na L
//in z ukazom {L[i];} izpiemo vse nile
for (int i=1; i<=size(L); i++)
{

if (impart(L[i]l==0) {L[il;}
}
// -1.8135284651
// -1.559997662
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// -0.2679041558
// 0.9657875564

// 1.1035140081

// 1.2770264747

// 2.7768083

Sedaj poglejmo primer uporabe ukaza eliminate. Obravnavajmo I, ki je generiran s pripa-
dajo¢ima polinomoma sistema (1.15). Izracunajmo Grébnerjevi bazi idealov I; = I U Cly, z] in
I, = TUC|[z]. Po izreku 1.3.2 najprej izra¢unamo Grobnerjevo bazo G ideala I in potem iz nje
izlo¢imo polinome s spremenljivko z, da dobimo I oz. s spremenljivkama z in y, da dobimo Is.

LIB "elim.1lib";

ring r=0, (x,y,2),1p;
option(redSB);

ideal I= x2+y2+z2-1,xyz-1;
ideal G=groebner(I);

G;

// Gl11=y4z2+y2z4-y2z2+1
// G[2]=x+y3z+yz3-yz
eliminate(G,x);

// _[1]=y4z2+y2z4-y2z2+1
eliminate(G,x*y) ;

// _[1]=0

Prav tako lahko eliminiramo spremenljivke s pomoc¢jo ukaza elim, ki uposSteva vrstni red
spremenljivk, naveden pri definiciji kolobarja.

elim(G,1); //eliminiramo 1. spremenljivko (x)
// _[1]=y4z2+y2z4-y2z2+1
elim(G,1..2); //eliminiramo 1. in 2. spremenljivko (x in y)

// _[1]1=0

Ce bi zeleli npr. v idealu, kjer nastopajo ve¢ kot tri spremenljivke, eliminirati prvo, drugo in
tretjo spremenljivko, bi to zapisali z ukazom elim(G,1..3).

1.6.3 Korenski ideali

Na koncu razdelka 1.4 smo navedli dve vpraSanji, ki se nanasata na korenske ideale. Prvo je
bilo, kako izra¢unati mnozico generatorjev korena v/I. V Singularju obstaja ukaz radical iz
knjiznice primdec.1ib [31], ki izracuna generatorje korena ideala. Najprej kot primer prikazimo
izra¢un korena ideala I = (xy? — y3 — xy + 32, 2%y — 23,23 — 3 — 22 +92).

LIB "primdec.lib";

ring r=0, (x,y),dp;

ideal I= xy2-y3-xy+y2,x2y-x3,x3-y3-x2+y2;
ideal J=radical(I);

J;

// _[1]1=xy-y2-x+y

// _[2]=x2-xy
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Koren ideala I je torej ideal v/I = (zy —y*> — x4y, 2> — zy). S tem smo odgovorili na vprasanje
o izra¢unu generatorjev korena ideala. Drugo vprasanje, ki smo ga zapisali na koncu razdelka
1.4, je, kako odlociti ali je ideal I korensk ideal. Spomnimo se, da je ideal I korenski natanko
tedaj, ko je I = v/I. Prav tako se spomnimo resitve problema enakosti idealov, ki pravi, da sta
dva ideala enaka natanko tedaj, ko imata enako Grobnerjevo bazo, kar pa lahko podobno kot
zgoraj preverimo z ukazom reduce, ki vrne ostanke multideljenja. Vse to preverimo na zgornjem
primeru.

ideal GI=groebner(I);
ideal GJ=groebner(J);
reduce(GI,GJ);

// _[11=0

// _[2]1=0

// _[3]1=0
reduce(GJ,GI);

// _[1]1=xy-y2-x+y

// _[2]1=x2-y2-x+y

Ker ukaz reduce(GJ,GI) vrne nenicelne ostanke, sta ideala razliéna (I # +/I) in zato ideal I ni
korenski ideal. Opazimo pa, da ko reduciramo Grobnerjevo bazo ideala I z Grébnerjevo bazo
ideala v/T, so vsi ostanki 0. To pomeni, da ¢e je f € I, je tudi f € VI, od koder seveda sledi,
da je I € VI, kar je vedno res, kot smo Ze ugotovili v razdelku 1.4. V naslednjem podrazdelku
bomo spoznali dve rutini za izracun primarne dekompozicije ideala. Pri tem bomo videli, da
Singular vrne rezultat iz katerega je prav tako mogoce razbrati ali je ideal korenski.

Na koncu se spomnimo Se reSitve enega izmed problemov, ki smo jih obravnavali v tem
poglavju, t. j. problem ¢lanstva v korenu, ki sprasuje, kdaj je neki polinom f element ideala
VI. Pokazali smo, da je to natanko tedaj, ko je 1 € (1 — wf, f1,..., fs), kjer je (f1,..., fs).
Ce zelimo to pokazati v Singularju, moramo v definiciji kolobarja definirati e eno dodatno
spremenljivko w. Poglejmo, ée je polinom f = 22 + 5 element korena ideala I zgoraj.

LIB "primdec.lib";
ring r=0, (w,x,y,2),dp;
ideal I= xy2-y3-xy+y2,x2y-x3,x3-y3-x2+y2;
poly f= x2+y;
option(redSB);

ideal J=1-wxf,I;
groebner (J) ;

// _[1]1=xy-y2-x+y

// _[2]=wx-wy-x+y

// _[3]=wy2+x2+uy-y2-1
// _[4]1=x3-y3-x2+y2

Vidimo, da Grobnerjeva baza ni enaka {1}, zato f ¢ v/T.

1.6.4 Operacije na raznoterostih

V tem podrazdelku se osredoto¢imo na operacije na raznoterostih oz. posledi¢no tudi na idealih,
ki smo jih obravnavali v razdelku 1.5. Ce zelimo izracunati unijo dveh raznoterosti Vi = V(1)
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in V5 = V(I3), kjer sta I in I, ideala, lahko v Singularju izracunamo presek idealov I in I
in nato polinomi preseka tvorijo komponente unije Vi3 U V4 (glej (1.23)). Presek idealov lahko
izra¢unamo s funkcijo intersect. Poglejmo to na primeru preseka, ki smo ga ze izracunali v
razdelku 1.5, t. j. izra¢unajmo presek idealov Iy = (z,y) in Iy = (y?).

LIB "general.lib";
ring r=0, (x,y),1p;
ideal Iil=x,y;
ideal I2=y2;
intersect(I1,I2);
/7 _[1]=y2

Torej je I1 NIy = (y2) in zato je ViUV, = {(z,0); = € R}. Na podoben naéin izracunamo presek
ve¢ kot dveh idealov. Recimo presek idealov I, J in L izracunamo z ukazom

intersect(I,J,L);

Nadalje si poglejmo, kako s Singularjem izracunamo razliko raznoterosti, ki je po izreku 1.5.4
povezana z operacijo kvocienta idealov. Kvocient dveh idealov izra¢unamo s funkcijo quotient.
Vzemimo ideala I in I iz zgornjega primera in izracunajmo I : Is.

LIB "general.lib";
ring r=0, (x,y),1lp;
ideal I1=x,y;
ideal I2=y2;
quotient (I1,I2);
// _[1]1=1

Kerjelelh: I, je I : Iy = k[xq,...,2,] in V(I1)\V(I2) = 0.

Na koncu si poglejmo Se ukaze, ki so povezani z dekompozicijo raznoterosti oz. ideala.
Ko resujemo sistem enacb, je pomembno razumevanje geometrije raznoterosti, ki je defini-
rana s polinomi sistema. Pomemben korak k temu je izrac¢un primarne dekompozicije ideala.
Singular poskrbi za razlicne metode za izra¢un primarne dekompozicije ideala. V knjiznici
primdec.lib lahko uporabimo dva razlicna algoritma za izracun le-te: primdecGTZ, ki teme-
lji na Gianni-Trager-Zacharias algoritmu (glej [49]) in primdecSY, ki temelji na Shimoyama-
Yokoyama algoritmu (glej [119]). Spodaj je preprost primer primarne dekomporzicije ideala
I = (xy? —y® —ay+y? 2%y — 23,23 —® — 22 + ¢?).

LIB "primdec.lib";
ring r=0, (x,y),dp;
ideal I= xy2-y3-xy+y2,x2y-x3,x3-y3-x2+y2;
primdecGTZ(I) ;
// [1]:
/7 (1]
// _[1]=x-y
/7 [2]:
_[11=x-y
// [2]:
/7 (1]
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// _[1]=y-1
// _[2]=x2
// [2]:

// _[1]=y-1
// _[2]=x
// [3]:

// [1]:

// _[1]=y
// _[2]1=x2
// [2]:

// _[11=y
// _[2]=x

Vidimo, da je rezultat podan kot seznam parov idealov, kjer je vsak ideal dolo¢en z generatorji.
Prvi ideal Q); v vsakem paru je primarni ideal v primarni dekompoziciji ideala I; drugi ideal P;
v vsakem paru je pridruzeni praideal, t. j. koren prvega ideala: P; = \/@ . Ce je drugi ideal v
vsakem paru enak kot prvi, kar pomeni, da je Q; = \/@ = P; za vsak j, potem je vsak ideal
Q; praideal. To pa pomeni, da smo ideal I zapisali kot presek praidealov in zato je po izreku
1.5.13 I korenski ideal. V zgornjem primeru vidimo, da je Q1 = P; = (z — y), vendar pa je
Q2= (y—1,2%) # P, = (y —1,2) in Q3 = (y,2%) # P3 = (y,r). Na ta nac¢in smo Se enkrat
dokazali, da ideal I ni korenski, kar smo naredili Ze zgoraj s pomoc¢jo rutine radical. Tako nam
izracun primarne dekompozicije ideala s pomocjo rutine primdecGTZ (ali primdecSY) omogoca
preveriti, ali je dan ideal korenski.

Ce nas zanima dekompozicija raznoterosti ideala, je dovolj izra¢unati minimalno dekompo-
zicijo korena ideala na praideale, saj kot smo videli v (1.25), na ta na¢in dobimo ireducibilne
podraznoterosti V; raznoterosti V. V Singularju to naredimo z rutinama minAssGTZ (temelji na
Gianni-Trager-Zacharias algoritmu) in minAssChar (temelji na metodi karakteristi¢nih mnozic
[123]). Izra¢unajmo minimalno dekompozicijo korenskega ideala od I iz prejsnjega primera.

LIB "primdec.lib";

ring r=0, (x,y),dp;

ideal I= xy2-y3-xy+y2,x2y-x3,x3-y3-x2+y2;
minAssChar(I);

// [1]:

// _[11=x-y

/7 [2]:

// _[1]l=y-1

// _[2]=x

Vidimo, da je rezultat preprostejsi kot zgoraj pri izracunu primarne dekompozicije. Seveda
pa se v primeru, da je ideal korenski, dobljeni ideali ujemajo s pridruzenimi ideali v primarni
dekompoziciji. V obravnavanem primeru vidimo, da lahko raznoterost V(I) zapisemo kot unijo
dveh ireducibilnih raznoterosti:

V(I)=V(x—y)UV(y—1,x).

Vcasih, ko izracunamo minimalno dekompozicijo korena ideala, izgledajo dobljeni praideali
zelo zapleteno. V takem primeru lahko izracunamo Grébnerjevo bazo vsakega praideala in na
ta na¢in poenostavimo zapis. To naredimo na naslednji nac¢in:
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LIB "primdec.lib";

ring r=0, (x,y),dp;

ideal I= xy2-y3-xy+y2,x2y-x3,x3-y3-x2+y2;
list L=minAssGTZ(I);

int k;

for(k=1;k<=size (L) ;k++)

{L[k]=std(L[k]);

};

L;

Opazimo, da enkrat uporabimo rutino minAssChar, drugi¢ pa minAssGTZ. Za ra¢unanje mi-
nimalne dekompozicije korena ideala oz. minimalne dekompozicije raznoterosti je popolnoma
vseeno, katero izmed obeh rutin uporabimo. Podobno velja pri izra¢unu primarne dekompozicije
za rutini primdecGTZ in primdecSY.

Na koncu dodajmo Se primer izra¢una minimalne dekompozicije raznoterosti s pomoé¢jo mo-
dularne aritmetike iz podrazdelka 1.5.3.

LIB "primdec.lib";
ring r=32003, (x,y,2z),dp;
ideal I= 8x2y2+bxy3+3x3z+x2yz,x5+2y3z2+13y2z3+5yz4,8x3+12y3+xz2+3,7x2y4+18xy3z2+y3z3;

groebner(I);

// _[1]=x

// _[2]=z2

// _[3]1=y3+8001
minAssGTZ(I);

// [1]:

// _[1]=z

// _[2]=y-12054
// _[3]=x

// [2]:

// _[1]==z

// _[2]=y2+12054y+5296
// _[3]=x

Ko ra¢unamo z modularno aritmetiko, lahko kot karakteristiko kolobarja uporabimo tudi kaksno
drugo prastevilo, recimo 104729, 4236233, 179595127.



Poglavje 2

Nekatera poglavja iz teorije
dinamicnih sistemov

V tem poglavju so obravnavani predvsem tisti pojmi iz teorije dinami¢nih sistemov, ki nastopajo
v poglavju 3. S fizikalnega stalista dinamicni sistemi izvirajo iz Newtonove mehanike in so
primarno opisovali nihanja in druga gibanja v prostoru R” predvsem za n = 2,3,4 ter n = 2k.
Opis gibanja je podan bodisi z diferencialno oz. diferenéno enacbo ali pa kot iteracija nekih
(lahko tudi razliénih in slu¢ajnih) funkcij. Kot del matematike so dinami¢ni sistemi “zaziveli”
leta 1881 z objavo Poincaréja [100] in potem Se z delom Ljapunova [80] enajst let kasneje. Prvi¢
se pojem “dinamicni sistem” pojavi v knjigi Birkhoffa [9].

Poincaréjeve secne ploskve in Poincaré-Ljapunov izrek (glej str. 95) spadajo med najo-
snovnejse rezultate teorije, ki jo danes imenujemo “teorija dinamicnih sistemov”. Z razvojem
rac¢unalnistva se je krog raziskovalcev eksponentno §iril tudi na obravnavo nelinearnih sistemov,
vse do obravnave kaosa v zveznih in diskretnih sistemih.

2.1 Uvod v teorijo dinamic¢nih sistemov

Naj bo M fazni prostor (obic¢ajno lokalno homeomorfen R™ ali C" - mnogoterost) oziroma
prostor stanj (dinamic¢nega sistema). Prostor M skupaj s funkcijo F* : Tx M — M, ki vsaki
tocki ¥ € M priredi stanje - sliko po “Casu” ¢t € T, imenujemo (deterministi¢ni) dinamicni
sistem:

(M, F')  dinamiéni sistem. (2.1)

Formalno je dinamiéni sistem trojica (M,']T,Ft), kjer je M fazni prostor (stanj), T =R ali
T = Z predstavlja ¢as (ki dolo¢a spremembo stanja v faznem prostoru), F* pa je enoparame-
tricna grupa transformacij prostora M, ki je dolo¢ena z neko vektorsko funkcijo f. Ce gre za

sistem NDE, je vektorsko polje f s transformacijo F* doloéeno z enacbo f (Z) := (dF;t(f)> . in
t=

pripadajoci sistem NDE ima obliko # = f (Z). V splosnem na osnovi podanega polja f (%) za
poljuben dinamiéni sistem oblike @ = f (¥) oz. Z,+1 = f(Z,) ni enostavno (pri)dobiti grupe
transformacij F*, ki nam predstavlja resitve (tok) sistema (2.1). Postopek pridobivanja resitev
F' na osnovi znanega polja f (Z) je “enostaven” samo za vektorska polja f (Z), ki so homogena
stopnje ena: f (aZ) = of (¥) za vsak a € R, oz. linearna. Obravnavali bomo samo tako ime-
novane deterministi¢ne sisteme (2.1), pri katerih je funkcija f vnaprej (jasno) dolocena (t. j. ni

67
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odvisna od nekih slu¢ajnih dogodkov). Resitev dinami¢nega sistema (2.1) pri danem (zacetnem)
pogoju Ty € M imenujemo trajektorija (orbita v faznem prostoru Z(t) € R™). Fazni portret je
geometrijska predstavitev trajektorij v faznem prostoru. Vsak zacCetni pogoj v prostoru pred-
stavlja neko krivuljo ali pa (singularno) tocko. Pri kvalitativni analizi sistema je lahko fazni
portret v veliko pomo¢. Pozicijo na trajektoriji z za¢etnim pogojem ¥y € M po ¢asu t oznacimo
s F'(Zy) ali z Z(t; 7). Formalno je trajektorija z zacetnim pogojem Ty € M ob casu tg € T
mnozica tock vz, 1= {Ft (Zo);teT,t > to}. Pogosto pa jo oznac¢imo v poenostavljeni obliki:

F =1 (1) = F' ().

Danes je splogno znano, da so lahko trajektorije (orbite) F* (%) v dinami¢nem sistemu NDE v
R3 tudi za vektorska polja, ki na prvi pogled izgledajo dokaj preprosto; kot npr.

f ($1,$2,$3) = (—$2 —x3,21 +0.229,0.2 + z123 — 5.7$3),

zelo kompleksne. Kompleksnost lahko pomeni tudi kaoti¢nost [73]. Za diskretne sisteme vemo
(glej npr. [94], [10], [62], [53], [61]), da se tako imenovana kaotitna dinamika pojavi ze pri
preslikavah iz R — R oziroma iz [0, 1] — [0, 1]. Najbolj znan primer je tako imenovana “Sotorska”
preslikava. V tej monografiji se bomo omejili na dinamicne sisteme &' = f (%) oz. @41 = f (%),
kjer je f gladka funkcija (f € C*: poljubnokrat zvezno odvedljiva v vsaki komponenti), v
razdelku 3.3 pa se omejimo na analiti¢ne funkcije.

Zvezni in diskretni sistemi se v osnovi razlikujejo glede na 'naravo ¢asa’ t € T. Ce je T = R
(oz. interval [ar,w] C R), je Cas zvezen in govorimo o zveznem dinami¢nem sistemu, ¢e je T = Z
(oz. T C Ny), govorimo o diskretnem dinami¢nem sistemu. Pri pojmu zvezni sistem se bomo v
tej monografiji omejili na sisteme diferencialnih ena¢b prvega reda,

r=f(t,%), TeR" (2.2)
Diskretni dinamicni sistem je sistem oblike
T = (k, ), ZeR", n € N.

V tej monografiji bo n v ve¢ini primerov manjsi ali enak dve. Zvezne in diskretne sisteme, kjer
funkcija f ni odvisna od ¢asa, imenujemo avtonomni dinamiéni sistemi:

=1 (2) zvezni avtonomni dinamiéni sistem, (2.3)

Tpp1 = (Z) diskretni avtonomni dinamicni sistem. (2.4)

Ce je funkcija f gladka in veljajo Lipschitzovi pogoji (glej izrek 2.2.2 ali [61, str. 399]), so
resitve zveznega dinamic¢nega sistema enoli¢no dolo¢ene, kar nam zagotavlja izrek o obstoju in
enoli¢nosti resitve sistema NDE (izreka 2.2.1 in 2.2.2); glej tudi [61, str. 142]. To pomeni, da za
vsak zacetni pogoj Zy € M obstaja resitev in je ena sama, 0z. nobeni dve razli¢ni orbiti se ne
sekata.

Pomemben tip dinamiénih sistemov (2.1) so linearni sistemi, kjer je funkcija f linearna (glej
npr. [61, Pogl. 5 in 6]). To so eni redkih dinami¢nih sistemov, za katere lahko pridobimo eks-
plicitne resitve (angl. closed form solutions) pri poljubnem zacetnem pogoju. Ostali dinamicni
sistemi so nelinearni. Za nelinearne sisteme si lahko resSitveno krivuljo: trajektorijo - orbito
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T (t;39) = F* (Zy), za katero vemo, da obstaja in je ena sama (glej izreka 2.2.1 in 2.2.2), pri-
dobimo v obliki (numeriénega) priblizka in le redko v ekzaktni obliki, zato je v resitvi vedno
prisotna napaka.

Razlika v naravi Casa prinese nekatere razlike med zveznimi in diskretnimi dinami¢nimi
sistemi. Ena od bistvenih razlik je enacba singularne tocke, kar definiramo kasneje. Druga
bistvena razlika pa je “pridobivanje resitve” (enacbe trajektorije) pri danem zacetnem pogoju
t =ty € R (k= ko € Z) oz. natan¢neje pridobivanje numeri¢nih priblizkov resitev. Pri sistemih
NDE vecina raziskovalcev uporabi metodo Runge-Kutta [28]. Za diskretni sistem &1 = £ (%)
ni problem pridobiti natanéne vrednosti za Ti1, ¢e poznamo Ty, vendar je (v razseznostih
n > 2 in za nelinearne funkcije f) prav tako nemogoce dobiti eksplicitne resitve (glej na primer
[70, 71]).

Zato se pri analizi faznih portretov nelinearnih (zveznih in diskretnih) dinami¢nih sistemov
zadovoljimo s kvalitativno analizo sistema. V to rubriko spadajo razli¢ni pojavi, ki jih v grobem
razdelimo na lokalne in globalne. Tako lahko govorimo na primer o lokalni in globalni stabilnosti
in bifurkacijah (glej str. 123 in poglavje 3 ter [53, Pogl. 8-9 in 12]), itd.

V poljubnem dinami¢nem sistemu (2.1) moramo najprej raziskati singularne tocke (glej de-
finiciji 2.2.4 in 2.3.5) in njihovo stabilnost (glej definicijo 2.2.6), v vseh drugih toc¢kah je po
izreku 2.2.5 dinamika lokalno “zelo monotona”. V osnovi je singularna tocka za vse dinamicne
sisteme (2.1) definirana v smislu negibne ali fiksne tocke, vendar zaradi razlicne narave (zveznih
in diskretnih) sistemov enacbe singularnih toc¢k v zveznih in diskretnih sistemih ne sovpadajo.

V zvezi s singularnimi toc¢kami je v ravninskem zveznem sistemu najpomebnejSa analiza
stabilnosti singularnih tock (glej definicijo 2.2.6) in bifurkacije limitnih ciklov (glej str. 131).
V diskretnih sistemih so pomembne perturbacije singularnih toc¢k in v sploSnem periodi¢nih
orbit v smislu definicije 2.3.7. Med kvalitativno analizo spadajo lokalne tehnike linearizacije,
ki so smiselne (oz. zanesljive) samo v hiperboli¢nih singularnih tockah, kar opisuje Hartman-
Grobmanov izrek (izrek 2.2.13). Vzporedno s tem se je razvila stabilnost sistema v sirsem smislu,
ki jo imenujemo strukturna stabilnost (glej npr. [53, str. 90]).

Strukturna stabilnost je ena od najlepSih lastnosti, ki si jo za dinamiéni sistem lahko za-
mislimo. Poenostavljeno povedano pomeni, da se kvalitativne lastnosti resitev (trajektorij oz.
orbit) sistema ne spremenijo, ¢e sistemu Z=f (Z) dodajamo “dovolj majhne” funckije g (Z);
torej, ¢e (za ’dovolj majhne’ ¢) f (#) nadomestimo z f (Z) + ¢ - g (&). Strukturna nestabilnost
pomeni bifurkacijo (glej tudi definicijo 2.3.7); grobo re¢eno bistveno spremembo v stabilnosti
oz. (topoloski) strukturi trajektorij. Pri tem je seveda zelo pomembna (topoloska) ekvivalenca
vektorskih polj f.

Definicija 2.1.1 (Ohranjanje resitev [53]) Gladki vektorski polji f in g sta ekvivalentni glede
toka Ft in Gt (t. j. glede mnoZice parametricno podanih resitev v faznem prostoru), ¢e obstaja
homeomorfizem h, ki slika parametricno podane trajektorije sistema z = f (Z) v parametricno
podane trajektorije sistema T= g (Z) in pri tem ohrani smisel parametra v obeh parametrizacijah.
Ce za vsak T in za vsak t, obstaja neki ta, za katerega je

h (F" () = G* (h (7)),

pravimo, da preslikava h ohranja resitve iz sistema T = f(Z) v sistem ¥ = g (&) in da sta
ustrezna sistema ekvivalentna (oz. da sta vektorski polji topolosko ekvivalentni).

V smislu zgornje definicije je natan¢nejSa opredelitev strukturne stabilnosti taksna.
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Definicija 2.1.2 (Strukturna stabilnost) Vektorsko polje f : R™ — R™ je strukturno sta-
bilno, ce za vsa dvakrat odvedljiva vektorska polja g : R™ — R™ obstaja g > 0, pri katerem sta
vektorski polji £ in f 4 € - g ekvivalentni za vse € € (0,&p).

Ideja o strukturni stabilnosti je postala zanimiva v 60. in 70. letih prejsnjega stoletja, ko so
upali, da bo prostor sisitemov NDE oz. vektorskih polj

F=A{f: M — M; f je gladko polje}

mogoce enostavno razdeliti na obmoéja, kjer je tok F* () strukturno stabilen in na obmocja, kjer
je tok strukturno nestabilen; pri ¢emer bi obe obmo¢ji locile hiperploskve sorazseznosti 1, kar je
za razseznost 2 s popolnim opisom strukturno stabilnih vektorskih polj na kompaktnih mnogo-
terostih razseznosti 2 (glej Peixotov izrek 2.1.3) tudi uspelo - ni pa prenosa v visje razseznosti.
Dokaz spodnjega izreka glej npr. v [53, str. 92]. Hiperboli¢na singularnost je definirana na
strani 77, definicijo hiperboli¢nosti periodi¢ne orbite najdete npr. v [53, str. 91].

Izrek 2.1.3 (Peixoto) Naj bo D kompakina dvorazseina mnogoterost, ki je omejena s kompak-
tno enorazsezno mnogoterostjo 0D, katere zunanja normala je 7, in naj bo £ : D — D dvakrat
odvedljivo vektorsko polje. Ce je f - # 0 na dD, je polje £ strukturno stabilno na D natanko
tedaj, ko velja

1. wse singularne tocke polja £ so hiperbolicne,
2. wse periodiéne orbite (limitni cikli) so hiperbolicne,
3. ¢e sta T in i hiperbolicni sedli (tudi za T =), je W* (Z) N W (y) = 0.

V kontekstu kvalitativne obravnave ravninskega sistema (2.3) sta pomembna predvsem dva
pristopa: prehod na polarne koordinate, ko v sistem vpeljemo

T =rcosy, y=rsing, (2.5)

in pa kompleksifikacija
z=x+ 1y, (2.6)

ko ravninski sistem s koordinatami ¥ = (z,y) vlozimo v kompleksno ravnino C = R+iR; glej
enacbo (2.42). S stalis¢a uporabe teorije polinomskih idealov sta pomembna oba pristopa (glej
npr. [45, 50, 51, 52, 74, 106, 93, 92, 26] in predvsem monografijo [114] ter reference v njej).
Dejansko vsak iz narave izhahajo¢ sistem vsebuje parametre in zacetne pogoje, ki jih z nobenim
merilnim in§trumentom ne moremo povsem natanéno izmeriti, zato je obravnavani sistem NDE
vedno le priblizek, oziroma idealizacija, ki bolj ali manj dobro opisuje obravnavano situacijo.
Tako, da je poleg izbranega sistema Z=f (Z) vedno dobro opazovati tudi “bliznje” sisteme

T = (&) + ¢ - g(2), (2.7)

kjer je funkcija f(Z) dvakrat odvedljiva in € > 0. Sistem (2.7) imenujemo perturbacija sistema
(2.3). V fiziki je zelo pomembna druzina hamiltonskih sistemov

% OH(x,y) . _  0H(xYy)
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Perturbacija sistema (2.8) je sistem oblike

% = HIY) 4 egy (x,y)
_ _9H(xy)

, 0<ex 1 (2.9)
= "5 tega(xy)

Funkcijo H(x,y) v sistemu (2.8) imenujemo Hamiltonova funkcija.

Opomba 2.1.4 Fizikalno x predstavlja vektor odmikov, y pa vektor momentov in splosno je
lahko x,y € R™. Tako je fazni prostor sistema (2.8) 2m—razseZen.

V spodnjem primeru obravnavamo kompleksifikacijo najpreprostejsega sistema (2.8).

Primer 2.1.5 Sistem

j::ya y:—(L’

je hamiltonski s Hamiltonovo funkcijo H (z,y) = % (x2 + y2), saj ocitno velja * = aHéZ’y) m
= —%. Kompleksifikacija tega sistema, upostevajoé (2.6), je
Z=—iz. (2.10)

Natanéneje bo kompleksifikacija obravnavana na str. 93. Hitro opazimo, da lahko sistem (2.10)
resimo kot NDE v eni (kompleksni) spremenljivki (kjer tudi éas t obravnavamo kot kompleksno
spremenljivko)

N x(t) = xgcost + ypsint
y (t) = —zpsint + yp cost.

d .
E o idt= 2 (t) = zge ™
z

Splosnih ravninskih sistemov ne moremo tako preprosto resiti, saj namesto (2.10) dobimo

enacbo % = F(z,2%) (glej tudi [7, 72, 94]) in moramo posledi¢no skupaj z njo obravnavati Se

enacbo % = F*(z,2") (glej [114, Pogl. 3.2]), a kompleksifikacija sistema je kljub temu zelo
uporabna, saj je pogosto sisteme (in njim pripadajoce raznoterosti ter ideale) lazje obravnavati
nad poljem C (namesto nad R).

Posebej pomembni so dvorazsezni (torej ravninski) sistemi. Splosni ravninski avtonomni

sistem NDE je oblike
= f(z,y), (2.11)
Periodi¢na trajektorija (orbita) dinami¢nega sistema (2.1) je vsaka sklenjena resitev F'*7 () =
F*' (%)) za neki &y € M in neki T € T.
Definicija 2.1.6 (w-limitna mnozica[53]) MnoZico
Q) = {7 € R™;3(t,), da t, — oo in F'"(Z) —§ kot — oo}

imenujemo w-limitna mnoZica trajektorije Z(t).
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Definicija 2.1.7 (a-limitna mnozica[53]) MnoZico
A@) ={y € R 3(t,), da t, — —oc in F'"(¥) =4 kot — oo}
imenujemo a-limitna mnoZica trajektorije Z(t).

Definicija 2.1.8 (Limitni cikel[53]) Vsaki nekonstantni izolirani periodiéni trejektoriji zve-
znega ravninskega sistema v fazni ravnini pripada cikel. Clikel, ki je limitna mnoZica kake druge
trajektorije, imenujemo limitni cikel

Definicija limitnega cikla v diskretnem sistemu je podana na str. 125. Oglejmo si preprost
primer limitnega cikla za sistem (2.11).

Primer 2.1.9 (Limitni cikel) Obravnavajmo ravninski sistem

i=(1-Va2ty?)a+y, (2.12)
z)z(l—\/m)y—m'

Ocitno je tocka = = 0, y = 0 posebna v smislu, da zacetni pogoj = (0) = 0, y (0) = 0 implicira
resitev z (t) = 0, y (t) = 0. V nadaljevanju bomo tako (posebno) resitev zveznega sistema ime-
novali singularna tocka (glej definicijo 2.2.4 na str. 75). Trajektorija 22 +y? = 1 (v parametri¢ni
obliki z (t) = sint, y (t) = cost) je limitni cikel v sistemu (2.12). To najlazje vidimo, ¢e v zgornji
sistem vpeljemo polarne koordinate (2.5), da sistem dobi obliko

F=0-r)r ¢=—1,

iz katere je razvidno, da je koordinatno izhodisce (0,0) (oz. r = 0) mirovna tocka (singularnost),
vse orbite v kolobarju 0 < z? + y? < 1 se v smeri urinega kazalca oddaljujejo od izhodis¢a in
se spiralno blizajo edini (netrivialni) sklenjeni orbiti 2 + y? = 1 (limitnemu ciklu). Tudi ostale
orbite so spiralne in se blizajo limitnemu ciklu, kar pomeni, da gre v tem primeru za privla¢ni
limitni cikel. Fazni portret vidimo na sliki 2.1.

Slika 2.1: Limitni cikel.
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V poglavju 3 bomo obravnavali bifurkacije limitnih cikolv (zveznih in diskretnih dinamiénih
sistemov). Pripomnimo, da se bifurkacija lahko zgodi, ¢e sistem (na neki na¢in) perturbiramo.
Torej je bifurkacija posebni (kritiéni) moment perturbacije. Najslavnejsi primer bifurkacij v
diskretnih sistemih opisuje (Feigenbaumov) bifurkacijski diagram za logisti¢no preslikavo (glej
[32]). Diskretna dinamika je lahko zelo zanimiva in kaoticna tudi za preslikave iz R — R, R?— R?
oz. C — C, kar dokazujejo danes dobro znane Juliajeve mnozice (glej npr. [97]).

Pri zveznih sistemih je v kontekstu uporabe polinomskih idealov najpomembnejsa Hopfova
bifurkacija, ko (majhna) sprememba parametra(ov) povzro¢i nastanek limitnega cikla okrog
singularne tocke.

Limitni cikli in singularne tocke so primeri tako imenovanih limitnih mnozic. Poincaré-
Bendixonov izrek opiSe limitne mnoznice ravninskih sistemov.

Izrek 2.1.10 (Poincaré-Bendixon) Neprazna, kompaktna limitna mnoZica ravninskega sis-
tema (2.11), ki ne vsebuje singularne tocke, je limitni cikel.

Poleg singularnih tock in limitnih ciklov lahko v zveznih ravninskih sistemih nastanejo Se ho-
moklini¢ne orbite (ki potekajo od singularne tocke do iste singularne tocke) in pa heteroklini¢ne
orbite (ki potekajo med dvema singularnima tockama). Primera sistemov z omenjenimi orbi-
tami bomo spoznali na koncu podrazdelka 2.2.1. V naslednjem primeru je obravnavana Hopfova
bifurkacija, ki nastopi, ¢e okoli kake singularne tocke nastane ali izgine periodi¢na orbita ali limi-
tni cikel, ko spreminajmo vrednost nekega parametra. V ravninskem sistemu je to bifurkacija v
okolici nehiperboli¢ne singularne tocke, katere linearizacijska matrika ima lastni vrednosti popol-
noma imaginarni (t. j. +if). V n—razseznem sistemu/prostoru govorimo o Hopfovi bifurkaciji;
za primer, ko se to zgodi na dvorazsezni centralni mnogoterosti, glej podrazdelek 2.2.2.

Primer 2.1.11 (Hopfova bifurkacija) Ce v sistem (2.12) vpeljemo parameter p na naslednji
nacin

&= (u— \/ac2+y2>:r—|—y, (2.13)
y= (u—\/ﬂc“ryz)y—m
oziroma v polarnih koordinatah ‘
P=(p—r)r, ¢=-1, (2.14)

dobimo sistem s parametrom, kar je potrebni pogoj za nastanek bifurkacij. Iz (2.14) je razvi-
dno, da je tocka (0,0) za nepozitivne vrednosti parametra p edina limitna mnoZica (singularna
tocka). Za pozitivne vrednosti parametra p pa poleg singularne tocke (0,0) nastane $e ena limitna
mnoZica. To je kroZnica r = p = /2% + y2.

Za spremembe (bifurkacije) v faznem portretu, kot se zgodijo pri Hopfovi bifurkaciji, so
dovolj Ze zelo majhne (minimalne) spremembe v vrednostih parametrov sistema. Bifurkacije
limitnih ciklov obravnavamo v poglavju 3. V monografiji [87] so obdelane izkljuéno bifurkacije
limitnih ciklov.

Ceprav ravninski sistemi izgledajo zelo preprosto, smo (polarnemu pristopu navkljub) daleé
od tega, da bi bilo na tem podro¢ju vse raziskano. Najbolj znan problem v dinamiki sistemov
(2.11) je Sestnajsti Hilbertov problem [63, 77]. Del problema sprasuje po tem, koliko limitnih
ciklov (izoliranih periodi¢nih resitev) lahko nastane (govorimo o bifurkacijah) iz centra ali fokusa,
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¢e koeficiente sistema malo spreminjamo (kot v primeru 2.1.11), pri ¢emer mora sistem ohraniti
obliko. V problemih, ki jih obravnavamo v poglavju 3, zahtevamo, da se sistemu ne spremeni
maksimalna stopnja, kar imenujemo problem ciklicnosti. Problem cikli¢nosti za polinomske
sisteme e ni razreSen, ¢eprav so raziskave na tem podrocju zelo aktivne. Osnova za obravnavo
cikli¢nosti je Bautinova teorija [6], ki je opisana na str. 131. Bistvo Bautinove teorije je, da lahko
problem cikli¢nosti prevedemo na raziskovanje (sistemu) pripadajocega polinomskega ideala.
Med pomembnej$imi referencami, kjer lahko najdete obsezno zbirko problemov in ¢lankov, ki
raziskujejo probleme povezane z dinamiko v 2D zveznih sistemih, omenimo monografijo [114].
Za osnovne namene je ravninska dinamika v zveznih sistemih nazorno opisana v vecini knjig, ki
obravnavajo dinamicne sisteme (glej npr. [53, Pogl. 5], [61, Pogl. 2]).

2.2 Zvezni sistemi

Na strani 67 so definirani splosni dinami¢ni sistemi (2.1) in splosni sistemi NDE (2.2)

kjer je f(t, &) vektorska funkcija (polje) spremenljivk ¢ in Z, ki sta definirani na obmoc¢ju D C
R xR" (ali D C C x C™). Sistem (2.2) pogosto imenujemo kar ena¢ba (v ustreznem vektorskem
prostoru), saj je

f:D—R"

vektorska funkcija:

f(t,7) = (fl(t,xl,...,a;n),...,fn(t,xl,...,a:n))T,

in
drq dz, )T

f:(x17...,$n)Tterf/:(W,...,W

Naj bo I C R odprt interval in naj bo funkcija #(t) definirana za vse t € I. Ce (vektorska)
funkcija #(t) zadosca enacbi (2.2), jo imenujemo resitev diferencialne enacbe (2.2). Potreben
pogoj, da je Z(t) reditev enacbe (2.2) je, da je za vsak t € I tocka (t,4(t)) vsebovana v D. Ce
je Z(t) resitev enacbe (2.2), je njena restrikcija na poljuben interval J C I tudi resitev enacbe
(2.2). Ce je I najvecji interval, na katerem Z(t) zados¢a enacbi (2.2), resitev #(t) imenujemo
maksimalna reSitev.

Obstoj resitve enacbe (2.2) je odvisen od lastnosti vektorskega polja f(t,Z). Dokaze nasle-
dnjih trditev lahko najdete npr. v [3] ali [61, str. 142].

Trditev 2.2.1 (Obstoj resitve) Ce so funkcije f;, i = 1,...,n, zvezne na odprtem obmocju
D" C D CR" (0z. C") za vsako tocko (to, o) € D', obstaja resitev Z(t), t € I, enacbe (2.2), za
katero za ty € I velja Z(to) = Zp.

Lahko se zgodi, da ima sistem/enacba (2.2) z zacetnim pogojem Z(tg) = &y ve¢ kot eno
resitev. V spodnji trditvi so podani zadostni pogoji, da se to ne zgodi (t. j. da so reSitve
enoli¢ne).
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Trditev 2.2.2 (Enoli¢nost resitve) Ce so vektorska funkcija f in njeni parcialni odvodi Of /0x;
zvezno odvedljivi na nekem odprtem obmocju D' C D za vsak zacetni pogoj (to, Zo) € D', obstaja
resitev T(t) sistema/enacbe (2.2), ki je z zacetnim pogojem Z(to) = Zo enolicno doloéena (je ena
sama,).

Kot ze omenjeno, je geometrijski pomen resitve (trajektorije / orbite) & = Z(t, %) sistema
(2.2) v prostoru M = D C R" (oz. C") graf funkcije Z(t) = F*(Z), ki predstavlja resitveno kri-
vuljo v faznem prostoru. Ce je polje f na obmoéju D zvezno, resitve sistema (2.2) po trditvi 2.2.1
napolnijo obmocje D, saj mora vsaka tocka iz D lezati na vsaj eni resitveni krivulji/trajektoriji.
Resitve sistema (2.2) torej prikazemo na obmocju D z druzino trajektorij, kar smo v uvodu ime-
novali fazni portret. Pri predpostavkah trditve 2.2.2 se nobeni dve razli¢ni trajektoriji v faznem
portretu ne sekata in trajektorije napolnijo prostor D. Resitve sistema pri razlicnih zacetnih
pogojih &y sestavljajo tok sistema (angl. flow).

Definicija 2.2.3 (Tok) Z resitvami sistema diferencialnih enach (2.3) je definiran tok F*'(Zy).
Punkcija F'(Zy) slika iz R x R™ v R™; urejenemu paru (t,Zo) priredi resitev sistema ¥ = £(¥) z
zacetnim pogojem Z(0) = Zy. Torej velja:

d ot t(=
1 (@o) = £(F7(Z0))

t
za vse case t € 1, kjer I, predstavilja interval, na katerem resitev z zacetnim pogojem v tocki
Zo obstaja. Za vsak ¥y € R™ in za vse éase ty,ts € I, velja:

FO(iy) = Zo,
FT® (3g) = F'2 (F" (%)) -

Definicija 2.2.4 (Singularna to¢ka) Ce za neko tocko velja F'(Zy) = Ty za vse t € I, jo
imenujemo singularna ali kriticna tocka. Oc¢itno je singularna tocka sistema & = £(Z) dolocena
s sistemom enacb

f(z) = 0.
Tocke, ki niso singularne, imenujemo reqularne.

Na slikah 2.2 in 2.3 vidimo, da je lahko v okolici singularne tocke v ravnini dinamika zelo razli¢na.
Kot vidimo v naslednjem izreku, je v regularnih to¢kah dinamika bolj monotona.

Izrek 2.2.5 (Flow-Box) Na dovolj majhni okolici reqularne tocke ravninskega sistema (2.11)
obstaja odvedljiva funkcija h :R? — R? (glej definicijo 2.1.1), ki ohranja resitve iz sistema (2.11)
v sistem y; =0, yo = 1.

Definicija 2.2.6 (Stabilnost po Ljapunovu) Singularna tocka Zo = 0 sistema & = £(Z) je
stabilna natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja 6 > 0 tako, da za vsak Z z normo manjso od 9,
in za vsak t € [to, 00) velja

| F'(@)] <e.

Definicija 2.2.7 (Privlaénost singularne tocke) Singularna tocka @ =0 sistema @ = £(7)

je privlaéna natanko tedaj, ko obstaja & > 0 tako, da za vsak Ty z normo manjso od & velja

lim ||F*(Z)|| = 0.

t—o00
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Definicija 2.2.8 Singularna tocka @ = 0 sistema @ = f(@) je asimptoticno stabilna, ce je
hkrati stabilna in priviacna.

Splosnih (neavtonomnih) sistemov (2.2) s teorijo polinomskih raznoterosti ne bomo obrav-
navali. Navkljub procesom, kot so avtonomizacija, homogenizacija in celo kvadratizacija (glej
[90]) se bomo omejili na (nehomogene avtonomne) polinomske sisteme NDE - torej na enacbe
(2.3), kjer cas t ne nastopa eksplicitno.

2.2.1 Linearizacija in fazni portreti

Linearizacijo obi¢ajno povezujemo s postopkom, ko nelinearnemu sistemu NDE (2.3) v okolici
singularne tocke priredimo njegov linearni priblizek s pomocjo Jacobijeve ali linearizacijske ma-
trike in dobimo sistem (2.16). Tega ne smemo zamenjevati s pojmom linearizabilnosti (glej [33],
[114, Pogl. 2 in 4], [112]). Kot bomo videli v tem razdelku, so z linearizacijo povezani Hartman-
Grobmanov izrek ter izrek o stabilni/nestabilni mnogoterosti in izrek o centralni mnogoterosti.
Linearizabilnost pa je povezana s Poincaréjevim linearizacijskim izrekom (glej npr. [53, Pogl.
4.1], [114, Pogl. 4]).

Homogen linearni sistem m navadnih diferencialnih enac¢b prvega reda lahko zapiSemo v
matri¢ni obliki

7 = A7, (2.15)

kjer je Z € R™ in A € R(™™) . Sistemi oblike (2.15) so vedno resljivi (njihovo resitev pogosto
oznaéimo z F(t, ¥y) = e'4i). Njihova splogna resitev je odvisna od Jordanove normalne oblike
matrike A, kar je v tesni zvezi z obliko matrike e!4 (podrobnosti glej npr. v [53, Pogl. 3] ali [61,
Pogl. 5]). V grobem lahko recemo, da vsaki lastni vrednosti, A, matrike A pripada neki vektorski
podprostor, Ey, vektorskega prostora R™, ki je za sistem (2.15) invarianten. To pomeni: ce je
%o € Ey, je tok F4(Zy) v celoti (t. j. za vsak t € I,) vsebovan v vektorskem podprostoru F).
Direktna vsota vseh invariantnih podprostorov Ey, (po vseh lastnih vrednostih \;) sestavlja
celoten prostor R™. Glede na razlicno lego lastnih vrednosti A\; v kompleksni ravnini lahko
invariantne podprostore £}, lo¢imo v tri skupine. V ta namen razdelimo kompleksno ravnino C
na tri disjunktne dele

II_ ={z € C; Re(z) <0},
Il = {z € C; Re(z) =0},
II; ={z € C; Re(z) >0}.

Najbos+n+c=min Ay, Ao, ..., As € II_ ter Asi1, Ast2, -y Asin € It in Agppni1, Asint2,
.oy Astntc € p. Zdaj lahko definiramo:

1. stabilni invariantni podprostor linearnega sistema (2.15) kot direktno vsoto

ES:E)Q@E)\Q@“'@E/\M

2. nestabilni invariantni podprostor linearnega sistema (2.15) kot direktno vsoto

EU :E)\erl @E)\erQ @@E)\

s+n

n
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3. centralni invariantni podprostor linearnega sistema (2.15) kot direktno vsoto
EC = E>\n+1 @ EATH—Q EB e @ EA'nA»c'
Vsaka resitev Fy (%), z zaCetnim pogojem T € ES| se bo koncala v izhodiséu

lim ||[F*(Z)|| = 0.

t—00
Vsaka resitev Fy(Z), z zacetnim pogojem & € EV tezi proti neskonénosti

lim ||[F(Z)|| = o0

t—o00

Vsaka resitev F'4(Z), z zacetnim pogojem & € E¢ je periodi¢na. Torej obstaja (najmanjsa)
perioda T > 0, da je
FHT (%) = FY(Z) za vsak t > 0.

Poleg tega pa velja

0 < min HFt H < lim HFt H < max HFt H
t€[0,T] t—o0 t€[0,T]

Definicija 2.2.9 (Linearizacija) Linearizacija nelinearnega avtonomnega sistema navadnih
diferencialnih enacb (2.3) v okolici tocke Ty je sistem linearnih diferencialnih enacb oblike

7' = £(Zo) + Je(Zo) (¥ — 7o) , (2.16)
kjer je Je(Zo) Jacobijeva matrika, ki je sestavljena iz parcialnih odvodov vektorske funkcije f :

[Je(Zo)l;; = [8%20)] .

Ce je &y = 0 kriti¢na tocka sistema (2.3), je f(Zo) = 0 in linearizacija (2.16) dobi obliko

= Jp(i0)Z. (2.17)

&y

Znano je, da v primeru, ko ima Jacobijeva matrika Jg(Zy) kako lastno vrednost s pozitivnim
realnim delom, nelinearni sistem (2.3) v obravnavani kriticni tocki ni stabilen. Ce ima Jacobijeva
matrika Jg (%) iz (2.16) spekter v celoti vsebovan na negativni polravnini II_, je kriti¢na tocka
Zp stabilna. Zgornja dva primera opisujeta tako imenovan izvor oziroma ponor hiperboli¢ne ali
nedegenerirane kriti¢ne tocke.

Definicija 2.2.10 (Hiperboli¢na singularnost) Kriticna tocka ¥y je hiperboli¢na, ce Ja-
cobijeva matrika Je(Zo) lineariziranega sistema ne premore nobene lastne vrednosti z nicelnim
realnim delom (niti nobene nicelne lastne vrednosti).

V splosnem ima lahko linearizacijska matrika Jg(Zg) iz (2.16), ki izhaja iz realnega sistema,
v hiperboli¢ni kriti¢ni tocki pozitivne in negativne ter konjugirano kompleksne pare lastnih
vrednosti (z nenic¢elnim realnim delom).

Definicija 2.2.11 (Sedlo) Singularno (kriticno) tocko ravninskega linearnega sistema, ki ji
pripadata razlicno predznacni (realni) lastni vrednosti, imenujemo sedlo.



78 2 Nekatera poglavja iz teorije dinamicnih sistemov

Definicija 2.2.12 (Vozel) Kriticno tocko ravninskega linearnega sistema, ki ji pripadata ne-
gativni (pozitivni) lastni vrednosti, imenujemo (ne)stabilni vozel.

V hiperboli¢nih kriticnih tockah obstaja obrnljiva preslikava, ki v blizini kriti¢ne tocke tok
nelinearnega sistema preslika v tok linearnega sistema. O tem govori naslednji izrek.

Izrek 2.2.13 (Hartman-Grobman) Ce je & = 0 hiperboliéna kriticna tocka sistema (2.3),
obstaja zvezna obrnljiva preslikava h, definirana na neki okolici tocke ¥ = 0, ki resitve neline-
arnega sistema T = f (Z) slika v resitve linearnega sistema (2.17). Preslikavo h lahko izberemo
tako, da sta parametrizaciji trajektorij v obeh sistemih usklajeni (koherentnsi).

Dokaz Hartman-Grobman-ovega izreka najdete npr. v [14, 58, 65].

Posledica zgornjega izreka je, da lahko stabilnost nelinearnih sistemov v hiperboli¢nih kriti¢nih
tockah Zy obravnavamo preko spektra matrike Jg(Zp). O stabilnih in nestabilnih invariantnih
podprostorih v hiperboli¢nih kritiénih tockah lahko povemo Se veé. Ce je U neka okolica kriticéne
tocke Zp, lahko definiramo analoga stabilemu (W (%o)) in nestabilnemu (WU (1)) invarian-
tnemu podprostoru v nelinearnih sistemih:

Wikk(@o) = {7 e s F'() Cuin lim F'(7) = o},
W) = {7 e P cutin tim P = o).

ki ju imenujemo lokalna stabilna in lokalna nestabilna mnogoterost v tocki @, W (i) in
I/Vlgc(fo). Zanju velja izrek o stabilni mnogoterosti (glej npr. [53, 14, 58, 65]. Neresen problem
ostajajo singularne tocke, v katerih ima Jacobijeva matrika, J¢(Zo) v svojem spektru o, (z,) kako
lastno vrednost A, za katero velja Re(A) = 0 (tudi A = 0). Taksne kriticne tocke imenujemo
nehiperbolicne ali degenerirane.

Naj bo (2.3) realni ravninski analitiéni sistem NDE in naj bo f(0) = 0. Torej (2.3) je oblike
(2.11). Tedaj velja

Definicija 2.2.14 (Center) Singularna tocka 0 = (0,0) je center (ali srediice), ¢e obstaja
taka okolica N(0) tocke 0, za katero je za vsak zacetni pogoj iy € N(0)\O trajektorija Yo
sklenjena krivulja, ki v svoji notranjosti vsebuje tocko 0. Gre za neizolirane periodicne orbite
okrog singularnosti.

Primer 2.2.15 Asimptoticno stabilna singularna tocka i je w—limitna mnoZica vsake tocke na
neki (dovolj maghni) okolici (bazenu privlacénosti) N (§) in asimptoticno nestabilna singularna
tocka §* je a—limitna mnoZica vsake tocke na neki (dovolj majhni) okolici N (¥). Za vsako
singularno tocko § velja § = w (§) = a (¥).

Spomnimo se Se primera 2.1.9, kjer je enotska kroznica
C :{(:c,y) eR? 22 442 = 1}

(stabilni) limitni cikel in vse resive z nenicelno zacetno vrednostjo limitirajo proti (poljubni tocki
iz) C. Zato je w—limitna mnozica poljubne nenicelne tocke (x,y) # (0,0) enaka enotski kroznici

C.
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Definicija 2.2.16 (Fokus) Singularna tocka 0 = (0,0) je stabilni fokus (ali gorisce), ¢e obstaja
taka okolica N (6) tocke 0, za katero je koordinatno izhodisce w—limitna mnoZica vsake tocke
Ty € N(0) in za vsako trajektorijo Vo, 2 menicelnim zacetnim pogojem za polarni kot ¢ = ¢ (t)
velja limy_00 ¢ () = 00 ali limy_s0 ¢ (t) = —00. Singularna tocka 0 = (0,0) je nestabilni fokus,
ce je stabilni fokus za sistem z=—f (Z) z “obrnjenim” éasom. Singularna tocka je fokus, ce je
bodisi stabilni fokus, bodisi nestablni fokus.

Pri dvorazseznih (ravninskih) sistemih (2.11) s singularnostjo 0 = (0,0) € R? je za f = (£, g)
linearizacijska matrika

Je((0,0)) = A= [ Z;i Z;z } (2.18)

realna matrika razseznosti 2 x 2, ki ji pripada natanko ena od spodnjih Jordanovih oblik J =
P~LAP. Glede na razli¢ne moznosti lastnih vrednosti matrike A in glede na lastne (in korenske)
vektorje (ki dolo¢ijo prehodno matriko P) v grobem lo¢imo moznosti, ko sta lastni vrednosti
A1 in Ay (razliéni) realni Stevili, ter ko sta lastni vrednosti kompleksni A\j 2 = a £ i3. Posebej
obravnavamo primera, ko je realna lastna vrednost dvojna nicla karakteristicnega polinoma in
(ne) obstaja korenski vektor:

A1 O
(a) [ 01 )\2:|,)\1>)\26R;

0
Ao :|,)\()E]R,

a+if 0
0

a—iﬁ}’ﬁ>0'

V primeru (d) obstaja tudi (prehodna) matrika M, s pomocjo katere lahko matriko A
zapiSemo v (realni toda ne diagonalni) obliki

a =B | 5 -
[5 a]_J_Mlmw

Glede na zgornje definicije lahko povzamemo kvalitativno obliko faznega portreta ravninskega
sistema. V primeru, da je sistem linearen, t. j. oblike

T =anr+awy, Y= aar+ ay, (2.19)

ima le-ta v izhodis¢u singularno tocko in fazni portret je ekvivalenten enemu izmed naslednjih
kvalitativnih tipov:

o (a) gre za sedlo, ¢e je Ay <0,

e (a,b,c) gre za vozel, ¢e je AjA2 > 0 (0z. Ag > 0),
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e (d) gre za fokus, ¢e je a # 0,
e (d) gre za center, e je a =0,

kjer sta A1 in Ay lastni vrednosti matrike koeficientov sistema (2.19).

Sedaj povzemimo nekaj lastnosti nelinearnih ravninskih sistemov. V primeru hiperboli¢ne
singularne tocke je fazni portret nelinearnega sistema lokalno topolosko ekvivalenten (homeo-
morfen) faznemu portretu svoje linearizacije (v obravnavani hiperboli¢ni singularni tocki). To
nam zagotavlja Hartman-Grobmanov izrek. Za razliko od linearnih sistemov, so fazni por-
treti teh nelinearnih sistemov redko doloceni z naravo singularne tocke, saj je dinamika v vsaki
nehiperboli¢ni singularni toc¢ki odvisna od dodanih nelinearnih ¢lenov. Del faznega portreta
nelinearnega sistema v okolici N tocke xg se imenuje restrikcija faznega portreta na N. Ko
analiziramo nelinearne sisteme, pogosto obravnavamo restrikcijo globalnega faznega portreta na
okolico tocke xg. Taksna restrikcija se imenuje lokalni fazni portret v xg. Za enostavne linearne
sisteme ! je lokalni fazni portret kvalitativno ekvivalenten globalnemu faznemu portretu sistema.
Nelinearni sistemi lahko imajo ve¢ kot eno singularno tocko in pogosto lahko dobimo lokalne
fazne portrete v vseh singularnih tockah. Kot smo ze omenili, lokalni fazni portreti ne dolo¢ajo
vedno globalni fazni portret.

Ce pogledamo obnasanje trajektorij nelinearnega ravninskega sistema v okolici singularne
tocke, opazimo, da lahko vsako singularno tocko (a, b), ki ni v izhodis¢u, premaknemo v izhodisce
koordinatnega sistema z linearno transformacijo + — = — a, y — y — b. Tako lahko brez izgube
za, sploSnost obravnavamo nelinearni sistem s singularno to¢ko v izhodiscu, ki ga lahko zapisemo
kot

T = anr+ a2y + g1(x,y),

Y = a1z + axy + g2(x,y),

kjer [gi(z,y)/r] — 0, ko gre r = /2?2 + y? — 0.

Hartman-Grobmanov izrek opiSe lokalni fazni portret sistema (2.20) v okolici hiperboli¢nih
singularnih tock in pove, da imata sistem (2.20) in njemu pripadajoci lineariziran sistem (2.19)
hiperboli¢no singularno tocko enakega tipa. Za enostavne 2 singularne tocke lahko zapisemo
izrek, ki je podoben Hartman-Grobmanovemu izreku in poveze fazni portret nelinearnega sistema
v okolici elementarne singularne tocke v (0,0) s faznim portretom njegovega linearizacijskega
sistema (glej. npr. [3, 35]).

(2.20)

Izrek 2.2.17 (Linearizacijski izrek) Ce je (0,0) enostavna singularna tocka sistema (2.20),
sta v okolici izhodisca fazna portreta sistema (2.20) in njegovega linearizacijskega sistema ena-
kega tipa, ce ta singularna tocka ni center.

Bistvo linearizacijskega izreka je, da je center edini primer, pri katerem kvalitativna ekvivalenca
nelinearnega sistema in njegovega pripadajocega lineariziranega sistema ne more biti dolocena
iz lineariziranega sistema. V naslednjem podrazdelku bomo videli, da gre v tem primeru za tako
imenovan problem centra in fokusa. Torej, ¢e ima ravninski linearni sistem center v izhodiscu,
tedaj lahko ima ta sistem z dodanimi nelinearnimi ¢leni bodisi center ali fokus v izhodis¢u.

Na slikah 2.2 in 2.3 so prikazani fazni portreti nelinearnih sistemov, kjer v izhodis¢u nastopijo
sedlo, nestabilni vozel, nestabilni fokus in center. Posebej je vozel (angl. node) lahko nestabilen

!Linearni sistem je enostaven, e je determinanta matrike koeficientov sistema razlicna od nic.
2Singularna tocka sistema (2.20) je enostavna, Ge je linearizacija sistema (2.20) v okolici te singularne tocke
enostaven sistem. Sledi, da so poleg hiperboli¢nih singularnih tock enostavne e tocke tipa center.



2.2 Zvezni sistemsi 81

(izvor), e je (a) A2 > 0 oz. (b,c) Ao > 0, stabilen (ponor), ¢e je (a) Ay < 0 oz. (b,c) Ao < 0.
Tudi fokus (d) je lahko stabilen, ¢e je o < 0 oz. nestabilen, ¢e je a > 0.

/

v

A
7

Sedlo Vozel

Slika 2.2: Sedlo in stabilni vozel.

ZS\N\E Z\8
N N

Fokus Center

Slika 2.3: Nestabilni fokus in center.

Poleg singularnih tock so naslednji pomemben element za karakterizacijo faznih portretov avto-
nomnih sistemov navadnih diferencialnih ena¢b limitni cikli. Pojem limitnega cikla smo spoznali
v definiciji 2.1.8. Limitni cikli razli¢nih tipov so predstavljeni na sliki 2.4.
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Slika 2.4: (a) stabilni limitni cikel, (b) nestabilni limitni cikel, (¢)—(d) delno stabilni limitni cikel.

V splosnem med limitne mnozice uvrs¢amo singularne tocke in zaprte orbite. Poincare -
Bendixsonov izrek (izrek 2.1.10) nam poda odgovor na vprasanje, katere moznosti se lahko Se
pojavijo. Iz izreka 2.1.10 sledi, da ¢e je zaprta trajektorija C podmnozica a— (A(¥)) ali w—
limitne mnozice (£2(Z)) za neki Z, ki ne lezi na C, je C limitni cikel.

Ze zgoraj smo omenili, da imajo lahko sistemi tudi homoklini¢ne orbite (zanke) in hetero-
kliniéne orbite. Te orbite podajo primere separatri¢nih ciklov in t. i. povezanih separatricnih
ciklov ravninskega dinamic¢nega sistema. Separatriéni cikli so zaprte orbite, ki izhajajo iz pove-
zave sedlo-sedlo. Na naslednjih dveh primerih (glej [98]) opisemo dve vrsti trajektorij. Sistem

T =1y
§=x+

s prvim integralom H (z,y) = y?/2 — 2?/2 — 23/3 ima trajektorije, ki lezijo na krivuljah, defini-
ranimi z

Fazni portret za ta sistem je prikazan na sliki 2.5. Krivulja y? — 22 — 22%/3 = 0 poteka skozi
tocko (—3/2,0) in ima sedlo v izhodis¢u kot svojo a- in w-limitno mnozico. Krivulja I' se imenuje
homoklini¢na orbita in tok na enostavni zaprti krivulji, doloCeni z unijo te homoklini¢ne orbite
in singularne tocke se imenuje separatri¢ni cikel.
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Slika 2.5: Homoklini¢na orbita I', ki definira separatri¢ni cikel.

Sedaj konstruirajmo fazni portret za neduSeno nihanje, ki je opisano s sistemom diferencialnih
enach
T=1y

i — —sina (2.21)

Fazni portret sistema (2.21) je prikazan na sliki 2.6. Trajektorija I'y, ki ima v tocki (—m, 0) sedlo
kot svojo a-limitno mnozico in prav tako sedlo v (7, 0) kot svojo w-limitno mnozico, se imenuje
heteroklini¢na orbita. Trajektorija I's je prav tako heteroklini¢na orbita. Tok na zaprti krivulji
S=T1UTl'U{(m0)} U{(—m,0)} definira separatri¢ni cikel in vsaka od krivulj I'; in I's poda
primer separatri¢ne povezave.

Slika 2.6: Heteroklini¢ni orbiti I'y in I's, ki definirata separatri¢ni cikel.

Konéna unija kompatibilno orientiranih separatri¢nih ciklov se imenuje povezani separatri¢ni



84 2 Nekatera poglavja iz teorije dinamicnih sistemov

cikel. Nekaj primerov povezanih separatri¢nih ciklov je prikazanih na sliki 2.7. Znano je, da
je za ravninske polinomske sisteme poljubna w- limitna mnozica bodisi singularna tocka, bodisi
limitni cikel ali pa separatri¢ni cikel. Da dolo¢imo fazni portret nelinearnega sistema v ravnini,
moramo dolo¢iti tip singularnih tock, najti limitne cikle, separatri¢ne cikle in trajektorije, ki
povezujejo singularne tocke.

ool
30 s

Slika 2.7: Primeri povezanih separatri¢nih ciklov.

2.2.2 Centralna mnogoterost

Centralna mnogoterost je invariantna mnogoterost, ki je lokalno (v obravnavani singularni tocki)
tangentna na linearni centralni invariantni podprostor. V primeru, ko obravnavana singularna
tocka ni hiperboli¢na, o stabilnosti odloca tok na centralni mnogoterosti, ki je odvisen od neli-
nearnih ¢lenov. O tem govori naslednji izrek.

Izrek 2.2.18 (Centralna mnogoterost) Naj bo koordinatno izhodisce kriticna toc¢ka sistema
(2.3) in ES, EY ter EC stabilni, nestabilni oziroma centralni invariantni podprostor linear(izira)nega
sistema (2.17). Naj bo £ € C”. Tedaj obstajata C" stabilna in nestabilna mnogoterost W5 (0)
m WU(6), ki sta v tocki & = 0 tangentni na ES oziroma EYV in sta enakih razseinosti kot ES
oziroma EV. Obstaja tudi C™' centralna mnogoterost WC(0). Vse tri mnogoterosti I/I/l“gc(ﬁ),

WY (0) in WE.(0) so invariantne, toda slednja ni nujno enolicno dolocena.

Ogejmo si tehniko eksplicitnega dolo¢anja enacbe centralne mnogoterosti, ki po izreku o
centralni mnogoterosti vedno obstaja.
Sistem (2.3), kjer je f vsaj C! funkcija in £(0) = 0, lahko zapisemo v obliki

W = Jw + F (),

kjer je F (@) zvezno odvedljiva vektorska funkcija (F € C') in J Jordanova forma matrike
Df(ﬁ). Velja J = diag [C, S, U], kjer so matrike C, S, U kvadratne diagonalne matrike v
invariantnih podprostorih E¢, ES ter EV (torej matrika C ima c lastnih vrednosti z ni¢elnim
realnim delom, matrika S ima s lastnih vrednosti s pozitivnim realnim delom in matrika U ima
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u lastnih vrednosti z negativnim realnim delom). Sistem (2.3) lahko torej zapisemo v (blo¢ni
diagonalni) obliki:

7 =CZ+F\(Z,7,7), (2.22)
i = Si + Fa(Z,4, %),
7="UZ+ F3(&,7, 7).

Tok na W* (WVY) je ocitno usmerjen proti (od) kriti¢ni(e) tocki(e), tako da o lokalnem obnasanju
odloca (pod)sistem ¥ = CZ + F(Z,¥, 7). Zanimivo je obravnavati primere, ko je WU = 0, kjer

lahko enacbe (2.22) zapiSemo v koordinatah # € E, i € ES:
S R0
y=Sy+Fo(,9)

in imajo vse lastne vrednosti matrike C nicelni realni del, vse lastne vrednosti matrike S so
negativne, funkciji F; in Fy pa predstavljata (strogo) nelinearne ¢lene (reda 2 in visje ¢lene
v sistemu). To pomeni, da sta v tocki (Z,7) = (0,0) obe funkciji F; in Fy in vsi njuni prvi
parcialni odvodi nicelni.

Ker je mnogoterost W¢ tangentna na E¢ = {(a‘c’, Y); ¥y = 6}, jo lahko lokalno predstavimo

kot graf v odvisnosti od spremenljivke Z:
W = {(@.9): 7= 1(). h(0) = 0 in Dh(s) =0}

kijer jeh: U — R4m(E®) definirana na neki okolici & ¢ RAM(EY) tocke 0, Dh pa je Jacobijeva
matrika preslikave h

o[22

Torej je na W€ aproksimacija toka (projicirana v podprostor E¢) dolo¢ena z enacbo
i = CZ+F(Z, h(2)).
Sedaj moramo poiskati h(Z). Privzemimo, da lahko h(#) v okolici kriti¢ne tocke & = 0 razvijemo
v Taylorjevo vrsto. Tedaj moramo upostevati pogoja
h(0) = Dh(0) =0,
ki zagotavljata, da je WC v tocki & = 0 tangenten na EC (t. j. 7 = 0). Zaporedne clene v

razvoju funkcije h dobimo, ¢e ¢asovni odvod funkcije ¥ = h(Z) ena¢imo s ¢asovnim odvodom iz
enacbe (2.23):

Od tod sledi enacba
Dh(Z) - [CZ+ F1(Z,h(Z))] = Sh(¥) + Fo(Z, h(Z)), (2.24)

ki jo imenujemo enacba centralne mnogoterosti, iz katere je koeficiente funkcije ¥ = h(Z) pri
razvoju v Taylorjevo vrsto okrog tocke & = 0 mogoce dolociti do natanénosti, ki je navzgor
omejena z gladkostjo funkcije f.
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Primer 2.2.19 Primer sistema (2.23) zac=2ins=1

i = x1y — 1123,
To = Toy — azgm%, (2.25)
y=—y+ai+a}

..+ 100 _ . L my— >3 Loy 9, 9 X
kjer je C = [ 0 0 ], S=[-1] inFy(Z,y) = ( Toy — w3? ter Fo (Z,y) = —y+ 27+ 25. Ce
postavimo

h (%) = az? 4 bayae + cx3 + O (|f|3) ,
je

[ 202} + bay 2
Dh (z) = [ br1 + 2czo —|—O(\a:| )

Ko zgornja izraza vstavimo v (2.24), sledi

0 = (2az] + bxs) [71 (axf + brizs + C23) — 2123) +
+ (bx1 + 2ca2) [22 (ax% + bxixe + cmg) — :ng:c%] +
+ (az? + ba1zs + cx3) — (2 +23) + O (|f]3>

Po enacenju istoleznih koeficientov sledi a =1, b= 0 in ¢ =1, zato je
h(Z) =22 +22+0 (|f|3> .
Ko ta rezultat upostevamo v (2.25), dobimo

i1 =1 (23 +23) — 2123+ O Z)*) =23+ 0 (12)*),

B9 = xo (2} + 23) — 92} 4+ O ') =23+ o (|17*).

Lokalni fazni portret na (lokalni) centralni mnogoterosti je prikazan na sliki 2.8.

Kot smo ze omenili, centralna mnogoterost ni enoli¢na, vendar je za zgornji primer na vseh
centralnih mnogoterostih, ki so dolo¢ene z enacbo (2.24), tok ekvivalenten toku, ki je prikazan na
sliki 2.3. Centralna mnogoterost torej omogoca redukcijo stabilnostne analize originalnega sis-
tema NDE, ki nastopa v vi§ji razseznosti, na stabilnostno analizo sistema NDE v nizji razseznosti.
Klasi¢ni problem stabilnosti z redukcijo na centralno mnogoterost je prvi obravnaval Ljapunov
[80]. Pliss [99] je leta 1964 nadgradil znanje o (ne)stabilni mnogoterosti in centralni mnogote-
rosti in obravnaval sistem (2.23), kjer je £ € R™ in ¢ € R™. Normi vektorjev ||[Fi| in ||F2|| pa
sta v primerjavi z ||Z]| in ||7]| zelo majhni. Pliss [103] je dokazal, da za tak sistem invariantna
mnogoterost ¢ = h (Z) obstaja in da se obravnava stabilnosti sistema (2.23) lahko zreducira na
obravnavo sistema (2.24), kar imenujemo Plissov redukcijski princip. Plissov redukcijski princip
je na neavtonomne sisteme NDE posplosil Aulbach [4], na neskon¢norazsezne sisteme Likova
[85], na diferen¢ne enacbe pa Janglajewa [66].
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WS(0) = ES

Slika 2.8: Nestabilna centralna mnogoterost na paraboloidu.

V naslednjem razdelku med drugim na kratko opisemo problem centra v R3. V tretjem po-
glavju pa obravnavamo druzino kvadratnih trirazseznih sistemov navadnih diferencialnih enach
in zanjo podamo pogoje za nastop centra na centralni mnogoterosti. Za sisteme, ki imajo cen-
ter na centralni mnogoterosti, podamo eksplicitno enac¢bo centralne mnogoterosti in z njeno
pomocjo reduciramo tok trirazseznega sistema na njegovo centralno mnogoterost ter s tem do-
bimo ustrezen dvorazsezni sistem.

2.2.3 Problem centra in fokusa v R? in R?

Problem centra in fokusa v R? spada med pomembnejse probleme (zveznih) dinamiénih sis-
temov. Zaradi Plissovega redukcijskega prinicipa se problem lokalno prevede na dvorazsezno
mnogoterost. V fiziki in tehniki nastopa veliko sistemov v R? (npr. Rikitake sistem [104] za
magnetno polje ali Hide-Acheson dinamo [60], Moon-Rand sistem [95] za kontrolo prilagodljivih
prostorskih struktur), ki imajo singularno tocko, v kateri ima linearni del eno negativno in dve
Cisti imaginarni lastni vrednosti ter so zato oblike

u:—v+P(u,v,w):]3(u,v,w),

’L'}ZU+Q(U,’U,U}) = Q(U,U,U)), (226)
W= - w + R (u,v,w) = R (u,v,w),

kjer je A € RT, P, , R pa so analiti¢ne funkcije brez konstantnih in linearnih ¢lenov. Po izreku
2.2.18 ima sistem (2.26) centralno mnogoterost oblike

w=h(u,v).

Ker je sistem (2.26) analiticen za vsak naravni r € N, obstaja C" invariantna mnogoterost
WY, ki je v izhodiséu tangentna na ravnino (u,v). Sistemi (2.26) imajo centralno mnogoterost
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WC(0). Ker je A > 0, se resitve blizu singularne tocke 0 € WC(0) z naraséanjem Gasa blizajo
centralni mnogoterosti Wc(ﬁ) Neznano je samo, kaj se dogaja na sami centralni mnogoterosti,
saj je v okolici izhodis¢a stabilnost (in s tem fazni portret) sistema (2.26) odvisna od “dodanih”
nelinearnih ¢lenov P, @), R in lahko nastopi bodisi center bodisi fokus, kar imenujemo problem
centra in fokusa. Nastejmo le nekaj ¢lankov, ki se ukvarjajo s problemom centra in fokusa v R3
in R? [16, 17, 18, 24, 29, 112, 118, 46, 108]. Ce nas torej zanima obnaganje trajektorij na centralni
mnogoterosti sistema (2.26), lahko najdemo prvih nekaj clenov Taylorjeve vrste mnogoterosti,
ki jo is¢emo v obliki w = aju + asv + ... Nato jo vstavimo v prvi dve enacbi sistema (2.26) in
Studiramo problem centra in fokusa za dobljen dvorazsezni sistem. Kakorkoli, za ra¢unsko bolj
uc¢inkovit na¢in poskrbi naslednji izrek, katerega dokaz najdemo v [8, § 13]. Preden ga zapisemo,
potrebujemo pomembno definicijo, ki je motivirana z geometrijsko obravnavo v tem poglavju.

Kot obicajno naj C[x] = C[zy,...,x,] oznacuje kolobar polinomov s kompleksnimi koeficienti
v spremenljivkah zi, ..., z,. Podan je sistem
d
x(t) = dit‘ = P(x), (2.27)

kjer je P(x) = (P1(x),..., Po(x)); x = (z1,...,2,) € R" (ali C"), n-razsezen sistem navadnih
diferencialnih enacb.
Polinomsko vektorsko polje v C", ki ustreza sistemu (2.27), je definirano kot

n
0
X = Z Pi(x) Pa (2.28)
i=1
kjer polinomi P;(x) € C[x] nimajo nobenega skupnega faktorja za i = 1,...,n. Celo stevilo

m = max{st(Py),...,st(P,)} je stopnja vektorskega polja X.

Definicija 2.2.20 Naj bo Q odprta podmnozica mnozZice R™ (ali C™). Pruvi integral gladkega in
analiticnega sistema diferencialnih enacb (2.27) je nekonstantna odvedljiva funkcija ® : Q — C,
ki je konstantna na trajektorijah, t. j. ®(x(t)) je konstantna za vse vrednostit, za katere je resitev
x(t) definirana in vsebovana v podmnozici Q). Formalni prvi integral je formalna potenéna vrsta
v &, katere koeficienti niso vsi nicelni in ki, ée jo ¢lenoma odvajamo, zadoSca %[(I)(:z;(t))] =0 na
Q.

Opazimo, da je nekonstantna odvedljiva funkcija (ali formalna potenéna vrsta) ® prvi integral
(ali formalni prvi integral) sistema natanko tedaj, ko je

¢ ¢
X@:Pla—+~-+Pna—EO na ).
ox1 oxy,

Poglejmo sedaj, kako je geometrijska slika trajektorij v okolici singularne tocke tipa center
v prostoru R? povezana z obstojem analiti¢nega prvega integrala.

Izrek 2.2.21 (Ljapunov izrek o centru) Koordinatno izhodisée sistema (2.26) z vektorskim

poljem
~0 ~0  ~0
X:=P— — — 2.2
3u+Q8U+R8w (2.29)

je center na mnogoterosti X| W natanko tedaj, ko vektorsko polje X v okolici izhodiica (0,0,0) €
R3 premore realni lokalni analiti¢ni prvi integral oblike

® (u,v,w) = u® +v° + Z oirt - woFwt, (2.30)
J+k+1>3
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V primeru, ko na centralni mnogoterosti obstaja center, je lokalna centralna mnogoterost W¢
analiticna in enolicna.

Ce uporabimo zgornji izrek, iséemo pogoje za obstoj funkcije ® = ® (u, v, w) z neznanimi
koeficienti @, za katero velja
~0P ~0P ~00
P% + Q% + Ra—w =0. (2.31)
Iz zgornje (parcialne diferencialne) enacbe sledijo polinomski pogoji, ki za dani sistem (2.26)
odlocajo o potrebnih pogojih za nastop centra na centralni mnogoterosti X'|W¢. Na ta nacin
bomo v tretjem poglavju poiskali pogoje za center na centralni raznoterosti trirazseznega sistema
oblike (2.26), kjer so P, @ in R kvadratni polinomi.
Seveda, ¢e v (2.26) postavimo w = 0 (in R = 0), imamo problem centra in fokusa v R2, ki
je ze sam po sebi zelo pomemben problem (glej npr. [36, 46, 108]). V osnovi je bil ravninski
problem centra in fokusa obravnavan za sisteme oblike

U=au—pfo+37 aijuv! = au — B + P(u,v),

o ~ 2.32
U= pu+av+ Zﬁj:z Bijutv? = Pu+ av + Q(u,v), (2:32)

kjer so a, 3, aiij, Bij realni parametri sistema. Sistem (2.32) premore center v izhodis¢u natanko
tedaj, ko je a = 0 in obstaja prvi integral oblike

® (u,v) = u? +v° + Z o - uFol. (2.33)
k+1>3

To je tako imenovani izrek Poincaré-Ljapunova (glej izrek 2.2.27). Izrek pove, da je kvalitativna
slika trajektorij v okolici singularne tocke povezana z lokalno integrabilnostjo sistema: singularna
tocka je center natanko tedaj, ko obstaja analiti¢ni prvi integral oblike (2.33). Ta rezultat je
najprej dokazal Poincaré ([100]) za primer, ko sta Pin @ polinoma. Ljapunov ([80]) je posplosil
ta rezultat na primer, ko sta P in @ realni analiti¢ni funkciji. Prav tako se da dokazati, da
obstaja analiti¢éni prvi integral oblike (2.33) natanko tedaj, ko obstaja formalni prvi integral
sistema (2.32), ki je oblike (2.33). Izrek Poincaré-Ljapunov pa ne poda odgovora na vprasanje,
kako preveriti, ¢e za dan sistem diferencialnih enacb obstaja prvi integral oblike (2.33). Odgovor
na to vprasanje mora biti poiskan za vsak sistem posebej in do sedaj nimamo neke univerzalne
metode, ki bi omogocila odgovoriti na to vprasanje za poljubni sistem (2.32). Zato obstaja odprt
problem, kako identificirati sisteme s centrom znotraj podane parametri¢ne druzine ravninskih
polinomskih sistemov navadnih diferencialnih enac¢b. To je podobno kot za trirazsezne sisteme
zgoraj tako imenovani problem centra in fokusa ali (Poncaréjev) problem centra. Zaenkrat
je problem centra v celoti razreSen samo za sisteme (2.32) z dodanimi kvadratnimi ¢leni (glej
[34]), z dodanimi homogenimi kubi¢nimi ¢leni (glej [86]), za nekatere poddruzine z dodanimi
homogenimi ¢leni reda 5 (glej [15]), za tako imenovan Kuklesov sistem (glej [84]) in za kubi¢ni
sistem Kolmogorova [82, 52, 114].

V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj pristopov, s katerimi lahko obravnavamo (Poincaréjev)
problem centra. Najprej si poglejmo tako imenovano Poincaréjevo preslikavo (angl. return map)
in z njo povezano Poincaréjevo secno ploskev (angl. Poincaré section). Poincaréjava (povratna)
preslikava P : ¥ — 3 elementu Zy € X C M, ki je ob ¢asu ty na Poincaréjevi se¢ni ploskvi
(Zo € X), priredi

P (Zo) = FT") (%)) € %,
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kjer je T = 7 (to) prvi ¢as T' > tg, pri katerem resitev F' (%) (ponovno) preseka seéno ploskev 3.
Poincaréjeva secna ploskev [28, str. 48] ¥ je (n — 1) —razsezna (mnozica) hiperploskev vlozena
v prostor M (glej sliko 2.9 ). V nadaljevanju zelimo eksplicitno izraziti Poincaréjevo (povratno)

Slika 2.9: Poincaréjeva se¢na ploskev.

preslikavo za sisteme (2.32). V ta namen oznac¢imo

[e.e] o0

Z aju'v! = P (u,v) = ZP(k) (u,v),
1+7=2 k=2

> But! = Qu,v) =Y QW (u,0),
i+j=2 k=2

kjer so P®) (u,v) in Q%) (u,v) homogeni polinomi stopnje k in vpeljimo v (2.32) polarne koor-
dinate (2.5). Potem sistem (2.32) dobi obliko

r=ar+ ﬁ(rcoscp,'rsingo) cos + @(rcosgo,rsingp) sin ¢
p=p0—-r1 (]3 (rcosp,rsiny)sinp — Q (r cos g, rsin ) cos 4,0)
oz. po deljenju zgornjih enacb

dr  ar+1r?F (rsinp,rcosg)
- =R . 2.34
dp  B+rG(rsing,rcosyp) (r, ) (2:34)

Funkcija R (r, ) v (2.34) je glede na spremenljivko ¢ periodi¢na s periodo 27 in za |r| < r* (za
neki dovolj majhnen r*) analiti¢na (za vsak ¢). Ker je izhodisce singularnost sistema (2.32), je
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r = 0 (singularna) resitev enacbe (2.34), saj je R (0,¢) = 0. Zato je razvoj R (r, ) v potencno
vrsto okoli 7 = 0 takSen:

R(r,¢) = Ro(¢) +1Ri (p) + r*Ra () + -+,

kjer je ocitno Ry (¢) =0 in Ry (p) = %, vse druge funkcije Ry (¢) so periodi¢ne s periodo 27 in
zgornja vrsta je konvergentna (za vse ¢—je in dovolj majhne r—je). Oznac¢imo z r = f (¢, @o,70)
reSitev enacbe (2.34) z zatetnim pogojem r = rg in ¢ = . Funkcija f je analiti¢na v vseh treh
spremenljivkah in velja f (¢, p0,0) = 0, saj je r = 0 resitev enacbe (2.34). Zato (zaradi zvezne
odvisnosti resitev (2.34) od parametrov) resitev enacbe (2.34) za dovolj majhne vrednosti r za
vsak ¢ = ¢, 0 < ¢ < 27 preseka zarek ¢ = c¢. To pomeni, da lahko brez izgube za splosnost
vzamemo ¢ = g = 0 in obravnavamo t. i. Poincaréjevo se¢no premico

Y ={(u,v);v=0,0<u<r"} (2.35)

(za neki dovolj majhen r*) oz. resitve r = f (¢, 0,7) (glej sliko 2.10). Funkcijo f (¢,0,79) lahko

Slika 2.10: Poincaréjeva se¢na premica.

razvijemo (za dovolj majhne |rg| < r*) v konvergentno vrsto

f(9,0,70) = w1 (@) 1o + w2 (9) 15 + -+ (2.36)
Ker je (2.36) resitev enacbe (2.34), sledi
w1 (9) 70 + w2 (9) 75 + -+ = R () (w1 () 70 + w2 (9) 75 +-++) +

+ Ry () (w1 () 0 + w2 (9) 13 4+ )+
+ Ry () (wn (@) ro + wa (@) 2+ ) -

Za dovolj majhne vrednosti rop po enagenju istoleznih koeficientov pri r§ za wi (), w2 (¢), ...
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sledi zaporedje diferencialnih enacb
u}1 = R1 (QD) w1, (237)
wy = Ry (p) wa + Ry () wi,

Ry () w3 + 2Ry (p) wiwa + Ry () w?,

w3

Zacetni pogoj r = f(0,0,79) = rp pomeni
wi (0) =1, w;(0)=0zaj>1. (2.38)
Upostevajoc zacetne pogoje (2.38), lahko resimo sistem (2.37) NDE za w;, wa, ... O¢itno je
wy (p) = €57,

Vse ostale resitve wy = wy () za k > 2 dobimo kot resitve linearnih NDE prvega reda. Ko v
resitev r = f (p,0,70) vstavimo ¢ = 27, dobimo vrednost, kjer resitev prvi¢ (naslednji¢) preseka
Poincaréjevo secno premico (2.35). Sedaj lahko ekzaktno definiramo Poincaréjevo (povratno)
preslikavo za sisteme (2.32).

Definicija 2.2.22 Za izbran sistem oblike (2.32) velja:
a) funkcijo (definirano za vse |ro| < r*)
P (TO) = f (27T, 0, TO) = 7/717A0 + 7727'8 + 7737% R
kjer je i1 = wy (2m) in za vse k > 2 je np = wy (2m), imenujemo Poincaréjeva (povratna)
preslikava,
b) funkcijo
D (ro) = P (ro) — ro = mro + m2rg + Mg + - (2.39)

imenujemo diferencna funkcija ali funkcija razlike,
c) koeficient n za k € N imenujemo k—ti Ljapunov koeficient.

Prvi Ljapunov koeficient je enak

Iz geometrijskih razlogov je o¢itno, da je prvi nenicelni koeficient v (2.39) nujno lihe stopnje
noxs1 # 0. Ce je diferencna funcija D (r) = 0, so vse trajektorije sistema (2.32) ovalne in
izhodisce je center. Izoliranim ni¢lam diferen¢ne funcije D (r) = 0 pripadajo limitni cikli. Ce
poznamo Ljapunove koli¢ine nekega sistema (2.32), lahko odlo¢imo, ali je v izhodis¢u center ali
fokus, kot govori naslednji izrek.

Izrek 2.2.23 Sistem (2.32) ima v izhodiséu center natanko tedaj, ko so vse Ljapunove kolicine
nicelne. V nasprotnem primeru je v izhodiséu fokus in velja bodisi my # 0 bodisi za neki k € N
velja

m=0,1n=0,..., 7% =0 i ny+1 #0. (2.40)
Ce jem < 0 0z. nopr1 < 0, gre za stabilni fokus, sicer (¢e je my > 0 0z. moksr1 > 0) gre za
nestabilni fokus.
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Kot smo videli na sliki 2.3, so v tem primeru trajektorije splrale ki vodijo k oz. od singularne
tocke. Dokaz izreka 2.2.23 je v [114, Izrek 3.1.5]. Iz w; (¢) = 5% in iz zgornjega izreka sledi, da
je za a < 0 (a > 0) fokus stabilen (nestabilen). Ce (2.40) velja za k > 0, se fokus v izhodiscu
imenuje §ibki fokus reda k. Torej $ibki fokus nastopi v sistemih (2.32) z « = 0, kar pomeni, da
je izhodisce nehiperboli¢na singularna tocka.

2.2.4 Fokusne kolicine, Bautinov ideal in centralna raznoterost

Kljub temu, da ideal definiran z Ljapunovimi koli¢inami oz. njemu pripadajoCa raznoterost, ki
izhaja iz (originalnega) realnega sistema (2.41) predstavlja potrebne pogoje za nastop centra,
obi¢ajno uporabljamo kompleksifikacijo sistema, saj je kompleksne raznoterosti v ve¢ pogledih
lazje obravnavati.

Obravnavali bomo sistem (2.32) za o = 0 (da se izognemo fokusu) in vpeljali skréitev/razteg
Casat — 57’ Dodani nelinearni ¢leni bodo polinomi stopnje najveé n (torej vsoti na desni strani

v (2.32) sta konéni). Ce odvoda po 7 oznacimo z ' in v/, iz (2.32) sledi

1(3( V) (2.41)

i
+Q (u,0),

kjer je st (]3) < mnin st (@) < n. V sistem (2.41) vpeljemo kompleksne koordinate (2.6), da

dobimo
t=R(z,T). (2.42)

Zgornji sistem naravno nastopa s svojim konjugiranim parom

7 = R(z,7).

Ce namesto kompleksne konjugacije T vpeljemo novo (neodvisno) sprememnljivko y (t.j. T — %)
in, ¢e v tem smislu posplosimo tudi funkcijo R, iz obeh delov enacb sledi kompleksni sistem

o' =i (2= X apay?) =iz = P(z,y),

. . 1 pil ) - (2.43)

y =—i <y = ptq=1bapTy ) = —iy + Q (z,y).

Ocitno lahko s ponovno spremembo ¢asa t = ¢7 sistem preoblikujemo na
T=x— Zp;%, apqxp+1yq =r—P (.’E,y) ’ (2 44)

U= =Y+ 2 bapr TPt = —y + Q(z,9) .

Ce sledimo teoriji [34] in izreku Poincaré-Ljapunova, lahko razsirimo koncept centra na komple-
ksne sisteme oblike (2.43).

Definicija 2.2.24 Obravnavamo sistem (2.43), kjer sta Pin @ kompleksni vrsti brez konstan-
tnih in linearnih ¢lenov v okolici izhodisc¢a. Tedaj ima sistem (2.43) center v izhodiscu, ce ima
formalni prvi integral oblike
U(z,y) =2y + Z vipaly”. (2.45)
J+k=>3
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Ce v (2.43) P in Q zadoscata pogoju Q(z,T) = P(x,T), imenujemo sistem (2.43) kompleksifika-
cija realnega sistema (2.41) in realni sistem je lahko dobljen z zamenjavo y z T. Poudariti pa je
potrebno, da je bistvo definicije 2.2.24, da ima realni sistem (2.41) center v (0,0) € R? natanko
tedaj, ko ima njegova kompleksifikacija (2.43) center v izhodiséu C2.

Prvi integral, ¥ (x,y), sistema (2.43) je definiran s parcialno diferencialno enac¢bo

D ov (JJ,:I/)

DV = XV = (iz = P(2.y)) - — oY (z,y)

By =0.

+ (—iy+Q (,y)) -

V praksi is¢emo prvi integral ¥ v obliki vrste (formalni prvi integral) in obravnavamo priblizek
reda 2N + 1 (za dovolj velik N)

2N+1
Vonti (z,y) = xy + Z Vj_1 g1 - By
k4j=3
in na vsakem koraku ¢ = 3,4,...,2N + 1 enac¢imo vse koeficiente reda ¢ v enac¢bi DWony1 = 0

z ni¢. Pri tem na vsakem koraku dobimo sistem linearnih enacb z neznankami v;y. Izkaze se,
da imajo tako dobljeni linearni sistemi za lihe ¢ = 2¢ — 1 vedno enoli¢ne resitve, ki jih sproti
upostevamo v nadaljnem postopku, medtem ko za sode i = 2¢ dobimo vedno eno enacbo vec
kot je na tem koraku neznank oz. natancneje: ena neznanka v enacbah ne nastopa. Enacba,
kjer v; ne nastopa, je vedno pri koeficientu oblike 2%y’ ki ga ozna¢imo z ge—1,—1- Koeficient
ge—1,—1 je polinom, v katerem nastopajo izkljuéno parametri sistema (2.43), ki jih oznacimo z
(a,b), kjer a in b razumemo kot vektorja, ki pripadata koeficientom v polinomih P oz. é Torej
imamo na 2/—tem koraku enacbo

¢

DUsni1 = g1 (a,b) - (2y)* + ga2 (a,b) - (xy)* + -+ + Go—1,0-1(a,b) - (xy) +---,

za celotni priblizek Won 1 pa sledi

DUon1 = gi1 (a,b) - (z9)* + -+ gr1.0-1(a,b) - (zy) 4+ -+ ganv_1.2v-1 (a,b) - (zp) .

V splosnem za DW¥ dobimo izraz

L

DV = gi1 (a,b) - (29)* + - + g1 (a,b) - (wy) + - -+, (2.46)

ki ga ena¢imo z ni¢ (za vsak par z,y € C), kar pomeni, da morajo za obstoj prvega integrala biti
vsi polinomi g1; (a,b), g22 (a,b), ... nicelni. Prvi integral ne obstaja vedno (lahko gre za fokus),
kljub temu pa lahko totalnemu odvodu DV = \I’gc]5 + \Ily() vedno priredimo desno stran enacbe
(2.46) in definiramo dvoje.

Definicija 2.2.25 (Fokusne koli¢ine) Polinome g, € C[a,b], ki so definirani v enacbi (2.46),
imenujemo fokusne kolic¢ine. Natancneje: grr je k—ta fokusna kolic¢ina sistema (2.43).

Definicija 2.2.26 (Bautinov ideal) Ideal, dolo¢en s fokusnimi kolicinami ggi € Cla,b],

B = {911,922, 9kk,---) C Cla,b],

imenujemo Bautinov ideal, njemu pripadajoco raznoterost Vo = V (B) pa imenujemo centralna
raznoterost singularne tocke sistema (2.43).
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S pomocjo teorije zgoraj lahko center sistema (2.41) okarakteriziramo bodisi z Ljapunovimi
koli¢inami, bodisi z obstojem prvega integrala, ali pa s fokusnimi koli¢inami njegove kompleksi-
fikacije. Naslednji izrek je verzija Poincaré-Ljapunovega izreka (glej npr. [114, Izrek 3.2.9]).

Izrek 2.2.27 Naslednje trditve so ekvivalentne:

o sistem (2.41) ima center v izhodicu,

e vse Ljapunove kolicine ny so nicelne,

o (originalni realni) sistem (2.41) ima formalni prvi integral oblike (2.33).

e (pripadajoci kompleksni) sistem (2.43) ima formalni prvi integral oblike (2.45),
e vse fokusne koli¢ine gy so micelne.

Ko obravnavamo problem centra za kompleksne sisteme oblike (2.43), si lahko pomagamo z
naslednjo trditvijo (glej [114] za dokaz).

Trditev 2.2.28 Centralna raznoterost sistema (2.44) sovpada s centralno raznoterostjo sistema

(2.43).

Na podlagi te trditve lahko namesto sistema (2.43) obravnavamo sistem (2.44). Razlika je samo,
da v prvem primeru fokusne koli¢ine vsebujejo multiplikativni faktor ¢ in v drugem primeru ga
ne. Ker nas pa zanima samo raznoterost, ki jo definirajo fokusne koli¢ine, torej njihove nicle, je
prisotnost ali odsotnost taksnega nenic¢elnega faktorja v njih nepomembna.

Za sisteme (2.44) navedimo tudi naslednjo opombo, ki poda zvezo med formalnim prvim
integralom in analiti¢nim prvim integralom sistema (2.44) (glej [114, posledica 3.2.6]).

Opomba 2.2.29 Kompleksni sistem (2.44) ima formalni prvi integral oblike (2.45) natanko
tedaj, ko ima analiticni prvi integral oblike (2.45).

Izrek 2.2.27 med drugim tudi pove, da resiti problem centra je ekvivalentno kot najti cen-
tralno raznoterost. Ideal, generiran s prvimi k fokusnimi koli¢inami, (11, 922, - - - , gkk), 0Znacimo
z By. V praksi operiramo samo z ideali By, saj lahko za vecino sistemov, kljub obsezni teoriji o
fokusnih koli¢inah (glej [114, Pogl. 3]) in kljub naprednim algoritmom za izra¢unavanje fokusnih
koli¢in (glej npr. [111, 112]), eksplicitno izra¢unamo samo prvih nekaj fokusnih koli¢in. Potem
uporabimo teorijo iz poglavja 1. Spomnimo, da je veriga idealov By C By C -+ C By C ---
nara$cajoca in ima po Hilbertovem izreku o bazi vsak polinomski ideal konéno generirano bazo,
kar pomeni, da obstaja taksen K, da ideal B = (g11, g22, . ..) zados¢a enakosti

B =Bk = (911,922, - -, 9KK) - (2.47)

V bistvu je enakost (2.47) prestroga zahteva za nastop centra v izhodis¢u: ker nas zanima samo
raznoterost ideala in ne ideal sam, je po trditvi 1.4.8 dovolj, ée najdemo tak K, da je v'B = /Bx.
Da bi torej nasli centralno raznoterost podane druzine polinomskih sistemov (2.43), lahko upo-
rabimo slede¢ pristop. Izracunamo prvih nekaj fokusnih koli¢in in vzamemo prvo, ki je razlicna
od ni¢, recimo gy, ter tvorimo mnozico I = {g;}. Nato vzamemo naslednjo nenicelno foku-
sno koli¢ino, g;41,4+1, in jo reduciramo po modulu gy, da dobimo g;y1;4+1. Z uporabo resitve
pripadnosti korenu (glej poglavje 1) preverimo, ¢e je giy11+1 € \/{(9u)- Ce polinom Gi+1,1+1 ni
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element korena +/(gu), ga dodamo k I in je tako I = {gy, §i+1,+1}. Nato reduciramo naslednjo
nenicelno fokusno koli¢ino g;y2;42, po modulu (I), (kjer je (I) ideal generiran s polinomi iz I)
in preverimo, ¢e je Gi+21+2 € \/(Gi Gi+1,1+1)- Ce to ni res, dodamo Ji+2,1+2 k mnozici I in nada-
ljujemo, dokler ne pridemo do najmanjse vrednosti ¢, za katero je I = (g1, §i+1,1415 - - - » Gi+i,1+4)
I giit1,i4i+1 € \/m Ko to dosezemo, pricakujemo, da je

Ve=V(B) =V (). (2.48)

Lahko izracunamo $e nekaj dodatnih fokusnih koli¢in in preverimo, da prav tako lezijo v /(I).
Ker je (I) C B, je o¢itno V (B) C V ({I)). Da bi dokazali (2.48), moramo pokazati $e obratno
inkluzijo, V ((I)) € V (B). V ta namen izracunamo ireducibilno dekompozicijo raznoterosti

V({I)),
V({I)=VuU--- UV,

in dokazemo, da ima poljuben sistem posamezne komponente V; center v izhodis¢u oz. po izreku
2.2.27 prvi integral oblike (2.45).

Poznamo ve¢ metod za iskanje oz. dokazovanje obstoja prvega integrala sistema. Ena izmed
najucinkovitejsih je metoda Darbouxjeve integracije, s katero poiS¢emo prvi integral ali integri-
rajo¢i mnozitelj sistema. S to metodo se podrobneje seznanimo v naslednjem podrazdelku.

Veéasih nam pri dokazovanju integrabilnosti pomaga dejstvo, da je sistem hamiltonski. S
pojmom hamiltonskega sistema smo se srecali ze v razdelku 2.1. Pravimo, da je sistem

a;:P(x,y), y:Q(xvy)7 (249)

kjer sta 2,y € C in P Q polinoma brez konstantnih ¢lenov in m = maz(st(P), st(Q
tonski, ¢e obstaja funkcija H : C?> — C, t. i. hamiltonova funkcija sistema, da velja:
in @ = H,. Hitro vidimo, da je

), hamil-
P=-H,

8—ng + OH 5 =0,

ox oy
in zato je H prvi integral sistema (2.49). Jasno je, da ima poljuben kompleksni hamiltonski
sistem oblike (2.43) ali (2.44) center. Hamiltonskih sistemov znotraj druzine sistemov (2.43) ni
tezko poiskati (glej [114, trditev 3.5.1)).

Naslednji razred sistemov, ki jih bomo opisali v podrazdelku 2.2.6, so sistemi, ki imajo
doloceno simetrijo, ki v realnem sistemu s singularnostjo tipa center ali fokus v bistvu pomeni
center, t. i. ¢asovna reverzibilnost. Videli bomo, kako se pojem ¢asovne reverzibilnosti posplosi
na kompleksne sisteme oblike (2.43). Nato reverzibilnost razvijemo $e naprej in navedemo nekaj
rezultatov, ki so bili pred kratkim navedeni v [44] o t. i. posploseni reverzibilnosti sistemov
oblike (2.44).

Ko nobena izmed zgoraj omenjenih metod ne zadosS¢a za dokaz obstoja prvega integrala,
imamo na voljo Se nekaj metod. Ena izmed metod je tudi dokaz obstoja formalnega prvega
integrala sistema (2.44) v obliki potencéne vrste

U(a,y) =Y frly)a" ali U(z,y)=) fulx)y",
k=1

k=1

kar se prevede na iskanje funkcij fix(y) (ali fx(x)) - glej razdelek 3.2.2.
Zelo uporabna je tudi metoda napihovanja (angl. blow-up), ki temelji na transformaciji
(x,y) = (x,2) = (z,y/z) (ali (z,y) = (2,y) = (x/y,y)). V tem primeru singularno tocko
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x =y = 0 nadomestimo s premico z = 0 (ali y = 0), ki vsebuje dve singularni tocki, ki ustrezata
separatrisam singularne tocke v izhodis¢u sistema (2.44) (glej [42] za ve¢ podrobnosti). To
metodo bomo uporabili za dokaz integrabilnosti kubi¢nega sistema v razdelku 3.2.2.

V razdelku 3.2.3 si bomo pri dokazu integrabilnosti sistema ¢etrte stopnje pomagali tudi
s t. i. metodo “blow down” v vozel, ki temelji na linearizabilnosti sistema v smislu obrnljive
analiti¢ne spremembe koordinat

(u,0) = (zy",y%), (ali (u,v) = (2", 2°y)), (2.50)
ki sistem (2.44) transformira v sistem
U= —u-+ Z Uk, 0= —nv+ Z Virud ok (2.51)
k=2 k=2
ki ima resonantni vozel v izhodis¢u in konstanti r, s € N zadoscata pogoju
nr—1)=s. (2:52)

S pomocjo Poincare-Ljapunove teorije o normalnih formah (glej npr. [8]) lahko sistem (2.51) s
konvergentno transformacijo

o0 o0
E=u+ Z il =4 Z Bjrulvk (2.53)
J+k=2 j+k=2

preoblikujemo v njegovo normalno formo

£=—¢ n=—nn+a" (2.54)

Sistem (2.51) je linearizabilen natanko tedaj, ko je koeficient a v resonantnem ¢lenu a&”™ enak
nic in je zato njegova normalna forma enaka

§=-¢ 0n=-ny. (2.55)

Ta sistem ima prvi integral £"/n, od koder s pomoéjo (2.53) in (2.50) ter pogoja (2.52) dobimo
prvi integral sistema (2.44), ki je enak U = z"y" + Zi+j>2n cijxiyj. Zato je integral oblike
(2.45) prvi integral sistema (2.44), ki ima zato center v izhodis¢u. Za ve¢ podrobnosti o metodi
“blow-down” v vozel glej npr. [23].

Pogoje za nastop centra dvorazseznega sistema bomo poiskali v naslednjem poglavju v raz-
delku 3.2, kjer bomo obravnavali druzino kubi¢nih sistemov in druzino sistemov Cetrte stopnje.

2.2.5 Darbouxjevi integrali in integrirajo¢i mnozitelji v C?

V tem razdelku predstavimo metodo Darbouxjeve integracije za dokazovanje obstoja prvih inte-
gralov in integrirajo¢ih mnoziteljev za kompleksne ravninske polinomske sisteme diferencialnih
enach. S st(P) oznacimo stopnjo polinoma P. Nadalje, s II7_; P; oznac¢imo produkt PP, - - - Pk,
kjer je s neko naravno stevilo. Obravnavamo sisteme oblike
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kjer sta xz,y € C, ter P in @ polinoma brez konstantnih ¢lenov, ki nimata nekonstantnega
skupnega faktorja in m = max(st(P), st(Q)).

Naj X oznacuje ustrezno vektorsko polje, kot je definirano v (2.28). Predpostavimo, da ima
sistem (2.56) prvi integral H v okolici izhodis¢a. V naslednji trditvi bomo obravnavali produktno
obliko prvega integrala H = 11 f;l 7 in dokazali, pri katerih pogojih vsak polinom f; iz produkta
/77 deli X f;.

Trditev 2.2.30 Recimo, da je H = szlf;-xj prui integral sistema (2.56), kjer za vsak j velja
a; € Cin f; € Clz,y] je ireducibilen in za k # j polinoma fi in f; ne vsebujeta skupnih

faktorjev. Tedaj za vsak j velja f;|X f;.

Dokaz. Obravnavamo sistem oblike (2.56). Odvod polinoma f; po vektorskem polju je

ij:(ygjp+af]@

Ker je po predpostavki H = szlfjaj = fif32 5% -+ f& prvi integral, velja

OH OH
P+—Q—0
ox
Iz enacb SH of
_ a1—1Y%J1 ra oy Qs
% a 11 a 22...fj]... s _|_
0 a;
a9 1 f2 oL fas fjj"' I
85 a a Qs
+a 019_1 f 11 fj]fsjll
aH Oz—].afl a g Qg
Ty:al o éTy 22'”fj]”' Qs p
6 (677 6%
apf92~ 1 f2 o105 T
85 a s Qs
+ o sae—l f o fe ...fj]...fsjll
sledi 8H
Ui a1—1 asX
890 Q =0 fi fe (X fi)+

oo SRS (X fa) +
‘|‘Oésf1 2 o fas 1fas_1(st)—0

Zadnjo ena¢bo delimo s skupnim faktorjem

a1—1 ag 1 as—1
1 S

in dobimo

arfofs - fs(Xf1) Faafifs- fo(Xfa) + -+ asfife- fo1(Xfs) =0
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Clen ajfifo-- fi—ifj+1- - fs(X f;) prenesemo na drugo stran in dobimo

ajfi ficifjrr - fs(Xfj) = —aifafs--- fj-- fs(X f1)—
—aafifs fi fs(X fa) —
—aj1fr- fi—afi fs(Xfj-1)
—ajerfro fifjre o fs(X fj) —
—asfife fioo fsm1(Xfs).

Ce na desni strani zadnje enacbe izpostavimo f;, dobimo

ajfie fimifip o fsX [ =fi(—oafor fimifipr- fo(X f1)—
—asfifs - fimifjrr- - fs(X fa) —
— oy fie fi—afj o fo(X fj—1)—
—ajpifie fioafire o fs(X fjn) — -
—asfi fimifier e fem1(Xfs)).

Ker za vsak k # j velja f; 1 fi (in fy ter f; staireducibilna), sledi, da f; { f1--- fi—1fj+1-- - fs-
Zato mora veljati f; | Xf;. m

Dejstvo, da za vsak polinom f; obstaja neki polinom K; € Clz, y|, za katerega je X f; = K f;,
pomeni, da je raznoterost V(f;) invariantna krivulja (glej definicijo 2.2.31) za (2.56), saj potem
velja

(2r+3Ee)|  —wanre)| =xpvy =0 (2.57)
V(f;5) V(f;5)

Za sisteme (2.56) lahko prvi integral is¢emo v obliki produkta potenc polinomov, katerih
nicelne mnozice so invariantne krivulje v faznem prostoru. To je motivacija za definicije in
rezultate v nadaljevanju tega razdelka.

Definicija 2.2.31 Nekonstanten polinom f(x,y) € Clx,y] se imenuje algebraiéni parcialni in-
tegral sistema (2.56), ée obstaja tak polinom K(x,y) € Clz,y], da velja

af of

Xf= i 7@ Kf. (2.58)

Polinom K se imenuje kofaktor k f. Dokazali bomo, da je st(K) <m — 1 (glej primer 2.2.32).
Krivuljo f(x,y) = 0 imenujemo algebrai¢na invariantna krivulja sistema (2.56).

Geometrijsko krivulja f(z,y) = 0 doloca trajektorijo sistema (2.56).
Trditev 2.2.32 Za vsak polinom K, ki zado$éa identiteti (2.58), velja st(K) < m — 1.

Dokaz. Vemo, da velja X'f = giP + an K f, kjer je max(st(P),st(Q)) = m. Dokazali
bomo, da je st(K) < m — 1. Recimo, da je st(f) = k. Potem je f oblike f = Py(z,y) +
Py_i(xz,y)+...+ Pi(z,y) + Po(z,y), pri cemer so P; homogeni polinomi stopnje j s poljubnimi

koeficienti in velja
st (gf> <k-—1 in st(?i) <k-1.
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Ker je st(P) < m in st(Q) < m, sta st(%P) <k—14+min st(g—iQ) <k-1+m. Od
tod sledi, da je
of , , of
P+ = <k-1 .
(8 + 3y Q> < +m
Ker f zadosca identiteti %P + %Q = Kf, sledi, da je st(Kf) < k—1+m. Ker je st(f) =k,
sledi, da je st(K) <m —1. m
Ocitno za operator X’ veljata naslednji izjavi.

1. Ce je f algebrai¢ni parcialni integral za (2.56) s kofaktorjem K, je vsak konstanten
veckratnik od f tudi algebrai¢ni parcialni integral za (2.56) s kofaktorjem K.

2. Ce sta fi in fy algebrai¢na parcialna integrala za (2.56) s kofaktorjema K in Ko, je fifo
algebrai¢ni parcialni integral za (2.56) s kofaktorjem K; + K.

Dokaz tocke 1. je trivialna posledica linearnosti odvoda; natancneje formule (af) = af’, ki
velja tudi za parcialno odvajanje.

Trditev iz toke 2. je posledica formule za odvod produkta (fif2) = fife + fif}. Ker sta fi
in fy algebrai¢na parcialna integrala za (2.56) s kofaktorjema K in Ky, zanju velja:

Xflz% 8f1Q K1 f1,
X
xp=p %Q Koo
Potem je
Xy = 2 2,
_<3f1f2+38f2 )P+<8f1f2+%f2 )Q
Yy

= f2K1f1 + [iKafo = (f1f2)(K1 + K3).

Zato je tudi produkt fifo algebrai¢ni parcialni integral za (2.56). Pripadajoci kofaktor k pro-
duktu fi fo je polinom K7 + Ko.

Ce je f algebraiéni parcialni integral, je V(f) algebrai¢na invariantna krivulja. Naslednja
trditev pa pove, da velja tudi obrat.

Trditev 2.2.33 ([114]) Naj bo f € Clz,y]. Raznoterost V(f) je algebraicna invariantna kri-
vulja sistema (2.56) natanko tedaj, ko je f algebraiéni parcialni integral sistema (2.56).

Dokaz. Dokazati je potrebno zgolj eno implikacijo. Zapisimo polinom f kot f = fi'*--- f&,
kjer je f; za vsak j ireducibilen polinom. Enakost & f |V( 5y = 0 pomeni, da je

X filvi =0

za vsak j. Tako je V(f;) C V(X f;) in po trditvi 1.1.7 je X' f; € I(V(X f;)) C I(V(f;)). Ker je
[fj ireducibilen, je (f;) zaradi trditve 1.5.8 korenski praideal in po trditvi 1.4.7 je I(V(f;)) = (f;)
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in ugotovimo, da je X' f; € (f;) za vsak j. Torej je X f; = K f; za neke K; € C[z,y| tako, da je
vsak polinom f; algebrai¢ni parcialni integral sistema (2.56). Kot je dokazano zgoraj, ¢e sta g in
h dva algebrai¢na parcialna integrala s kofaktorjema K, in Kj, je tudi g- h algebrai¢ni parcialni

integral s kofaktorjem K, + K. Zato je f = fi' -...- f& algebraiéni parcialni integral sistema
(2.56). m
Definicija 2.2.834 Recimo, da so krivulje fi = 0,..., fs = 0 algebraic¢ne invariantne krivulje

sistema (2.56) in da oj € C za 1 < j < 's. Prvi integral sistema (2.56), oblike

— oL fos, (2.59)

imenujemo Darbouzxjev prvi integral sistema (2.56).

Obstoj Darbouxjevega prvega integrala je lahko zelo restriktiven. Na primer, ¢e je za vsak j
konstanta «; realna ali racionalna, vsaka trajektorija sistema (2.56) lezi na algebrai¢ni krivulji.
Ce najdemo dovolj algebrai¢nih invariantnih krivulj, je mogoce konstruirati Darbouxjev prvi
integral, kot prikazuje naslednji izrek.

Izrek 2.2.35 (Darboux) Predpostavimo, da ima sistem (2.56) q algebraic¢nih invariantnih kri-
vulj f;(z,y) =0, 1 < j < gq, kjer je f; ireducibilen za vsak j nad poljem C* in q > 7"2% Tedaj
ima sistem (2.56) Darbouzjev prvi integral.

Dokaz. Naj C,,_1[z,y] oznacuje kompleksen vektorski prostor polinomov stopnje kvec¢jemu
m — 1. Homogeni polinom stopnje p ima p + 1 ¢lenov in tako je C,,_1[x,y] razseznosti m +
(m—1)+...+1= M Po trditvi 2.2.33 obstajajo taksni polinomi K; € Cp,—1[z,y], da je
Xfi=K;f;jzal <j <q. Tako je stevilo vektorjev K; vecje od razseznosti C,,—1[z,y], zato je

mnozica {K1, ..., K4} linearno odvisna in obstajajo taksne konstante a;, ki niso vse enake nic,
da je
q
X
Dot =Y -
Ce za te polinome f; in konstante a; definiramo H kot H = f{"* -...- fqa 7. dobimo

q q
XH = Hzaj);fﬂ HY o;K; =
J

kar pomeni, da je H, ¢e ni konstanten, prvi integral sistema (2.56). Ker so algebrai¢ne krivulje
fj = 0 ireducibilne in vse konstante a; niso nicelne, funkcija H ni konstantna. m

Posledica 2.2.36 ([114]) Ce ima sistem (2.56) najmanj q = @ algebraicnih invariantnih
krivulj fj(z,y) = 0, od katerih je vsaka ireducibilna nad C? in ne poteka skozi izhodisce (t. j
£;(0,0) # 0), premore Darbouzjev prvi integral oblike H = f{* -+ fg"

Dokaz. Privzemimo, da so vsi kofaktorji oblike K; = ax + by + ---. Tako so vsebovani v
vektorskem prostoru C,,_1[x, y] razseznosti ’”2% |

Zelo redko se zgodi, da ima sistem oblike (2.56) ve¢ neodvisnih algebrai¢nih invariantnih
krivulj, kot je dim(C,—1[x,y]). Vcasih je kljub manjsemu stevilu odkritih algebrai¢nih invari-
antnih krivulj mogoce najti Darbouxjev prvi integral. Dejansko dokaz izreka 2.2.35 pokaze, da
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¢e je f1,..., fs poljubno stevilo razli¢nih ireducibilnih algebrai¢nih parcialnih integralov sistema
(2.56), bo H = f{* --- f& prvi integral sistema (2.56), ¢e so le netrivialne linearne kombinacije
ustreznih kofaktorjev enake nic, t. j.

> ;K =0. (2.60)
7j=1

Ce ni mogoce najti prvega integrala sistema (2.56), poskusamo najprej poiskati integrirajoci
mnozitelj in z njim konstruirati prvi integral. Sistem (2.56) lahko preoblikujemo na enacbo

% = 7283; Zato trajektorije sistema (2.56) zados¢ajo enacbi

P(z,y)dy — Q(x,y)dz = 0. (2.61)

Pravimo, da je izraz na levi strani enacbe (2.61) popolni diferencial, ¢e obstaja taksna funkcija

H(z,y), da velja

OH oOH

Tako funkcijo H(x,y) imenujemo prvi integral enacbe (2.61). Iz (2.62) sledi, da je leva stran
enabe (2.61) popolni diferencial, ¢e velja:
oH
or

OH

— in — =P 2.63
Q o (263)
Od tod lahko izpeljemo formulo, s katero preverimo, ali je (2.61) popolni diferencial ali ne. Ce
sta funkciji P in —@Q zvezni in imata zvezna parcialna prva odvoda, potem, ¢e odvajamo P po

spremenljivki z in —@Q po spremenjlivki y, dobimo

oP _ 0’H
0r  Oxdy’
o-Q) _ oH
oy  Oyox’
Zaradi predpostavke, da je H zvezna funkcija dveh spremenljivk = in y, velja, da sta njena
2 2
mesana druga odvoda ng/ in % enaka. Tako velja
oP _ 3(-Q)
— = : 2.64
ox oy ( )

Ta pogoj je potreben in zadosten, da je enacba (2.61) popolni diferencial oz. da ima sistem
(2.56) prvi integral H(z,y), ki zadosca (2.62).

Ce izraz na levi strani enacbe (2.61) ni popolni diferencial, poskusamo najti taksno funkcijo
w(z,y), da je izraz na levi strani enacbe

pu(z,y) Pz, y)dy — p(z,y)Q(z,y)dr = 0
popolni diferencial. Iz formule (2.63) sledi, da tedaj obstaja taksna funkcija H(z,y), da velja

OH , OH
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Funkcijo p(z,y) imenujemo integrirajoéi mnozitelj sistema (2.56) na odprti mnozici €2, kjer sta
izpolnjena pogoja (2.65).
S pomocjo formule (2.64) vidimo, da ima sistem (2.56) integrirajo¢i mnozitelj u(x,y), ¢e

velja
uP) _ 0(uQ)
ox oy
Ko enkrat najdemo integrirajo¢i mnozitelj sistema (2.56), lahko s pomocjo formule (2.65) kon-
struiramo prvi integral H(x,y) sistema (2.56). Najprej integriramo po spremenljivki y enacbo

%—Ij = P in dobimo

(2.66)

H(r.y) = / (e, y) P, y)dy + h(z). (2.67)

Ker mora H zadoscati tudi enacbi %—I; = —uQ iz (2.65), lahko funkcijo h(z) dolo¢imo prav iz
slednje.
Oznacimo z divX’ divergenco vektorskega polja A: divX = ‘g—]; + %. Potem lahko pogoj (2.66)
zapiSemo tudi kot je navedeno v naslednji definiciji, kjer zahtevamo, da sta P in @ odvedljivi
funkeciji.

Definicija 2.2.37 Integrirajo¢i mnoZitelj sistema (2.56) na odprti mnozici Q0 je taksna odve-
dljiva funkcija p(x,y) na obmocju 2, da identiteta
X = —pdivX (2.68)

velja na celotni mnozZici Q2. Integrirajoci mnoZitelj oblike

=P, (2.69)
kjer je f; algebraicni parcialni integral za (2.56) na Q za 1 < j < s, imenujemo Darbouzjev
integrirajoci mnoZzitelj na mnozici €.
Kot smo ze navedli, je ta definicija integrirajocega mnozitelja ekvivalentna klasi¢ni definiciji

integrirajocega mnozitelja, ki je navedena pred definicijo (2.2.37), saj lahko (2.66) zapisemo kot

ou ou

kar sovpada z enacbo (2.68).
Sedaj pokazimo, da je funkcija u oblike (2.69) integrirajo¢i mnozitelj natanko tedaj, ko je

S
X+ pdivd = p | Y BK; +divk | =0,
j=1

kjer so K; ustrezni kofaktorji algebrai¢nih parcialnih integralov f; za j = 1,...,s. Predposta-
vimo najprej, da je funkcija p oblike (2.69) integrirajo¢i mnozitelj in dokazimo, da je

S
p| > BiK; +divk | =0. (2.70)
j=1
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Funkcija g = f{' ... fs° je integrirajo¢i mnozitelj natanko tedaj, ko velja formula (2.68). Ce
vstavimo p v (2.68), dobimo

0 0
XM:£ jQ:
<5 ot j;;l 2 ot B e 18{;>P
(5 - 1<9f1f St BofP 1f,65—18fs>Q
y s sJ1 S ax
— g ﬁﬂﬁﬁ +W%ﬂ
1 B2 pPs—1 pBs—1 % 0fs
+ﬁsf1 f2 f f <a’L‘P+ 8yQ>

Zavsak j=1,...,5je afJP—i—af]Q K f;. Zato je

Xp=Bofi fe? o SR K 4 B fRK
— R P (BIK 4 BaKa + -+ BK)

S
=n) Bk
j=1
Po (2.68) je Xu + pdivX = 0, zato sledi p Z§:1 BiKj + pdivX = 0.

Koncept Darbouxjeve integrabilnosti je mogoce razsiriti na §irsi razred funkcij, ki vkljucuje
limite prvih integralov oblike H = f{* - ... f&. Uporabimo lahko naslednji pristop. Recimo,
da sta za vsako vrednost parametra ¢ blizu ni¢ f = 0 in f + g = 0 invariantni krivulji sistema
(2.56) z ustreznima kofaktorjema Ky in Ky 4. Potem je

X(f+eg) Xf Xg
f+eg _f+sg+€f+eg_Kf<

Xg—gK
— K, +e% +O(2).

Ker je Kt., polinom stopnje najvec m — 1, je

_ 9 2 Xg 2
1 €f+O(€ ))—i—e 7 + O(e%)

Kf+sg =

ot def Xg—gKy
f

polinom stopnje najve¢ m — 1. Tako je
Kpieg=Kp+eK' +0(e?)

in

XQHsgD 1)’ <Kf;ag_f§f>:[f+f€9]ig«+o<s>>.
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1

Ko gre ¢ proti nic, se (f*}‘eg) ° priblizuje k h def e%, ki ocitno zadoSc¢a enacbi

Xh=K'h. (2.71)

Tako funkcija h zados¢a enacbi za algebrai¢no invariantno krivuljo in ima polinomski kofaktor
K’ stopnjo najve¢ m — 1.

V naslednji definiciji se seznanimo s pojmoma Darbouxjeve funkcije in eksponentnega fak-
torja

Definicija 2.2.38 Funkcijo oblike
g .
e 1 f5Y,

kjer so f, g in f; polinomi, imenujemo Darbouzjeva funkcija. Funkcijo oblike h = e%, ki zadosca
enacbi (2.71), kjer je K' polinom stopnje najve¢ m—1, imenujemo eksponentni faktor. Kot prej,
je K' kofaktor k funkciji h.

Vcasih se eksponentni faktor imenuje “izrojena algebrai¢na invariantna krivulja”, da pouda-
rimo njegov izvor iz zdruzitve algebrai¢nih invariantnih krivulj. Zgornje ime je boljse, saj faktor
ef ni niti algebraicen, niti ni krivulja. Lahko preverimo, da ¢e je h = e7 eksponentni faktor,
potem je f = 0 algebrai¢na invariantna krivulja in g zadoS¢a enacbi

Xg=gK; + [Kn, (2.72)

kjer je Ky kofaktor k f in K}, kofaktor k h. Ker je produkt dveh eksponentnih faktorjev ponovno

eksponentni faktor, je brez izgube za splosnost eksponentni faktor v definiciji 2.2.38 enolicen.
Teorija Darbouxjeve integrabilnosti za algebrai¢ne invariantne krivulje, ki je predstavljena

zgoraj, ostaja bistveno nespremenjena, ko dodamo veé algebrai¢nih krivulj. Obstoj najmanj

% + 1 invariantnih algebrai¢nih krivulj ali eksponentnih faktorjev zagotovi obstoj Dar-

bouxjevih prvih integralov in obstoj najmanj % invariantnih algebrai¢nih krivulj ali ek-
sponentnih faktorjev pomeni obstoj Darbouxjevega integrirajocega mnozitelja. Naslednji izrek
govori o obstoju Darbouxjevega prvega integrala, ko je Stevilo algebrai¢nih invariantnih krivulj

in eksponentnih faktorjev majhno.

Izrek 2.2.39 Recimo, da ima sistem (2.56) q (razlicnih) ireducibilnih algebraicnih parcialnih

95
integralov f; z ustreznimi kofaktorji K;, 1 < j < q inr (razlicnih) eksponentnih faktorjev e"i z
ustreznimi kofaktorji Lj, 1 < j < r, za katere obstaja q kompleksnih konstant oj, 1 < j < q in
r kompleksnih konstant B;, 1 < j < r, ki niso vse 0, tako da je 25:1 o K+ z;zl BiL; = 0.
Tedaj ima sistem (2.56) prvi integral oblike

Ho=for... fo (e%)ﬁl---(eﬁﬁr. (2.73)

91\ B ar \ Br
Dokaz. Pokazimo, da je H = f{"" ... f"* (e hi) L (e%r> prvi integral sistema (2.56). Po-
kazati moramo, da je Y H =0, t. j.

OH OH
Hpy e
Oz + oy
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Najprej odvajamo H po spremenljivki z in dobimo

OH 10f1 o A 10/2 )
G =T gy (BT () e G (R)
T ” 76 . "
) o 2 (Y ()
511 91 ih_ % LﬂQ iﬁr
A g () () B () T () T
1

Ogr oh
91\ A1 o \Br=1 1 ar\ FEhy — gr G-
prpgs g (R (oF) T (o) B Srad
T

Podobno odvajamo H po spremenljivki y in dobimo

0H _10f1 g1\ B ar 102 g1\ A1
87y:a1 o 87?;;2 ;q<eh1> ...(ehr) + fitanfs? By g"<e 1)
T T ZL 5 gr T
(B) T g lf‘"fq o () 1...(6%)ﬁ +

a\Ai-l o 7h1_91% 92\ B2 ar\ Br
+f1al 32_.'fqaqﬁ1 (6h1) <€hi)ayh—28y(6h2) (GZT) + ...
1

897‘ 8hr
g1\ b1 ar\Br=1 7 g\ o lr — Gr T
F OO foa (ehl) B (eir) (ebe)w

r

- : fo 3 OH . O0H : OH OH ; :
Ce vstavimo zgornja izraza za % in Gy V izraz Pt aT;Qv sledi

M p 1 Mg mangpWippge gy (B (cB) "4

Ox oy
Y R G I o B

IS it “';fq peR)" L (eB)
xXr
- 6 2L ﬂl gr ,87‘
+f1al 2&2-'-05(1 gq 18-};162(@ 1) _“(eigzr) +
s\l o G — g G 0\ Br
g ()" () BB ()
991 1
gLy ey 91y ar\ Br
g () () e ()
9gr Ohy.
91\ B1 e \Br—1 / g hy — g
L pogoe gq(e ) ...@(eir) (e‘;)wm

2L Bl gr 67‘*1 gr a g
+ff‘1 2042... ;“1 (em) .”BT(ehr> (ehT)WQ‘
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o 1 a 91 ﬂl gr ﬁr . . .
Iz prvih dveh ¢lenov izpostavimo aq f{* 7 f52 ... fq* (e hl) e (e hr) , iz j-tega Clena iz-
L 91\ B r\ Br
postavimo «; f1 f32 .. fa’ lfa] 1f]a_f_f o fgl (e hi) b (eﬁ) in tako dalje. Tako dobimo
0H OH
T py =
Ox + oy
g () () (3 th)
o fi 2o fq e ... le o +8y + -

L () (G-

- (3050

ht

0 8
a1 po2 g g1\ A1 ar\ Br ( TP g1 Q)
+Buf R fg em o {enr .

99: p 8grQ> h, — (ahTPJr 8hTQ) G
h2

T

91 B1 gr Br (
+ B f I fS2 fg (eh1> ...(elgw> + -

Najprej poglejmo izraze

(8glP+ 891@) hi — (ahlp-i- Q) gi

2.74
9;
Kot smo ze navedli, je L; kofaktor od e”i. Po ena¢bi (2.72) je
0 0
Xgi= (2P + 7Q) = gin, + hiLs.
Ox oy
Velja tudi
Oh; oh
P
Ox +
Izraz (2.74) postane
9iKn,hi + hZL; — Kp,higi  hiL; I.
= =1,
2 2
In to velja za vse tovrstne izraze (i = 1,...,r). Torej formule z zgornjimi izrac¢uni in (2.58)

postanejo:
91\ B1 ar \ Br 91\ b1 ar\ Br
M §q<eh1> <ez7) a K+ . 4 qaq(e 1) ...<ehr ag K+
g9

91 Bl 9gr. 57‘ 91 ﬁl 9gr ﬂT
—I—flo‘l...f(?"(ehl) ...(eigzr) Bily+ ...+ fi ... gq(ehl) ...(ehr) BrLy.
©1e . . . [6% Q g1 ﬁl gr. B?" . .
Vidimo, da lahko pri vsakem ¢lenu izpostavimo f;™ ... fq* <eh1) e (e hr> in dobimo

a1 oyq 91 ﬁl gr. ﬁ'r
o (ehl) ...(ehT> (1K1 + ...+ agKg+ Bl + ...+ BrLy). (2.75)

Kerje an Ky ... +agKy+ 1L + ...+ L, =0, je izraz (2.75) enak ni¢ in velja YH =0. =
V naslednjem izreku je trditev (i) posledica iz [30], trditev (ii) pa izhaja iz [21, 22].
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Izrek 2.2.40 ([81]) Predpostavimo, da polinomsko vektorsko polje X stopnje m v C? wsebuje
p ireducibilnih algebraicnih invariantnih krivulj f; = 0, taksnih, da f; paroma nimajo skupnih
faktorjev in p wustreznih kofaktorjev K; za i = 1,...,p. Naj X wvsebuje tudi r eksponentnih
95
hj

aktorjev e s kofaktorji L; za j =1,...,r. Tedaj velja:
J

(i) Obstajajo Ni,p; € C, ki niso vsi nicelni, tako da je 377 NK; + 35y pily = —divX
natanko tedaj, ko je funkcija (2.73) integrirajoci mnoZitelj vektorskega polja X .

(ii) Cejep+r = (m;l)’ je funkcija (2.73) prvi integral, ¢e velja Y b _; N K; + Z;:1 pil; =0
ali je integrirajoci mnoZitelj, ce velja > b _; N K; + Z§:1 piL; = —divX, pri éemer niso
vsi Ai, i € C enaki nic.

Ker nas zanima integrabilnost sistemov oblike (2.44), lahko véasih uporabimo naslednjo trditev,
ki se navezuje na integrirajoce mnozitelje. Funkcija V' = 1/u se imenuje inverzni integrirajoci
mnozitelj.

Lema 2.2.41 (i) Ce ima sistem (2.44) inverzni integrirajoci mnozitelj oblike
m
V=) [,
i=1

kjer je F; analiticna v x iny, F;(0,0) #0 zai=1,...,m, a # 0, in « je celo Stevilo, ki ni vecje
od 1, ima (2.44) prvi integral oblike (2.45).

(ii) Ce ima sistem (2.44) inverzni integrirajoci mnoZitelj oblike V. = (zy)® in aa—10-1 =
ba—1,0—1 =0, ima (2.44) prvi integral oblike (2.45).

Tocka (i) v lemi je poseben primer izreka 4.13 (iii) iz [23]. Tocka (ii) sledi iz formule (4.28) iz
[23].

Darbouxjeva metoda je eno najucinkovitejsih orodij pri Studiju problema centra sistema
(2.56). Ce lahko konstruiramo Darbouxjev prvi integral (2.59) ali Darbouxjev integrirajoci
mnozitelj (2.69) z algebrai¢nimi invariantnimi krivuljami f; = 0, ki ne potekajo skozi izhodisce,
potem imamo zagotovo prvi integral, ki je analitiGen v okolici izhodiséa. Ce ima sistem (2.43)
(ali (2.44)) Darbouxjev prvi integral (2.59), tedaj ima tudi prvi integral (2.45) in zato center v
izhodiscu (glej [23]).

Ko iscemo algebrai¢ne parcialne integrale sistema (2.56), jih iscemo v obliki F' = 77 =0 ity

s K = Zﬁ}io Bijx'y? (m je stopnja sistema). Nato vstavimo te izraze v enacbo
i+ T y=KF (2.76)
Y

in ena¢imo koeficiente pred enakimi monomi na obeh straneh enacbe (2.76), dobimo sistem
polinomskih ena¢b v spremenljivkah a;j, 8;;. Ce resitev sistema obstaja, dobimo algebraiéni
parcialni integral (ali ve¢ integralov) sistema (2.56).

2.2.6 Casovna reverzibilnost in posplosena reverzibilnost

Casovno reverzibilna simetrija nastopi v mnogih primerih v klasi¢ni in kvantni mehaniki. V
nadaljevanju obravnavamo sisteme, ki imajo simetrijo, ki v realnem sistemu s singularnostjo
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tipa fokus ali center dejansko pomeni center. Zato ¢asovno reverzibilni sistemi premorejo neko
simetrijsko os (premico) L. Ce (ne) upostevamo smeri toka, imamo v realnem sistemu glede na
os L dve vrsti simetrij: zrcalno simetrijo, kjer je dovolj poznati le polovico faznega portreta,
druga polovica faznega portreta je potem zrcalna slika glede na os L; in ¢asovno reverzibilno
simetrijo, ki obravnava tudi tok orbite. Casovno reverzibilna simetrija pomeni, da se vsaka
orbita na eni strani premice L zrcali v sebi obratno (glede na ¢as obrnjeno) orbito na drugi
strani premice L. Glede na ¢as obrnjeno orbito z(t) mislimo, da ¢as te¢e v nasprotni smeri:
x(—t). Kot primer si poglejmo linearni sistem v ravnini (u,v), kjer je premica L na osi u. Prvo
simetrijo ponazorimo s kanoni¢nim linearnim sedlom

=—u, v=v (glejsliko 2.11),

.

drugo pa s kanoni¢nim linearnim centrom

s
7

2N
N7

o
N

Slika 2.11: Zrcalna simetrija. Slika 2.12: Casovna reverzibilnost.

V splosnem je realni sistem
w=U(u,v), ©=V(u,v), (2.77)
zrcalno simetricen glede na os u natanko tedaj, ko velja
U(u, —v) =U(u,v) in V(u,—v) ==V (u,v), (2.78)
in je casovno reverzibilen glede na os u natanko tedaj, ko velja
U(u, —v) = =U(u,v) in V(u,—v) =V (u,v), (2.79)

(glej [114]). Nas bo zanimala samo ¢asovna reverzibilnost, saj jo lahko povezemo s problemom
centra in fokusa, kajti vsak sistem, ki ima v izhodis¢u singularno toc¢ko tipa center ali fokus, ima
zaradi zgoraj omenjene simetrije, ki dolo¢a ¢asovno reverzibilnost, dejansko center. Na primer,
obravnavajmo sistem

o= —v —vf(u,v?), v =u+ g(u,v?), (2.80)

kjer je f analiticna funkcija brez konstantnega Clena in g analiticna funkcija brez konstantnega
in brez linearnih ¢lenov. Vemo, da je izhodiSce tega sistema bodisi center ali fokus. Ker sistem
(2.80) zadosca pogoju (2.79), kar v praksi pomeni, da transformacija u — u, v — —v, t — —t
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pusti sistem nespremenjen, je sistem ¢asovno reverzibilen. Torej je os u premica simetrij za
trajektorije in zato nobena trajektorija na okolici (0,0) ne more biti spirala. Odtod sledi, da
ima sistem (2.80) center v izhodis¢u. Poglejmo preprost primer sistema (2.80)

i = —v — 3uv® + 20°, v = u + 5u?0. (2.81)

Vidimo, da ta sistem zados¢a enacbi (2.79), kar pomeni, da je ¢asovno reverzibilen. Slika 2.13
prikazuje fazni portret sistema (2.81) in vidimo, da ima sistem center v izhodis¢u.

Slika 2.13: Fazni portret sistema (2.81).

Ce so vse trajektorije sistema simetricne glede na neko premico L, pravimo, da je L os
simetrije sistema (2.77). Na sliki 2.13 vidimo, da je os simetrije sistema (2.81) os w.

Kot smo ze zgoraj navedli, je lazje obravnavati problem centra za kompleksne sisteme. zato
najprej opiS§imo posplositev te geometrijske casovne reverzibilnosti na kompleksne sisteme. S
substitucijo © = u + iv kompleksificiramo realni sistem (2.77), da sistem (2.77) postane (kom-

pleksna) diferencialna enacba
&= P(z,7) (2.82)

in ji dodamo njeno kompleksno konjugirano enac¢bo ter obravnavamo T kot novo spremenljivko
y in privzamemo, da so parametri druge enacbe poljubni. Tako dobimo sistem

Funkcija P(z,T) v (2.82) zadoSc¢a enacbi
P®) = U4+ 7), 2 (7)) +iV(L(e +7), (2 — 7).
' 2 20 2 " 24

Tako zrcalna kot tudi ¢asovna reverzibilnost sta zajeti v preprostem pogoju na vektorju a koefi-
cientov polinoma P(x,T): sistem (2.77) ima eno izmed teh dveh simetrij glede na os u natanko
tedaj, ko je

Ulu, —v) + iV (u, —v) = £(U(u,v) — iV (u,v)),

kar v jeziku polinoma P pomeni pogoj P(T,x) = £P(x,T), iz katerega sledi, da je a = *a.
Pozitivni predznak povsod zgoraj pomeni zrcalno simetrijo, negativni pa ¢asovno reverzibilnost.
Tako imamo naslednjo lemo.
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Lema 2.2.42 Vektor a naj oznacuje koeficiente polinoma P(x,%) v (2.82).

(1) Sistem (2.77) je zrcalno simetricen (¢asovno reverzibilen) glede na os w natanko tedaj, ko je
a=a (a=—a), t. j. vsi koeficienti so realni (vsi koeficienti so ¢ista imaginarna Stevila).

(ii) Ce je a = =+a, je u os simetrije sistema (2.77).

Iz zgornje leme sledi, da je u os simetrije sistema (2.82), ¢e je

P(Z,z) = P(x,), (2.84)

kar ustreza zrcalni simetriji, ali ¢e je

P(z,x) = —P(z,7), (2.85)

kar ustreza casovno reverzibilni simetriji. Ce je izpolnjen pogoj (2.85), je sistem (2.82) z invo-
lucijo
r—T, T (2.86)
transformiran v sistem
&t =-P(x,z), ©=—-P(z,7). (2.87)

Torej, ¢e je (2.82) dobljena iz (2.77) in v enacbi (2.82) ter v njej konjugirani enac¢bi uporabimo
transformacijo (2.86), je realni sistem (2.77) ¢asovno reverzibilen in ima posledi¢no center v
izhodiséu. Ce os simetrije L, ki poteka skozi izhodisée, ne sovpada z osjo u, lahko uporabimo
rotacijo x1 = ez, ki os L zarotira za ustrezen kot ¢ in jo preslika v os u. V novih koordinatah
(1,Z1) sledi enacba:

T = e_i‘PP(ewacl, e_i‘P:h) := P(x1,Z1).

Iz leme (2.2.42) sledi, da je ta sistem ¢asovno reverzibilen glede na premico Imz; = 0, ¢e velja
analog pogojev (2.85), t. j. P(T1,x1) = —P(x1,T1), kar po kratkem izracunu prinese

¥ P(exy, e~ %) = —e WP(¥xy, e ¥ay).
Zato je (2.82) casovno reverzibilen, ko obstaja taksen ¢ € [0,27), da je
X P(x, ) = —P(e*%z, e %%x). (2.88)

Kot smo videli zgoraj, dobimo kompleksifikacijo sistema (2.77) tako, da enacbi (2.82) dodamo
njeno konjugirano enacbo. Iz enacbe (2.88) in njene konjugirane enacbe sledi naslednja naravna
posplositev ¢asovne reverzibilnosti v C2.

Definicija 2.2.43 Sistem

dz
a - F(Z)a

kjer je F: C% — C? (ali F : R? — R?), je ¢asovno reverzibilen, ée obstaja linearna transforma-
cija
T:(z,y) = (vy,7"'w), 7€ C\{0}, (2-89)
da je
d(T'z)
dt

=—F(Tz).
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Za sisteme oblike (2.83) lahko zgornjo definicijo ekvivalentno zapiSemo na naslednji nacin.

Definicija 2.2.44 Sistem (2.83) je casovno reverzibilen glede na transformacijo (2.89), ée in
samo ce velja

P(z,y) = —1Q(yy,~ 'z) (2.90)
za vse v € C\{0}.
Kot smo videli zgoraj, ima realni polinomski sistem s singularnostjo tipa center ali fokus, ki
je casovno reverzibilen glede na premico, ki poteka skozi to singularno tocko, nujno center v

obravnavani singularni toc¢ki. V naslednjem izreku (dokaz glej v [114]) vidimo, da podobno velja
za kompleksne sisteme oblike (2.43).

Izrek 2.2.45 Vsak c¢asovno reverzibilen sistem oblike (2.43) (ali (2.44)) ima center v izhodiscu.

Opomba 2.2.46 V izreku 2.2.45 koeficienti v sistemu (2.43) ne zado3cajo nujno pogoju be, =
Qpq, Saj govorimo o splosnem kompleksnem sistemu.

Mnozica ¢asovno reverzibilnih sistemov v prostoru parametrov sistema (2.43) ni nujno ra-
znoterost, saj je, kot bomo videli v nadaljevanju, definirana z racionalno parametrizacijo. Za

v=(11,...,v9) € N3 naj [v] oznacuje monom v Cla, b], ki je podan s
14
V] = agi,fn o 'agﬁmbfﬂfz’lé T bgff}m‘ (291)
Naj v oznacuje involucijo od v; torej: U = (vay,...,v1). Za fiksno druzino (2.43) (ali (2.44)) in

ustrezno preslikavo . podano z

3(1/) = <21)I/1 4+ .4 <z€> vy + (ZZ> Voy1 + -+ <Zq)1>V2£7 (2‘92)
1 ¢ ¢ !

definiramo mnozico
M={veNt: Lv)=(j,j) zaneki jé&Np}. (2.93)
Naj bo Iy, ideal definiran z
Ioym = (V] = [V] : v € A) C Cla,b]. (2.94)

Ideal Iy, imenujemo simetrijski ideal ali ideal Sibirskega za druzino (2.43) (ali (2.44)).
Za dokaz naslednje trditve glej [114].

Trditev 2.2.47 Fokusne kolic¢ine sistema (2.43) (ali (2.44)) imago obliko

ae= Y. gl - ). (2.95)
{VIL(V):(]{I,IC)}

Zaradi definicije Bautinovega ideala B in trditve 2.2.47 je B C Igym, zato je V(Isym) C V(B),
kar pomeni, da ima vsak ¢asovno reverzibilni sistem (2.43) (ali (2.44)) center v izhodis¢u, torej
izrek 2.2.45 drzi.

Naslednji izrek poda karakterizacijo mnozice ¢asovno reverzibilnih sistemov (za dokaz glej
[115).
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Izrek 2.2.48 Naj bo R C E(a,b) mnoZica vseh ¢asovno reverzibilnih sistemov v druzini (2.43).
Tedaj velja:

(i) R C V(Usym) in

(ii) V(Zsym)\R = {(a,b) € V(Isym) : obstaja par (p,q) € Sz lastnostjo apgbgp =0 in  apg+
bgp # 0}

Ker je Isym praideal (glej [110]), je raznoterost V(lsy,) ireducibilna (glej poglavje 1). Dejan-
sko je bila za vse polinomske sisteme, obravnavane do sedaj, V(Isy,) komponenta centralne
raznoterosti. Avtorja v [114] postavita domnevo, da je to vedno res v sistemih oblike (2.43).

V nadaljevanju si poglejmo, kako izra¢unamo mnozico ¢asovno reverzibilnih sistemov R.
Oznacimo z

(a,0) = (ap1,q15 Opo,gos - - -+ Apgges aepes - - + 5 Oga s Ogr p1 )

urejen vektor koeficientov sistema (2.43), z E(a,b) = C% oznacimo prostor parametrov sistema
(2.43) in s CJa, b] polinomski kolobar spremenljivk ap, in by, nad poljem (obsegom) C.
Pogoj (2.90) pomeni, da je sistem (2.43) ¢asovno reverzibilen, ¢e je

n—1 n—1 n—1
ile= Y apga? ™y | =qi | v e = Y b)) ()P | =i [z — Y byt Py |
pto=1 ptq=1 ptq=1
in odtod sledi, da je
apg =1 Pbyp  oz. ekvivalentno by, =P Yay,, (2.96)

kar ni ne fiksni polinomski opis mnozice R (ker je stevilo v razli¢no za razli¢ne sisteme), niti ni
polinomska parametrizacija od R. V izreku 2.2.48 smo videli, da je R C V(Isym). Sedaj bomo
pokazali, da je V(Isym) zaprtje Zariskega mnozice R z uporabo izreka racionalne implicitizacije
(izrek 1.5.19).

Zactnimo s parametrizacijo mnozice R: zapisimo pogoj (2.96) v obliki

Aprqy, = tk, kapk = PRy, (2-97)

kjer je k = 1,...,¢. Iz geometrijskega vidika enacbe (2.97) definirajo hiperploskev v afinem

prostoru
3041 _
C = (Qp1,q1> Wpasgas -+ -+ Appoars Vappes - + - 5 Oaapas bay prs ths - - - Le, ).

Tako je mnozica vseh ¢asovno reverzibilnih sistemov projekcija te hiperploskve na C2¢ = E(a, b).
Spomnimo se ena¢b (1.37) in (1.38) ter izreka 1.5.19 in definirajmo za 1 < r < {:

QT(th'"?t@’Y) = 17
zal+1<r <2

yReorHLTPrL  Ce e Pap—pi1 — G2r—r41 S0
Qr(tly '7t€’7) = { 1 . . T+ _ T+
) ¢e je par—rt1 — q20—r+1 > 0,
zal <r</:
P?“(tlv cee 7t477) = tra
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zal+1<r <2

P(t1,...,t5,y) = { t2£2;i+1’7 B ?e .?e DP2t—r41 — q20—r+1 <0
APt TRt ) 1y, Ce e Par—ri1 — q2e—r41 > 0.
Nadalje definiramo
Q=Q1- - Q
xT:{aw, cejel<r<t(
bQQe—r+1P2e—r+1 cejel+1<r<2

in naj bo
H=(1-wQ,Q.x, — P, |r=1,...,2¢) C Clw,ty,...,ts,7,a,b]. (2.98)

Potem je po izreku 1.5.19 najmanjsa raznoterost, ki vsebuje mnozico vseh ¢asovno reverzi-
bilnih sistemov v druzini sistemov (2.43)

R=V(Z), Xkjerje Z=Cla,b]NH. (2.99)

Vidimo, da je zaprtje Zariskega mnozice vseh ¢asovno reverzibilnih sistemov raznoterost ideala
Z. Da bi nasli mnozico generatorjev ideala Z, je po izreku 1.3.2 dovolj izrac¢unati Grobnerjevo
bazo ideala H glede na urejenost z {w,v,tx} > {ap.qc,Ogpr | ¥ = 1,..., €} in nato iz seznama
dobljenih polinomov vzeti tiste polinome, ki so odvisni samo od ap, g, , bgp> K =1,..., L.

Iz (2.99) in izreka 2.2.48(i) sledi, da je V(Z) C 'V (Lsym).

Dokazati je mogoce (glej [110]), da velja

Toym =T. (2.100)

Ker je ideal Iy, praideal (glej zgoraj), iz (2.100) sledi, da je tudi Z praideal. Iz (2.99) in (2.100)
pa dobimo naslednji rezultat, ki opisuje ¢asovno reverzibilne sisteme.

Izrek 2.2.49 Raznoterost ideala Sibirskega Isy, je zaprtje Zariskega mnoZice R vseh casovno
reverzibilnih sistemov v druzini (2.43) (ali (2.44)).

Algoritem spodaj poskrbi za mnozico generatorjev ideala = Iy, (Z), ki ustreza sistemu
(2.43) ali (2.44). Pravilnost algoritma je dokazana v [114].

Algoritem za izracun Iy,
Vnos:
Urejena mnozica indeksov {(p1,q1),- .., (pe, 9¢) },
ki dolo¢a druzino sistemov (2.43).
Rezultat:
Reducirana Grobnerjeva baza G ideala Igym,.
Postopek:
1. Izra¢unaj reducirano Grébnerjevo bazo Gy ideala H,
definiranega z (2.98) glede na leksikografsko urejenost z
WS>t > > >Y> g > > bgypy-
2. G:= Gy NCla,bl.

Tabela 2.1: Algoritem za izracun Igy,.
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Zgornji algoritem bomo v poglavju 3 uporabili pri izracunu mnozice ¢asovno reverzibilnih
sistemov znotraj druzine kubi¢nih sistemov in sistemov Cetrte stopnje.

Sedaj obravnavamo dve vrsti t. i. posploSene reverzibilnosti sistemov (2.43) oz. kot smo
videli zgoraj, ¢e obravnavamo problem centra ekvivalentnih sistemov (2.44) s homogenimi neli-
nearnostmi stopnje d glede na preslikave oblike

k‘ly . k’2$
Fla, )@ T g @

Trditve, ki jih predstavimo v nadaljevanju, so bile prvi¢ uporabljene pri dokazu integrabilnosti
za nekatere sisteme v [43] in so bile pred kratkim dokazane v [44].
Oznac¢imo polinoma na desni strani sistema (2.44) s P(z,y) in Q(x,y):

T = (2.101)

n—1
T =z- Z apg 2Py = P(x,y),
pre=l (2.102)

n—1

§o=myt 3 b ey = Q).
ptg=1

Splosni kompleksni sistem oblike (2.83) je (¢asovno) reverzibilen, ¢e obstaja obrnljiva trans-
formacija R, (z1,y1) = R(z,y), da je sistem nespremenjen glede na transformacijo R in spre-
membo Casa t — —T. Najpreprostejsi primer reverzibilnosti je, ko je R linearna transformacija
oblike

R:x1 — vy, y — L, (2.103)

zaneki v € C\ {0}. Ce je sistem (2.102) reverzibilen glede na (2.103), smo v izreku 2.2.45 videli,
da ima center v izhodis¢u. Na pojav, ki ga obravnavamo v naslednji trditvi, lahko gledamo kot
posploseno reverzibilnost, saj je sistem nespremenjen glede na obrnljivo transformacijo koordinat
in spremembo casa dt — f (u,v)dT. Trditev je podana bolj splosno za sisteme z nehomogenimi
nelinearnostmi.

Trditev 2.2.50 Recimo, da za sistem diferencialnih enacb (2.102) obstaja obrnljiva sprememba
koordinat u = u(x,y), v = v(z,y) z inverzom z = z(u,v), y = y(u,v), ki sistem spremeni v

sistem p P ) p o )
u U,V dv Qv
dt fue) At f(u) (2100

kjer sta P(z,y) in Q(z,y) enaka polinoma kot v (2.102) v spremenljivkah (u,v), f(u, v) £ 0, in

ou ou ’P(u’ U)
——P(z,y) + Q(:v,y)> = —— : (2.105)

<3x 0y s=r(wo)y=y(wr)  f(V)

ov ov Q(u7 ’U)

(a.T ay x:x(u,v),y:y(u,v) f(u7 ’U)
Yy = uv + h.o.t. (2.107)

Tedaj ima sistem (2.102) center v izhodiscu..



116 2 Nekatera poglavja iz teorije dinamicnih sistemov

Dokaz. Predpostavimo, da sistem (2.102) ni integrabilen. Kerje P=z+---, Q= —y+---,
obstaja formalna potenéna vrsta F'(x,y) = xy + - - -, taksna, da velja
dF x, 8F Z, 8F x,
ey @y T gy e+, (2108)
dt (2.102) ox 0

kjer je m naravno Stevilo in A\, # 0 je konstanta. Potem je
dF (z,y) _ OF(u,v) 0u OF (u,v) Ov

Codt (2.102) o T%P(%y) + T%P((L',y)
OF (u,v) Ou OF (u,v) O .
o By Qz,y) + —5- 8yQ(m’y) (2.100)
-1 OF (u,v) M - .
flu,v) [ 5y D)+ 5 = Qu,v) | = —Am(zy)" 4

kjer druga enakost drzi zaradi (2.105) in (2.106) in zadnja zaradi (2.107). Iz (2.108) in (2.109)
sledi, da je A, = 0 za vse naravne m. To pomeni, da je ustrezen sistem (2.102) integrabilen in
ima zato center v izhodiscu. m
Trditev 2.2.50 bomo uporabili v razdelku 3.2.3 za dokaz integrabilnosti sistema ¢etrte stopnje.
Tukaj podamo drug primer njene uporabe z resitvijo odprtega problema, ki je bil predlagan v
[40]. Pokazimo, da ima sistem
& =x + boax® + z2y> — ¢°,
] 5 39 5 (2.110)
Yy=—y+a°—x7y" + bosy
center v izhodis¢éu. Za sistem (2.110) so avtorji v [40] nasli samo eno invariantno krivuljo stopnje
stiri f(z,y) = 1+ boa(z* — y*), ki ni dovolj za konstrukcijo Darbouxjevega prvega integrala ali
Darbouxjevega integrirajotega mnozitelja. Lahko uporabimo trditev 2.2.50, da dokazemo, da
ima ta sistem prvi integral oblike (2.45). V sistem (2.110) vpeljemo novi koordinati
Y . z

T T fay)

Hitro lahko preverimo, da (2.111) zados¢a pogojem (2.105)—(2.107). Zato je po trditvi 2.2.50
sistem (2.110) integrabilen in ima zato center v izhodis¢u.

Enacba f(u,v) = 0 v trditvi 2.2.50 ne definira nujno invariantne krivulje sistema (2.102),
¢etudi je v vseh primerih, kjer smo uporabili trditev 2.2.50, enoli¢na invariantna krivulja, ki
nam pomaga pri konstrukciji transformacije v dokazu.

Vcasih je reverzibilnost skrita in jo lahko zaznamo skozi spremembo koordinat in ¢asa. Na-
slednja trditev obravnava situacijo, ko sistem postane reverzibilen glede na involucijo (2.103) po
spremembi koordinat in ¢asa.

(2.111)

Trditev 2.2.51 Predpostavimo, da je z obrnljivo analiticno transformacijo oblike

2z =kix + h.o.t., w = kay + h.o.t. (2.112)

in spremembo ¢asa dt = f(w, z)dT sistem (2.102) zapisan v obliki
dz dw
= 1 e

kjer je h(z,w) analiticna funkcija spremenljivk (z,w). Tedaj ima sistem (2.102) center v iz-

hodis¢u, ce je sistem (2.113) invarianten glede na transformacijo z — w, w — z in T — —=T.

= w(l — h(z,w)), (2.113)



2.2 Zvezni sistemi 117

Dokaz. Sistem (2.113) je invarianten glede na transformacijo z — w, w — z in T — T,
kar pomeni, da je ¢asovno reverzibilen. Zato ima po izreku (2.2.45) sistem (2.113) prvi integral
oblike ¢ = zw + -+ -, t. j., ima center v izhodis¢u in posledi¢no, ker je (2.112) obrnljiva v okolici
izhodisca, ima tudi sistem (2.102) center v izhodiscu. m

V razdelku 3.2.3 bomo trditev 2.2.51 uporabili pri dokazu integrabilnosti sistema cetrte
stopnje. Sedaj poglejmo, kako je lahko trditev 2.2.51 uporabna pri iskanju integrabilnih sistemov
znotraj polinomske druzine Lotka-Volterrovih sistemov (2.102) s homogenimi nelinearnostmi.
Najprej navedimo naslednjo pomozno trditev.

Lema 2.2.52 Naj bo f polinom oblike f(z,y) = 1+ F(z,y), kjer je F' homogen polinom stopnje
m. Tedaj obstaja taksen polinom f(w,z) stopnje m, da je

fw,2)f(z,y) =1

zZa

2= kiy/f(z, )™ inw = kex/f(z,y)"/™. (2.114)

Lahko trdimo Se veé, in sicer velja

flz,y) = 1+ G(a.y), (2.115)
kjer je
G(z,y) = — <Z; Ii) : (2.116)
Dokaz. Iscemo f(x,y) v obliki (2.115) in po kratkem izracunu dobimo
G ko, k1y) = —F(x,y),

kar prinese (2.116). m
Obravnavajmo polinomski Lotka-Volterrov sistem oblike

i =xz(1+Ax,y), §=-y(l+B(zy)), (2.117)
kjer sta A in B homogena polinoma stopnje d.

Trditev 2.2.53 Obstaja polinom f oblike f(x,y) = 1+ F(x,y), kjer je F taksen homogen
polinom stopnje d — 1, da sprememba koordinat

z= kly/f(x,y)l/(d_l) and w = kox/ f(x, y)l/(d_l), (2.118)
katere inverzna sprememba je podana z
& = w/ (ks f(w, )/ @) and y = 2/ (ky f(w, 2)Y/@D), (2.119)
kjer je f(w,z) = 1/f(z(w, 2),y(w, 2)), transformira (2.117) v sistem oblike (2.113). Se ve¢,

A+B
2

f=1+ (2.120)
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m

hw, 2) = % <<B B A) + ali 1 ( (xa(A;a; B)> z=w/ka,y=2/k1 +4)-

(ya(AaZ B)>

Alw, 2) = A(w/ko, z/k1), B(w,z) = B(w/ka, z/k1). (2.122)

(f + B))) . (2.121)

r=w/ko,y=z/k1

kjer je

Dokaz. Ce izvedemo substitucijo (2.118), dobimo

s (14 B)—1/(d— 1)2; <a:g£(1 +A) - ygf(l +B)> ,
Y 8fy (2.123)
w=w(l+A)—1/(d— 1)w? <x8m(1 + A) — ya—y(l —|—B)> ,

kjer je desna stran sistema definirana z (2.122). Ce v (2.123) spremenimo ¢as dt = f(w, z)dT,
dobimo sistem
2 =2Z(z,w), w=W(z,w). (2.124)

Ce odstejemo drugo enacho v (2.124) od prve, vidimo, da je (2.124) oblike (2.113), ce je
f2+A+B)=2,
kjer A, B pomenita polinoma A in B, ovrednotena z (2.119). Iz zadnje enacbe ugotovimo, da je

fN_ 1 A(w/k‘Q,Z/kl) + B(w/k‘Q,Z/le)

Iz tega izraza za f in iz (2.116) vidimo, da je polinom f definiran z (2.120).

Ce odstejemo drugo enacbo v (2.124) od prve, vidimo, da je polinom h(w, z) oblike (2.121).
[ ]

Kot direktno posledico trditev 2.2.51 in 2.2.53 dobimo naslednji kriterij za obstoj centra v
sistemu (2.117).

Trditev 2.2.54 Sistem (2.117) ima center v izhodiscu, ce je
h(w, z) + h(z,w) =0, (2.125)
kjer je h funkcija definirana z (2.121).

Z uporabo trditve 2.2.54 in algoritmov racunske algebre lahko najdemo pogoje za obstoj cen-
tra v polinomskih Lotka-Volterrovih sistemih s homogenimi nelinearnostmi, kot so to naredili
avtorji v [44, izrek 2.6]. Podoben pristop lahko uporabimo za katerikoli sistem s homogenimi
nelinearnostmi (ne samo Lotka-Volterrovi sistemi), vendar v splo§nem primeru ne moremo trans-
formirati sistema v obliko (2.113) in tako ne moremo najti posplositve trditve 2.2.53. Pokazimo,
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kako pristop deluje za splosne sisteme s homogenimi nelinearnostmi z uporabo kvadrati¢nih

sistemov

& =x + a107® + agrry + a_12y%, (2.126)
y=—y+ biozy + bo1y* + be, 127 .

Najbosta f =1+ ciz+coyin f=1— crw/ky — coz/ki. Potem je ff v spremenljivkah

xko yk1
w=— z=>=
f f
identi¢no enak 1. Ce uporabimo inverz od (2.127) v sistemu (2.126), dobimo kubicni sistem,
ki je zelo dolg. Zato ne izpiSemo. Dobljen sistem je ¢asovno reverzibilen, ¢e zadoS¢a pogojem
izreka 6 v [67]. Vstavimo koeficiente dobljenega sistema v polinome izreka 6 v [67] in dobimo
polinome, ki generirajo ideal, ki mu dodamo polinoma 1 —kj«a, 1— k2 (s tem preprecimo, da bi
kateri izmed ky ali ko bil nicelni). Iz dobljenega ideala eliminiramo spremenljivke «, 3, k1, k2, ¢1
in co ter izraCunamo minimalno dekompozicijo raznoterosti ideala. Dobimo dve ireducibilni
podraznoterosti, ki jih definirata naslednja ideala:

(2.127)

Ji = (a10a01 — biobo1, a—12b3) — ba—1a3;, abpa_12 — b2 103,

2 2 2 2
aipa—12b79 — agba,—1bo1, ajga—12b10 — ap1b2,—1b3;),
in

3 3 2 492
Ja = (b10, ao1, ajpa-12 — 6aroa—12bo1b2,—1 + b1 b2 -1 + 8aZ 1505 _4).

Raznoterost ideala J; je komponenta centralne raznoterosti sistema (2.126), ki ustreza sistemom,
ki so reverzibilni glede na transformacijo

ey, gyl te —t,

(glej npr. [114, §3.7]) in raznoterost ideala J je podmnozica komponente centralne raznoterosti,
ki ustreza Darbouxjevim integrabilnim sistemom s tremi invariantnimi premicami.

2.2.7 Bifurkacije limitnih ciklov

Teorija bifurkacij limitnih ciklov, kot jo obravnavamo v tej monografiji, izhaja iz (polinomskih)
ravninskih sistemov NDE oblike (2.32). Prou¢ujemo spremembe obnasanja orbit v faznem pro-
storu poljubnega ravninskega sistema, ki ga oznacimo z @ = f (). Se posebej proucujemo
Stevilo in (medsebojno) postavitev limitnih ciklov sistema @' = f (@), kot sprasuje Sestnajsti
Hilbertov problem. Mnoge Studije se osredotocajo na bifurkacije Hamiltonskih sistemov, kjer
za resitev problema uporabimo tako imenovano Melnikovo funkcijo [68] oziroma tako imenovan
Abelov integral, ¢e gre za polinomski Hamiltonski sistem. V tej monografiji obravnavamo tako
imenovano Bautinovo metodo, ki je opisana v razdelku 3.1. Za nadaljnje branje priporo¢amo
monografijo [87], ki obravnava izkljuéno probleme bifurkacij v sistemih NDE, in vsebuje preko
dvesto virov.

Pri problemu cikli¢nosti je bistveno presteti najvec¢je mozno Stevilo limitnih ciklov, ki lahko
nastanejo s perturbacijo enostavnega centra ali fokusa v sistemu @' = f(@). Brez izgube za
splosnost obravnavajmo singularnost @y = (0,0) sistema @' = f (). S F = Jf (dy) oznacimo
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Jacobijevo matriko preslikave f v singularni tocki #y. V enostavnem centru ali fokusu je
det (F) # 0. Zaradi Hartman-Grobmanovega izreka se v hiperboli¢ni singularni tocki rav-
ninskega polinomskega sistema $tevilo limitnih ciklov ne spremeni (ostane enako ni¢). Torej
v hiperboli¢ni singularni tocki je ciklicnost vedno (ne glede na naravo perturbacije) enaka nic.
Obravnava ciklicnosti v hiperboli¢ni singularni tocki zato ni zanimiva. Nehiperboli¢na singular-
nost ravninskega sistema nastopi, ¢e je det (F) = 0 (kar v ravnini ustreza izrojenim primerom)
ali det (F') > 0in sled (F) = 0 (kot v sistemu (2.32) z a = 0, ki je najzanimivejsi ravninski primer
in opisuje centre in/ali fokuse). S spremembo ¢asa t — [t lahko sistem (2.32) preoblikujemo v
obliko

U= Au—uv+ P(u,v)

v=u+ v+ Q (u,v),

ki omogoca perturbacije, pri katerih je sled (F) # 0. V sistemu (2.128) je A = %, polinoma P

(2.128)

in  pa sta brez prostih in linearnih élenov s stopnjo kveéjemu n. Naj bo P (u,v) = Agu® +
Ajquv + A021)2 + A30u3 4+ 4 Apgpo™ in Q (u, 1)) = BQ()’U,2 + Biiuv + B()Q'l}2 + B30u3 + -+ By v™
in oznac¢imo A = (Ag, ..., Aon), B = (Bao, ..., Bon) . Tedaj prostor parametrov sistema (2.128)
standardno oznacimo z E (A, (A, B)). Ko je A = 0, sistem (2.128) postane

= —v+ P(u,v)

b= u+Q(u,v). (2.129)

kar je v bistvu sistem (2.41).

Definicija 2.2.55 Obravnavagmo sistem (2.128) s parametri (X, (A, B)) in z n((\, (A, B)),¢)
oznacimo $tevilo limitnih ciklov sistema (2.128), ki v celoti leZijo znotraj e—okolice tocke Uy =
(0,0), ki je singularna tocka sistema (2.128). Tocka @y = (0,0) sistema (2.128) z dolocenimi
(fiksiranimi) koeficienti (\*, (A*, B*)) € E (X, (A, B)) ima (glede na prostor E (\, (A, B))) ci-
klicnost ¢, ¢e obstajata taki pozitivni konstanti dg in €g, da za vsak 0 < € < eg in 0 < § < Jy
velja

max{n ((A,a),e):|(A, (4,B)) — (\*,(A*,B"))| < d} =c.

Koncept cikli¢nosti in idejo metode za obravnavo le-te, ki jo bomo predstavili v poglavju 3,
lahko pripisemo ruskemu matematiku Bautinu [6]. Predvsem povzamemo rezultate po [114] in
se osredotoc¢imo na iskanje zgornje meje za cikli¢nost.

Spomnimo se, da je za sistem (2.128) funkcija razlike D (ro) — ro = n17ro + Nard + n3rs + -+ -
(definirana v (2.39)) v faznem prostoru povezana z limitnimi cikli okoli @y = (0,0) . Spomnimo
se tudi, da koeficiente funkcije razlike imenujemo Ljapunovi koeficienti. Izolirane ni¢le funkcije
razlike (2.39) oc¢itno pripadajo limitnim ciklom sistema (2.128). In v grobem lahko re¢emo, da
je ciklicnost sistema enaka Stevilu pozitivnih nicel funkcije razlike (2.39) na majhni okolici tocke
ro = 0. Ljapunovi koeficienti sistema (2.128) so realne analiti¢cne funkcije spremenljivke A in
koeficientov polinomov P in @Q); za fiksno vrednost parametra A so to polinomi. V razdelku 2.2.3
smo videli, da jih lahko rekurzivno izracunamo.

Iz geometrijskih lastnosti Poincaréjeve (povratne) preslikave sledi, da ima prvi nenicelni
Ljapunov koeficient lihi indeks, npr. 2k + 1, k € Ny. V primeru Sibkega fokusa (ko je k > 0) ima
funkcija D (rg) najvec k nicel in zato ima sistem najve¢ k limitnih ciklov, ki obkrozajo izhodisce
(glej izrek 6.2.7 v [114]).

Ko je izhodisce center (D (rg) = 0), problem cikli¢nosti postane problem iskanja posebne baze
ideala, generiranega z Ljapunovimi koeficienti, ko so le-ti obravnavani kot elementi relevantnega
kolobarja funkcij, odvisnih od parametrov sistema. Splosna definicija taksne baze je sledeca.
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Definicija 2.2.56 Naj bosta podana Notherski kolobar R in urejena mnoZica V = {vy,ve,...} C
R. Konstruiramo bazo M(I) ideala I = (vy,va,...) kot sledi:

(1) poisci prvi nenicelni polinom v, € V in postavi M(I) = {vp},

(it) preveri naslednje elemente v; € S, zacensi z j = p+ 1, in dodaj v; v M(I), e in samo ce
v; & (M(I)).

Baza M(1), ki jo konstruiramo na tak nacin, se imenuje minimalna baza ideala I glede na urejeno
mnoZzico V. Stevnost mnozice M(I) imenujemo Bautinova globina ideala I [64).

Izkaze se, da sta ideal, generiran z Ljapunovimi koeficienti, in ideal, generiran z realnimi
fokusnimi koli¢inami pripadajoce kompleksifikacije, enaka (in imata enako bazo), zato v praksi
namesto z Ljapunovimi koeficienti obi¢ajno raje delamo s fokusnimi koli¢inami. V razdelku 3.2
bomo pokazali prej omenjeno enakost idealov in zvezo med fokusnimi koli¢inami in cikli¢nostjo
sistema. Videli bomo, kako nam lahko minimalna baza ideala v nekaterih primerih pomaga
dolo¢iti natan¢no zgornjo mejo za stevilo limitnih ciklov, ki bifurcirajo iz centra sistema.

2.3 Diskretni sistemi

V tem razdelku bomo razlozili nekatere osnovne pojme v teoriji diskretnih dinamiénih sistemov.
V nadaljevanju bomo s pomocjo teorije polinomskih idealov iz poglavja 1 obravnavali limitne
cikle za sisteme (R, f) v smislu definicije 2.3.1, kjer bo f : R — R realna analiti¢na funkcija
oblike

f(z)=—x+ i apzh L, (2.130)
k=1

Sistemi s preslikavo (2.130) o¢itno (za nobeno kombinacijo koeficientov ay) ne morejo imeti cikla
s periodo 3 (in zato po izreku Sarkovskega [62, Polgl. 5]) ne premorejo kaoticne dinamike. Ker
lahko pri diskretnih sistemih Ze za preslikave f : R — R oz. za f : [0,1] — [0, 1] naletimo na
kaoti¢no dinamiko, pa tudi z namenom sklenitve razdelka v zaklju¢eno celoto, bomo definirali
nekatere za diskretne dinamicne sisteme kljuéne pojme; vkljuéno z definicijo kaosa.

Kaos so v dinamiénih sistemih zaceli odkrivati na prelomu 19. stoletja s Studijem problema
gibanja treh (in ve¢) teles [96, 100]. Za ponovni razcvet oz. uradno rojstvo teorije kaosa pa danes
stejemo [96] Lorenzovo delo z naslovom “Deterministic nonperiodic flow” [83]. Za raziskovalce je
bilo presenetljivo predvsem odkritje deterministi¢nega kaosa (ki ga danes imenujemo kar kaos)
v sistemih navadnih diferencialnih enacb in zveza med kaoti¢no dinamiko ter obcutljivostjo na
zacetne pogoje. Teorija kaosa se je razmahnila v sedemdesetih in osemdestih letih 20. stoletja,
vzporedno z razvojem racunalnistva. Od tedaj je predmet intenzivnega raziskovanja v mate-
matiki, fiziki, astronomiji, biologiji itd. Ceprav obstaja veliko definicij za kaoti¢ni dinami¢ni
sistem, splosno sprejete definicije ni [11]. V tem poglavju bomo povzeli najpogosteje privzeto
Devaneyevo definicijo kaoticnega (diskretnega) dinamic¢nega sistema, ki temelji na tranzitivno-
sti, gostosti periodi¢nih tock in obé¢utljivosti na zacetne pogoje. Ena od klasi¢nih poti do kaosa
je tako imenovano podvajanje periode v tockah bifurkacij (glej npr. [10], [62, Pogl. 10] in [32,
str. 130]), ko najdemo orbite s periodami k, 2k, 4k, ...

Nenazadnje lahko imajo sistemi (2.130) (za posebne vrednosti parametrov ay) vse sode peri-
ode in na pripadajoc¢ih raznoterostih lahko obravnavamo posplositve limitnih ciklov s poljubno
periodo, kar v literaturi Se ni raziskano. Zanimivo bi bilo raziskati tudi morebitne zveze takih
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limitnih ciklov s cikli reda 2, ki so obravnavani v [92] in [93], ter ze prej v [105, 111, 127]. Prav
tako je zanimiva posplositev sistema (5, f), kjer je f oblike (2.130), na preslikave

2 2
f(z,y) =—(z,9) + (Z a1[k,27k]$k927k7 Zaz[k,zk]ﬂfky2k> + (2.131)
k=0 k=0

3 3
T <Z a3 y* 7, Zag[k73_k]l‘ky3_k> e
k=0 prt

kjer je f :R? — R2.

2.3.1 Glavne definicije

Definicija 2.3.1 Diskretni dinaméni sistem je par (S, f) kjer je S poljubna mnoZica in f : S —
S preslikava mnoZice S wvase. Z zaporednim delovanjem preslikave f definiramo n—ti iterat
preslikave [ kot

ff=fofo---of, neNp. (2.132)
—_—

n—krat

Po dogovoru je f° identiéna prelikava na S
fO=id,: S — 8. (2.133)

Poudarimo, da pri diskretnih dinamic¢nih sistemih oznaka f™ pomeni n—ti iterat in ne n—to
potenco preslikave f.

Definicija 2.3.2 Za dano tocko x¢g € S in izbrano preslikavo f : S — S lahko obravnavamo
zaporedje iteratov xpy1 = f(xn), n=0,1,2, ..., ki predstavlja pozitivno orbito (tir) tocke z¢:

O;(xz0) = Olao) = {f"(w0),n > 0}. (2.134)

Pomembna kategorija orbit so tako imenovane periodi¢ne orbite in v tesni povezavi z njimi
periodicne tocke.

Definicija 2.3.3 Tocka ¢ je periodi¢na, cée za neki n > 1 velja f™(x9) = xo. V tem primeru
orbiti recemo (periodicni) cikel periode n, najmanjsemu takemu n pa perioda cikla.

Definicija 2.3.4 Tocka xo je predperiodi¢na, ce je za neki m € Ny iterat f™(xg) periodiéna
tocka.

Mnozico vseh periodi¢nih in predperiodi¢nih tock diskretnega dinamicnega sistema (.5, f)
ozna¢imo s Per(f,S) oziroma s PerPer(f,S). Natanéni definiciji sta taksni:

Per(f,S)={x €S, f"(x) =, zanekin > 1},
PerPer(f,S) ={x € S, f™™(z) = F™(x), za neki n > 1, m > 0}.
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Definicija 2.3.5 Cikel dolzine ena imenujemo tudi negibna (fiksna) tocka sistema (f,S) oz.
singularnost. Singularna tocka xo diskretnega dinamicnega sistema (S, f) zado$ca enacbi

[ (x0) = wo. (2.135)

Ce je mnozZica S nedvoumno dolocena (znama), pisemo kar Per(f) in PerPer(f) namesto
Per(f,S) oz. PerPer(f,S).

Naj bo z* fiksna tocka sistema (f,S), kjer je S € {R,RQ}. Za poljubno matriko A defini-
ramo njen spektralni radij, p (A), kot najvecjo absolutno vrednost njenih (kompleksnih) lastnih
vrednosti

A) = AV
p(A) fé?}’fx){‘ |}

Definicija 2.3.6 (Hiperboli¢na fiksna tocka) Pravimo, da je fiksna tocka x* hiperbolicna,
¢e za Jacobijevo matriko A = Jg (x*) velja, da je p (A) # 1.

Podobno kot za zvezne sisteme Hartman-Grobman-ov izrek za diskretne sisteme (glej npr.
[38, Razdelek 4.10]) zagotavlja, da je dinamika okoli hiperboli¢ne fiksne tocke diskretnega sistema
lokalno homeomorfna dinamiki pripadajocega lineariziranega sistema. Prav tako imamo analog
izreka o stabilni in nestabilni mnogoterosti (glej [38, Izrek 4.12]).

Definicija 2.3.7 Naj bo (f,,S) dinamicéni sistem s parametrom r. Vrednost parametra r, pri
kateri se kvalitativno obnasanje dinamicnega sistema (f.,S) nenadno spremeni, imenujemo bi-
furkacijska vrednost.

V nadaljevanju nastejmo Se nekaj definicij.

Definicija 2.3.8 Naj bo xqg fiksna tocka preslikave f. Pravimo da je tocka x asimptoticna k
tocki xg, ce je lim, oo f(x) = xo. S spodnjim izrazom

W?e(zo) = {x; = je asimptoticna k tocki xo}
je definirana stabilna mnozica fiksne tocke xg.

Definicija 2.3.9 Naj bo xg periodicna tocka s periodo k. Pravimo, da je tocka x asimptoti¢na
k tocki xq, ¢e je lim, oo f™¥(2) = x0.

Za poljubno preslikavo f definiramo mnozico
By ={x; Oy(x) je omejena},

ki predstavlja mnozico vseh tock (preslikave f) z omejeno orbito. Ce je iz konteksta nedvoumno
razvidno, za katero preslikavo f gre, lahko indeks f tudi opustimo in piSemo kar B. Tudi za
diskretni sistem (2.4) lahko definiramo w—limitno mnozico.

Definicija 2.3.10 Tocka y je element w—Ilimitne mnoZice tocke x za preslikavo f, ¢e obstaja
tako zaporedje naravnih Stevil ny, da velja

lim d(f™(z),y) = 0.

k—o0



124 2 Nekatera poglavja iz teorije dinamicnih sistemov

Definicija 2.3.11 Bazen priviacnosti, Bay (xo) , privlacne fiksne tocke xo je mnoZzica vseh tock
x za katere velja w(z) = .

Obravnavajmo dinamicni sistem (S, f) in naj bo B C S.

Definicija 2.3.12 Ce za vsako tocko x € B velja, da je njena pozitivna orbita Of(z) =0(x) =
{f"(x),n > 0} vsebovana v B, pravimo, da je mnoZica B invariantna mnozica sistema (.5, f).

Osnovna naloga diskretne dinamike je klasifikacija tock z € S glede na obnaSanje orbit
Of(x). Ce je S zgolj mnozica brez dodatne strukture, je tipiéna naloga diskretne dinamike
opisati mnozico periodi¢nih oziroma predperiodiénih tock Per(f,S), PerPer(f,S)) in poiskati
vse periode periodi¢nih tock. Ce je mnozica S “obogatena” z dodatno strukturo (na primer
s topologijo, metriko, algebro), lahko s pomocjo le-te definiramo dodatne lastnosti orbit oz.
dinamicnih sistemov, kot na primer konvergenco, gostost orbite v prostoru, gostost periodi¢nih
tock, obc¢utljivost na zaCetne pogoje, lastnosti posebnih algebrskih elementov itd. Oglejmo si
najpomembnejse definicije in lastnosti dinamike v topoloskih oz. metri¢nih prostorih.

Definicija 2.3.13 Naj bo D C X podmnoZica topoloskega prostora (X,7) in f : D — D,
preslikava mnoZice D vase. Preslikava f je topolosko tranzitivna, ce za poljubni odprti mnoZici
U in V iz topoloskega prostora (X, 7), ki sekata D, obstaja element z € U N D in tako naravno
stevilo n, da je f*(z) € V.

Zgornja definicija je topoloska. Ekvivalentna definicija v metri¢cnem prostoru je taksna.

Definicija 2.3.14 Funkcija f je topolosko tranzitivna na metricnem prostoru (D, d), ¢e za po-
ljubni tocki x,y € D in vsak € > 0, obstaja tak z iz (D,d), da za nekin € N velja

d(z,z) <eind(f"(z),y) <e (2.136)

Pogosto je metri¢ni prostor X = (R?, d), kjer je za poljuben par & = (z1,22), ¥ = (y1,¥2) iz
R?, metrika d definirana takole

4@ ) = /(51— 1) + (22 — )2 (2.137)

Med pomembnejSe osnovne rezultate na tem podro¢ju spada spodnja trditev, ki poveze gostost
periodi¢nih tock in topolosko tranzitivnost (dokaz glej npr. v [32]).

Trditev 2.3.15 Naj bo D C X podmnozica metricnega prostora X in f : D — D. Ce je
mnoZica vseh periodicnih tock gosta v D in ¢e obstaja tocka, ki ima gosto orbito v D, je f
topolosko tranzitivna na D.

2.3.2 Limitni cikli in njihove bifurkacije za preslikave (2.130)

V nadaljevanju se omejimo na sisteme (R, f), kjer je f oblike (2.130). Za zvezne sisteme smo
razliko med centrom in fokusom podali v definicijah 2.2.14 in 2.2.16. Za sisteme (R, f), kjer je
f oblike (2.130), sta ustrezni definiciji taksni.

Definicija 2.3.16 Singularno (fiksno) tocko x = 0 preslikave (2.130) imenujemo:
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1. stabilni fokus, Ge obstaja tak € > 0, da je za vse z, za katere je || < ¢, limita limy_,o £ (2)
enaka nic,

2. nestabilni fokus, e je stabilni fokus za (inverzno) preslikavo f~1 (z),

3. center, ¢e obstaja tak € > 0, da je za vse vrednosti x, za katere je |z| < e, izpolnjena
enakost f2(r) = .

Definicija 2.3.17 (Limitni cikel) Tocko xg > 0 imenujemo limitni cikel preslikave (2.150),
Ce je xq izolirana resitev enacbe

f(x) =z =0. (2.138)

Preslikave (2.130) so lahko implicitno definirane (to je obravnavano tudi v [111], [105], [93],
[92]) preko spodnje druzine enach

U(r,w)=z+w+ Z aijriw? = 0. (2.139)
i+j=2

Na tak nacin je prvi obravnaval sisteme (2.130) Zoladek v [127]. Pravimo, da ima polinom
(2.139) center v izhodis¢u, ¢e ima enacba W (z,w) = 0 resitev oblike (2.130), ki je tudi sama
center za x = 0. Analogno definiramo fokus enacbe (2.139).

Ce zelimo obravnavati tevilo limitnih ciklov, ki nastanejo blizu z = 0, je najbolje uporabiti
pristop, ki ga je v [127] predlagal Zotadek in temelji na tako imenovani Ljapunovi funkciji @,
definirani v (2.140), ki je o¢itno direktna posplositev (v smislu analogije) prvega integrala iz
(2.46). Vrednosti g2, g4, ... iz (2.140) pa so analogne fokusnim koli¢inam iz enacbe (2.46); glej
definicijo 2.2.25. Ljapunova funkcija, @, in fokusne koli¢ine, gox, za sistem (2.130) oz. (2.139)
so definirane s spodnjo enac¢bo

D (f (z)) — @ () = goa + gua® + -+ + gopa®™ T + - (2.140)

Ce za izbrano preslikavo (2.130) obstaja Ljapunova funkcija ®, jo formalno zapisemo v obliki

vrste
® (z) = 22 (1 +) bkack> : (2.141)
k=1

Koeficiente gor iz (2.140) tedaj imenujemo fokusne koli¢ine. Spodnja trditev je iz [111]. V
dokazu uporabimo kompozicije formalnih vrst, ki so za preslikave (2.130) dobro definirane, saj
vedno uporabimo samo koncne vsote.

Trditev 2.3.18 Ce so za vse k € N fokusne kolicine go enake nic, ima preslikava (2.130) v
izhodiscu center. Ce je go = -+ = gop—o = 0 vendar gop # 0, je x = 0 stabilni (0z. nestabilni)
fokus preslikave (2.130), c¢e je gar, < 0 (0z. gor > 0).

Dokaz. V primeru, ko je gop, = 0 za vse k € N, je ® o f = ® implicira ® o f2 = ®. Naj bo
f2(x) =z + ¥ 4+ -, Kjer je ocitno k > 3. Ce vstavimo ta izraz v ® o f2 = ®, sledi (za vsak
k> 3)

24 b+ b2+ 20 rve =2t it 4+ b1 e,
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od koder sledi ¢; = 0, kar omplicira f? (z) = x (oznaka v.¢. pomeni vigje clene).
Ceje gy == gar_o = 0in gop # 0, je (2.140) oblike

D(f(x) —®(x) = gopa® T2 4.

Za dovolj velik m oznacimo ®,, (z) = 2% (1 + Py bjxj). Tedaj je

Doy, (f (2)) — Doy (2) = goa® ™2 + 0O (x2k+3> ‘
Ce v zgornji enachi 2 nadomestimo z f (z), sledi

oy (12 (x)) = Doi, (f (2)) = g [f (@) + O <x2k+3>

a1 (1 (2) = @ (f (@) + ga [F (@) 4+ O (a2+)
Doy, (f? () = Doy (z) + g™ 2+
+ gok [~ — asz® — - -]2k+2 +0 <x2k+3>

Do (f* (2)) — o (2) = 29942> T + O <x2k+3>

Brez izgube za splosnost lahko privzamemo, da je > 0. Potem je tudi f? (z) > 0. Ker je ®
(in ®9x) za dovolj majhne x > 0 injektivna in narasc¢ajoca, iz zadnje enacbe za gor < 0 sledi,
da je @y (f2 (1‘)) — @9 () < 0 in potem je (za dovolj majhne pozitivne ) tudi f? (z) —z < 0,
kar pomeni, da je lim, o f2* () = 0. Podobno za f~! v primeru, ko je gor > 0, sledi, da je
Do (f? (2)) — Pok (z) > 0 iz tega pa f2 (z) —x > 0 in konéno: limp, o (f_l)Qn (x) = 0, kot smo
zeleli dokazati. m

To se dodatno potrjuje analogijo Ljapunovih funkcij (2.141) s prvim integralom @ (z,y) v
zveznih sistemih (2.41), ki obstaja natanko tedaj, ko je go, = 0 za vsak k € N. Poleg tega obstaja
oc¢itna analogija med izrekom 2.2.23 in zgornjim rezultatom. Oc¢itna pa je tudi podobnost med
slikama 2.3 (levo) in 2.14 ter slikama 2.3 (desno) in 2.15.

A = Af _
, f=x , f=x
’ ’
’ ’
’ 5 ,
X
/ £2(x0) :
’
f?(x0) 7 ’
/ xO « ) xO R
e L
// X /’ X
4 f(xo) ’ f(x0)
’ ’
? ’
’ ’
R fx) =—x—a;x?—-- 0 FO) = —x —agx? —

Slika 2.14: Fokus preslikave (2.130). Slika 2.15: Center preslikave (2.130).
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Analogija med prvim integralom in Ljapunovo funkcijo ® je motivacija, da preslikavi (2.130)
priredimo analog Poicaréjeve povratne preslikave R (z) = f2(x) = x + coz® 4+ c32* + -+ ter
analog funkcije razlike (2.39)

P(x) = f* () — 2 =cox® + csa +- -, (2.142)

podobno, kot v definiciji 2.2.22.

2.3.3 Fokusne koli¢ine preslikave (2.130)

V nadaljevanju bomo privzeli, da so koeficienti a; preslikave (2.130) polinomi parametrov {c;}
iz (2.139) za i+ j < k alii+ j = k (k <n) in bomo oznacili {a;;} = {a,...,an}. To pomeni,
da so koeficienti goj, ter b; in ¢; iz (2.140) ter (2.141) in (2.142) polinomi v spremenljivkah
Aty .oy Oy (8. g2k, biyci € Rlag, ... an)).

Oznacimo prostor parametrov {c;;} = {a1,...,an} z A in —okolico od a* € A z

Ns (o) ={a € A; |o; —aj| <6, Vie{l,..,m}}.

Nadalje oznac¢imo z

fa(z) =—2— Z ar, () - 2+ (2.143)
k=1

preslikavo (2.130), ki ustreza tocki o € A. Na primer o = (a0, a11, 22, @30, @21, A12, 0p3) ali
a = (a0, 011, ap2) ali @ = (agg, @21, 12, ap3). Predpostavili bomo tudi, da je za vsako vrednost
a* € A desna stran enacbe (2.143) konvergentna na dovolj majhni okolici |z] < €, a € N5 (a*).

Podobno, kot v podrazdelku 2.2.7, kjer smo obravnavali bifurkacije limitnih ciklov v zveznih
sistemih @ = f (@), je tudi za sisteme (2.130) v prostoru parametrov A smiselno obravnavati,
koliko limitnih ciklov nastane v neki okolici Ny (a*) tocke a* € A, ¢e parametre sistema malo
spreminjamo.

Definicija 2.3.19 ([111]) Z ng. oznacimo Stevilo limitnih ciklov preslikave fo na okolici |x| <
€. Tedaj ima singularna tocka x = 0 preslikave fo+ ciklicnost ¢ v okolici izhodiséa v prostoru
parametrov A, ¢e obstajata taka &g in g, da je za vsak 0 < & < &g in vsak 0 < § < dg

max Nge = C.
a€Ns(a*)

Kot bomo wvideli v naslednjem razdelku in v razdelku 3.3, je tudi v primeru preslikav (2.130)
smiselno cikliénost preslikave f, obravnavati preko fokusnih koli¢in, ki so definirane v naslednjem
razdelku.

V nadaljevanju bomo opisali teoreti¢ni postopek (kot je opisan v [111]) za pridobivanje
fokusnih koli¢in gog. Uporabljamo Ljapunovo funkcijo @, ki je definirana s (2.140). Spomnimo
se, da sistem enacb ga = g4 = -+ = gor, = - - - = 0 doloca centralno raznoterost preslikave f (glej
(2.130)). V praksi v (2.140) namesto f uporabljamo (glej npr. [92, 93, 105, 111]) priblizek

n n
)= - Sttt = o (14 3 )
k=1 k=1
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tako, da (2.140) dobi obliko
® (fn (x)) -0 (x) = 92$4 + 94376 R 92kx2k+1 + ..

Potem lahko fokusne koli¢ine gop izrazimo kot polinome spremenljivk a;. Desno stran zgornje
enacbe oznacimo s ¥
U (2) = gor™ + gaa® + -+ + g™ 4

Problem centra in fokusa za (2.130) je potem poiskati tak ® (b1, be,...) (t. j. poiskati koeficiente
br) in tak U (g2,g4,...) (t. j. poiskati koeficiente gox) v odvisnosti od koeficientov ay, k =
1,2,...,n, da bosta za vsak n € N (formalni) vrsti za ® (f,, (z)) — ® (z) in ¥ (x) hkrati nicelni:

O (fn) — @ (x)

0,
U (z)=0.

Za obravnavo fokusnih koli¢in gof je zelo pomembn kolobar monomov M, ki je definiran kot
M ={v; L(v)=2kzak=0,1,2,...}, (2.144)
L (v) je linearni operator, ki slika Njj — Ng (Ng = NU {0}) in je definiran z

L((vi,v2,...,05))=1-v14+2-v3+---+n-vy. (2.145)

Oznacimo v := (v1,v2,...,0y), |v] ;== v14+va+---+vy, in [v] ;= al'-ag?-- - --alr in izra¢unajmo
® (f,). Najprej izracunamo m—to potenco od f,:

m!
= (==)" Z ooyl (a12)™ (6‘25'32)02 e (ana™)
lo|l=m—1 " e

Torej je koeficient pri 2%+ v @ (f,,) enak

V skladu z zgornjimi oznakami iz @ (f,) — ® (z) = ¥ () = 0 sledi:

1

boi—1 = 552%1 (a1,...,an),

g2 = Sgi (al,...,an),

kjer je
k—1 .
2! ; Jj+2)!
Se= Y W+ > )y Y %m (2.146)
v1leop! ; < vl
|v[=1 j=1 [v|=j+1
l(v)=k l(v)=k—j

in by; lahko izberemo poljubno (seveda izberemo by; = 0). Induktivno lahko dokazemo (glej [111,
lema 3]), da za vsak monom [v], ki je vsebovan v go;, velja L (v) = 2i, kar lahko za prvih nekaj
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fokusnih koli¢in go; hitro preverimo: za go = —2a? +2as sta [v1] = a? in [v2] = a2 edina monoma
in velja: L(v;)=1-242-0=L(v2) =1-0+2-1=2. Podobno za
g4 = ?% 2a1a2 + a3 — 6aias + 2a4

velja l(v) =4 in
al=>L(v)=1-44+2-0+3-0+4-0=4

U1
V9 1a2:>L(1}2)_1 24+2-14+3-0+4-0=4
V.

V4 —a1a3:>L(v4)—1 1+42-04+43-14+44-0=4

I =
=
s =a=>L(vs)=1-0+2-24+3-0+4-0=4
]
115]—a4:>L(v5)—1 0+2-04+3-0+4-1=4.

[
[
[
[
[

Lastnost [v] € go; = L (v) = 2i implicira, da so fokusne koli¢ine invariantne za transfor-
macijo x — —z v prostoru parametrov, ki so dolo¢eni z (2.130). To uvidimo, ¢e koeficiente iz
f (—z) oznacimo z af,. O¢itno je a}, = (1) ay, in za [v] = (a})"* - - (al,)"" sledi

V'] = (D' o) = (~1)*[v] = [v]
prej omenjena invariantnost.

Rac¢unanje fokusnih koli¢in je lahko za zvezne sisteme zelo zamudno (glej str. razdelek 2.2 in
npr. [107, 113]). Teoreti¢no lahko v (diskretnem) primeru preslikave (2.130) fokusne kolicine go;
zaradi zgoraj nastetih lastnosti (dodatne informacije najdete v [111, izrek 1]) dobimo zaporedno;
tako, da na vsakem koraku (t. j. za vsak vektor v € Nfj) izratunamo pomozni koli¢ini V{,) in
U Za v—je, za katere velja |v| = 1, postavimo V,y = 1, ¢e je L (v) liho stevilo, in V(,y = 0, ¢e
je L (v) sodo §tevilo. Za vse v—je, za katere velja |v| > 1, pa definiramo

1 (L(p)+2)! v — 9
Vi = 5 (200~ Zocuep Voo s o) @ LO=2i-1 o0
0 e L(v)=2i

Za |v| = 1 postavimo U,y = 2, ¢e je L (v) sodo, in Uy = 0, ¢e je L(v) liho. Za [v] > 1 pa
definiramo

U 0 te L(v)=2i—1

o) = L(p)+2)! . :

7 A ) = Zocpern Vi e oy € L) =2i

V (2.147) in (2.148) je

(2.148)

0 ce |v]#2
¢e |v| =2 in Ju; v; tako, da je v;-v; # 0
¢e |v| =2 in 3lv; tako, da je v; #0

A(v) =

=N

in
n

0 (,0) =1(n) +2= (v —

i=1
Ko imamo dovolj pomoznih koli¢in U, in V{,), je 2i—ta fokusna koli¢ina enaka

goi = Z ‘U(U) [v]. (2.149)
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Opomba 2.3.20 Pomozni kolicini (2.147) in (2.148) ter sama formula (2.149) sta v [111,
izrek 1] izpeljani s pomocjo (2.146). V praksi pa je racunange fokusnih kolicin tudi s pomocjo
teh formul dokaj zamudno, zato raje uporabimo kak racunski algebrski sistem.



Poglavje 3

Primeri uporabe polinomskih idealov

3.1 Bautinova metoda za reSevanje bifurkacijskih problemov

Bautinova metoda za resevanje bifurkacijskih problemov, ki je opisana v tem razdelku, je upo-
rabna tako za zvezne kot tudi za diskretne sisteme. Metodo je z namenom reSevanja drugega
dela Sestnajstega Hilbertovega problema vpeljal ruski matematik N. N. Bautin sredi prejsnjega
stoletja (glej [6]). Problem cikli¢nosti za polinomske sisteme

U=—-v+Py(u,v)+--+ P, (u,v), D =u+Q2(u,v) + -+ Qn (u,v), (3.1)

kjer s P, (u,v) in @y, (u,v) oznac¢imo homogene polinome stopnje n, sprasuje po (maksimalnem)
Stevilu in razporeditvi limitnih ciklov, ki lahko nastanejo v faznem portretu sistema (3.1). Pojem
cikliénosti je vpeljal Bautin in v [6] resil problem cikli¢nosti za kvadratne sisteme oblike (3.1);
torej za n = 2.

V tem razdelku obravnavamo Bautinovo metodo/izrek, ki je znana kot glavna metoda
reSevanja problema ciklicnosti. Dokaze Bautinovega izreka lahko najdemo npr. v [47, 57, 125,
126]. Podrobneje je metoda opisana v [114, 117]. Kljub navidezni preprostosti problema ci-
klicnosti za sisteme (3.1), je odgovorov oz. resitev relativno malo. Posledi¢no je to bogat vir
trenutnih raziskav razlicnih avtorjev. Po Stevilnih zapletih so razliéni avtorji uspeli dokazati
Dulacov izrek, da je za vsak sistem (3.1) stevilo limitnih ciklov, ki lahko nastanejo (z dodaja-
njem nelinearnosti do ¢lenov reda n), konéno, “samo” za n = 2. Podrobnejse informacije o tem
najdete v [114], str. 249. Se danes ni jasno, koliko limitnih ciklov lahko nastane v kvadratnih
sistemih (3.1). Bautin je originalno dokazal, da je to Stevilo vsaj 3 (glej [114]).

Bistvo Bautinove metode je, da se problem cikli¢nosti za elementarne singularne tocke (t. j.
izolirane singularne tocke z vsaj eno nenicelno lastno vrednostjo) lahko preoblikuje na ocenjeva-
nje Stevila izoliranih nicel blizu izhodis¢a neke analiti¢ne funkcije in v konéni fazi na algebrski
problem iskanja baze polinomskega ideala, ki izhaja iz prej omenjene analiti¢ne funkcije, ter ga
imenujemo Bautinov ideal. Poleg tega je Bautinov ideal generiran s fokusnimi koli¢inami (glej
npr. razdelek 2.3.3). Iz poglavja 1 vemo, da je vsak polinomski ideal konéno generiran, toda
pogosto je tezko najti bazo Bautinovega ideala. Splosne resitve zal ni in problem cikli¢nosti
je razresen samo za kvadratne in kubicne sisteme (glej [120]). Ce je sistemu pripadajo¢ Bauti-
nov ideal korenski, je, kot bomo videli v nadaljevanju, cikliénost v nekaterih primerih relativno
enostavno razreSiti, v nasprotnem primeru lahko uporabimo aproksimacijsko metodo, ki jo je
za zvezne sisteme predlagal Christopher v [20]. Kot je obravnavano v [93], lahko isto metodo
uporabimo tudi za diskretne sisteme (2.130).

131
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Obravnavajmo analiti¢no funkcijo F': Rx A — R, kjer je « € A C R" (v nadaljevanju bo to
prostor parametrov), ki je v okolici tocke z = 0 oblike

F(za)=3 f() (3.2)
j=1

in velja, da je za vsak j € Ny funkcija f; () za vsak a* € A analititna in funkcija (3.2)
konvergentna na (majhni) okolici tocke (z,a) = (0,*). Zanimajo nas majhne pozitivne nicle
funkcije (3.2) za vsako izbrano vrednost a*; torej resitve enacbe F' (z,a*) = 0 v okolici z = 0 € R.
Smiselno je definirati multiplikativnost za vrednost parametra a = o*.

Definicija 3.1.1 (Multiplikativnost) Za izbrano vrednost parametra o = o € A C R" in
dovolj majhno vrednost € > 0 oznacimo z N (a,¢e) Stevilo izoliranih nicel funkcije (3.2) na
intervalu (0,e) C R. Pravimo, da ima tocka o glede na prostor parametrov A v oklici tocke
z = 0 € R multiplikativnost ¢, ¢e obstajata taki pozitivni konstanti dy in g, da za vsak 0 < & < dgy
in 0 <e <eg velja

max {N (o, ¢) : o — || <} =¢,

pri cemer ||.|| oznacuje evklidsko normo na R™.

V zvezi z multiplikativnostjo je mogoce dokazati naslednjo trditev (dokaz najdete v [114,
trditev 6.1.2, posledica 6.1.3]).

Trditev 3.1.2 Naj bo F' : R x R™ — R funkcija, ki jo lahko zapisemo v obliki
F(z,a)=fi (@) 2" (1+ T (z,a)) + -+ fs (@) 22 (1 + U, (2,a)), (3.3)

kjer so j, € N in zau = 1,...;5 velja j1 < --- < js. Poleg tega naj bodo funkcije fi,..., fs ter
Uy, ..., Uy za neki pozitivni realni vrednosti § in € na obmocju {(z, ) ; |z| < e and | — ag| < 0}
realne in analiticne in za vse j = 1,...,s naj veljo ¥; (0,a*) = 0. Potem obstajata Stevili €1 in
01, za kateri ima enacba

F(z,a)=0

za vsako izbrano vrednost «, ki zado$¢a neenacbi || — o*|| < 61, kveéjemu s — 1 izoliranih nicel
na intervalu 0 < z < e1. Pri izbrani vrednosti o enacbo F (z,a)) = 0 obravnavamo kot enacbo
glede na eno realno spremenljivko z.

Posledica 3.1.3 Ce koeficienti funkcije F iz enacbe (3.2) zadoicajo pogojem
fo(a®) == fm(@") =0, fims1 (") #0,
je multiplikativnost funkcije F pri vrednosti parametra o kvecjemu m.

Dokaz. Ker v okolici tocke a* velja fr,+1 (o) # 0, lahko (3.2) zapiSemo v obliki
F(z,a) = ij (@) 2 + frng1 (@) 2" 1+ T (2,0))
j=1

in uporabimo trditev 3.1.2. m

Z By oznac¢imo bazo ideala I C Ray,...,qn] in naj bo Br = {g1,92,...,9s}. Tedaj za
vsak g € I = (g1,92,...,9s) obstajajo polinomi hi,...,hs € R|aq,...,qy], da velja g = h1g1 +
hags + -+ + hsgs.
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Trditev 3.1.4 Naj bo F' funkcija oblike (3.2), ki je za |z| < € in za o € N (a*) konvergentna.
Ce je Br = {fry, fra»- - -» fr. } minimalna baza ideala I = (f1, fa,..., fx,...), kjer f; izhahajo iz
enacbe (3.2), obstajata 0 < e < eg in 0 < § < &y, pri katerih je Stevilo pozitivnih nicel enacbe

F(z,a) = Zf] ()22 =0
j=1
v okolici tocke z = 0 za vse a € Ny, (o) mangse od s.

3.2 Zvezni sistemi

V tem razdelku se najprej seznanimo z enim od pristopov za reSevanje problema ciklicnosti za
realne dvorazsezne polinomske sisteme. Pristop temelji na izra¢unu fokusnih koli¢in in iskanju
minimalne baze Bautinovega ideala, s katero smo se seznanili v razdelku 2.2.7. Ce zelimo
resiti problem cikli¢nosti, najprej resimo problem centra (poiséemo fokusne koli¢ine), nato pa
se lotimo povsem algebrai¢nega problema (iskanja baze ideala z uporabo teorije iz poglavja 1).
V prvem podrazdelku se seznanimo s teorijo, ki povezuje fokusne koli¢ine sistema z zgornjo
mejo za cikliénost. Celoten pristop, ki ga tukaj opisemo, je povzet po [114]. V naslednjih dveh
podrazdelkih resimo problem centra za dve druzini dvorazseznih polinomskih sistemov NDE.
Druzina kubié¢nih sistemov, za katero bomo najprej poiskali pogoje za center v izhodis¢u, je bila
obravnavana v [45], kjer so bili izra¢uni centralne ranoterosti izhodis¢e za nadaljnjo obravnavo
ciklicnosti tega sistema. V drugem podrazdelku na podlagi pridobljenih rezultatov za problem
centra druzine kubi¢nih sistemov pridobimo tudi zgornjo mejo za cikli¢nost s pomocjo rezultatov,
ki so izpeljani v prvem podrazdelku. Prav tako obravnavamo ciklicnost vsake komponente
centralne raznoterosti in na ta na¢in pokazemo, da znotraj obravnavane druzine obstajajo sistemi
s centrom v izhodiS¢u, iz katerega bifurcira natanko toliko limitnih ciklov, kot je bilo predhodno
dokazano, da je zgornja meja za cikli¢nost sistema. Pritem si pomagamo z naslednjim rezultatom
20, izrek 2.1].

Izrek 3.2.1 Naj bo o € A tocka na centralni raznoterosti sistema (2.129) in naj ima prvih k
Ljapunovih kolicin L(i); i = 1,...,k neodvisne linearne dele. Tedaj o lezi na komponenti
centralne mnogoterosti s sorazseinostjo vsaj k, in obstajajo bifurkacije, ki glede na parameter a
1z centra porodijo k — 1 limitnih ciklov.

Ce poleg tega vemo, da o lezi na komponenti s sorazseznostjo k, je o gladka tocka raznoterosti
i ciklicnost glede na parameter o iz centra je natanko k — 1.

V slednjem primeru je k — 1 tudi ciklicnost genericne tocke na tej komponenti centralne
raznoterosti.

Prav tako bomo ta rezultat uporabili v tretjem razdelku tega poglavja, kjer ga posplosSimo
na preslikave (2.130). V obeh primerih bomo z njegovo pomocjo cikli¢nost komponent centralne
raznoterosti povezali z njihovo razseznostjo. Tako bomo uporabili teorijo o izrac¢unu razseznosti
raznoterosti (glej poglavje 1) in pridobili natanéno vrednost za cikli¢nost nekaterih sistemov, ki
imajo center v izhodiscu.

V tretjem podrazdelku reSimo Se problem centra za dvorazsezno druzino sistemov Cetrte
stopnje, ki je bila prvi¢ obravnavana v [43] in za katero so bile fokusne koli¢ine izra¢unane s
pomocjo modularne aritmetike opisane v razdelku 1.5.
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V zadnjem podrazdelku si bomo na kratko pogledali trirazsezno druzino kvadratnih sistemov
NDE, za katero poiS¢emo pogoje za nastop centra na centralni mnogoterosti. Nato za vsak
sistem s centrom poiStemo enacbo centralne mnogoterosti in s pomocjo le-te reduciramo sistem
na ustrezen dvorazsezen sistem.

3.2.1 Fokusne koli¢ine in zgornja meja za cikli¢cnost

Kot smo ze omenili v razdelku 2.2.3, je pridobitev Ljapunovih koeficientov (glej definicijo 2.2.22)
z racunskega vidika zahteven problem. Ker tako Ljapunovi koeficienti, kot tudi fokusne koli¢ine,
katerih izracun je lazji, doloc¢ajo sisteme s centrom znotraj druzine (2.129), predvidevamo, da
obstaja povezava med njimi. Ta povezava nam omogoca, da obravnavamo problem cikli¢nosti
s pomocjo fokusnih koli¢in. Klju¢ do povezave mnozice Ljapunovih koeficientov, ki izhajajo iz
originalnega sistema (2.129), in mnozice fokusnih koli¢in, ki izhajajo iz kompleksifikacije sistema,
je ta, da delamo na invariantni ravnini z = z v C2, ki vsebuje kopijo faznega portreta realnega
sistema. Problem, ki se pri tem pojavi in, katerega bomo tudi izpostavili, je, da medtem ko
fokusne koli¢ine izhajajo iz kompleksifikacije sistema (2.129), perturbacije nastopijo znotraj vecje
druzine (2.128).
V (2.129) in (2.128) naj bosta

n n
P(u,v) = Z Ajpdo® in Qu,v) = Z B; pulo”.

j+k>2 jHk>2

Z (A, B) oznacimo mnozico parametrov A in Bjj sistema (2.129) in z E(A, B) prostor, ki
je povezan s parametri. Podobno z (A, (4, B)) ozna¢imo mnozico parametrov \, A;j in Bj
sistema (2.128) in z E(), (4, B)) ustrezen prostor parametrov.

Ce sledimo postopku kompleksifikacije, ki je opisan v podrazdelku 2.2.3, najprej v sistem
(2.128) vpeljemo kompleksno spremenljivko « = u + iv in dobimo enacbo

N
T=Mx+i(z— Z ajpIT"). (3.4)
j+k=2

Enacba (3.4) je kompleksna oblika realnega sistema (2.128). K tej enacbi dodamo njeno konju-
girano enac¢bo in dobimo

N N
&= \x + iz — E ajpvIT, T = N\T —iT + § a7
k=2 J+k=2

Zamenjamo T z neodvisno spremenljivko y in vse kompleksne koeficiente a@;, z neodvisnimi
kompleksnimi koeficienti b; in dobimo

N
&= +i(z— Z aprlyF),
k=2

N
g=Xy—ily— Y braty’).
k=2
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Ce v sistemu (3.5) dolo¢imo A = 0, dobimo kompleksifikacijo sistema (2.129). Ker koeficienti
(a,b) kompleksifikacije zadoscajo enacbi b = a in je gx(a,a) € R za vsak a in ker so Reajp
in Imaj;, polinomi z racionalnimi koeficienti v spremenljivkah koeficientov (A, B) originalnega
sistema, lahko s spremembo koordinat a; = Aj;, +iBjj in by; = A — iBj;, pridobimo fokusne
koli¢ine ustreznega realnega sistema, ki so polinomi v spremenljivkah (A, B) z racionalnimi
koeficienti in ki jih ozna¢imo z g&:

95 (A, B) = gre(a(A, B),a(A, B)). (3.6)
Za dokaz naslednjega izreka glej [114, izrek 6.2.3].

Izrek 3.2.2 Naj bodo n; Ljapunovi koeficienti, definirani z (2.39) sistema (2.128) in g5, naj
bodo fokusne kolicine realnega sistema (2.129), definirane s (3.6). Tedaj velja:

(i) m=mn2 =0;
(27’) 3 = ﬂ—g]ﬁl ;
(iii) za k € N, k> 2, o € (911, -+ Gp1 p—1) 0 T2ks1 — TGfy, € {9115+ -+ G5_14-1) v R[4, B].

Zarodek analiticne funkcije (angl. germ of analytic function) v tocki 6* € k™ (k je R ali
C) je ekvivalené¢ni razred analiti¢nih funkcij glede na relacijo “f je ekvivalentno ¢”, ¢e obstaja
okolica tocke 0*, na kateri f in g sovpadata. Z Gy« oznac¢imo kolobar analiti¢nih zarodkov funkcij
odvisnih od 6 v tocki 0* € k™.

Direktna posledica izreka 3.2.2 je enakost idealov
(grk : k €N) = (i : k €N) = (naxy1 : k €N)

v R[A, B] in enakost ustreznih idealov v kolobarju G4+ ). Od tod sledi naslednji rezultat [114,
posledica 6.2.5].

Izrek 3.2.3 Naj bodo ny, Ljapunovi koeficienti singularnosti sistema (2.129) v izhodigcu, gxj fo-
kusne kolicine kompleksifikacije sistema (2.129)in gllfk naj bodo fokusne kolicine realnega sistema
(2.129), definirane s (3.6). Predpostavimo, da sta {nk,, ..., M, } 0 {Gj1jis- -1 Gjn,jn b Minimalni
bazi ideala (nory1 : k € N) = (grr : k € N) C Ga- p+) glede na urejeni mnozici {n3,ns,...} in
{911, 922,...}. Tedajjem=mn in za g=1,2,...,m je kg = 2j,+ 1.

Izrek 3.2.3 poveze Ljapunove koeficiente sistema (2.129) s fokusnimi koli¢inami ustrezne kom-
pleksifikacije sistema (2.129). Bifurkacije, ki povzrocijo nastanek limitnih ciklov, nastopijo v
ve¢ji druzini (2.128). Za obravnavo problema cikli¢nosti s pomocjo fokusnih koli¢in, moramo
pogledati povezavo med minimalno bazo ideala, generiranega z Ljapunovimi koeficienti druzine
(2.129), in minimalno bazo ideala, generiranega z Ljapunovimi koeficienti druzine (2.128). V ta
namen z 1, ozna¢imo Ljapunove koeficiente, ki so odvisni le od parametrov (A, B) in z ni(\) ti-
ste, ki so odvisni od parametrov (A, (A, B)). Seveda velja n;(0, (A, B)) = ni(A, B). Ker funkcije
1k (A) niso polinomi, delamo v kolobarju G (4« p+))-
Naslednji rezultat je pomozna trditev 6.2.8 v [114].

Izrek 3.2.4 Fiksiramo druzini (2.129) in (2.128), ki imata enaka nelinearna dela. Naj bodo
{nk(A\) = k € N} Ljapunovi koeficienti druzine (2.128) in {ny : k € N} Ljapunovi koeficienti
druzine (2.129). Fiksiramo (A*, B*) in predpostavimo, da je minimalna baza ideala (n1,m2,...) C
G(axp) enaka {Mgy, ... Mk, }, kjer je ky < -+ < kp. Tedaj je {m(A);,nky,- - -, Mk,, } Mminimalna
baza ideala (11 (A),m2(A), - .) C G(o,(a*,B+))-
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Naslednji izrek priskrbi orodje za dolocanje zgornje meje cikli¢nosti sistemov oblike (2.128).

Izrek 3.2.5 Recimo, da za (A*, B*) € E(A, B) minimalna baza M ideala J = (g}, g5, ...) v
G(ax,B+) 2a ustrezni sistem oblike (2.129) sestoji iz m polinomov. Potem je ciklicnost izhodisca
sistema oblike (2.129) glede na perturbacijo v (2.128) kvecjemu m.

Dokaz. Cikli¢nost izhodis¢a sistema znotraj druzine (2.129) glede na perturbacijo v druzini
(2.128) je enaka maksimalnemu Stevilu pozitivnih nicel (multiplikativnosti) funkcije razlike
(2.39). Po predpostavki izreka 3.2.5 in izreku 3.2.3 minimalna baza ideala (13,75, ...) C G4« p*)
vsebuje m elementov in zato ima po izreku 3.2.4 minimalna baza ideala (1;(A),n2(A),...) C
G(a=,p+) m+ 1 elementov. Tako je po trditvi 3.1.4 maksimalno stevilo pozitivnih nicel funkcije
D(rg) enako m. m

Da lahko uporabimo izrek 3.2.5, potrebujemo racunsko metodo za doloc¢itev minimalne baze
ideala (gﬁ : k € N), v kateri je eksplicitno podanih samo prvih nekaj generatorjev. Ce je
izhodisce sibki fokus reda k, je za sisteme (2.129) cikli¢nost kve¢jemu k — 1, za sisteme (2.128)
pa kve¢jemu k. Zato je dolocitev zgornje meje za ciklicnost izhodis¢a relevantna samo, ko je
izhodisce center. Zato predpostavimo, da je problem centra reSen in poznamo najmanjsi K, za
katerega je V(B) = V(Bg).

Naslednji izrek pove, kako je koncept minimalnosti Bautinovega ideala povezan s cikli¢nostjo
centra v izhodis¢u [76, 114].

Izrek 3.2.6 Predpostavimo, da za sistem (3.5) z A = 0 veljata naslednja dva pogoja:
(a) V(B) = V(Bk),
(b) By je korenski ideal.

Tedaj je ciklicnost izhodisca sistema (2.129) glede na perturbacije v sistemu (2.128) kvecjemu
enaka Stevnosti M(Bk), t. j. Bautinovi globini (glej definicijo 2.2.56) ideala By .

Dokaz. Po predpostavki (a) so polinomi gxj nicelni v vsaki tocki raznoterosti V(Bg) za vsak
k € N in zato je ggr € I(V(Bk)). Po krepkem Hilbertovem izreku o ni¢lah (izrek 1.4.6) pa
je I(V(Bgk)) = VBk, kar je po predpostavki (b) enako By in je zato B C B, odkoder sledi
B = Bk . Potem pa je minimalna baza ideala B enaka {gk,k,, - - - Gk, k. }» Kar je minimalna baza
ideala B, ki jo lahko izracunamo. Tako za vsak k& € N obstajajo funkcije fi g, ..., fmr € Cla,b],
da je
Ikk = fLeGkiky o fmk kb -
Ker pa je gix(a,a) = gry.(A(a,a), B(a,a)) € R za vsak k € N, pomeni, da je

Ik = (Refl,k)gflkl +eet (Refm,k)gfmkm.

Tako je za vsak (A*, B*) € E(A, B) mnozica S := {g%k17 e ,gfmkm} baza ideala (g5, : k € N) C
G(a=,p+)- Ocitno je, da ¢etudi S ne bi bila minimalna baza ideala <g§k tk € N) v G- pr (ni
nujno, da vsak gk, privede do g,{i ky = 0), vsebuje minimalno bazo , ki ima zato lahko najveé
m elementov. Zakljucek izreka sledi iz izreka 3.2.5. m

Pogoja (a) in (b) izreka 3.2.6 torej pomenita, da je B = Bk . Da preverimo pogoj (a), moramo
resiti problem centra za ustrezni sistem.
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Da preverimo pogoj (b) izreka 3.2.6, izracunamo /By in nato Se reducirani Grobnerjevi bazi
idealov /By in Bk ter preverimo njuno enakost (glej poglavje 1). Druga moznost pa je, da v
SINGULARJU izracunamo primarno dekompozicijo ideala Br. Vemo, da taksna dekompozicija
vedno obstaja (glej Lasker-Noetherjev izrek - izrek 1.5.16 v poglavju 1) in v razdelku 1.6 smo
videli, da je rezultat izracuna v Singularju podan kot seznam parov idealov, kjer je vsak ideal
dolocen z generatorji. Prvi ideal @); v vsakem paru je primarni ideal v primarni dekompoziciji
ideala Br; drugi ideal P; v vsakem paru je pridruzeni praideal prvega ideala, t. j. koren prvega
ideala, P; = \/67] . Ce je za vsak j drugi ideal v vsakem paru enak prvemu: Qj = \/@ = Pj, je
vsak ; praideal in zato je Bi korenski ideal.

Vedno obstaja taksen K, da je prvi pogoj izreka 3.2.6 izpolnjen, za drugi pogoj pa to ni
vedno res. V nekaterih primerih se je mozno izogniti tezavam, ki nastopijo zaradi nekorenskosti
ideala Bg tako, da izraCune izvajamo v drugem kolobarju, v katerem slika Bautinovega ideala
postane korenski ideal ali ima preprostejso strukturo (glej [45, 74, 76] za ve¢ podrobnosti).

Ce je Bautinov ideal nekorenski in ima primarno dekompozicijo oblike Ni_1 Qi kjer je Qi =
Q; za 1 < i <k, medtem ko je V/Q; # Q; zai = k+1,...,s, si lahko pomagamo s sledeco
trditvijo.

Trditev 3.2.7 Naj bo I = (g1,...,q:) ideal kolobarja Clxy,...,x,] s primarno dekompozicijo
I=PN---NPNQ1N---NQp,

kjer so P; in Q; primarne komponente, za katere velja P; = \/P; (zai=1,...,k ) in Q; # \/@
(zaj=1,....m). Najbo Q= Q1N NQu in naj bo g polinom, ki je na V(I) nicelen. Naj
bo x* = (z7,...,x}) poljubna tocka raznoterosti V(I)\V(Q). Potem na majhni okolici tocke x*
vedno velja

g= hHhg+- -+ froe,

kjer so fi,..., f: potencne vrste, ki so v tocki x* konvergentne.

Dokaz. Po predpostavki je
VI=Pin---NPNV/QiN - N\/Qn.

Naj bo g € VI. Potemjege P=P, N---N P, in g € Q. Za vsak polinom ¢ € Q je gg € P
in qg € @, zato je qg € I. Torej obstajajo polinomi fi,..., f; € Clz1,...,z,], da je

99 = figi + -+ fege. (3.7)

Ker je a* = (af,...,2}) € V(I) \ V(Q), obstaja ¢ € Q, za katerega je q(x*) # 0. Ker je tak
polinom ¢ v lokalnem kolobarju (t. j. ko gledamo Taylorjeve priblizke) v to¢ki z* obrnljiv, lahko
piSemo

f fi
g="gi+ o+ g (3.8)
q q
Ocitno lahko za vsak ¢ € {1,...,t} kofaktorje % izrazimo kot (konvergentne) potencéne vrste v

okolici z* (t.j. fo = %), kar zakljuci dokaz. =
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3.2.2 Problem centra in cikliénost kubic¢nega sistema

Obravnavamo kompleksni sistem

z=xz(1—ajpx — asyr’ — a11ry — a02y2), (3.9)
§ = —y(1 — bory — boay® — brizy — baox?). '

Zgornji sistem je bil obravnavan v [45], kjer sta avtorja pridobila resitev problemov centra in
ciklicnosti. Dobljene rezultate navedemo spodaj.

Naslednji izrek poda pogoje za center v izhodis¢u sistema (3.9).

Izrek 3.2.8 Naj bo V (B) raznoterost Butinovega ideala sistema (3.9) in naj bo By = (g11, 922, 933, 944 -
Tedaj je V(B) = V(By) in V(B) sestoji iz sledecih petih ireducibilnih komponent:

V(B) = V(J1) UV(J2) UV (J3) UV (Js) UV(J5),

kjer je
= (afybo2 — a20b3, aoaazo — baoboz, ag2aiy — baobdy, a1 — bi1)
= (ago + b2o, a11 — bi1, ao2 + bo2)
= (a11, a2, boz, b11)
J4 = (a0, a11, b11, bao)
=

aii, ap2, bit, bao).

Dokaz. 7 uporabo pristopa, opisanega v razdelku 2.2.4 izra¢unamo prvih sedem fokusnih
koli¢in ¢11,...,g77 sistema (3.9). Prav tako preverimo izracune s pomocjo kode v programu
MATHEMATICA, ki je podana v dodatku B (glej tudi [114, dodatek, str. 308]). Prve stiri fokusne
koli¢ine sistema (3.9) so

g11 = b1 —an,

g22 = — ap2a20 + 6a10a11bo1 — 6a10bo1b11 + bo2bo,

933 = — 15ageaiyarr — Tagaariasy + 24aioad; bor + 20ageaipazobor — 108atyar1bly — daiiasnby,
— 3ajparboz + 4a11a20bo2 + 16a02a3ob11 + Sao2az0bi1 + 108aiobgb11 + 3az0bp; bin
+ dafobosbi1 — 4azobozbi — 24a10bo1bT; + 8agaaiiba — 16a11b8; b2 — 5a11bozbag
— 20a10b01bo2b20 — 8ag2bi1b20 + 1568, br1bag + Thozbi1bso,

g1 = — 1944ag2aiyal; — 150ad,a3gaz0 — 243apzatyas — 162a3,a3) + 7128apzatyaribor

+ 4320&10@?1[)01 + 3832a02a10a11a20b01 — 10800&%00,%1[)31 — 4752@02@%0612019(2)1
(3.10)
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—1584a3, agob3; — 270ag2a3,b2, + 26640a3,a11b3; + 1668a19a11a20bi,
+1296a3,a3,boa — 258ag2a3yaz0boz + 135a3; azgboz + 108ag2a30bo2
+1368a?0a11b01b02 — 1412a19a11a20b01bo2 + 2574&02a%0a11b11 4+ 90ag2a11a20b11
—T7428ag2a3,bo1b11 — 10800a0at;bo1bi1 — 2068ag2aioasoborbii + 2826a11a0bd; b1y
—26640a3,b3,b11 — 1368a10a00bb11 — 2826a79a11bo2bi1 — 1668a3,bo1bozbi
+1412a10a20bo1boab11 — 576agaa3yb?; + 117agaaseb?; + 10800a19a11bo1bly
+10800a2b3, b3, — 1296a20b2,b%; + 1584a%3boab?; — 135a20b02b?;
—4320a10bo1b3; + 12ag,a30b20 + 225a02a7,b2o + 180agya20b20
—1328ag2a10a11b01boo + 576a31 b3 bag — 174agaasobi, bao + T428a10a11b3 bao
+174ag2a30boabao — 117a31boabag + 2068a10a11bo1bo2bao + 4752a34ba; bozbao
+258a20b31 bo2b2o + 27003 \b3ab20 — 108a20basbag + 1328ag2a10bo1b11b2o
—2574a11b3,b11bag — 7128a10b3;b11b20 — 90a11boab11bap — 3832a10bo1bo2b11b20
—225a02b7, bag + 19445, b7, bao + 243b2bT; bag — 12a02b3, b3

—180a02b02b3 + 15063, boab3g + 1626203

Reduciramo gs5, ges in g7z po modulu Grobnerjeve baze ideala By = (911, 922, 933, g44) in dobimo

955, 966, 977 = 0 mod By.
Sedaj preverimo pripadnost korenu za polinom g44 in dobimo

944 ¢ <911,9227933>-

To pomeni, da je vVBr & VB2 & VB3 & VBs = VBs = ---. Zato pricakujemo, da je
V(By) = V(B). Inkluzija V(B) C V(By) je ocitna. Obratno inkluzijo preverimo tako, da
pois¢emo ireducibilno dekompozijo raznoterosti V(B4) in nato preverimo, ¢e poljubna tocka
vsake komponente ireducibilne dekompozicije pripada sistemom, ki imajo center v izhodis¢u. Za
izracun ireducibilne dekompozicije raznoterosti V(Bs) izvedemo izrac¢une z rutino minAssGTZ v
Singularju (glej razdelek 1.6) glede na stopenjsko inverzno leksikografsko urejenost z age >
ayp > aiy > ag > boa > b1y > bor > beg. Kot rezultat dobimo komponente V(J;), i = 1,...,5,
ki so navedene v izreku 3.2.8. Sedaj dokazimo, da so pogoji vsake komponente zadostni za
nastop centra v izhodis¢u sistema (3.9) oz. po izreku 2.2.27, da ima poljuben sistem (3.9), ki
zados$ca pogojem poljubne komponente V(J;), i = 1,...,5, formalni prvi integral oblike (2.45).

Komponenta V(J1). Pokazimo, da je Ji = Isym. Z uporabo algoritma, ki smo ga navedli v
razdelku 2.2.6 (glej tabelo 2.1), za izracun generatorjev ideala Z = I, izracunamo Grobnerjevo
bazo G ideala H, definiranega z (2.73), ki je v naSem primeru enak

H = (1 —wy? apz — t1,a10 — ta, a11 — t3,as0 — ta, v>bao — t1,bor — Yt2,b11 — t3, bog — yt4).

Nato z dobljene Grobnerjeve baze eliminiramo polinome, ki so odvisni od spremenljivk w, v, t1, ta,
t3, t4, kar pomeni, da izra¢unamo Sesti eliminacijski ideal glede na urejenost spremenljivk {w, v, t1,
tQ, t3, t4} - {CLOQ, aip, aii, a0, b027 b117 bol, bgo}. Na ta nacin dobimo Grébnerjevo bazo GH ideala
H N Cla,b], ki je enaka

2 2 9 2
Gr = {a11 — bi1, ap2a20 — boabao, afoboz — a20bjy, atgao2 — baoby }-
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Zato je zaprtje Zariskega vseh ¢asovno reverzibilnih sistemov znotraj druzine (3.9) raznoterost
ideala
2 2 2 2
Ioym = (a11 — bi1, agaa20 — bo2bao, ajgbo2 — a20byy, ajgao2 — baobyy)-

Vidimo, da je V(J1) raznoterost ideala Sibirskega za sistem (3.9) in zato ima po izreku 2.2.45
vsak sistem (3.9) s parametri iz V(J;) center v izhodis¢u.
Komponenta V (J2). Sistem (3.9), ki ustreza komponenti V(J3), je oblike
T = $(1 — a10T + b20.732 — bna:y + b02y2),

. (3.11)
g= —y(1—baoz® — bo1y — bi1zy — boay?).

Za ta sistem najdemo dva algebrai¢na parcialna integrala Iy = x in lo = y, s pomoc¢jo katerih
pridobimo Darbouxjev integrirajo¢i mnozitelj 4 = (zy)~2 in iz njega prvi integral

1
\I/(:L‘, y) = ;y(l — a0z — b1y + bzon — bogyz) + b1 Iog(acy).

Vidimo, da zgornji prvi integral ni analiti¢na funkcija v okolici izhodis¢a, zato za dokaz obstoja
prvega integrala oblike (2.45) uporabimo drugo metodo, in sicer metodo napihovanja. Upora-
bimo transformacijo

x
(2, y) = (2,y) = (Q,y), (3.12)
ki sistem (3.11) spremeni v

5= 2z — boryz — aioyz?® — 2b11y° 2% = F(z,y)

. (3.13)
§=—y+bory® + bozy® + b11y’z + baoy’z® = G(z,y).
Is¢emo prvi integral oblike
H(zy) =) ful2)y" (3.14)
k=2

Ko izracunamo H = (91 /0z)F + (0H/dy)G in koeficient vsake stopnje spremenljivke y enacimo
z ni¢, dobimo naslednjo rekurzivno diferencialno enac¢ho za fi:

(k — 2)(bog + b112 + b202?) fr—a + (k — Vbo1 fx_1
—kfi — 2b112° fi_y — z(bor + a102) fr_1 + 22f7, = 0.

Za k =2,...,8 dobimo fo = z, f3 = Z(b01 + Gl(]Z), fa= Z(bgl + bo2 + (a%o — b20)22), f5 = zPs,
kjer je P3 polinom stopnje 3, fs = 2Q4(2), kjer je Q4(z) polinom stopnje 4, ki ne vsebuje ¢lena
z monomom 22, f; = zRs5(2), kjer je Rs polinom stopnje 5, fs = 2S56(2), kjer je Sg(2) polinom
stopnje 6, ki ne vsebuje ¢lena z monomom z3. Zato predpostavimo, da je za vsak lihi k& polinom
fk oblike

fe(z) = 2(Co + Cr12 + 0222 +---+ Ck_zzk72)

in za vsak sodi k je polinom fj oblike f = 2Qk_9, kjer je QQr_o neki polinom stopnje najvec
k — 2 brez ¢lena z monomom 23717 t. j.

fol2) = 2(Co+ Crz+ Coz® 4 -+ Cr_,22 24 Crz2 + -+ + Cpg2" ).
2 2
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Z uporabo indukcije dokazemo, da za vsak k dobimo polinom f;. Recimo, da domneva velja za

k=1,...,n—1in izracunamo f; za k = n tako, da resimo diferencialno enacbo
/ n 1 2
Jn— %fn =5, [(2 —n)(bo2 + b112 + b2027) fn—2 — (n — 1)bo1 frn—1

(3.15)
+ 2b1122f _o+ 2(bo1 + a102) f}_1

Naj bo najprej n lih in zelimo dokazati, da je f,(z) = 2Qn—2, kjer je Qn—_2 polinom stopnje
najve¢ n — 2. Ce je n lih, je tudi n — 2 lih, n — 1 pa je sodo tevilo. Izraz na desni strani
diferencialne enacbe (3.15) je polinom stopnje kve¢jemu n — 2 in ta izraz oznacimo z R,_2(z).
Diferencialna enacba (3.15) postane f; — 3* f, = Rp—2(2). Vemo, da je splosna reitev linearne
diferencialne enacbe oblike

f'(2) +9(2) f(2) = h(2) (3.16)
enaka

fe) = e To (04 / el 9 (2)dz ). (3.17)

V nagem primeru je g(z) = —4% in h(z) = Ry—2(z) = Ao+ A1z + -+ Ap_22" 2. Zato je resitev

falz) = J 3242 (Ag + Ayz + - + Ap—22"2)dz]

nlnz / %lnz A0+A12+ +An_22n_2)d2!]

=Cz2 +27 /ZS(AO + Az 4+ Ay 22" 2)dz

=C2% 422 /(Aoz_g + A2 4t An_gz%_Q)dz

=Cz% + z%(flozl_% + A2 et fln,gz%_l)
=C2% + Agz+ A1 22+ + Ap_p2™ 1)
=C2% 4+ 2(Ag+ Az 4+ Ap_92"2) = C27 + 2Qp_s(2).

Za C = 0 dobimo f,,(2) = 2Qn—2(2), kot smo predpostavili. Opazimo, da se za lihe n v izra¢unih
ne pojavi logaritemski ¢len, kar pa ne moremo zagotoviti v primeru, ko je n sodo stevilo. Zato
je v tem primeru potrebna podrobnejSa analiza. Naj bo torej n sodo Stevilo. Tedaj je tudi n — 2
sodo in n — 1 je liho §tevilo; funkcije fr—2, f)_5, fn—1, in f_; so oblike

fn—2(2) =2 (Co+ C1z + Coz? + -+ C%,gzg_‘3 + C%,lz%_l

+ 4 Crogz™™Y),
f7lz72(z) - CO + 2012 =+ 302;52 4+ .4 (

|3

e (- 3) Gz,
fnfl(z) = Z(A() + A1z + A2z2 4+t An73zn—3)’
fT/L—l(Z) = Ay +241z + 3A222 4+ (n _ Q)An_3zn—37

kot smo predpostavili zgoraj. Sedaj te izraze vstavimo v rekurzivno diferencialno enac¢bo (3.15).
Zelimo, da pri integriranju te diferencialne enaébe ne nastopi logaritem v funkciji f,,(2), in to je
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takrat, ko je koeficient pred monomom 2% enak ni¢. Z enostavnim izratunom lahko preverimo,
da dobimo f, = zQ,_2, ki je oblike
fn=2(Bo+ Bi1z + By2? 4+ -+ Bg_225_2 + B%z% + Bn,gz”_Q).

Torej je prvi integral sistema (3.13) enak

H(zy) = 2Qu2(2)y* = 2° + ) 2Qi_2(2)y"
k=2 k=3

in prvi integral sistema (3.11) je
x x T o~ x
V(,y) =Hy) =)+~ Qra(5) -y
() =HC v = () ;y )
—my+2wy (Bo+ B+ By )+ + Bis()F2)

_xy+z (Bozy" ! + Biazy* =2 + Boay* =3 4+ ... + By_pakly),
k=3

kar je formalni prvi integral zahtevane oblike.

Komponenta V (J3). Pokazimo, da ima sistem
& = x(l —ar — agz®) = F(z,y),  §=—y(1—bya® —boy) = G(z,y) (3.18)

center v izhodiscu, t. j., da premore prvi integral oblike (2.45). Ekvivalentno lahko pokazemo,
da ima ta sistem prvi integral oblike

U =>" fi(y)*, (3.19)
k=1

kjerjezak € N fi(y ) analitiéna funkcija v okolici 0. Naj bo fx—1 =baoy fi_o(y-k—1)a1ofr—1(y)-
Vidimo, da je ¥ = &TF + G 0 natanko tedaj, ko je

fi(y) +y(bory—1)fi(y) =0, (3.20)
—a10f1(y)+2f2(y) + y(bory—1) f3(y) = 0, (3.21)
—(k = 2)azo fro2(y)+ fro1+k fr(y) +y(bory—1) f1.(y) = 0, (3.22)
za k > 3.
Predpostavimo, da so fi(y) v (3.20)—(3.22) oblike
_ B(y) o _
= Gy oD o k=2 (3.23)

kjer je Py (y) polinom iz C[y] stopnje najvec k. To dokazemo z indukcijo. Ce integriramo (3.20)
n (3.21), dobimo

y(aio + ye2)
(1—bo1y)?’

yc
R — C1,C9 € C,
1 —bory

fily) = , in fo(y) =
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kar dokazuje naso domnevo za k = 1,2. Postavimo ¢; = 1, co = 0 in predpostavimo, da naSa
domneva velja za k = 1,2,...,j — 1, ter pokazimo, da prav tako velja za k = j. Obravnavamo
(3.22) za k = j in opazimo, da je fj_1(y) oblike (3.23) s k = j — 1. Zato je za k = j enacba
(3.22) ekvivalentna

Qj-1(y)
bory — V) fi+kf; = —2—2

y( Oly )f] + f] (b()ly _ 1)]*1’

kjer je Qj—1(y) € C[y] stopnje najve¢ j — 1 oz. ekvivalentno
y(bory — 1) fi + j(bory — 1)1 f; = Qj—1(y). (3.24)
Pokazati moramo, da je f;(y) v (3.24) oblike (3.23). Ce je
P;i(y) . , Pi(y)(bory — 1) — jbo1 P;(y)
i = otem je : = -
f](y) (b01y . ]_)j P J fj(y) (b01y _ 1)]+1

Ce vstavimo zgornja izraza v (3.24), dobimo

yPi(y) — jPj(y) = Qj-1(y)- (3.25)

Resimo diferencialno enacbo (3.25) in dobimo, da je Pj(y) polinom spremenljivke y stopnje
najveé j, saj je glede na (3.16) in (3.17)

Pji(y) = efidy[0+/e—f§dijy1(y)dy]

: ag+ary+ - +aj_1y7 !
=9/ [C’ + / s dy]
bl bj_l
— .4
=Cy +bj_1y/ "+ + by + bo.

. b
= CY +¢/ (5 +
y]

Zato je funkcija fj(y) oblike (3.23), kar dokazuje predpostavko. Lahko se zgodi, da je integral
(3.19) samo formalni prvi integral sistema (3.18), kar pa glede na izrek 2.2.27 zado$ca za obstoj
centra v izhodis¢u sistema (3.18).

Komponenta V(Jy). Ta primer je podoben prejsnjemu, namre¢, ¢e v vsakem generatorju
ideala J3 zamenjamo vsak a;; z bj; in obratno, vsak b;; zamenjamo z aj;, dobimo generatorje
ideala Jy. Zato vsak postopek, ki proizvede prvi integral sistema, dolo¢enega z V(.J3), prav tako
proizvede prvi integral sistema, dolo¢enega z V(Jy), in sicer tako, da v prvem integralu sistema,
ki ustreza pogojem komponente V(J3), izvedemo involucijo ax; bkjl.

Komponenta V(J5). V tem primeru je sistem (3.9) enak

= z(1—apr — agx?), y = —y(1 — bory — boay?), (3.26)
za katerega najdemo naslednje algebrai¢ne parcialne integrale:
lh ==,
la =y,

I3 =1 — bory — boay?,

2
l4 =1 — a1 — axpxr ,

Podoben argument lahko navedemo pri nekaterih primerih v razdelku 3.2.3, kjer bomo samo zapisali, da
dobimo obravnavan primer iz drugega primera z involucijo ax; <+ bx;.
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in ustrezne kofaktorje
ki =1 — ajoz — agpz?,

ko = —1 4 bory + booy?

ks = —y(=bo1 — 2bo2y),
k‘4 = :c(—alg — 2&201‘).

Lahko konstruiramo inverzni integrirajo¢i mnozitelj oblike V' = xyl3ly. Zato ima po lemi 2.2.41(%)
sistem (3.26) prvi integral oblike (2.45). m

Sedaj obravnavamo problem cikli¢nosti za druzino realnih kubiénih sistemov, ki so izrazeni
v kompleksni obliki kot

T =M\r+ i(E(l — a0 — a20x2 — a11XT — aogfz), (327)

kjer je x = u + 9v.
K enacbi (3.27) dodamo njeno kompleksno konjugirano ena¢bo in obravnavamo T kot novo
spremenljivko y, ter @;; kot nove parametre bj;. Tako dobimo kompleksni sistem

&= Mx +iz(l — ajpr — aspr® — ar1zy — a02y2), (3.28)
y = )\y — iy(l — bmy — b02y2 — bllxy — b20$2). ’

Za pridobitev meje za cikli¢nost izhodis¢a realnega sistema (3.27) obravnavamo strukturo Bau-
tinovega ideala sistema (3.28) z A = 0 in njegovo raznoterost. Videli bomo, da bo izrek 3.2.6 po-
dal oceno za cikli¢cnost elementarnega centra za skoraj vse tocke centralne raznoterosti. Resitev
problema centra za sistem (3.28) z A\ = 0 je zapisana v izreku 3.2.8, kjer smo dokazali, da je
V(B) = V(B4). Z uporabo tega rezultata dokazimo naslednji izrek, ki poskrbi za mejo cikli¢nosti
izhodisca sistema (3.27).

Izrek 3.2.9 Ce je ayy # 0 ali asg — Gg2 # 0, je ciklicnost centra v izhodiscu sistema (3.27)
kvecjemu Stiri.

Dokaz. Za dokaz cikli¢nosti uporabimo izrek 3.2.6. Enakost V(B) = V(B4) je bila dokazana v
izreku 3.2.8 in zato pogoj (a) izreka 3.2.6 drzi. Sedaj preverimo, ¢e je By korenski. Izrac¢unamo
generatorje ideala /B, z uporabo ukaza radical v SINGULARJU. Nato izraéunamo reducirani
Grobnerjevi bazi idealov By in v/By. Ideal By je korenski natanko tedaj, ko sta By in /B, enaka.
Izkaze se (to preverimo s pomocjo ukaza reduce v SINGULARJU), da se nekateri elementi korena
/By ne reducirajo v ni¢ po modulu Grébnerjeve baze ideala By. Zato /By # By in By ni korenski
ideal. Torej ne moremo direktno uporabiti izreka 3.2.6. Da bi natancneje videli, kateri del
ideala B4 ni korenski, izracunamo primarno dekompozicijo ideala By. Primarno dekompozicijo
izratunamo v Singularju s pomocjo rutine primdecGTZ in dobimo

Bi=PnN---NPNQ, (3.29)

kjer so Pj,..., Ps praideali in @ ni praideal, kar potrjuje, kar smo povedali Ze zgoraj, da By ni
korenski. Rezultat izracunov v SINGULARJU je podan v dodatku B. Opazimo, da je Q v (3.29)
primarni ideal, za katerega velja v/Q = (a1, b11, ap2 + bo2, a0 + bag). Tako ima By strukturo iz
trditve 3.2.7. V prostoru parametrov F(a,b) (kjer je (a,b) = (a10, a20, a11, aoz2, b20, b11, bo2, bo1))
je raznoterost V(Q) definirana z enacbami a11 = b11 = agz + b2 = agp + bag = 0. Presek V(Q)
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k%

s prostorom parametrov E(a) je mnozica asg — ap2 = a11 = 0. Naj bo (a*,a*) tocka iz E(a,b),
ki ustreza sistemu (3.28). Ce je a11 # 0 ali ago — ag2 # 0, velja (a*,@*) ¢ V(Q). Zato po trditvi
3.2.7 obstajajo taksne funkcije fj, da v okolici (a*,@*) z a11 # 0 ali agy — ag2 # 0 velja

9kt = 911 f1k + 922 fok + 933 f3.k + gaafak (3.30)

za vsak k > 4.

Tako je po izreku 3.2.5 cikli¢nost centra v izhodis¢u sistema (3.27) pri a1 # 0 ali agg—age # 0
kve¢jemu Stiri. =

Sedaj obravnavamo Stevilo limitnih ciklov, ki lahko bifurcirajo iz vsake komponente centralne
raznoterosti sistema (3.27). Na§ pristop temelji na rezultatu iz [20], ki poveze ta Stevila z
razseznostjo vsake komponente.

Najprej vpeljimo nekaj oznak. Naj gy, oznacuje realne fokusne koli¢ine kot v (3.6). Potem
je centralna raznoterost realnega sistema (3.27) raznoterost V® v prostoru parametrov E(A, B)
ideala BR = (¢, g5y, .. .). Z Jp(BY) oznacimo Jacobijevo matriko polinomov g, g%, ..., g1, v
tocki p in z rang(J;j) rang matrike .J,(BY).

Naslednji izrek je majhna reformulacija izreka 3.2.1.
Izrek 3.2.10 Predpostavimo, da za sistem (3.4) z X =0 in tocko p € VX, velja ra,ng(JI]f) = k.
Tedaj je sorazseznost raznoterosti VR najmanj k in obstajajo bifurkacije sistema (3.4), ki lokalno
proizvedejo k limitnih ciklov iz centra, ki ustreza vrednosti parametrov p. Se veé, cée p lezi

na komponenti C' raznoterosti VR sorazseznosti k, je p gladka tocka centralne raznoterosti in
ciklicnost tocke p in genericne tocke komponente C je natanko k.

Da bi uporabili ta izrek, najprej poiséemo vse ireducibilne komponente raznoterosti VE. Te
lahko pridobimo iz ireducibilnih komponent kompleksne centralne raznoterosti sistema (3.28)
(opisane v izreku 3.2.8) z vpeljavo

aro = A +iBro a0 = Az + iBoyg
ai1 = Ay1 +iBn apz = Aoz + 1 Bo2
boz = A20 —1Bao b1 = A0 —iBio
b1y = A1 —iBn b2o = Aoz — 1 Bog.

(3.31)

Velike ¢rke oznacujejo koeficiente realnega sistema, zapisanega v kompleksni obliki kot (3.4).
Opazimo, da koeficienti, ki se pojavijo v (3.31), ne sovpadajo s koeficienti iz (2.128). Koeficienti
sistema (2.128) so dodelani izrazi koeficientov v (3.31).

Naslednji izrek podrobno opise raznoterost VX,

Izrek 3.2.11 Centralna raznoterost v R® realnega sistema (3.27) z A = 0 sestoji iz naslednjih
treh ireducibilnih komponent

VE = V(G1) UV(Ga) UV (Gy),
kjer so
G = (Bi1, A20Bo2 + Ao2Bao, A1y Boz + 2A02A10B1o — Boa By, A1y Bao
— 2419A20B1o — B3y Bao)
Gy = (B11, Aoz + A0, Bo2 — Bao)
G3 = (A1, Bi1, Aoz, Boz).

Komponenti Gy in Go sta razseznosti 5, komponenta Gs je razseinosti 4.
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Dokaz. Ideale G, G2 in G3 dobimo, ¢e uporabimo spremembo koordinat (3.31) na generatorjih
idealov Ji, J2 in Jj izreka 3.2.8. Opazimo, da ¢e uporabimo (3.31) na Js in Jy izreka 3.2.8,
dobimo isti ideal (A1, Bi1, Ao2, Bo2, A20, B2o), ki doloca podraznoterost raznoterosti V(Gs).
Ocitno je, da je razseznost raznoterosti V(G2) enaka 5 in da je razseznost raznoterosti V(G3)
enaka 4. Sedaj pokazimo, da je razseznost raznoterosti V(G1) enaka 5.
Pois¢imo racionalno parametrizacijo raznoterosti V(G1). Trdimo, da je podana z

An=h A = fo A= f3 Bio = fa
(3.32)

Ay = f5 B = fo Bys = Jo Bay = ﬁ,

g1 g1

kjer je fo=0, fi=t, fa=u1, fs=ua, fa=us, fs=u4, fo=—2urugus, fr=2usuzuy in g1 =u3 —u3.

Za dokaz nase trditve tvorimo ideal I z eliminacijo spremenljivk w, ¢, u1, ug, 3, u4 iz ideala

I=(1—-wg, A1 — f1,A02 — f2, Ao — f3,B1o — fa, A0 — f5, 1Bo2 — fe,91B20 — f7)

v kolobarju
Rlw, t,u1, ug, us, w4, Aoz, A10, A11, A20, B2o, B1o, Boa].

Izra¢un pokaze, da je Is = G;. Zato je po izreku 1.5.19 (3.32) racionalna parametrizacija
raznoterosti G in razseznost raznoterosti V(G7) manjsa ali enaka 5. Ker je rang Jacobijeve
matrike funkcij fo, ..., fr v naklju¢no izbrani tocki t = 0,u; = 1,us = —1,ug = 2, uq = 3 pet, je

razseznost natanko 5, kar zakljucuje dokaz izreka. m
Definirajmo naslednje polinome:

Fy = A11(Bo2 — B2o) (A%, + B3y)
Fy = —A11(2A02A10B1o + (B¥y — A%))Bao)
Fy = (2A10A20B1o — A%y Bag + B3y Bag)? (A3, + B3,).

Izrek 3.2.12 Ciklicnost genericéne tocke p raznoterosti V(G1) z Fi(p) # 0 in tocke p' raznote-
rosti V(Ga) z Fa(p') # 0 je tri. Ciklicnost tocke p” raznoterosti V(Gs) z F3(p”) # 0 je §tiri.

Dokaz. Ugotovimo, da je za V(G1), rang(J3) = 3 v tocki p z Fi(p) # 0; podobno za V(Gy)
dobimo rang(Jg,) = 3 v tocki p’ z Fa(p') # 0. Zato po izreku 3.2.10 bifurcirajo trije limitni
cikli iz izhodisca sistemov, ki ustrezajo tocki p ali p/. Za V(G3) imamo rang(Jﬁ,,) = 4 v tocki
p" z F5(p") # 0. Ker je sorazseznost raznoterosti V(G3) enaka 4, je po izreku 3.2.10 cikli¢nost
sistema, ki ustreza tocki p”, enaka $tiri. m

3.2.3 Problem centra v sistemu cetrte stopnje

Kot naslednji primer ilustracije idej, ki smo jih razvili do sedaj, v tem razdelku pois¢emo mnozico
zadostnih pogojev za obstoj centra v druzini sistemov cetrte stopnje. Preden se posvetimo ob-
stoju centra oz. (ekvivalentno) integrabilnosti omenjene druzine sistemov, navedimo Se pomozni
rezultat, s katerim si lahko pomagamo v primeru, ko preiskujemo integrabilnost in dobimo inte-
gral ali integrirajo¢i mnozitelj, ki ni definiran za vse vrednosti parametrov. Namesto, da is¢emo
eksplicitno obliko prvega integrala za te vrednosti parametrov, kjer integral ni definiran, lahko
pogosto zaklju¢imo, da integral obstaja, ¢e uporabimo geometrijski argument, podan v naslednji
pomozni trditvi.
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Lema 3.2.13 Naj bo E(a,b) = C* (¢ je kardinalnost indeksne mnoZice {(p,q) : 1 < p+q <
n—1,pe NU{-1,0},q € NU{0}}) prostor parametrov sistema (2.44) in naj bosta V' in W
taksni raznoterosti v E(a,b), da ima sistem (2.44) analiticni prvi integral oblike (2.45) za vse
vrednosti parametrov VA\W. Ce je

VAW =V, (3.33)

ima sistem analiticni prvi integral oblike (2.45) za vse vrednosti parametrov v'V.

Dokaz. Po izreku 2.2.27 je mnozica vseh sistemov, ki vsebujejo analiti¢ni prvi integral oblike
(2.45) raznoterost Bautinovega ideala V(B). Po predpostavki je V\W C V(B) in ¢e vzamemo
zaprtje Zariskega, dobimo VAW C V(B). Zato je po (3.33) V C V(B) in vsi sistemi iz V'
premorejo analiti¢ni prvi integral oblike (2.45). m

Za nekatere raznoterosti lahko ena¢bo (3.33) hitro preverimo. Ce so raznoterosti bolj zaple-
tene in je npr. V. =V(I) in W = V(J), pogledamo, ¢e je ideal I korenski. Tedaj, ker je k = C
algebrai¢no zaprto polje, je po (1.24) VAW = V(I : J) in enacba (3.33) drzi, e je I : J = I. Ce
I ni korenski, ga lahko zamenjamo z VI, saj je V(I) = V(V/I).

Sistem, ki ga obravnavamo v tem razdelku, je

i =z(1 — azoz® — ag1 2y — a12wy® — apsy?),
. 3 2 2 3 (3.34)
¥y = —y(1 — bgox® — ba1x”y — biazy” — bozy°).

Ta osem parametri¢na druzina sistemov je bila obravnavana v [43]. Sistem (3.34) ima dve
kompleksni invariantni premici, ki potekata skozi izhodiSce in zato ga imenujemo Lotka- Volterrov
kompleksni sistem.

Podobno kot v prejsnjem razdelku izra¢unamo generatorje ideala Iy, za sistem (3.34) tako,
da izra¢unamo Grobnerjevo bazo G ideala H, definiranega z (2.73), ki je za sistem (3.34) enak

H = (1—wy* as — t1,a21 — t2,a12 — t3,a03 — ta, v°b3o — ta,Yb21 — t3,b12 — vt2, bos — v°t1).

Nato iz dobljene Grobnerjeve baze eliminiramo polinome, ki so odvisni od spremenljivk w, 7y, t1, to,
ts, t4, kar pomeni, da izra¢unamo Sesti eliminacijski ideal glede na urejenost spremenljivk {w, v, t1,
ta, ts, ta} > {aso, a21, a2, aos, b3o, b21, b12, bz }. Dobimo Grébnerjevo bazo G ideala H NCla, b),
ki je enaka

3 3 2 2
G = {asoaos — b3obos, aziaiz — baibi2, azobiy — a3,bos, asoai2biy — az1b21bos,
2 2 2 2 2 2
azoaisbia — a21b31bo3, az1a03b3; — ajabsobiz, a3y ao3b21 — ai2bzebis,

3 3 3 3 3 3
ai2b30 — aozbsy, @y aos — b3obis, asoais — b31bos}

in zaprtje Zariskega vseh casovno reverzibilnih sistemov (3.34) je raznoterost ideala I sy, = (G).

Da resimo problem centra, izracunamo prvih 24 fokusnih koli¢in gj; in dobimo Boy =
(911, --,924 24). lzkaze se, da so fokusne koli¢ine g3 3x za k = 1,2,3,4,5,6,7,8 nenicelni
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polinomi. Vse ostale fokusne koli¢ine so enake ni¢. Prvi dve nenicelni fokusni koli¢ini sta

g33 = G120G21 + ag3a30 — b12ba1 — bozbao,

gdee — 180&30&12 + 90[)30@12 + 1350a21a12 — 180@30()12@12 — 1440@21()21@12 2251)12()30@%2

1
45(
+ 45a30b3qa12 + 144001203 a12 + 1465a03a91a30a12 — 100as1azebozars — 1215a3,b12a1s

— 1170a03az0ba1a12 + 90b3,b30a12 — 85a03a21b30a12 — 1100a21bosbsoaiz + 1170bg3ba1bsoars (3.35)
— 90ag3bs, — 180bozbiy; + 160aisa3, — 1350b7,b3, + 225a03a21b3; + 180as1bozbs, — 16063503,

+ 175a03bo3b3y — 100ag3azobos — 1215a03a01a30b12 — 90agzas; by + 1215a91b25bay

— 45a3,bozba1 + 1100agzazobi2ber + 100a30bozbiabar + 100az0bisbso — 175a35a30b30

+ 1215a31bogb12b30 + 85a03b12b21b30 — 1465b03b12b21b30).

Ostale so predolge, da bi jih zapisali tukaj, vendar jih lahko bralec izra¢una sam s pomocjo
kateregakoli sistema rac¢unske algebre in teorije, opisane v razdelku 2.2.4, ali pa s pomocjo kode
v dodatku B, ki je zapisana za program Mathematica. Z Bg oznacimo ideal, generiran s prvimi
osmimi nenic¢elnimi fokusnimi koli¢inami: By = (933, 9665 - - -, g24 24). Opazimo, da ¢e sta v
sistemu (3.34) a1z # 0 in by # 0, lahko po linearni transformaciji

X =ax, Y = by,

kjer je a = a1/3b2/3 b= 2/3132/3 postavimo v (3.34) a1z = by; = 1. Ce to upostevamo, lahko
poenostavimo izrac¢unave in razdelimo sistem (3.34) na tri podsisteme, ki jih lo¢eno obravnavamo
v treh primerih:

(@) arg=by =1, (B)arz=1,b21 =0, (y)ai2="0by =0.

Za primer («) dobimo pogoje za center v izhodis¢u, ki so predstavljeni v izreku 3.2.14. Ostala
dva primera sta obravnavana v izrekih 3.2.15 in 3.2.17. Ce uporabimo na pogojih izreka 3.2.15,
ki poda pogoje za primer (), involucijo a;j <+ bj;, dobimo pogoje za center sistema (3.34) za
primer a1 = 0, bp; = 1. Tako izreki 3.2.14 - 3.2.17 podajo celotno reSitev za kompleksni center
sistema (3.34). Ti pogoji v izrekih so torej reducirani, saj so nekateri parametri (a2 in bap)
fiksni. V [39] je podan pristop, kako iz reduciranih pogojev dobiti splosne pogoje za center, t. j.
pogoje, kjer sta ajs in bo; sploSna parametra.

Izrek 3.2.14 Sistem (3.34) z a12 = by = 1 ima center v izhodiséu natanko tedaj, ko velja eden
od naslednjih pogojev:

1) a21 —bi2 = 2ag3b12 +b12boz — ag3 —2bp3 = azpbi2 +2b30b12 —2a30 — b3g = aspaops —bzoboz = 0;

2) azo — bzg = az1 — b1z = azo — bp3 = 0;

4) boz = bio —2=ap3 = a1 —2=0;

5

)
)
3) bigo—2="bgp =ag1 —2=as =0;
)
) b1z — 2 = ap3 — 2bo3 = az1 — 2 = 2azp — bzg = 0;
) b

6) bos —1=b3p+bia—2=ap3—bi2+2=a91 +bia—4=az—1=0;
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7) 12ap3 — 8b12 — 3bos + 7 = 3aso + 8az1 — 12b3g — 7 = 2b3pbo3 — az1 + b12 =0,
8aa1bos + 12b1a — Thos + 3 = 32035 — 20by12 + 27bo3 — 7 = 8bzobi2 + 3az1 — Thsg — 6 = 0,
8ag1bis — Tagy — Thio —4 = 8&%1 — 23a91 + 27b3g + 14 = 0,

8) bgs —4=bio+9=4bsg—b=0a93 —8=a91 +2=4azy+1=0;

9) dbpgs +1=0b1a+2=0b30—8=4ap3 —5=as1+9=a3 —4=0;

10) 9bgg + 16 = 3b1o + 5 = 16b39 + 9 = 9ag3 + 8 = 2a91 + 1 = 16a3g — 3 = 0;

12) 16bgs — 3 = 2b12 + 1 = 9b3g + 8 = 16ag3 + 9 = 3as1 + 5 = 9asg + 16 = 0;

13) boz +8 = b12 = b3p = ap3 +4 = a1 — 1 =4azy — 1= 0.

)

)

)
11) 4b03—1:b12—12630+4:a03:a21:a30+8:0;

)

)
Dokaz. Za pridobitev potrebnih pogojev za obstoj centra v izhodiscu sistema (3.34) z a1p =
bo1 = 1 izracunamo ireducibilno dekomporzicijo raznoterosti ideala Bs = (g3, ge6, - - - , 924 24),
kjer je ajo = b2 = 1. To je zelo zahteven racunski problem, ki predstavlja najtezavnejsi del
obravnave tega problema. Z uporabo ukaza minAssGTZ sistema racunske algebre Singular ne
moremo najti ireducibilne dekomporzicije raznoterosti V(Bg) nad poljem racionalnih stevil. Zato
uporabimo dekompozicijski algoritem z modularno aritmetiko, opisan v podrazdelku 1.5.3. Naj-
prej izracunamo minimalne pridruzene prai(jeale ideala Bs v Zsa003]as0, - - - , b3o], t.j. izra¢unamo
ireducibilno dekompozicijo raznoterosti V(Bg) v polju karakteristike 32003.2 Dobimo naslednjih
13 praidealov:

1) (@21 —b12, ap3b12 —16001b12b03 +16001agz — bos, azobi2 +2b30b12 — 2a30 — b3, azoaoe3z — b3obos),
2) (aos — b3o, az1 — b1z, aso — bos),

3) (bi2 — 2,b30,a21 — 2, aso),

4) (bos, b1z — 2, ap3, az1 — 2),

5) (bi2 — 2, a03 — 2bp3, a1 — 2, asp + 16001bs3p),

6) (bo3 — 1,b30 + b12 — 2, ap3 — b1z + 2,a21 + b12 — 4,a30 — 1),

7) {aps + 10667b12 — 8001bg3 — 13334, azg — 10665a91 — 4bzg — 10670, b3gbos + 16001ag; —

16001612, ag1bgs — 16000612 — 12002bg3 — 4000, b%Q — 4001b12 — 9000bg3 + 13001, b3pb12 —
4000&21 — 12002b30 + 8000, a21b12 — 12002&21 - 12002b12 + 16001, a%l — 12004&21 — 3997b30 —
7999),

8) <b03 —4,b12 + 9, b30 — 8002, a03 — 8, as1 + 2,a30 + 8001>,
9) <b03 + 8001, b12 + 2, b30 — 8, apy — 8002, a1 + 9, aszop — 4>,

10) <b03 — 71107 1)12 — 10666, bgo — 6000, aps — 3555, a1 — 16001, aso + 2000>

2Stevilo 32003 je bilo najvetja mozna karakteristika konénega polja v prejénjih verzijah sistema Singular. V
novejsi verziji Singular 3 je najveéja karakteristika 2147483629. Vendar pa so izracuni v Zai474s3620 pocasnejsi
kot v Z32003. VeCinoma ugotovimo, da je ucinkoviteje, ¢e racunamo v polju karakteristike 32003.
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11) (bos — 8001, b12 — 1,bs0 + 4, aos, az1, azo + 8)
12) <b03 + 2000, b12 — 16001, bgo — 3555, apy — 6000, agl — 10666, asog — 7110>,
13) (bo3 + 8, b12, b3, apz + 4, a1 — 1, azo — 8001).

Sedaj za teh 13 idealov uporabimo algoritem racionalne rekonstrukcije, ki je skupaj s pre-
prosto kodo za izvedbo tega algoritma v programu Mathematica opisan v podrazdelku 1.5.3.
Dobimo ideale, ki so generirani s polinomi, ki nastopajo v pogojih izreka 3.2.14. Oznaéimo
jih s Q;, i = 1,...,13. Npr. Q1 = (a21 — b12,2a03b12 + b12boz — a3z — 2bo3, azobi2 + 2b30b12 —
2a30 — bso, aspags — bobos) je ideal, generiran s polinomi pogoja 1) izreka 3.2.14; Q2 = (azo —
bso, a1 — bia,azp — bos) je ideal, generiran s polinomi pogoja 2) izreka 3.2.14 itd. Ce sledimo
dekompozicijskemu algoritmu z modularno aritmetiko, v tretjem koraku preverimo, da je vsaka
fokusna koli¢ina gsi 31 v vsakem korenu idealov @);, t. j. reducirana Groébnerjeva baza vsakega
ideala (1 — wgsk 3k, @), kjer je k = 1,...,8 in i = 1,...,13, je enaka {1}. Ker je odgovor
na ta korak dekompozicijskega algoritma z modularno aritmetiko pritrdilen, lahko nadaljujemo
s Cetrtim korakom, kjer preverimo, da v izra¢unih noben pogoj ni izgubljen. V Singularju
izracunamo presek Q@ = N2,Q; nad poljem racionalnih §tevil in dobimo 28 polinomov, ki jih
oznafimo s qi, ..., qog. Kot zadnji korak moramo preveriti se, da je v/Q = \/l?g. V ta namen
izratunamo Grobnerjevo bazo vsakega ideala (1 — wg;, [;’8> zai=1,...,28 in Grébnerjevo bazo
vsakega ideala (1 — wgsy 3k, Q), k = 1,..., k. Izkaze se, da so vse Grobnerjeve baze enake {1},
kar pomeni, da je v/@ = /Bs, od koder po trditvi 1.4.8 sledi, da je V(Bs) = V(Q) oz. po (1.23)
je V(Bs) = U2, V(Qi).

S tem smo pokazali, da so pogoji izreka 3.2.14 potrebni pogoji za nastop centra v izhodis¢u
sistema (3.34) z a12 = boy = 1. Pokazimo Se njihovo zadostnost tako, da za vsak sistem (3.34), ki
zadosca enemu izmed trinajstih pogojev izreka 3.2.14, najdemo ali dokazemo obstoj formalnega
prvega integrala oblike (2.45). Za nekatere pogoje tega izreka in prav tako naslednjih dveh
izrekov so bili dokazi zadostnosti, ki jih navedemo tukaj, izvedeni v [51]. Kot smo ze zgoraj
navedli, ima sistem (3.34) dve invariantni premici = 0 in y = 0, ki potekata skozi izhodisce in
ju v nekaterih primerih uporabimo pri konstrukciji Darbouxjevega integrala ali integrirajocega
mnozitelja.

Sistem (3.34), ki zados¢a pogoju 1) izreka 3.2.14, je oblike

i = x(1—asz® — biax?y — zy® — aosy?), (3.36)
. 2-b 2b1a—1 3.36
y=-y (1 — 7%(2)(5127;2):133 — 2%y — braay?® — 7%3;,;32 )y3> .
7 Darbouxjevo metodo najdemo integrirajo¢i mnozitelj
2—3b1o
p=(zy) B271,

s pomocjo katerega konstruiramo prvi integral
1-2bq19

H = (l’y) bra—1 (2 - b12 + a30(b12 — 2)$3 + (2 — 5b12 + 2b%2)(3:2y + azy2) + aog(l — 2b12)y3).

Vidimo, da H ni definiran za bj3 = 1 in da izraz na desni strani druge enacbe sistema (3.36) ni
definiran za bjg = 2 in bjg = 1/2. Oznac¢imo z V raznoterost V(I), kjer je I ideal generiran s
polinomi pogojev 1) izreka 3.2.14,

I = (a1 — bi2, 2ap3b12 + bi2boz — ap3 — 2bos, azpbi2 + 2b30b12 — 2a30 — b3, azpaops — b3pbo3),



3.2  Zvezni sistemi 151

in z J1 == <b12 - 1), J2 == <b12 - 2> in J3 = <b12 - 1/2> VldlmO, da H ni definiran za tocke
raznoterosti V(I), kjer je bja enak 1, 2 ali 1/2, t. j. definiran je za tocke iz V\W, kjer je
W =V(J1)UV(J2)UV(J3) =V(J)in J = JyNJ2NJ3. Najprej izratunamo ideal J in dobimo
J = (2b3, — Tb3, + Tbia — 2). Nato izracunamo kvocient idealov I in J; dobimo ideal

I:J = (a2 — bi2,2a03b12 + b12boz — ao3 — 2bos, azobi2 + 2b30b12 — 2a30 — b3o, azoaos — bsobos)-
Vidimo, da je I : J = I, kar pomeni, da je
V\W =V,
zato ima po lemi 3.2.13 sistem (3.34) v vsaki tocki raznoterosti V center v izhodigcu 2.

Sistemi, ki zados¢ajo pogojem primera 2), so ¢asovno reverzibilni, saj njihovi parametri lezijo v
raznoterosti V(Lsyml, 1), kier je

Taymloyypyo1 = (003030 — bosbso, ag1 — biz, azobly — a3,bos, asobiy — a3 bos, azobiz — az1bos,
ag3ag1 — biabso, ao3as; — bisbso, bso — a3, ap3ad; — biabso, aso — bos).
Sistem, ki zados¢a pogojem 3), ima obliko
b= x(l -2z —ay® — aosy®), (337)
§= —y(l -2y —2xy> — bosy’). '

Za dokaz integrabilnosti oz. obstoja centra v tem sistemu uporabimo metodo “blow-down” v
vozel. Vpeljemo analiti¢no spremembo koordinat

u=xy?, v=1y>, (3.38)
in sistem (3.37) postane
0= —u+3u®+ (2bp3 — agz)uv,
, : (2bos ~ aos) (3.39)
0= —3v+3u”+ (6 + 3by3)uv.

Za sistem (3.39) lahko s transformacijo oblike (2.53) dobimo njegovo normalno formo in vidimo,
da je koeficient a v resonantnem ¢lenu a&® nicelni, t. j. normalna forma je linearna:

£=-€ n=-3n (3.40)

Sistem (3.40) ima prvi integral £3/n. Ce se vrnemo nazaj k originalnim koordinatam z in v,
dobimo, da je prvi integral sistema (3.37) enak 23y3 + Y, =T cijz'y’ in sledi, da ima sistem
(3.37) prav tako prvi integral oblike (2.45) (glej razdelek 2.2.4).

Primer 4) dobimo iz primera 3) z involucijo ay; > bjj.

Sistem (3.34), ki zados¢a pogojem 5), ima obliko

T= (1 — 1’370:r3 — 2%y — xy? — 2b03y3) ,
§ = —y(1 = boa® — 2%y — 22y* — bosy?).

38 podobnim racunom dokazemo integrabilnost sistemov, ki jih studiramo spodaj, ¢e Darbouxjev integral ali
integrirajo¢i mnozitelj ni definiran povsod.
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in premore invariantno krivuljo f = 0, kjer je
f = (4- 2422y — 24xy? + 362*y? + 18b3gz*y? + 10823y3 — 54bgsbsgzy?

—54()30:6‘61/3 + 275035%01‘63/3 + 363:23/4 + 36503.%'21/4 — 108x5y4 + 54()031)30%53/4
—10833‘43/5 + 54()03()3033‘43/5 — 108()0333‘3:1/6 + 54()(2)3()303333/6),

z ustreznim kofaktorjem k = —6x(z — y)y. Inverzni integrirajo¢i mnozitelj je podan z
V= (zy)%f.

Obstoj analiticnega prvega integrala v okolici izhodisca sledi iz leme 2.2.41(3).

V primeru 6) je sistem (3.34) oblike

t=z(l- % — (4- b12)$2y — my2 — (b12 — 2)y3),

. (3.41)
g =—y(1—(2—b2)a® — 2%y — bpoxy® — ).

V ta sistem vpeljemo nov parameter A in novi neznanki X in Y tako, da je bia = 2 + ¢,
rz=X+1Y,y=X —1Y. Na ta nacin skupaj s spremembo ¢asa t = ?I' dobimo sistem

X
X _ —(1—2X)(1+2X +42?)Y,

dr (3.42)

‘% = X (1 —4X° — X% +4XY? —40Y?).

S pomocjo transformacije

o
(14 4u3)s
3
Y = 1 . A2-3 ’
(14 4u3)3[3(1 — 16ub) 15 + 4 \u?v)
3(1 — 4u®)(1 — 16uS)®
dr = ( — J(1 = 16u7);s T
3(1 —16u’) 15 + 4 u?(1 — 16ub)sv
dobimo iz (3.42) sistem
d
U = P(u,v),
dr
(3.43)
dv 6y 2212 4 6y 3=22 6 2, 6,3
= u(l—16u”) 9 [1-— ﬁ)\(l —16u”) & (45 —432u” + 322" u”)v°] = Q(u,v).
-
Vektorsko polje, definirano s (3.43), je simetriéno glede na os v za poljubno kompleksno konstanto
A. Ce vzamemo z = v + iu, w = v —ju in 73 = —i7, lahko sistem (3.43) zapiSemo kot
%_Z+ i ajpwt = F(z,w)
dr k=2 g T
] m (3.44)
w .
dr =-w-= Z 5jkw]2k = —G(z,w),

J+k=2
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kjer je

F(zw) = —P (i(w;’z),w;z> +iQ (i( ~2) w+z>

G(z,w):—P<i(w2_Z),w;_Z>—ZQ(( w+z)

Ker je P(u,v) = P(—u,v) in Q(u,v) = Q(—u,v), iz (3.45) sledi, da je F(z,w) = G(w,z) in
zato je o = i za vse (j,k). Tako ima po izreku 2.2.45 sistem (3.44) prvi integral oblike
U = zw + -+ in od tod sledi, da ima sistem (3.41) prvi integral oblike (2.45).

V primeru 7) ima sistem (3.34) obliko

(3.45)

144 7-8 3 27(2 — 3
t=Pz,y) ==z <1 — 1+ an)é7 a21)7 — a21x2y — xy2 + (é — 82232 >
. (2 — agl)(7 — 8a21)x3 2 (4 + 7a21)wy2 27(1 + 4a21)y3
= == — 1 —
§=0Qz.y) =~y < * 27 Y T R (7 — 8az )2

(3.46)
kjer je 7 — 8ag; # 0. Sistem (3.46) premore algebrai¢no invariantno krivuljo f(z,y) = 0, kjer je

(14 4ag1)(7 — 8agy )3 1+ dagy)zy  3(1+4dag)wy?  27(1 + dag )y?
27 3 7 — 8agi (7 — 8ag)?

f(],‘,y)zl—

Za dokaz obstoja centra v izhodis¢u uporabimo trditev 2.2.50. Obravnavamo spremembo koor-
dinat

9 7—8
u:u(:v,y) = J T ’ v :’U(l',y) = (lﬂ? (347)
(7—8a21)f3($,y) gfg(xay)
katere inverzna sprememba je podana z
v (7 — 8az1)u uv
T = T , Y=, Ty =g
(7 - 8a21)f3(u,v) 9f3(U, U) fS(u, 1))
Sistem (3.46) v spremenljivkah (u,v) postane
du_ Plww) v Q) 5

dt — f(u,v)’ dt fu,v)’

kjer sta P(u,v) in Q(u,v) enaka polinoma kot v (3.46) v spremenljivkah (u,v). Tako (3.47)
zadosta pogojem (2.105)—(2.107) trditve 2.2.50 in zato ima sistem (3.46) center v izhodiscu.

Sistem (3.34), ki zados¢a pogojem 8), je
i = z(l+2%/4+ 22y — 2y* — 8y°),
= —y(1—52%/4 — 2%y + 9zy® — 49°),
in ima dva algebrai¢na parcialna integrala

fi = 1+2°4+32%/84+2%/16 + 3312/256 + 822y 4 325y — 2ty /16 + 28xy% + 3xy?
—1527y? /4 4 72102 /16 6095 3 420253 — 72%3 /4 + 7822yt — 4525y
+3528y1 /8 + 48> — 72Ty’ — 20x3y6 + 725¢% — 42597 + 2148,
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in
fo = 1+4323/4+325/16 4+ 2°/64 + 622y + 32°y /4 — 32%y/16 + 21xy® — 92>
+1527y2 /16 + 21233 — 52593 /2 — 152%y* + 15259 /4 — 32y 4 2345,

z ustreznima kofaktorjema k; = z(x — 2y)(3z 4+ 14y) in ko = 3z(z — 2y)(3z + 14y)/4. Enacba
(2.60), ki je v tem primeru enaka
ar1ky + agks =0,

ima resitev a; = —3 in ae = 4 in odtod konstruiramo Darbouxjev prvi integral

H(z,y) = f°f5.

Primer 9) dobimo iz primera 8) z involucijo ay; <> bjj.
V primeru 10) ima sistem (3.34) obliko

3

33 2
x':x(l—l—i—w—ny—l—Syf),
3 2 3 '
. (1+9x 9 +5xy +16y )
= — — —=x —).
LA TR ! 9

Za dokaz integrabilnosti tega sistema uporabimo metodo napihovanja. Uvedemo transformacijo
(3.12) in sistem (3.49) postane

. iz 2322 323 3yt
z =2z + y3 + y3 73/2 + y8 :Fl(xvy)’
A f 43 (3.50)
y:_y_miy_5yz+y422_9yizzp(my)
9 3 16 2

Podobno kot v dokazu izreka 3.2.8 (komponenta V(Jz)) is¢emo prvi integral oblike (3.14).
Izracunamo H = (0H/0z)F; + (0H/Jy)F> in ena¢imo z ni¢ koeficient vsake stopnje spremen-
ljivke y, dobimo naslednjo rekurzivno diferencialno enacbo za f:

1
p3(2) fr—s + ﬂz(64 + 162 — 1222 +923) f 3 — kfy +22f, = 0,

kjer je ps(z) polinom tretje stopnje. Za k = 2,...,8 dobimo fo = Cz in izberemo C = 1;
f3 = C23 in izberemo C' = 0; f1 = C2? in brez izgube za splosnost izberimo C' = 0 (lahko
izberemo tudi C' # 0, saj bo fy v vsakem primeru polinom); f5 = zP3(z), kjer je P3 polinom
stopnje 3, fs = Cz> in ponovno izberemo C = 0; f; = C23 in vstavimo C' = 0; fs = 256(2),
kjer je Sg(z) polinom stopnje 6, ki ne vsebuje ¢lena z monomom z3. Zato predpostavimo, da je
za vsak lihi k& polinom f; oblike

fi(z) = 2(Co + Cr12 + Coz® + -+ Ck72zk—2)7

in za vsak sodi k je polinom fj oblike fr = zQr_2, kjer je Qr_o neki polinom stopnje najvec
k

k — 2 brez ¢lena z monomom z2 !, t.j.

fol2) = 2(Co+ Crz+ Coz® 4 -+ Cr_,22 24 Crz2 + -+ + Cpg2" ).
2 2
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Z uporabo indukcije dokazemo, da za vsak k£ dobimo polinom f;. Dokaz poteka na enak nacin

kot je potekal dokaz integrabilnosti komponente V(.Jz) izreka 3.2.8. Dobimo, da je f,(z) =

2Qn—2(2), kjer je @Qn—2(z) polinom stopnje kve¢jemu n — 2 in v posebnem primeru, ¢e je n sod,

polinom @, _2(z) ne vsebuje ¢lena s potenco z%_l, za kar smo potrebovali podrobnejsSo analizo.
Torej je prvi integral sistema (3.50) enak

H(zy) =Y 2Qra(2)y" = 2" + D 2Qr2(2)y"
k=2 k=3

in odtod je prvi integral sistema (3.49) oblike (2.45).
V primeru 11) je sistem (3.34) oblike

i = x(148z3 —xy?),

. 3.51
g = —y(1+4a3 — 2%y — 2y? — y3/4), ( )

in premore algebrai¢na parcialna integrala
fi=1-3zy?/2—y3/4, in fo=1+82>—3xy?/2 —13/4,

z ustreznima kofaktorjema k; = 3y?(2x+y)/4 in ko = 3(4ax+y) (822 — 22y +y?) /4. Konstruiramo
integrirajo¢i mnozitelj

p=(ay) 25
Za dokaz obstoja analiticnega prvega integrala v okolici izhodis¢éa uporabimo toc¢ko (ii) leme
2.2.41. Obe enacbi sistema (3.51) mnozimo z ff/sz_l/G in dobimo sistem

T = P(.le, y): Y= Q(l',y), (3'52)

ki ima integrirajo¢i mnozitelj p = (xy)~2 oz. inverzni integrirajo¢i mnozitelj V = (xy)? in
koeficienta pred monomom 2y v P in zy? v @ sta nicelna. Zato po lemi 2.2.41 sistem premore
prvi integral oblike (2.45).

Primer 12) dobimo iz primera 10) z involucijo a; < bjp.
Primer 13) dobimo iz primera 11) z involucijo ay; <> bj,. m

Za potrebne pogoje primera (f3), ki so predstavljeni v izreku 3.2.15, poiséemo ireducibilno
dekompozicijo raznoterosti ideala Bg @ in podobno za potrebne pogoje primera (), ki so
predstavljeni v izreku 3.2.17, poiscemo ireducibilno dekompozicijo raznoterosti ideala Bg| . V

™)
obeh primerih so izracuni lazji kot v primeru («) in so zato lahko izvedeni v polju racionalnih

Stevil.

Izrek 3.2.15 Sistem (3.34) z a1o = 1, ba; = 0 ima center v izhodisc¢u natanko tedaj, ko zadosca
enemu izmed pogojev:

1) a21 = 2ap3bi2 + bi2boz — a3 — 2bp3 = aspbi2 + 2b30b12 — 2az0 — bso = azoaos — bspboz = 0;
2) boz = b1z — 2 = agz = az = 0;

3) b3p = a1 = azg =0;
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4) b2 — 2 = ap3 — 2bpz = a1 = 2azg — bzp = 0;

)
5) 8bia — 7 = 4ags + boz = azg — 4bgg = 2b3obos — a1 = 16ag1bog + 27 = 8a3; + 27b3g = 0;
6) bia = bso = 2a03 — bog = agobos + 2a21 = aziboz — 8 = a3, + dagg = 0;

)

7) bia = b3p = 2a93 + bps = aspboz — 2a21 = a21bg3 + 8 = a%l + 4aszg = 0.

Dokaz. Dokazimo, da ima sistem (3.34) z aj2 = 1, byy = 0, ki zado$¢a poljubnemu pogoju
izreka 3.2.15, center v izhodis¢u oz. prvi integral oblike (2.45).

V primeru 1) je sistem (3.34) enak

i= = <1 — agoa® — ay? + gtz y3) :

3.53)
. bra (
y=-y (1 + 2512203 — pyomy? — bosy3> -

Sistem (3.53) ima algebrai¢no invariantno krivuljo f; = 1 — agoz® + (1 — 2b12)zy? — bosy® = 0, z
ustreznim kofaktorjem ki = —3asoz® — zy? + 2b122y? + 3bo3y> in odtod konstruiramo analitiéni

prvi integral
1-b19o

H— — xyffblg—l 7

ki je oblike (2.45).

V primeru 2) je sistem enak

dr _ 3 2 dy _ 3 2
i (1 — azpz’® — zy*), i y(1 — bzox” — 2zy°). (3.54)
Z uvedbo novih koordinat u = 3, v = xy? postane ta sistem
d d
di: = 3u(1l — agou — v), dit} =v(—=14 (2b3p — aso)u + 3v). (3.55)

Izhodisce sistema (3.55) je sedlo in sistem (3.55) je linearizabilen v izhodis¢u (glej [54]), t. j.
obstajata poten¢ni vrsti x = uf(u,v), Y = vg(u,v) z £(0,0) = g(0,0) = 1, da je sistem (3.55) v
koordinatah (X,Y") enak

dX ay
— =3X, —=-Y.
dt Toodt
Tako je sistem (3.54) s transformacijo
1 1
§ :X§ = xf§7
11 11 (3.56)
n:X 6Y2:yf 6g2,

kjer je f = f(23,2y?), g = g(23, 2y?), transformiran v linearni sistem

d§ dn _

Ezga dt = -,

ki ima prvi integral ¥(¢,n) = &n. Od tod dobimo z uporabo (3.56) prvi integral sistema (3.54),
ki je oblike (2.45).
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V primeru 3) je sistem oblike

i =x—2%y® — agszy®, Y= —y + braxy® + bosy®. (3.57)
S substitucijo (3.38) dobimo sistem
U= —u-+ (2b12 — 1)U2 + (2b03 — aog)uv, v = —3v + 3bjouv + 3b031)2. (358)

Ce izra¢unamo normalno formo sistema (3.58), vidimo, da je koeficient v resonantnem ¢lenu aé?
enak ni¢ in zato je normalna forma oblike (3.40). S podobnim razmislekom kot v primeru 3)
izreka 3.2.14 ugotovimo, da ima sistem (3.57) prvi integral oblike (2.45).

Sistem (3.34), ki zados¢a pogojem primera 4), je oblike

bsox3

=zl - —zy® — 2bp3y°), ¥ = —y(1 —bgoz® — 22y — bosy®) (3.59)

in ima algebrai¢no invariantno krivuljo f = 0, kjer je
f=4-— 2433‘3/2 + 18()301‘43/2 — 54b03b30x3y3 + 27b03b§0x6y3 + 3633‘2:1/4 + 54b03b30x4y5 + 54b33b30$3y6,

z ustreznim kofaktorjem k = 6xy2. Inverzni integrirajo¢i mnozitelj sistema (3.59) je podan z
V = (zy)~2f. Obstoj analiticnega prvega integrala v okolici izhodisca je zagotovljen s tocko (4)
leme 2.2.41.

V primeru 5) je ustrezni sistem

_ 272t 2723y
E= T R ™ Gdany T Y T 03T
03 05 (3.60)
51242, 8 037

Za sistem (3.60) najdemo samo eno algebrai¢no invariantno krivuljo

2723 922y 3z’

- dagsy® = 0
128a2,  16ags 2 | wy =0

fi=1+

s kofaktorjem
5, _ 337 = Bausy) (92° + 16agszy + 6dafyy®)
12842, '

Krivulja fi = 0 in obe invariantni premici z = 0 in y = 0 ne zadoS¢ajo za konstrukcijo Darbo-
uxjevega prvega ali Darbouxjevega integrirajocega mnozitelja. Za dokaz zadostnosti teh pogojev
uporabimo trditev 2.2.51. Vpeljemo novi koordinati z in w tako, da je

3 512a3,y3
 3(1024a2; + 13523 — 216ap322y — 960a2;7y2 + 1536a,y3) (3.61)
3 _9(173 ’
w

102403, + 13503 — 216agsz%y — 960ag,7y? + 1536ai,y°)
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Potem je
5 —1024a3w?
9(1 — 923 — 1522w + 92w? + 15w3) ’
3 (3.62)
3 6z
aos(1 — 923 — 1522w + 9zw? + 15w?)’
S spremembo Casa,
dt = (1 —92° — 152%w + 9zw? + 15w®)dT
dobimo sistem p p
z w
— = —z(1 — =w(l — .
= =14 h), T =w(l—h), (3.63)
kjer je
h=3(z —w)(22% + 2w? — 452° — 11724 — 94230w? — 9422w — 1172w? — 45uP).
Ocitno je sistem (3.63) invarianten glede na transformacijo
z—w, w—z, 1T —-T,
in zato ima po trditvi 2.2.51 sistem (3.60) center v izhodiscu.
Sistem (3.34), ki zadosc¢a pogojem 6), je oblike
. a3 3 2 2 4 3 . 8 3
& =x(l+ =2 —anz’y —ay” — —vy°), y=y(-1+—y°). (3.64)

4 a1 a1

Sistem ima algebrai¢na parcialna integrala

8 a? 3
fi= 1——y3, f2=1+Aw3—*a215L‘2y
asi 4 2
z ustreznima kofaktorjema
24 3
]{71 = — 3 ]4}2 = *&211‘2(a21$ — 2y),

a21y ’ 4

5 2
s pomo¢jo katerih konstruiramo inverzni integrirajo¢i mnozitelj V = (zy)?ff f5. Ce mnozimo

5 2
obe enacbi sistema (3.64) z f f5*, dobimo sistem

x:P(-ﬁU,y)a y:Q(ﬂ%y)»

ki ima inverzni integrirajo¢i mnozitelj V = (zy)? in koeficienta pred z%y v P(x,y) in zy? v
Q(z,y) sta nicelna. Tako ima sistem (3.64) po lemi 2.2.41 prvi integral oblike (2.45).
V primeru 7) je sistem oblike (3.34)

2
. a 4 . 8
i =21+ 223 —ana®y —xy® — —4°), y=y(-1- —33) (3.65)
4 a1 a21
in ima algebrai¢na parcialna integrala
8 a3 3 8
fi=14+—y% fo=1+2L"—Zaga’y+ —y°
as 4 2 asy
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z ustreznima kofaktorjema

3
ki =——vy°, ko = (a21x + 2a917y + 8y )(a21:l7 — 4y).
as dao

_1 2
Sistem (3.65) ima inverzni integrirajo¢i mnozitelj V = (zy)2f, °®f5. S podobnim argumentom
kot v primeru 6) in z uporabo leme 2.2.41 vidimo, da ima sistem (3.65) prvi integral oblike
(2.45). m

Opomba 3.2.16 Nekatere funkcije, ki nastopajo v dokazih izrekov 3.2.14 in 3.2.15, niso defi-
nirane za specificne vrednosti parametrov. Obstoj analiticnega prvega integrala za te specificne
vrednosti sledi iz dejstva, da je mnoZica vseh sistemov (3.84) s centrom zaprta mnoZica v topo-
logiji Zariskega in iz podobnega izracuna, kot smo ga izvedli v dokazu primera 1) izreka 3.2.14.

Izrek 3.2.17 Sistem (3.34) z aj2 = bay = 0 ima center v izhodis¢u natanko tedaj, ko zadoSca
enemu izmed pogojev:

1) boz = apz = a1 = 0;

3 3
2) aspaos — baobos = asobly — a3,boz = a3yaps — baob3y = 0

4

)
)

3) b1z = b3p = azp = 0;
) 2ap3 + bos = azo + 2b3p = 0;
)

5) ao3z — 2boz = 2a3p — b3g = 2a21b12 — b3boz = 0.

Dokaz. V primeru 1) dobimo sistem

T=x— a30x4, y=—-y+ b30x3y + blgfL'yS, (3.66)
ki s transformacijo (3.12) postane
2 =2z —bioy’2” — asoy®2! — baoy’zt,  § = —y+ biay’z + baoy' 2P (3.67)

Izracunamo H = (9H/dz)Fy + (0H/dy)F, in koeficient vsake stopnje spremenljivke y enacimo
z ni¢. S tem dobimo naslednjo rekurzivno diferencialno enacbo za fy:

(k= 3)2(bi2 + b302%) fa—3 — 2(b12 + (az0 + b30)2%) fr_3 — kfx + 22f; = 0.

Za k = 2 dobimo reSitev fo = Cz in za k = 3,...,8 dobimo zelo podobne resitve kot v
primeru 10) izreka 3.2.14, zato poteka dokaz na podoben nacin kot tam in ga lahko bralec sam
enostavno izpelje. Torej je vsak polinom fi oblike fr = 2Qr_2, kjer je Qk o neki polinom stopnje
najveC k — 2, ki je v primeru, da je k sodi, brez ¢lena z monomom 251
Zatorej je prvi integral sistema (3.67) enak

H(zy) = 2Qu2(2)y* = 2y° + > 2Qi_2(2)y"
k=2 k=3

in prvi integral sistema (3.66) je oblike (2.45).
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Sistem, ki zados¢a pogojem 2), je ¢asovno reverzibilen, saj pogoji 2) dolo¢ajo raznoterost
ideala

Lsymla,,—py—0 = (@03as0 — bosbso, azobly — a3,bo3, aosaz; — bisbso)-
Primer 3) dobimo iz primera 1) z involucijo a; <> bjg.
V primeru 4) ima sistem (3.34) obliko
i = a(1+ 2b30z” — a2’y — aosy®), G = —y(1 — box® — braxy” + 2a03y”).
in ima invariantno krivuljo f = 0, kjer je
f=1+2b302” — 2a01 2%y — 2b12zy® + 2a03y°,

s kofaktorjem k = 2(3b3gx> — as12%y + bioxy? — 3agzy®). Lahko konstruiramo Darbouxjev prvi
integral H = zyf~/2, ki je analitiéni prvi integral oblike (2.45).

Sistem (3.34), ki zados¢a pogojem primera 5), ima obliko

3 2a21b12 .3

— agia’y — 2PLuzy ) .y =—y (1 —2ag02® — biozy* — “Sig(lfy?’) . (3.68)

T=x (1 — aspx
Sistem (3.68) ima invariantni krivulji f; = 0 in fo = 0, kjer sta

2.b
f1 =1=2a22%y — 2biaay” + 3azobrax’y® + 2a1b122%y> + %332 '
aso

in
fo = —18asia + bdad ad,x?y + Sdasiadobiaxy® — 2743, a3z y? — 8lagyadybiazy?
—9a3, azpr’y® — 54a%1a§0b12x3y3 — 81a§0b%23:3y3 + 27agla§0b12$6y3 + 81a§0b%2:v6y3
—9a3,az0bioxyt — 2Tag1a3b3,x 2yt 4 27a3 a3 braz®y? + 8lag adybiear®y?

4 4,5 2 232 4.5 5 3,6 3 2 3,6
+9a21a30[)121‘ y +27a21a30b12$ y +a21b12$ y +3a210130b12$ y

in ustrezna kofaktorja sta k1 = —2xy(a1x—b12y) in ky = —3zy(az1z—b12y). Ker je 3k1—2ks = 0,
je Darbouxjev prvi integral enak

H(x,y) = fif;".
]

Kot smo ze zgoraj navedli, so pogoji v izrekih 3.2.14-3.2.17 reducirani, saj sta parametra
a1z in boy fiksna (imata vrednost ena). Ceprav s temi pogoji naceloma popolnoma resimo pro-
blem centra, je lahko v¢éasih pomembno poiskati pogoje za cel sistem brez omejitve parametrov.
V [39] avtorica predlaga pristop za iskanje pogojev za center splosnega kompleksnega sistema
(2.44) ob predpostavki, da je problem ze resen za nekatere fiksne parametre (kot npr. zgoraj).
Geometrijsko fiksiranje enega parametra pomeni, da sekamo centralno raznoterost s hiperrav-
nino. Z uporabo metode, predlagane v [39], lahko konstruiramo celotno centralno raznoterost iz
presekov s hiperravninami.

Ko imamo resitev problema kompleksnega centra za sistem (3.34), lahko enostavno prido-
bimo pogoje za ustrezen realni sistem cetrte stopnje iz pogojev za kompleksni center in sicer s
substitucijo:

azo = Aso + 1 Bso, azy = Az +iBo,

) ) (3.69)
a1z = Aja + iB2, aps = Aoz + i Bos.
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Obravnavamo enacbo
T = ’il’(l — a301‘3 — a21$2£' — a12xa_c2 — aogf?)). (3.70)

Izvedemo substitucije (3.69) in x = u + v v (3.70) ter lo¢imo realni in imaginarni del enacbe
(3.70). Tako dobimo realni sistem oblike (2.41), t. j.

U= —v + agou® + az1udv + anuv?® + azuv® + agav?,

b =u+ Baout + Bs1uPv + Bouv® + Brzuv® + Posv?, (3.71)
kjer je
ayp = B3y + Ba1 + B2 + Bygs, Bao = —(Aszo + A21 + A2 + Aos),
az) = 4A30 + 2421 — 2403, P31 = 4Bsg + 2B2; — 2Bos,
ag2 = —6B30 + 2B12, Bz = 6A30 — 2412,
a1z = —4A30 + 2491 — 2A0s, P13 = —4Bso + 2B21 — 2Bgg3,

a4 = Bsyg — Ba1 + Bi2 — Bos, Bao = —(Aszo — A21 + A12 — Aos).

Realna centralna raznoterost sistema (3.71) (t. j. mnozica parametrov sistema (3.71), za katere
ima sistem (3.71) center v izhodiscu) je, kot smo videli ze v prejsnjem podrazdelku, lahko
izra¢unana s pomocjo komponent centralne raznoterosti ustreznega kompleksnega sistema (3.34)
in to je lahko izhodis¢e za obravnavo bifurkacij limitnih ciklov v tej druzini polinomskih sistemov.
Videli smo ze, da se zanimive bifurkacije pojavijo v okolici centralne raznoterosti. Zato, ko
imamo reSitev problema centra celega sistema brez restrikcij na parametrih, lahko dobimo realno
centralno raznoterost in obravnavamo limitne cikle, ki bifurcirajo iz vsake komponente centralne
raznoterosti realnega sistema (3.71), podobno kot smo to naredili v prejsnjem podrazdelku za
kubiéni sistem.

3.2.4 Problem centra v druzini trirazseznih sistemov NDE
Obravnavamo druzino trirazseznih sistemov navadnih diferencialnih enacb

U= —v+ au® + av?® + cuw + dvw,
O = u+ bu® + bv? + euw + fow, (3.72)
W= —w ~+ Su® 4+ Sv? + Tuw + Uvw,

za katero z uporabo pristopa, opisanega na strani 89, poiS¢emo pogoje za nastop centra na
centralni mnogoterosti. Izrek 2.2.21 nam zagotovi, da je izhodiice sistema (3.72) center za
X| WY, Kjer je X ustrezno vektorsko polje, definirano z (2.29), natanko tedaj, ko X premore
realni analiti¢ni prvi integral oblike (2.30). V naSem primeru i$¢emo pogoje s pomocjo funkcije

16
® = (u,v,w) =u® 40>+ Z ikl vkt
J+k+1>3

z neznanimi koeficienti ¢;z;, ki mora ustrezati enacbi (2.31). Izracune izvedemo v Mathematici.
Ko vstavimo ® v izraz, ki je na levi strani enacbe (2.31), pogledamo koeficiente pred razliénimi
monomi. Koeficienti pred monomomi u, v, w in u?, v?, w?, wv, uw ter vw so nicelni. Nadalje
pogledamo koeficiente v kubi¢nih ¢lenih in jih zaradi pogoja (2.31) ena¢imo z ni¢. Tako dobimo

naslednji sistem enach:
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2a+ p210 = 2¢+ P111 — Y201 = Po12 — 20102 = —3P003 = 20+ 20120 — 3300 = 2d + 2e + 221 —
©111 — 200201 = —20012 — 102 = 2a + 330 — 20210 = 2f — po21 — w111 = 2b — Y120 = 0, od
koder lahko hitro izracunamo vse koeficiente yjx, kjer je j +k +1 = 3.

Pri naslednjem koraku pogledamo koeficiente v ¢lenih ¢etrte stopnje in podobno kot zgoraj
dobimo sistem enacb:
dab+2/5(3c +d+ e+ 2f)S + ¢310 = 6bc — 2ae — 2/5b(2¢ —d — e — 2f) + 4/5a(3c +d + e +
2f)+2/5Bc+d+e+2f)T 4 @o11 — w301 = —(2/5)e(2c —d — e —2f) +4/5c¢(3c+d+e+2f) +
©112 — 20202 = 013 — 3103 = —dpoos = —4a® +4b> —2/5(2c —d — e — 2f)S + 2220 — 4pao0 =
—4ac+ 6bd+ 4be —2/5a(2c—d —e—2f) —2af +4/5b(2c—d —e+3f) —2/5(2c—d—e—2f)T +
2/5(B8c+d+e+2f)U + 2p121 — 211 — 3ps01 = —(2/5)c(2¢c —d —e —2f) —2/5(2¢ —d — e —
2f)f+4/5d(3c+d+e+2f)+4/5e(2c —d — e+ 3f) + 20022 — 20112 — 20202 = —3P013 — P103 =
2/5(8c+d+e+2f)S+2/512c—d—e+3f)S + 3pi30 — 3ps10 = 2bc — 4dad — 6ae — 2/5b(2¢ —
d—e—2f)+4bf +4/5a(3c+d+e+2f)+2/5(2c—d—e+3f)T —2/5(2c—d—e—2f)U +
3031 — 121 — 20211 = —(2/5)d(2c —d —e — 2f) +4/5f(2c —d — e + 3f) — 2p022 — p112 =
—4a® 4+ 4b% — 2/5(2c — d — e — 2f)S + 4poao — 2pa20 = 2bd — 2/5a(2¢c — d — e — 2f) — 6af +
4/5b(2c—d—e+3f)+2/5(2c—d—e+3f)U —po31 — 121 = —4ab+2/5(2c—d—e+3f)S—pi130 = 0.

Opazimo, da je ena neznanka (koeficient @) v zgornjem sistemu neodvisna in jo lahko
izberemo poljubno. Brez izgube za splosnost izberemo @4q¢ in ji dodelimo vrednost 0. Prav tako
izra¢un pokaze, da je sistem resljiv ob pogoju, da je S(c+ f) = 0. Oznacimo s p; = S(c+ f).

Pri naslednjem koraku izracunamo vse @jx;, kjer je j +k + 1 = 5. Nato pri Sestem koraku
ponovno dobimo sistem, kjer je en koeficient ¢ji; neodvisen in podobno kot prej izberemo
pe00 = 0. Podobno kot pri ¢etrtem koraku je po = 0 pogoj za resljivost ustreznega sistema, kjer
je

p2 =S(16abc — 4a’c — 676b%c — 28ad + 32abd — 12b*d + 12a°e + 32abe + 28b%e — 364> f
— 16abf — 644b> f + 52¢%S + 32¢dS — 4d*S + 32ceS — 8deS — 4€?S + 88cfS + 32df S
+32efS +20f2S — 36acT — 48bcT + SadT + 4bdT — 12aeT — 16beT — 24afT — 52bfT
+9¢T? + 3dT? + 3eT? + 11fT? + 52acU — 24bcU — 16adU + 12bdU + 4aeU — 8beU
+ 48afU — 36bfU — 6¢TU — 2dTU — 2eTU + 6fTU + 11cU? — 3dU? — 3eU? + 9fU?).

Ce nadaljujemo na tak nacin, dobimo pri osmem koraku zopet polinom, ki ga ozna¢imo s ps in
ki predstavlja pogoj ps = 0, pod katerim je sistem resljiv; pri desetem koraku dobimo polinom
p4 in podobno Se pri dvanajstem, Stirinajstem koraku dobimo ps in pg. Polinomov ps, ..., ps
nismo izpisali, ker so predolgi. Iz pogoja p1 = 0 vidimo, da je bodisi S = 0 ali ¢ = —f. Ce je
S =0, imajo tudi vsi ostali polinomi p; vrednost ni¢. Torej je S = 0 pogoj za nastop centra v
izhodiscu sistema (3.72) na centralni mnogoterosti in lahko zapisemo naslednji izrek.

Izrek 3.2.18 Ce je v sistemu (3.72) S = 0, ima ta sistem center v izhodiicu na lokalni centralni
mmnogoterosti.

Dokaz. Ce je S = 0, ima sistem (3.72) obliko

U= —v+ au® + av?® + cuw + dvw,
0 = u+ bu? + bv? + euw + fow, (3.73)
w = —w + Tuw + Uvw.
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Centralna mnogoterost za ta sistem je w = 0 in ustrezni dvorazsezni sistem na tej centralni
mnogoterosti je

S 2 2
U= vt aut o+ avs, (3.74)
v =u+bu’ 4 b
in ima center v izhodis¢u za vse a,b € R (glej [36, izrek 2]).
|
Nadaljujemo s pogojem ¢+ f = 0 in predpostavko, da je S # 0. Ce koordinato w pomnozimo
z 1/8, lahko prav tako predpostavimo, da je S = 1. Ko vstavimo ¢ = —f in S = 1 v polinome
P2, ...,p7, dobimo Po,...,pr. V Singularju poskuSamo izracunati ireducilno dekompozicijo
raznoterosti V(pa, . .., p7) in vidimo, da so izracuni pretezki. Zato podamo dodatne omejitve. To

naredimo na dva nacina: prvi¢ predpostavimo, da je a = b = 0 in drugi¢, dajec— f =d+e = 0.
Izvedemo dva loCena izra¢una v Singularju in dobimo naslednji rezultat.

Izrek 3.2.19 Sistem (3.72) ima center v izhodiséu za X|WC, e velja eden od naslednjih po-
gojeuv:

(a) a=b=c+f=8c+T?-U?=4(e—d)—T?U? =2(e+d)+TU =0 in S = 1;
(b)) a=b=c=f=d+e=01in S =1,
(c)d+e=c=f=T—-2a=U—-2b=01in S =1,

(¢) c=d=e=f=0inS=1.

Dokaz. Ce vstavimo pogoj (a) v sistem (3.72) in oznacimo a = % in 8 = %, dobimo
sistem
U =—v— —afuw — -“vw,
2 2

1 1
U=u-+ §a2uw + 50461111), (3.75)

W= —w +u? + 0% + (a4 Buw + (8 — a)vw,

Iskanje algebrai¢nih invariantnih ploskev nas pripelje do eksplicitne enacbe centralne mnogote-

. . 27,2 S . . . .
rosti W€, ki je podana z w = % Vstavimo izraz za w v sistem (3.75) in dobimo sistem

G —y— Blau + Bv)(u? +02)’

2(1 — au — pv)

. alau + o) (u? + v?)
vt 2(1 —au—pv) '

kar prinese, da je v lokalnih koordinatah blizu izhodisca (au + fv — 1) X| W enak

u:U—(au+ﬂv)v—1ﬂ(au+Bv) (u? +0?),
2 (3.76)
O:—u+(au+ﬁv)u+§a(au+ﬁv) (u? +0?).

Oblika sistema narekuje simetrijo glede na radialno premico, ki je pravokotna premici au+ fv =
0. Z rotacijo

w2 Py Py @y
e JargE VT JesE  Jain
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sistem (3.76) postane
2 2
U=V - +a?+B2UV, V:—U+MM+@U%$L§QUW%Hﬂ
in je neobcutljiv na spremembo (U, V,t) — (U, -V, —t), kar pomeni, da je ¢asovno reverzibilen

in ima zato center v izhodiscu.
Za primer (b) dobimo sistem

uw = —v + dvw,

v = u — duw, (3.77)
W= —w+u?+v? + (Tu+ Uv)w,

ki ima prvi integral ®(u,v) = u? + v2.
Sistem (3.72) s pogojem iz (c) postane

0= —v + au® + av? + dvw,

v = u+ bu® + bv* — duw, (3.78)
W= —w + u? + 0% + 20uw + 2bvw.

Ta sistem ima centralno mnogoterost w = u? + v?. Ce vstavimo izraz za w v sistem (3.78),

dobimo sistem
i =—v+ (a+dv)(u? +v?),

v =u+ (b—du)(u®+v?),
ki ga z rotacijo

= gty -t ity
VaZ+ 02 Va0 Va2 + 02 Va2 + b2

prevedemo v sistem

U=-V+(Va+ 02 +dV)(UP + V), V=U-dUU*+V?).

Ta sistem je neobé¢utljiv na transformacijo (U, V,t) — (=U,V, —t), zato je ¢asovno reverzibilen
in ima posledi¢no center v izhodiscu.
V primeru (¢) ima sistem (3.72) obliko

0= —v + au® + av?,
O = u + bu? + bv?, (3.79)
W= —w + u? + 0% + Tuw + Uvw

in ima centralno mnogoterost

1 T
w:§u3(—2a+Qb+T—U)+u20 (—a—b+2+(2]>

T U T U
+ uw? (—a+b+2—2> +0? (—a—b+2+2> +u? 40
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na kateri je ta sistem enak sistemu (3.74), ki ima center v izhodis¢u. m

V dokazih izrekov 3.2.18 in 3.2.19 smo videli, da nam centralna mnogoterost zagotovi zmanjsSanje
razseznosti sistema, o ¢emer smo govorili v razdelku 2.2.2 (glej str. 86).

V [36] so avtorji obravnavali problem centra na centralni mnogoterosti za sistem (3.72) in
pridobili enake pogoje, kot so v izrekih 3.2.18 in 3.2.19. Dokaza zgoraj sta deloma povzeta po
dokazih v [36]. Pogoje, ki so jih pridobili, so izra¢unali na nekoliko drugacen nacin, s kom-
pleksifikacijo, podobno, kot smo zgoraj pridobili pogoje za dvorazsezni sistem. Namrec, ¢e v
sistem (2.26) vpeljemo kompleksno spremenljivko & = u + iv, sta prvi dve enacbi sistema (2.26)
enakovredni enacbi & = iz + X (x, Z, w), kjer je X vsota homogenih polinomov stopenj med 2 in
N. Podobno kot na str. 93 dodamo tej enachi njeno konjugirano ena¢bo, povsod zamenjamo z
z y, ki ga obravnavamo kot neodvisno kompleksno spremenljivko in zamenjamo w z z. Dobimo
kompleksifikacijo sistema (2.26),

N
T =1ixr+ Z apgraePy?z",
ptq+r
N
Y= —iy+ Z bpgralyz", (3.80)
ptq+r
N
2= —Az+ Z cpgralylz",
pt+ag+r

kjer je bpgr = Gpgr, za koeficiente cpq pa zahtevamo, da je vsota Z;jv tgtr Cpgr@PTIW" za vsak
x € C in vsak w € R realna. Naj ) oznacuje sistemu (3.80) pripadajoce vektorsko polje v
C3. Obstoj prvega integrala (2.30) za sistem v druzini (2.26) je zagotovljen z obstojem prvega
integrala
U(z,y,z) =xy + Z vjklxjykzz (3.81)
Jk+0=3

za ustrezen sistem v druzini (3.80). Podobno kot pri dvorazseznih sistemih lahko obravnavamo
obstoj prvega integrala ¥ za sistem v druzini (3.80) z izra¢unom koeficientov funkcije YV in
nato z iskanjem njihove raznoterosti. Za sistem (3.80) lahko vedno najdemo funkcijo ¥ oblike
(3.81), ki zados¢a enacbi

yql(xa y,Z) = g110°Y + g220($y)2 + g330(:1;y)3 4.

Koeficienti ggro so fokusne koli¢ine in njihova raznoterost predstavlja potrebne pogoje za obstoj
prvega integrala oblike (3.81) sistema (3.80) (glej [36] za ve¢ podrobnosti).

3.3 Diskretni sistemi

V tem razdelku obravnavamo centralne raznoterosti in bifurkacije limitnih ciklov sistemov (2.130).
V veliki meri je to poglavje povzeto po originalnih ¢lankih avtorjev [92] in [93]. Podobna pro-
blematika je obravnavana ze v [105] in [111]. V nekaterih primerih je dosezena zgornja vrednost
zmogljivosti sodobnih racunalnikov in algebrskih ra¢unskih sistemov. S podobnim pristopom
(glej razdelek 2.3) je mogoce obravnavati tudi preslikave (2.131). Za razreSitev zahtevnejsih
primerov bi bilo treba uporabiti drugacen pristop.
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Obdelani so sistemi oblike (2.130), ki izhajajo iz enacbe (2.139). Obravnavamo centralne
raznoterosti preslikav y = f(z), ki izhajajo iz enacb (2.139), in njim pripadajoce ideale ter
cikli¢nost na centru. Obravnavamo tudi posplositev izreka 2.1 iz [20] za ocenjevanje ciklicnosti v
smislu prenosa ideje iz teorije NDE na preslikave (2.130). Posploseni izrek potrdimo na nekaterih
znanih in novih primerih. Klju¢ dokaza posplosenega izreka 3.3.4 je (v primerjavi z zveznim
primerom) podobna zveza med Ljapunovimi koeficienti in podobna oblika le-teh. Pri dokazu
lahko zato uporabimo enako linearno algebro, kot v [20], kjer so obravnavani zvezni sistemi.

Glede na to, kateri nelinearni ¢leni so prisotni v enacbi ¥(z,y) = 0, bomo uporabljali oznake
iz [92] in [93]. Ce y = f() izvira iz enacbe ¥(z,y) = 0 in je

U(z,y) =z +y+ Az® + By + Cy?, (3.82)
uporabimo oznako 2. Za y = f(z) in
U(x,y) =z +y+ Dzt + Ex®y + Fay® + Goy® + Hy, (3.83)
uporabimo oznako 0:0:4. Za y = f(x) in
U(x,y) =z +y+ Az + Bay + Cy? + Dz® + Ex’y + Fxy® + Gy (3.84)
uporabimo oznako 2:3. Za y = f(z) in
U(x,y) =z +y+ Az® + Bxy + Cy? + Da* + Exdy + Fay? + Goy® + Huw' (3.85)

uporabimo oznako 2:0:4.
Cikliénost preslikav (2.130) tipa 2, 0:0:4 in 2:3 s fokusom v izhodis¢u je bila obravnavana
ze v [105, 111]. Samo v primeru 2, ki je najenostavnejsi in je bil tudi kronolosko prvi obrav-

navan v [127], je pripadajoci ideal (g2, g4, ..., g2k, - . .) korenski. Posledi¢no je to edini primer,
za katerega lahko uporabimo izrek 3.3.4 v celoti oziroma trditev 3.3.5 in/ali trditev 3.2.7. V
vseh drugih primerih ima pripadajoci ideal (g2, g4, ..., g2k, . ..) v primarni dekompoziciji nekaj

korenskih in nekaj nekorenskih komponent. V teh primerih lahko za oceno cikli¢nosti uporabimo
samo prvi del izreka 3.3.4 oz. ocenimo cikli¢nost s pomocjo trditve 3.2.7. Kljub zmogljivosti
sodobnih rac¢unalnikov in programa Singular izracuni primarne dekompozicije ideala centralne
raznoterosti v primeru 2:3 v literaturi Se niso obdelani.

Ce je pripadajoéi ideal korenski, so rezultati, ki sledijo iz izreka 3.3.4 natanéni, drugace pa
lahko uporabimo samo prvi del izreka, ki nam da oceno cikli¢nosti, ki je veljavna lokalno (v
smislu razvoja v Taylorjevo vrsto). Torej, prvi del izreka 3.3.4 velja lokalno tudi na nekorenskih
komponentah, kar je njegova glavna prednost. Rezultati iz primarne dekompozicije v primerih
0:0:4 in 2:0:4 so za analizo cikli¢nosti uporabljeni na enak nacin kot npr. v [45] in [75].

V smislu zgornjih oznak so v [92] na podoben naé¢in obravnavani Se primeri 0:0:0:0:6,
0:0:0:0:0:0:8 in 0:0:0:0:0:0:0:0:10. Sode homogene primere visjih stopenj iz oc¢itnih razlo-
gov raje imenujemo kar glede na stopnjo homogenosti n = 6, 8,10 itd. Nazadnje so obravnavani
tudi splosni primeri n = 2¢, £ € N. Na osnovi rezultatov za n = 2,4,6,8 in 10 sta za pogoje
centralne mnogoterosti in cikli¢nosti iz centra induktivno postavljeni domnevi.

Za ugotavljanje cikli¢nosti v okolici fokusa je odgovor, kot vidimo v naslednji trditvi, dokaj
preprost.

Trditev 3.3.1 Ce ima preslikava fq« v izhodiicu fokus reda k, je ciklicnost v & = 0 wsaj k — 1.



3.3 Diskretni sistemi 167

Prav tako z ugotavljanjem ciklicnosti in s pogoji centralne mnogoterosti v lihih homogenoh
primerih 0:3, 0:0:0:5, 0:0:0:0:0:7, ... torejzan = 2¢+ 1, £ € N, kot vidimo v naslednjem
izreku, ni tezav.

Izrek 3.3.2 Polinom dolocen z (3.95) za lihe n porodi preslikavo (2.130) s centrom v izhodiscu

natanko tedaj, ko je '
> (-1 oy =0.

l4+j=n

Ciklicnost iz centra je za vsen =20 + 1, £ € N, enaka nic.

Izrek 3.3.2, ki je dokazan v ([105, izrek 2.4]), skupaj s pogoji centra in cikli¢nosti za primere
n = 2 in n = 4 nakazujejo, da za visje homogene sode primere koeficiente A, B, C, D, E, F, G,
H iz enacb (3.82), (3.83) oznacimo z indeksi, kot je nakazano v (2.139). V primerih n = 6,8, 10
bomo namesto o;; uporabili A;; za elemente iz prostora parametrov A. Na§ koncni cilj v tem
razdelku bo torej obravnava cikli¢nosti iz centra v sodih primerih.

3.3.1 Posplositev izreka o cikliénosti komponent centralne raznoterosti in
splosni rezultati o cikliénosti

Izrek 2.1 v [20] poda zgornjo mejo limitnih ciklov pri bifurkacijah iz komponent centralne ra-
0 .

znoterosti sistema NDE (2.41). Avtor obravnava povratno preslikavo h(c) = ¢+ ) fic’, ki
i=1

pripada sistemu (2.41). Koeficienti ; so polinomi v prostoru parametrov in izhajajo iz sistema
NDE; torej iz koeficientov polinomov P (u,v) ter @ (u,v). Vemo, da limitni cikli sistema (2.41)
pripadajo izoliranim ni¢lam preslikave h(c) — ¢, ki smo jo imenovali funkcija razlike. Obravnava
funkcije razlike torej odgovori na vprasanje cikli¢nosti: treba je obravnavati koeficiente a; in nji-
hove skupne ni¢le ali natan¢neje ideal, ki ga vsi koeficienti §; generirajo ter njemu pripadajoco
raznoterost. Avtor v [20] definira Ljapunove koli¢ine L (i), ki so odvisne od koeficientov ;. Z
namenom ocenjevanja cikli¢nosti iz (posameznih ireducibilnih komponent) centralne raznotero-
sti, predlaga izbiro (generi¢ne) tocke na vsaki komponenti in linearizacijo Ljapunovih koli¢in
okrog te generi¢ne tocke. Seveda je ravno izbira te generi¢ne tocke lahko ”problemati¢na”, se
posebej, ¢e obravnavani ideal ni korenski [27, str. 173, posledica 3].

Sedaj zelimo koncept Ljapunovih koli¢in in izrek 2.1 iz [20] posplositi na preslikave (2.130),
ki izvirajo iz enacbe (2.139). Glede na [111, dokaz trditve 3] lahko funkcijo razlike (2.142),
P (z) = f?(z) — =, za preslikave (2.130) izrazimo s fokusnimi koli¢inami, goy, ki so definirane
v razdelku 2.3.3. To pomeni, da za obravnavo problema centra in fokusa preslikav (2.130)
obstajata dva pristopa. Funkcijo razlike lahko obravnavamo direktno iz Ljapunovih koli¢in
P(z) = f2(x) — 2 = co2® + c3z* + - -+ in obravnavamo ideal (cg,cs,...), ali pa obravnavamo
Ljapunovo funkcijo ® (z) = 22 (1 +> bkxk) , za katero je dokazano [111] (glej tudi dokaz
trditve 2.3.18), da preko zveze (2.140) razlikuje med centri in fokusi preslikave (2.130). Ideal,
generiran s koeficienti ¢ iz funkcije razlike (2.142), in ideal, generiran s fokusnimi koli¢inami
gor. sovpadata in pogoji go = g4 = - = gop—2 = 0 ter gop # 0 so ekvivalentni pogojem
o =c3 == cop_1 = 0 ter cor, # 0. Zato je obravnava preslikav (2.130) preko Ljapunovih
koli¢in in preko fokusnih koli¢in enaka kot pri ravninskih sistemih NDE (2.41); glej tudi [114,
posledica 6.2.7]. V [111, dokaz trditve 1] je dokazano tudi, da je

V((CQ,C3,...>) = V((gg,g4,...>). (386)



168 3 Primert uporabe polinomskih idealov

Poleg tega je dokazano tudi, da lahko funkcijo razlike P (z) vedno zapiSsemo v obliki
P(z) = gz (1 4+ (a,2) 4+ -+ gr,z™ (1 + U, (a, ). (3.87)

Iz ¢lanka [78, trditev 2.1 in izrek 2.2] lahko sklepamo, da sta enacbi (3.86) ter (3.87) nespre-
menjeni, tudi ¢e delamo na lokalnih kolobarjih v prostoru parametrov (ki izhajajo iz poten¢nih
vrst pri razvoju okoli koordiantnega izhodisca).

Skratka, v jeziku preslikav (2.130) Christopherjev izrek (izrek 3.2.1) temelji na analizi ideala
(ca,cs,...), kiizhaja direktno iz (2.142), medtem ko posplositev izreka [20, izrek 2.1] na preslikave
(2.130) v [93] temelji na zvezi (2.22) ter na Bautinovi metodi.

Ce zelimo posplogiti Christopherjev izrek na sisteme (2.130), je treba videti, da koefici-
enti ¢, iz Poicaréjeve povratne preslikave za (2.130) zadoS¢ajo enakim pogojem kot koeficienti
Poicaréjeve povratne preslikave sistemov NDE (2.41). Najprej dokazimo, da koeficienti ¢, iz
Poicaréjeve povratne preslikave R (z) = f2 (x) = x4 co2 + c3z* + - - - zadoséajo enacbi (2.145);

tako kot kolobar monomov M definiran v (2.144). V ta namen poglejmo izraz za f? () in zvezo
o0

med koeficienti ¢, in a,. Ce je f(z) = — 3 apa™t! in je ag = 1, sledi
n=0

fz)=—(-az—az® - ) —a (—aox—ale—'--f—-'-
= qox + (a1 — a%al) z? + (azag — 2a0a% + ag) 3+
+ (a3 — aéa3 —a (a% + 2a0a2) + 3a3a1a2) a4

=x+ (2a2 — Za%) 2 + (a1a2 — ai’) ot + (a%ag — b6aza + 3(1% + 2(14) a4

Torej prvih nekaj koeficientov ¢, je taksnih:

co=(-1)-1-apa} =1
e =(-1)"-1-apat + (-1)' -1 ara?
=a1—a; =0
co = (=1)" - lag - a3 + (=1)' - 2a1 - agag + (—1)* - lag - @}
= 2a9 — Qa%
cs=(—1)"-1ag-ai + (-1)' - 2a1 - alal + (=1)' - 1ay - a3+
+(=1)% - 3ay - aal + (—1)* - lag - af =
= ajag — a’
c1 = 1-agay — 2a1a0as — 2a1a1a2 + 3azaoai + dazagaz — 4azagar + 1 - asag

= a%ag — basa + 3a§ + 2a4.

Iz formule

i An (i Amxm> - 3 Z Rk1,...,ksAsAfr}1 T Aﬁfsm(k . m)87

=1 p.<s k;ezt
m1<--<ms,m; EN
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kjer je (k-m)s = kimy + -+ kgms in pg = ki 4 + kg, ki € 2T, kg = (klkzsks) = W‘lks"
lahko izrac¢unamo koeficiente c;_1 pri s—ti potenci spremenljivke x

E k k
Cs—1 = K/klv--nksAﬂs : Aﬁil T AWis

1<my <--<my, k;€Z+
kimy+-+k,me=(; 1<l<s

Za vsak n € N je torej koeficient ¢, _1 pri 2™ v f2(x) (po zgornji formuli za A, = —a,_1) enak
Cn1 = > G L S e Y (3.88)

0<mi<---<mn
kimi+--+kpmp=n—pn

kjer gre zgornja vsota po vseh koeficientih k;, m;, za katere je 1 < ky +--- 4+ k, < n in
0<kmi+---+kym, <n—1ter0<mp <--- <my. Enakost kymi+-- -+ k,m, = 0 je lahko
izponjena samo za trivialni nabor koeficientov k1 = n in m; = 0. Kako v vsoti (3.88) tecejo
koeficienti k;, m; in poslediéno kg, . ., vidimo na naslednjih primerih.

Za agp = 1 fin n = 1 iz formule (3.88) sledi ¢ = (—1)" - 1 - apa} = 1. Pripadajoca tabela
koeficientov k;, m; je

’k]_‘kQ H mi ‘mg H /@k17...7k5.
(L -Jo [- [t |

Zan=2jec = (—1)O 1-apal + (—1)1 -1 ala% = a1 — a1 = 0. Pripadajoca tabela koeficientov
ki, mj je

Lk [ ko [ [ mo || mny,h,
1 -1 |- [1
— o [= =1

Zan =3jecy = (—1)"-lag-ad+(—1)"-2a;-abat+(=1)*-1ag-a} = azad —2apa? +agag = 2a2—2a?.
Pripadajoca tabela koeficientov k;, m; je

L1 [ ko | ks [ [ ma [ ms || kny,,
1 [—[=J2 [= =1

1 (1 [—[o0o [T [= |2

3 =[=1Jo0o == 11

Zan =4jecz = (—1)°1ag-al+(—1)"2a1-alat +(—1)" 1as-a?+(—1)*-3az-adal +(—1)*1az-a} =
—a3 + 3asaq1 — 2a2a1 + a3z — ai” = aijay — ai’. Pripadajoca tabela koeficientov k;, m; je

[ Fr [ ko [ ks | ko [ ma [ ma | ms | ma ]| mnes ]

1 [=[=[=73 [-1-1T-J1
1|1 [=]=1Jo0o 2 = 1=1°2
2 |- ==t [= = 1=]1
2 1 [=[=1o [1 [= =13
4 = 1=T=1o0o [=]=1=11

Ocitno koeficient agy, (pomnozen z 2) prvic nastopi pri koeficientu cop, zato lahko sode koeficiente
izrazimo z agy in a; za 1 < j <2k —1:
2k—1

Cop = 2a91 + Z Wok—j2k * Ay} k=1,2,3,... (3.89)
j=1
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Ker je vsak cg polinom, so oc¢itno tudi woj—_j2x polinomi, ki vsebujejo samo monome oblike

afﬁl"'aﬁ%a kjer je kymq + -+ + kpymy, = 2k — 5.

Prav tako direktno iz (3.88) sledi

2k —1
Cokp1 = —5—a1Cop + o F hok—1,2k+1 - €2 k=1,2,3,..., (3.90)

kjer so hgji12xk+1 polinomi, ki vsebujejo samo monome a,]fnll e aﬁ;’n , kjer je kymi+-- -+ kymy, =

2j + 1.

Opomba 3.3.3 Prvih nekaj koeficientov ¢, ima glede na formuli (3.89) in (3.90) naslednjo
strukturo:

Cy) = 2@2 — 2@1 - aiy,
1

C3 = 50'1027

¢4 = 2a4 + araz - ay + 3ag - az — 6ay - az,

_3 n 1 1
05—2a1 C4 2a3 4a1a2 C2,

cg = 2a6 + W56 - A1 + W46 - A2 + W36 - a3 + Wae - a4 + W16 - A5,

5
€1 = 5016 +h37-ca+ hs7-ca,

kjer so

2
w576 = 3a1a2,

2
w4,6 = 3&2,
=4 342
w36 = az + aj + 2aiaz) ,
2
wo 6 = 8 (az +aj),
wy,6 = —8ay,

1
hs7 = —5a3 + 2asa1 + 503

1
hs 7 = 1 (10@21)’@2 — 42a3a? + 21aia3 + 3azas + 6a5)

)

To je ocitno struktura enakega tipa, kot v izreku 3.2.1.
Naj bo zdaj f : R — R analiti¢na funkcija, ki je implicitno definirana z enacbo

G(x,e) =0, (z,6) € R%

T

Ce je G(0,0) = 0 in lahko G zapisemo kot G = G, + v. & (torej, ée so x", 2" te, ..., xe" 1, ¢
monomi najnizje stopnje, ki nastopajo v G), je (0,0) tocka z multiplikativnostjo r (oz. r—kratna
tocka) enacbe G (z,e) = 0.
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Na primer za G (z,¢) = (22 + 3¢) (v — 5¢) + 22 + et + 210 in T (2, ) = (22 + 3¢) (z — 5e) +
23 4 ¢* je koordinatno izhodisée 2—kratna tocka, kar pomeni, da za vsak (dovolj majhen) &g
obstajata glede na spremenljivko x dve resitvi enacbe G (z,g9) = 0 oz. I' (z,g0) = 0 (ti dve
resitvi sta priblizno enaki z; ~ —3% in zo &~ —beg). Priblizka x; ter xo resitev izhajata iz
linearnih faktorjev (2x + 3¢) (x — 5¢) oz. iz kvadratne enacbe (2z + 3¢) (x — 5¢) = 0. Podobno
je za vsako r—kratno funkcijo blizu x = 0 stevilo resitev G (z,¢) = 0 enako r, razen, ¢e je kateri
od linearnih ¢lenov enak z ali €, kar geometrijsko pomeni, da je tangenta na krivuljo vzporedna
z €— ali x—osjo. Za Stevilo nicel pa obstoj ¢lena x v produktu linearnih faktorjev pomeni, da
za tako r—kratno funkcijo obstaja ena nenicelna nicla manj. Po drugi strani pa ¢len € implicira
obstoj neizolirane nicle v okolici izhodis¢a x = 0 (oz. neskonéno resitev). Oba posebna primera
sta prikazana na slikah 3.1 in 3.2. Pri funkciji G (z,¢) = @ = Zf:() tixie2h=1) 4y, &, Kjer
je P (z,e) + = Poincaréjeva povratna preslikava, se zelimo izogniti obema, pravkar omenjenima
primeroma.

Splosno lahko funkcijo oblike Gy, (x,€) = % t;2%€2(*~) zapisemo v produktni obliki kot
G (x,e) = T, (x — vie)?, kar da za P(ﬁ’a) — 0 aproksimacijo IT%_ (¢ — v;e)® 4+ v. & = 0.
Posledi¢no je (razen v obeh posebnih primerih) za dovolj majhne ¢ > 0 Stevilo pozitivnih nicel
enacbe G (x,e) = 0 blizu (0,0) enako 2k.

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Slika 3.1: 4-kratna tocka: tangentni primer. Slika 3.2: 4-kratna tocka.

Sedaj lahko dokazemo analog izreka 3.2.1, ki velja za preslikave (2.130). Iz enacb (3.89) in
(3.90) je ocitno, da (polinomski) koeficienti funkcije razlike za (2.130) tvorijo ideal, ki je generiran
izklju¢no s koeficienti cof, ki jih imenujemo Ljapunove koli¢ine L (k). To po Hilbertovem izreku
0 bazi pomeni, da se P (z) da zapisati v obliki P (z) = Yoy corz® T (1 4+ (2,1, ..., ),
kjer je ¥ ((),6) =0.

Izrek 3.3.4 Naj bo o € A tocka na centralni raznoterosti enacbe (2.189) in naj ima prvih k
funkcij cop, 0z. glede na (3.86) gor neodvisne linearne élene. Potem tocka o lezi na komponenti
centralne raznoterosti s sorazseznostjo vsaj k in obstajajo bifurkacije, ki lokalno blizu vrednosti
a povzrocijo k — 1 limitnih ciklov.

Ce poleg tega vemo, da tocka « lezi na komponenti sorazseznosti k, je a gladka tocka razno-
terosti in ciklicnost centra za vrednost parametra o je natanko k — 1. V tem primeru je k — 1
tudi ciklicnost genericne tocke na obravnavani komponenti.
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Dokaz. Brez izgube za splosnost lahko obravnavano vrednost parametra a premaknemo v koor-
dinatno izhodis¢e. To poenostavi racune in polinomski ideal I, generiran s prvimi k& Ljapunovimi
koli¢inami, lahko obravnavamo v kolobarju poten¢nih vrst R[A], prostora parametrov A, kjer
so potencne vrste obravnavane glede na izhodisce. Ker izrek govori o lokalnih lastnostih okoli
izhodis¢a v prostoru A, lahko izberemo koordinatni sistem tako, da prvih & Ljapunovih koli¢in
Cop izrazimo samo s parametri ag, a1, ..., ar_1. Ker so parametri o; neodvisni, lahko izberemo
a1 =1in oy = t;e2F71D za i < k — 1, kjer so ¢,t; € R. Potem je funkcija razlike (2.142)
analiticna funkcija spremenljivk x, ¢ in velja

E—1
Pz) == (Z tiaZig?k=iml) 4 F(a:,a)) ,
i=0
kjer F' vsebuje samo ¢lene vijega reda od 2k — 1 v spremenljivkah z in . Koeficiente ¢; zaradi
S

neodvisnosti parametrov lahko izberemo tako, da bodo linearni ¢leni v vsoti ) tiax2ig2(k—i=1)
s=0,1,...,k — 1, imeli paroma razlicne resitve. 0

Zato je Pff) analiti¢na funkcija spremenljivk x, €, ki je v okolici izhodis¢a 2k—kratna in vsak
od k (kvadriranih linearnih) faktorjev ima priblizno resitev = v;e + v. ¢. in glede na enacbo
@ = 0. Za majhne vrednosti € to pomeni natanko k£ majhnih pozitivnih nicel enacbe @ = 0.

Poleg tega opazimo, da Ljapunove koli¢ine ca,cy, ..., cor vedno zadostujejo za obravnavo
enacb, ki doloc¢ajo centralno raznoterost (oz. definirajo pripadajoci ideal). Po Hilbertovem
izreku o bazi ideala so od nekega k—ja naprej vse Ljapunove koli¢ine L (i) za i > k znotraj
ideala I = (L (2),L(4),...,L (2k)) C R[A] in potem lahko uporabimo Bautinova rezultata (glej
trditvi 3.1.2 in 3.1.4 oz. [114]).

Nazadnje povejmo, da vrednosti parametrov, za katere centralna raznoterost ni gladka, ali
kjer prvih k£ Ljapunovih koli¢in ni linearno neodvisnih, o¢itno tvorijo zaprto podmnozico na
centralni mnogoterosti. m

Izrek 3.3.4 nam torej poda oceno za cikliénost preslikav (2.130) na vsaki komponenti centralne
raznoterosti. Pri analizi cikli¢nosti peslikav (2.130), ki izhajajo iz (2.139), pa si lahko poleg
izreka 3.3.4 pomagamo tudi s spodnjo trditvijo, ki temelji na konstrukciji minimalne baze ideala,
generiranega s fokusnimi koli¢inami sistema (2.130), in ki poda zgornjo mejo za cikli¢nost centra
v izhodis¢u preslikave. S pojmom minimalne baze smo se seznanili v razdelku 2.2 (glej str. 121),
kjer smo obravnavali zvezne sisteme. V spodnji trditvi povezemo pojem minimalnosti ideala
fokusnih koli¢in in cikliénost centra. Naj bo G = (g2, g4, g6, - - .) C Clai, ..., ayp] ideal, generiran
s fokusnimi koli¢inami go, ki so definirane v enacbi (2.140). Z Bg oznac¢imo minimalno bazo
ideala G.

Trditev 3.3.5 ([111]) Najbo Bg = {gky,- - -, gk. } in naj bosta G C Clay, ..., ] 0 (Grys - - - 5 Gk, )
korenska ideala. Potem je ciklicnost centra v izhodiséu preslikave (2.130) kvecjemu s — 1.

Dokaz trditve 3.3.5 lahko najdete v [111, p.8]. Za dolocevanje cikli¢nosti preslikave (2.130)
jo uporabimo na naslednji na¢in. Naj bo G, ideal generiran s fokusnimi koli¢inami gy, ..., g.,
torej G, = (gky»---»9k,). Poiséemo tak ks, da velja V(G) = V(Gy,), kar pomeni, da resimo
problem centra pripadajoce preslikave (2.130). Nato preverimo, ¢e je Gy, korenski. Oba pogoja
implicirata, da je G = Gj,. Ce to drzi, je cikliénost preslikave (2.130) v izhodiséu kvecjemu
enaka Bautinovi globini ideala G, manj ena. Vidimo, da je pristop zelo podoben kot pri
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zveznih sistemih, kjer smo podobna pogoja zapisali v izreku 3.2.6. Vedno obstaja Stevilo ks,
ki izpolni pogoj V(G) = V(Gy,), toda drugi pogoj, da je Gj, korenski, ni vedno izpolnjen. V
takem primeru je primarna dekompozija, ki jo izra¢unamo v SINGULARJU, sestavljena iz parov
idealov, kjer v vsaj enem paru primarni ideal in njegov pridruzeni ideal nista enaka. Tako kot ze
pri zveznih sistemih si v tem primeru lahko pomagamo s trditvijo 3.2.7, da dobimo vrednost za
ciklicnost tistih preslikav, katerih parametri lezijo na raznoterosti korenskega dela ideala Gj,.

3.3.2 Potrebni in zadostni pogoji za nastop centra

Zaradi samozadostnosti monografije bomo obravnavali primere 2, 0:0:4, 2:3, 2:0:4, 0:0:0:0:6,
0:0:0:0:0:0:8 in 0:0:0:0:0:0:0:0:10 ter splosni sistem, kjer v enac¢bi ¥(x,y) = 0 dodamo ho-
mogene monome sode stopnje n. Pogoj za nastop centra x = f(y) oz. f(f(z)) = f(y) = z je
ekvivalenten zrcalni simetriji glede na premico y = x, kar lahko opiSemo tudi v obliki = — 1y,
y — x. Ce se, na primer, vsota (2.139) kon¢a s cleni stopnje 4 (kot v primerih 2, 0:0:4,
2:3, 2:0:4), moramo obravnavati primere, kjer ¥(x,y) vsebuje bodisi linearne, kvadratne ali pa
kubi¢ne faktorje s simetrijo x — y, y — x (ali pa celo ¥(x,y) premore to simetrijo v celoti).

Primer 2: Primer (3.82) je prvi obravnaval in razresil Zotadek v [127]. Centralna raznoterost
(3.82) vsebuje natanko dve ireducibilni komponenti

(i) A—B+C =0,
(i) A— C = 0.

Oznac¢imo

Z4(A,B,C) = 13A* — 32AB + 15B% + 26 AC — 16 BC — 302,

Zs (A, B,C) = 150A% — 743A3B + 1235A%2B% — 809AB? + 175B" + 684A43C—
—1985A%2BC + 1618 AB>C — 349B3C + 616 A2C*—
— 605ABC? — 25B%C? — 156 AC® + 317BC? — 110C*.

Izracun fokusnih koli¢in iz (2.140) nam da

g =—-2A-C)A-B+C),

_ _92 ) Z4 (A7B7C)

A )
_ 92" Zﬁ (AaBaC)
g6 = 3 )

kar pomeni, da sta zgornja pogoja potrebna in zadostna, saj velja I = (g2, g4, g6, -..) = (g2).

Primer 0:0:4: Obravnavamo problem centra in fokusa za sisteme (2.130), ki izhajajo iz enacbe
U(x,y) = 0 za polinome oblike

U(x,y) =z +y+ Hat + 123y + Jz?y? + Kay® + Ly (3.91)
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Izrek 3.3.6 Polinom (3.91) doloca center v izhodiséu natanko tedaj, ko je izpolnjen eden od
spodnjih pogojev:

(S) s1=82=0, kjer jesg=H — L inso=1—K;

(T) t1 =0, kjerjety=H—-I1+J—K+ L.

Dokaz. Izracunamo prvih 12 fokusnih koli¢in g9, g4, ..., go4. Izkaze se, da je samo vsaka tretja
fokusna koli¢ina nenicelna. Torej: g = g4 = gs = g10 = 914 = g16 = g20 = g22 = 0 (t.j. gex # 0).
Potem reduciramo vsak nenicelni polinom gg; tako, da ga delimo z mnozico polinomov, ki jo
doloca Grobnerjeva baza ideala Gg—1) = (96, - - -, g6(k—1)) In ostanek pri deljenju oznacimo
z ger (pravimo, da smo polinom ggr reducirali po modulu Grébnerjeve baze ideala Gﬁ(k,l)).
V Singulaju za ta namen uporabimo ukaz (rutino) reduce (glej razdelek 1.6). Po redukciji
dobimo

g6=—202H—-T+K—-2L)H-I+J—-K+1L), (3.92)
_ 1
gm:—EU—KXI—NASK—4M%H—I+J—K+L) (3.93)

gis8 =0, gy =0.

Z ukazom minAssGTZ v Singularju izra¢unamo dekompozicijo raznoterosti V'({ge, gi2)) in
dobimo pogoja (S) in (T), kar dokazuje, da sta ta pogoja potrebna pogoja, da ima (3.91) center
v izhodis¢u. V nadaljevanju bomo dokazali Se njuno zadostnost, pri ¢emer bomo za polinome
(3.91) uporabili uvodoma opisan simetrijski pristop.

Pogoj (S) otitno implicira simetrijo polinoma ¥ (z,y) = x+y+ Ha* + I23y + Jo?y? + Tzy3 +
Hy*, zato enacba ¥(z,y) = 0 predstavlja centre (za vse vrednosti ustreznih parametrov H, I,
J).

Nadalje preverimo simetrije polinoma ¥(x,y). Simetrijo dobimo iz enacbe
(z +y)(1 4 a0z + a1y + a202” + anzy + agey® + asor® + az12°y + aroxy® + aoszy®) = V(z,y).

Ko enac¢imo koeficiente istoleznih monomov na levi in desni strani zgornje enacbe in eliminiramo
spremenljivke a19, ao1, a2, a11, a2, a30, a21, @12, aps, dobimo natanko pogoj (T). Ce velja pogoj
(T), ima enacba ¥(z,y) = 0 resitev x = —y, kar porodi center v izhodiscu.

[ ]

Primer 2:3: Primer (3.84) je bil obravnavan v [111]. Centralna raznoterost polinoma (3.84)
je sestavljena iz treh ireducibilnih komponent.

A—B+C=0,
(ﬁ{D—E+F—G—O
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. (0=D?—-DF + EG — G?,
0=—-C?D+ C?E — BCF + C*F + F? + B°G — BOG—
— C?G +4DG — 4EG — 2FG + 5G?,
0= —2CDE + BDF + CDF + CEF — AF? —3BDG + 3CDG+
+4AEG — 2BEG — CEG + BFG — 2CFG — 3AG? + 3BG?,
0=2AD — BD — CD + CE — AF + AG + BG — 2CG,
0=—BCD+ C?D + C?E — ACF + 2DF +2ABG — ACG—
— BCG — 2DG — 4EG + 2FG + 2G?,
0= —2B?D +5BCD — C*D —4ACE + 2BCE — C*E + 8DE+
+2ABF — ACF — 2BCF + 2C*F — 6DF — AEF + 2F*+
+3ACG — 3BCG + 2C%*G — 10DG + 8EG + 2FG — 8G?,
(0=A4>-AB+BC-C>-D+FE—-F+QG.

Da bi nasli minimalno bazo ideala, generiranega s fokusnimi koli¢inami, izra¢unamo prvih
5 fokusnih koli¢in go, g4, g6, g8, g10- Potem vsak polinom go reduciramo po Grébnerjevi bazi
ideala (g2, ..., go(k—1)). Po redukciji dobimo

g2=—2(A>-AB+BC-C*~-D+FE—-F+0Q),

g1 =—2(ABD — B®*D — ACD +2BCD — C?D — 2D* — ACE + BCE — C*E
+2DE + ACF — BCF + C?F — DF — EF + F? — ABG + B*G + ACG
—2BCG + C*G + DG + EG — 2FG + G?),

g¢ =BCD? —3C?D? 4+ 2D® — BCDE +4C?DE — 2D?*E — C*E? + ACDF
— BCDF — C?*DF — 2D?*F — ACEF 4+ 2BCEF — C?*EF + ADEF + ACF*
—2BCF? 4+ 2C?F? - 2DF? — 2EF? 4+ 2F3 — ACDG + 2BCDG — C?*DG
+4D?G + 2ABEG — 2B*EG — 3ACEG + 3BCEG — C’EG — 8DEG
+2E%G — 2ABFG + 2B*FG + 2ACFG — BCFG — 2C*FG + 6DFG + 2EFG
— 6F%G + ACG? — 3BCG? + 4C?G? — 2DG* — 2EG*? + 8FG? — 4G*

in gg =0, gio = 0.

Primer 2:0:4: V tem primeru is¢emo centre polinoma (3.85).

Izrek 3.3.7 Polinom (8.85) doloc¢a center v izhodi¢u natanko tedaj, ko je izpolnjen eden od
spodnjih pogojev:

(M) mq ZMQ:mgzo, kjerjemle—C, m2:D—H, mng—G,
(N) ni=ny=0, kjerjeni=D—-F+F—-G+H,nn=A—B+C.

Dokaz. Izracunamo prvih sedem fokusnih koli¢in go, g4, ..., g14. Potem vsak polinom gof
reduciramo po modulu Grobnerjeve baze ideala (ga, ..., ga—1)) in z gax, 0znacimo ostanek pri
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deljenju polinoma go; z Grébnerjevo bazo ideala (go, . . ., ga(k—1)). Po redukeiji dobimo
g2 =—-2(A-C)A—-B+QC),
1
g1 = 5(13A4 +15B%C — 31B%C? + A3(—45B + 26C) + A*(47B* — 29BC — 16C?)
+ B(13C3 + 8D — 4E + 4G — 8H) — A(15B° + 16 B2C — 61BC? + 26C° + 12D
—8E +4F —4H) + C(3C® — 4D + 4F — 8G + 12H)),
Jo = —2(—4C3(2D —2E+ F)+ B¥D-E+G—H)+ (2D - E+G —2H)
(D-E+F—G+H)+4AC*(F —2G +2H) +ABC(C(3D —3E+ F + G — H)
— A(F — 2G +2H)) + B*(—C(6D — 6E + F + 4G — 4H) + A(F — 2G + 2H))),
gs = —(B—2C)(3B(FE —G) +2C(4D —5E 4+ 5G —4H))(D - E+ F — G + H),
N 1
g =—5(B - 2C)(—3E3 4+ 20F2G — 65FG? + 45G3 — 28F?H + 192FGH — 189G*H
— 148FH? + 264GH? — 120H® 4 4D?*(7TF — 18G + 30H) + E*(23F — 45G + 75H))
+ E(—20F? + 42FG + 3G* — 64FH — 30GH + 48H?) + D(3E? + 28F? — 80FG

+27G? + 120F H — 48GH — 6 E(8F — 19G + 32H))),

512:—%(E—G)(E—2F+3G—4H)2(D—E+F—G+H),

514 = O

Nato izra¢unamo dekompozicijo raznoterosti V ({g2, g4, gs, gs, g10)) in dobimo pogoja (M) in
(N), ki sta potrebna pogoja za nastop centra v izhodis¢u. Pokazimo, da sta tudi zadostna.

Pogoj (M) o¢itno implicira zrcalno simetrijo ¥(z,y) = x +y + Ax? + Bay + Ay? + Da* +
Ex3y + Fz?y? + Exy® + Dw*, zato enacba ¥(z,y) = 0 predstavlja centre.

Sedaj poglejmo faktorizacijo
U(z,y) = (:c+y)(1+a10x+a01y+a20x2+a11my+a02y2+a30x3+a21x2y+a12xy2+a03y3). (3.94)

Po enacenju istoleznih koeficientov na levi in desni strani enac¢be (3.94) dobimo naslednji sistem
enacb

ag2 = 0, —apz — a1 =0, —ay; —ag =0,
az = 0,—ajo+A=0,—ag1 —a+ B =0,
—ap1 +C =0,—a3z+ D =0,—a —az + E =0,
—a1g—a9g1 + F=0,—ap3—aio+G=0,—ap3s+ H=0
z neznankami aig, ao1, @20, a11, @2, a30, G21, 12, a3, 4, B, C, D, E, F, G, H. Eliminacija

spremenljivk ajo, ao1, a0, a11, a2, aso, a1, a2, aps da pogoj (N). Kot vidimo, pogoj (IN)
implicira resitev x 4+ y = 0 z zahtevano zrcalno simetrijo v izhodis¢u, kar zakljuc¢i dokaz. m

Primer 0:0:0:0:6: V nadaljevanju obravnavamo homogene enacbe

n
rT+y+ Z ap—j "Iy =0 (3.95)
=0
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za razlicne sode vrednosti parametra n. Sedaj, na primer s Wg(x,y) oznaé¢imo polinom neline-
arnih ¢lenov v (3.95) za n = 6. Torej
Ue(x,y) = Ap oz’ + A5 2%y + Asoa'y® + Az 32’y + Agax®y* + A1 szy® + Ao ey®
in (3.95) se poenostavi na obliko
r+y+ Y (z,y) =0. (3.96)

Naj bo A = (A4¢0,...,A0) in z A oznac¢imo prostor parametrov, ki pripada enacbi (3.96). Za
preslikavo (2.130) lahko formuliramo naslednji izrek.

Izrek 3.3.8 Polinom ¥g iz enacbe (3.96) doloca center v izhodis¢u natanko tedaj, ko je izpolnjen
eden od spodnjih pogojev:

(S6) Aeo— Ao =As1—A15=A120— A4 =0;
(Ts) Ao — As1+ Asp— Azz+ Aoy — A5+ Aoe = 0.

Dokaz. Izracunamo prvih sedem nenicelnih fokusnih koli¢in. Izkaze se, da je komaj vsaka peta
fokusna koli¢ina nenicelna; torej gior # 0. Potem reduciramo vsak nenicelni polinom gior po
modulu Grébner-jeve baze ideala (g9, - . -, glo(k_1)> in z gior oznac¢imo pripadajoc¢i ostanek pri
deljenju (temu ostanku pravimo tudi reducirana fokusna koli¢ina). Po redukciji dobimo

g0 =—2(Aoe — A5+ Aog — Azz + Aga — As 1+ Ago)(—3406 + 2415 — A2
+ As2 — 2451 + 3460);
Goo =(Aoe — A15+ Aga — Azz+ Aso — As1 + Ae0)(5A15 — 4424 +4A42 — 5A571)
(—6Ag6+5A15 —4Ag4 +3A33 — 2440 + As1)%
G30 =— (Ao — A1+ Ao s — Azz+ Aso — As 1 + As0)(A24 — As2)
(10406 — 10415 + 8Ag — 5Ag s + 2A44.2)3(4330 A0 — 5030 A1 5 + 4304454
— 279514373 + 1146144’2)(—6140’6 + 514175 — 4A2’4 + 314373 — 2A4’2 + A5’1)2;
ga0 =0;
gs0 =0.
Izra¢unamo dekompozicijo raznoterosti V' ((gi0, 20, G30)) in dobimo pogoje (S¢) in (T5) izreka
3.3.8. Zato so pogoji (S¢) in (Ts) potrebni za nastop centra pri sistemih, ki izhajajo iz polinoma
Wg.
Pogoj centra f2(x) = x je ekvivalenten zrcalni simetriji glede na premico y = x (oz. y — =,
x — y). Zato je za dokaz zadostnosti treba dokazati, da enac¢ba (3.96) (in s tem Wg) premore to
simetrijo (v vsaj enem faktorju).
Pogoj (S6) ocitno porodi trivialno (glede na celotni izraz) zrcalno simetrijo polinoma z +y +

Ue(x,y), poslediéno enacba (3.96) porodi center.
Sedaj obravnavamo enacbo

5
r4y+Us(r,y) = (@+y)(1+ Y cya'y)).
i+j=1
Po enacenju istoleznih koeficientov na levi in na desni strani enacbe in po eliminaciji spremenljivk
¢;j dobimo pogoj (76), kar dokazuje, da (Ts) vsebuje ¢len x4y = 0, ki porodi center v izhodiscu.
]
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Primer 0:0:0:0:0:0:8: Obravnavamo primer (3.95) za n = 8. V ta namen definiramo
8 - .
Us(a,y) =Y As_j a7y
j=0
in enacba (3.95) dobi obliko

r+y+ Vg (z,y) =0. (3.97)

Podobno, kot v prejsnjem primeru naj bo A = (Agp,...,Apg) in naj A oznacCuje prostor para-
metrov, ki pripada enac¢bi (3.97).

Izrek 3.3.9 Polinom Vs v (3.97) doloca center v izhodiséu natako tedaj, ko je izpolnjen eden
od pogojev:

(Sg) Ago— Aog=Ar1— A7 =A62— Az =As3— A35=0;
(T) Ago—A71+ Aso — Asz+ Aga—Ass+ Az — A7+ Apg = 0.

Dokaz. Dokaz je podoben dokazu izreka 3.3.8. Izracunamo prvih nekaj fokusnih koli¢in. Izkaze
se, da je vsaka sedma fokusna koli¢ina nenicelna; t. j. gi4x # 0. Potem reduciramo nenicelne po-
linome g14, po modulu Grobnerjeve baze ideala (g14, - - -, g14(k—1)) 1% 2 G14x 0znacimo pripadajoci
ostanek. Po redukciji dobimo

g1a =—2(Aos — A17+ Ase — Ass + Aga — As 3+ A2 — A7l + Asyp)

(—4Ap8 +3A17 — 2426 + A3 5 — As3 + 2462 — 3A71 +4A43)0);
Gog =(Aog — A17+ Ao — Az s+ Aga — As3 + Ag2 — Ar1 + Asgp)

(=7A17 +8A26 —5A35 +5A53 — 8462 + TA71)

(—8Agg + TA17 — 6426 +5A35 — 4As g +3A53 — 2462 + A71)%;
Gaz =(Aog — A7+ Ao — Ass + Asa — As 3+ Ago — A71 + Agyp)

(—As6+ Ass — As 3+ As2) (28408 — 28A1,7 + 25426 — 20A3 5+
+14A44 — 8453 + 3462)*(—8A0s + TA17 — 6426 + 5A35 — 4Asa+
+ 34535 — 2460 + A71)%;
Gs6 =(Aogs — A7+ Age — Ass + Asa — As 3+ Ago — A71 + Asgyp)
(—8Agg + TA17 — 6As6 +5A35 — 4As4 + 3455 — 2462 + A7)
(—28A0g + 28417 — 28496 + 23435 — 14A44 + 5A453)%(As3 — A3 5)
(28405 — 28417 + 25406 — 20A3 5 + 14444 — 8A53 + 3462)%;
g70 =0;
gsa =0.
Izra¢unamo dekompozicijo raznoterosti V' ({gi4, 23, §a2, gse)) in dobimo pogoje (Ss) in (7). Nato
uporabimo simetrijski pristop. Pogoji (Sg) o¢itno implicirajo trivialno (celotno) zrcalno simetrijo

polinoma x + y + ¥g(x,y), zato (3.97) porodi center.
Da so tudi pogoji (Ts) zadostni, je razvidno iz simetrije oblike

7

Ty +Ug(z,y) = (z+y)(1+ Y cya'y)).
iti=1
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Po enacenju istoleznih koeficientov na obeh straneh zgornje ena¢be in po eliminaciji spremenljivk
¢ij sledi pogoj (T3), kar pomeni, da ima (7g) simetrijo z + y = 0, kar dokazuje, da pod tem
pogojem (3.97) porodi center. m

Primer 0:0:0:0:0:0:0:0:10: Obravnavamo enacbo (3.95) za n = 10. V ta namen definiramo

Wio(z,y) ZAlo jgr'?

in preoblikujemo (3.95) na obliko
x4y —+ Vi (z,y) = 0. (3.98)
Z A= (A,,-..,A0,10) oznacimo elemente prostora A parametrov enacbe (3.98).

Izrek 3.3.10 Polinom W1y v (3.98) doloc¢a center v izhodiscéu natanko tedaj, ko je izpolnjen eden
od spodnjih pogojev:

(S10) A100 — Aojj0 = Ag1 — Arg = Ago — Asg = A73 — Az 7 = Aga — As6 =0;

(Tho) Ar00 — Agn + Ago — A73+ Aga — Ass + Aue — As7 + Asg — A1 g+ A 10 = 0.

Dokaz. Izra¢uni fokusnih koli¢in kazejo, da je vsaka deveta koli¢ina nenicelna; t. j. g1gx # 0. Po
redukciji nenicelnih fokusnih koli¢in g1 po modulu Grobnerjeve baze ideala (gis, - - -, g18(k—1))
dobimo g18 # 0, g3 # 0, gs4 # 0, g2 # 0, goo # 0 in Gros = 0, kjer z Gigx oznacimo ostanek pri
deljenju (po redukeciji). Polinomi gsg, gs4, 972, 990, g10s SO zelo dolgi, zato jih ne bomo izpisali.
Enostavno lahko preverimo, da je

g18 = (Fg181) (Fa13,2)
936 = (F'g36,1 (F93672) ;
(Fsa2)® (Fisa3)°,

G2 = (Fgra.1) (Fgran)? (F§ 3)? (Fgraa)®,

( )
( )
G54 = (Fgsa,1)
( )
= (g4 — Asg) (Foo2)* (Fiso3)? (Fgooa)® (Fioos)?,
kjer je
Fgig1 = —2(—Awo+ Ag1 — Ago+ Ar3 — Asua + Ass — Ay + Az 7 — Asg + A9 — Ao, 10)s
Fgig2 = —5A100 +4A91 — 3Ag2 +2A73 — Ag sy + As 5 — 2446 + 3437 — 4A25 + 5A0 10,
Fgse1 =6A91 —8Ago + TA73 — 4Ag s +4A64 — TA37 +8A32 — 6419,
Fgseo = Ag1 —2Ag9 + 3A73 —4A64 + 5A55 —6A46 + TAz7 —8Az8 +9A1 9 — 104010,
F§5471 = 14148,2 — 21A773 + 15A6,4 — 15144,6 + 21A3’7 — 14A278,
Fgsao = Ag1 —2Ag9 + 3A73 —4A6 4+ 5A55 —6A46 + TAz7 —8Az8 +9A19 — 104010,
F§5473 = 4A8’2 — 11A7,3 + 20146,4 — 30145’5 + 40A4,6 — 49143,7 + 5614278 — 60141’9 + 60140,10,
Fgrq =TA73 —8A64+ 8Ass — TAs 7,
F§7272 = 7A7’3 — 22A6,4 + 4214575 — 62144’6 + 77143,7 — 84142’8 + 8414179 — 84140’10,
Fgro3=A91 —2Ag0+3A73 —4A64 +5A55 — 6446+ TA37 —8Az8 + 9A19 — 1040 10,
F?]72,4 = 4A8’2 — 11A7,3 + 20A6,4 — 3014575 + 40A4,6 — 49143,7 + 5614278 — 60141’9 + 60A0,10,
F§9072 = 7A7,3 — 22146,4 + 42A575 — 62./4476 + 77A3,7 — 84A2,8 + 8414179 — 84.40710,
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Fggos = Ag1 —2Ag2 4+ 3A73 —4A64 +5A55 — 6446 + TA37 —8Az8 +9A1 9 — 1040 10,
Fgooa = Ags —3As55 +5A46 —6A37 +6A28 — 6419 + 6A0,10,
F§90,5 = 4A872 — 11A7,3 + 20A674 — 3014575 + 40A476 — 49A3,7 + 56A278 — 6014179 + 60A0,10

m

g108 = 0.

Ko izra¢unamo ireduciblno dekompozicijo raznoterosti V' ({g1s, 36, J54, 973, G9o) ), dobimo po-
goje v (S10) in (T10). Pogoji (S10) vodijo do zrcalne simetrijo polinoma x +y+ Wqg(x,y) v celoti,
pogoj (T19) pa vodi do simetrije tipa

9
r4y+Pir,y) =@ +y)1+ Y cya'y)),
i+j=1

kar zakljuc¢i dokaz. m

Primer n = 2¢ 'V [92] je za ta primer postavljena domneva, v kateri predvidimo pogoje centra.
Domnevo dobimo po analogiji glede na primere n = 2,4,6,8 in 10. Torej, obravnavajmo primer
(3.95) za n = 2¢ in zapisimo

20
Uoe(w,y) = Y Agjja” Ty,
=0
da (3.95) dobi splosno obliko

x+y+ Wy (z,y) =0. (3.99)

Naj bo spet A = (Aap,...,Ap2)innajbo A prostor parametrov, ki pripadajo enacbi (3.99). Ce
privzamemo, da imajo pripadajoce fokusne koli¢ine gy (4_g) ter ostanki gi4¢_2), ki jih dobimo
z redukcijo polinomov gy4—2) po modulu Grobner-jevih baz idealov (gae—2;- .-, gk—1)(4¢—2))s



3.3 Diskretni sistemi 181

obliko
2 -1
i (1
gae—2 = — 203 (=1 Az 5 )Y (=1V 0 (Agr 5 = Ajoe )
=0 =0
2 -1 2
~ : i (2 i—1 -
Go(ae—2) :(Z(—l)ﬂA%_M)(Z(—l)%é N(Age—jj — Aj2e-)) O J(=1)7 1 Age_ s 5)?
=0 j=1 j=1
20 /-1 20
- . 3 - .
Gaae—2) = (=11 Ase_j YO (1Yl (Agejj — Ajae—)) O (=11 j Agy_y)?
=0 = =1
Pi(Ay—22,...,A02¢)
2 _ -1 . 2 '
Ga(a0—2) :<Z(_1)JA2€fj,j>(Z<_1)]0‘§' (Age_jj — Aje-)) O (=1)7 1 Age_; 5)?
=0 =3 i=1
Pi(Agp—29,...,A020)Po(A20—33,-..,A020)
2 -1 2
~ . - 5 y .
Gsae-2) =) (=1)7 Az ;) O (=1) a§ N(Age—jj - Ajoe- )OO J(=1)7 1 A 5)?
=0 =4 =1
Pi(Asy_29,...,A020)Po(A2e—33,...,A020)P3(A2p—s4,...,A02)
2 ' - 2t .
Geqae—2) =) _(=1)7 Age_j;)( (—1) a§. N(Ase—jj — Ajoe—i)) O (=1)7 i Ay 5)°
j=0 j=f—1 j=1

Pi(Ag—22,...,40 215)132(1424—3,3, ooy Agae)  Proa(Agpae—1, - - -5 Ao 2e),

kjerso P;zai=1,...,f—1 polinomi in aé- € R*, dobimo domnevi, ki sta podani v nadaljevanju.
Pri teh privzetkih ima k—ta reducirana fokusna koli¢ina obliko:

20 /-1 20

Gae—2) = _(=1)7 Ay ;) Z 1 (A% — Ao )OO (=1 Agj5)?

=0 k-1 j=1
Pi(Ay_29,... 7A0,2€)P2(A2£—3,3; ooy Aope)  Pe—o(Agp—kg1,k—1,-- - Ao20),

za ke {2,...,0} in
Gr(ae—2) =0,
za k > /L.

Potrebni pogoji, pri katerih ima (3.99) center v izhodiséu sledijo iz raznoterosti, ki pri-
pada idealu Iy = (gae—2, .- -, ge(ae—2)) (i3¢emo skupne nicle vseh (reduciranih) fokusnih kolicin
v R26+1),

Pri zgornjih privzetkih vsaka (reducirana) fokusna koli¢ina vsebuje polinom Z?io(—l)j Agp_jjs
zato je prvi potrebni pogoj, da ima (3.99) center v izhodis¢éu

20

D (1) Ay =0. (3.100)

J=0
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Dodatni pogoji sledijo iz drugega faktorja Zf;i_l(—l)ja,(f) (Age—j; — Ajo¢—;) (privzete) oblike

fokusnih kolicin gy(4¢—9). Ker £—ta fokusna kolicina (kot faktor) vsebuje polinom
_j(é)A AL ,__Z—I(Z)A —A
Z( 1Y o (Age—jj — Ajoe—j) = (=1)" oy (Aerre—1 — Ae—101),
j=t—1

dobimo pogoje

App10-1=Ar—1 041 (3.101)
Namre¢, induktivno, (¢ — 1)—ta fokusna koli¢ina vsebuje polinom
-2
il - o
Z (_1) aj (A2€*_],j - A],2€7])
j=t—2

im0

(—1)1372&%721)(14“21—2 — Ao 440) + (—1)571(1@(:11)(/1“1,2—1 — Ar—1041)s

ki po upostevanju pogoja (3.101) in enacenju z ni¢ vodi do enacbe

Apyoap-2=Ar2442. (3.102)

Ce s takim induktivnim sklepanjem nadaljujemo, iz (¢ — 2)—te fokusne koli¢ine, upostevajoc¢
(3.101) in (3.102) ter vse pogoje, dobljene na prejsnjih korakih tega postopka, dobimo iz druge
fokusne koli¢ine pogoj

Agg11 = A1201

in konéno iz prve fokusne koli¢ine sledi pogoj
Agro = Ap -
Torej drugi sklop pogojev za nastop centra preslikave (3.99) je
Agg_jj=Aj00—j, F=0,1,...,0—1. (3.103)

Pri dokazu, da sta oba pogoja (3.100) in (3.103) tudi potrebna, spet uporabimo simetrijski
pristop. O¢itno pogoj (3.103) implicira (trivialno) zrcalno simetrijo polinoma = +y+ WYos(z,y) v
celoti, kar pomeni, da (3.99) porodi center. Pogoje (3.103) pa dobimo iz naslednje faktorizacije

20—1

r+y+ Uu(z,y) = (z+y)(1+ Z car—1—j 22 1 Iy).
=0

Ce v zgornji enacbi enacimo istolezne koeficiente na obeh straneh enacbe, dobimo naslednji

sistem: o0
= Cor—1,0 = Ao

201, . _
Y Y10+ Co—21 = Az_11

20-2 92 _
x Y© o1 +ca-32 = Az 29

(3.104)
2 20-2
%y D Cl20—3 + Co0—2 = Ao
201 | _
Ty D c120—2 + co0—1 = A120-1
2

Yy co,20—1 = Ao 20-
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Ce vsako drugo enacbo v sistemu (3.104) pomnozimo z —1 in vse enacbe sestejemo, dobimo
Agpo— Agp11+ Agp_99— -+ Ap2e =0,

kar je natanko pogoj (3.100).
Na podlagi zgoraj nastetih ugotovitev (in privzetkov) lahko zapisemo naslednjo domnevo.

Domneva 3.3.11 Polinom Uy v enacbi (3.99) doloc¢a center v izhodiséu natanko tedaj, ko je
izpolnjen eden od pogojev:

(S20) Agp—jj=Ajo—j, Jj=0,1,....0—1;
(Tae) Y3E0(=1) Agp_jj =0.

3.3.3 Cikli¢énost centra

V tem razdelku obravnavamo cikli¢nost (posameznih komponent) centralne raznoterosti v prime-
rih, za katere je centralna raznoterost in njena ireducibilna dekompozicija obdelana v prejsnjem
razdelku. Obravnavamo bifurkacije majhnih limitnih ciklov iz izhodisc¢a, vkljuéno s primeri, ko
je x = 0 center.

Primer 2: Videli smo, da je go, € (g2) za vse k € N in je zato minimalna baza sestavljena samo
iz. polinoma go. Ker je ideal (go) korenski, iz trditve 3.3.5 sledi, da je zgornja meja za cikli¢nost
enaka 0 in cikli¢nost je (glej [127] ali [111]) dejansko enaka 0 za vse preslikave f (z) = —x—--- , ki
izhajajo iz enacbe (3.82). Tudi po izreku 3.3.4 dobimo enak rezultat, saj imata obe komponenti
(1) in (i1) sorazseznosti 1.

Primer 0:0:4: Za preslikavo (3.91) najprej podajmo zgornjo mejo cikli¢nosti.

Trditev 3.3.12 Denimo, da je I —2J +3K —4L # 0 in H — J + 2K — 3L # 0. Tedaj je
ciklicnost centra preslikave (3.91) v izhodiséu kvecjemu 1.

Dokaz. Naj bo Gy = (g6, 912). Centralna raznoterost je enaka V(G2) = V({gs, 912, 918, - - -))-
Primarna dekompozicija ideala G5 sestoji iz treh delov:

Go=PNPNAQ, (3.105)

kjer sta P; in P, praideala toda ) ni praideal; kar pomeni, da G5 ni korenski. Torej izreka 3.3.5
ne moremo direktno uporabiti. Izkaze se, da je

P =(H-L,I-K),
Py=(H—-1+J—-K+ L),

medtem ko za @ iz (3.105) velja
VQ=(I—-2J+3K—4L,H — J + 2K — 3L).

Naj bo a* = (H*, I*, J*, K*, L*) poljubna tocka iz raznoterosti V(G2)\V(Q). Po trditvi 3.2.7
lahko v okolici tocke a* za vse k > 3 polinom ggr zapiSemo v obliki ggr = fige + f2912. Ker je



184 3 Primert uporabe polinomskih idealov

{96, g12} minimalna baza ideala (gg, g12, 918, - - .), je za preslikavo (3.91) po izreku 3.3.5 cikli¢nost
centra v izhodisc¢u pri pogoju I —2J +3K —4L #0in H — J + 2K — 3L # 0 kve¢jemu 1. m

Sedaj preglejmo, koliko limitnih ciklov lahko nastane (bifurcira) iz vsake komponente na
centralni raznoterosti preslikave (3.91). Uporabimo izrek 3.3.4, ki na to vprasanje odgovori
glede na sorazseznost posamezne komponente oz. glede na stevilo linearno neodvisnih linearnih
faktorjev v prvih nekaj zacetnih Ljapunovih koli¢inah (oz. fokusnih koli¢inah, ki, kot smo videli
v (3.86), porodijo isto raznoterost kot fokusne koli¢ine).

Najprej vpeljimo oznake, ki jih bomo v nadaljevanju potrebovali. Z JZ’f oznacimo Jacobijevo
matriko prvih k fokusnih koli¢in, izra¢unanih v tocki p. V tem primeru je eksplicitno izpisana
samo prva vrstica matrike Jg zap=(H,I,J,K,L), glede na gs in g12 iz (3.92) in (3.93)

[ —2(4H — 31 +2J — K) % I
2(8H—-2I+J-1L) e
Ji=| —2(02H-I+K-2L) %2
2(H - J+2K —-3L) %2
| 2(—I1+2J-3K +4L) %7 |
V drugi vrstici (%, cees %) oz. transliranem stolpcu so parcialni odvodi predolgi, da bi jih

lahko v celoti zapisali v matriko Jg .

Zatotko p* = (I —J+ K — L,I,J, K, L) iz druge komponente (T) centralne raznoterosti (s
pomocjo programa Mathematica) dobimo naslednje minorje ranga 1:

—2(I—2J+3K —4L) —2(I—2J+3K —4L)3 "

2(I —2J +3K —4L)  2(I —2J + 3K —4L)3
—2(I —2J +3K —4L) —2(I —2J + 3K —4L)3
2(I —2J +3K —4L)  2(I —2J + 3K —4L)3
—2(I —2J +3K —4L) —2(I —2J + 3K —4L)3

Trditev 3.3.13 Ireducibilni komponenti (S) in (T) centralne raznoterosti polinoma (3.91)
imata (po vrsti) razseznosti 3 ter 4.

Dokaz. Ireducibilni komponenti izracunamo s Singularjem. Razseznosti sta ocitni. m

Trditev 3.3.14 Ciklicnost genericne tocke p iz raznoterosti V ((s1, s2)), pri pogoju M g)(p) # 0,
je 1. Ciklicnost genericne tocke p* iz raznoterosti V ((t1)), pri pogoju M r)(p*) # 0, je enaka 0.

Dokaz. Minorje matrike Jg izracunamo v programu Mathematica. Na komponenti (S) je
rang(Jg) = 2 za vse tocke p, ¢e je le M(g)(p) # 0. Ker je sorazseznost komponente (S) enaka 2,
je cikli¢nost tocke p enaka 1. Podobno je na komponenti (T) rang(J;*) :rang(Jg*) =1, ¢e je
le M(Ty(p*) # 0 zato za preslikavo, ki pripada tocki p*, v oklici izhodis¢a ne nastane (bifurcira)
noben limitni cikel in ciklicnost je enaka ni¢. m

Primer 2:3: Ker pripadajoc¢i ideal ni korenski, za ocenjevanje zgornje meje cikli¢nosti ne
moremo uporabiti trditve 3.3.5. Glede na [111, p. 18] je ciklicnost kve¢jemu 2.

Sorazseznosti komponent (S), (H), (T) so (glej [111, Th. 2]) po vrsti 2, 3, 3. Rangi pripa-
dajocih matrik JS’* v (generi¢nih) tockah p* so:
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e Za komponento (S) je generi¢na tocka p* = (B — C,B,C,E — F + B, E,F,G) in rang

matrike JS* je enak 2. Zato je na tej komponenti cikli¢nost po izreku 3.3.4 najvec¢ 1. To
velja za vse tocke, razen za tocke, kjer je (B —2C)(E — 2F 4+ 3G) = 0.

e Podobno za komponento (H) z generi¢no tocko p* = (C, B,C, G, F, F, ) izratunamo, da

je rang matrike Jg’* enak 3, razen ¢e je B—2C = 0. Torej je za vse tocke, kjer je B—2C # 0
po izreku 3.3.4 cikli¢nost najvec 2.

e Na komponenti (T') za ananlizo ranga izberemo tocko na krivulji

¢ c{(A,B,C,D,E,F,G) €R"},

ki je dolocena z enacbo A =5, C = %(15+\/ﬁ), D=2 F= —45+%(15+\/ﬁ)2+
10B - 1B (15+ V17), F = 21 + & (15 + VI7)* + 5B — 1B (15 4+ v/17) in G = 1, in je
podraznoterost raznoterosti (1"). Za poljubno tocko p* € C (razen, ¢e je B = % (35 + \/ﬁ))
izra¢unamo rang matrike JS’* ki je 3 (z drugimi besedami: vsi minorji ranga 3 imajo skupni
faktor: 4B — (35 + \/ﬁ)) To pomeni, da je (po izreku 3.3.4) cikli¢nost vseh tock p* € C,
kjer B # % (35 + \/ﬁ) , najvec 2 . Ce raznoterost (T') predstavimo v parametri¢ni obliki

—D? + DF + G?
b= G
g A -C*-D+E-F+G
A-C
_ FD—GD - D?+ A?G — C?G — FG + 2G?
B G(A-0O) ’

kjer D dolo¢imo iz enacbe —ACD+C?D+ D?+ A2G— ACG—2DG+G? = 0 in predstavlja

skupni faktor vseh ostalih enacb, dobimo
1
D=3(4-0) (c+ver-1G) +a.

Za vsako tocko p* iz raznoterosti (1), kjer je A — C # 0, je rang matrike Jg’* enak 3
(ali drugace vsi minorji ranga 3 vsebujejo faktor A — C). Po izreku 3.3.4 je cikli¢nost na
raznoreosti (7') enaka 2.

Primer 2:0:4: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na centralni raznoterosti
v tem primeru nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.15 Ireducibilni komponenti (M) in (N) centralne raznoterosti polinoma (3.85) imata
(po vrsti) sorazseznosti 3 ter 2.

Dokaz. Ireducibilni komponenti izracunamo s Singularjem. Razseznosti sta ocitno 5 in 6. Ker
je razseznost celotnega prostora enaka 8, sta sorazseznosti enaki 3 in 2. m

Z JS oznacimo Jacobijevo matriko prvih 6 fokusnih koli¢in, izracunanih v tocki p. Definiramo

polinoma:

Q(M) =(B—-2C)(F —-2G +2H),
Q(N) =(B—-2C)(E—-2F+3G —4H).
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Izrek 3.3.16 Ciklicnost genericne tocke p’ iz raznoterosti V((n1,n2)), kjer je Q) (»’) # 0, je
1. Ciklicnost genericne tocke p* iz raznoterosti V((m1, ma,ms)), kjer je Q) (p*) # 0, je 2.

Dokaz. Za poljubno tocko p* na komponenti (M), kjer je Q(n)(p*) # 0, v programu Mathematica
izracunamo minorje in dobimo, da je rang(JZ?*) = 3. Po izreku 3.3.4 je ciklicnost na komponenti
(M) enaka 2. Podobno za vsako tocko p’ iz komponente (N), kjer je Q)(p") # 0, izracunamo,
da je rang(JS,): 2 in zato je po izreku 3.3.4 ciklicnost enaka 1. =

Primer 0:0:0:0:6: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na centralni razno-
terosti preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.96), nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.17 Denimo, da je

6
(1) jAgj; #0 in Ago# > (—1)/(j — 1)Ag_j ;. (3.106)
1 J=2

6
=

Tedaj je ciklicnost centra preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.96), najvec 2.

Dokaz. Pri dokazu uporabimo trditev 3.3.5. Preveriti moramo, ¢e je ideal Is = (910, 920, 930)
korenski. V ta namen izracunamo primarno dekompozicijo ideala. V nasem primeru je primarna
dekompozicija ideala I enaka

Is=P NPNQYLNQ2, (3107)

kjer sta P, in P, praideala, toda (1 in ()3 sta “samo” primarna. Zato ideal Ig ni korenski v
R[A] in trditve 3.3.5 ne moremo direktno uporabiti. Ideala P; in P, iz (3.107) sta generirana s
polinomi iz komponent (Sg) oz. (T5). Ideala Q1 in Q2 iz (3.107) sta primarna ideala, za katera
velja: /Q1 = (As1 —2A42+3A433—4A24+5A1 54+6A06, Ago—As2+2A33—3A2 4+4A1 5—5A06)
in Qs = <2A472—5A3,3+8A274—10A1,5+10A0,6, A571—2A373+4A274—5A1,5+4A076, 2A670—A373+
245 4—2A; 5). Struktura ideala Is se sklada z oznakami v trditvi 3.2.7. Presek idealov /Q1Nv/Q2
je VQ1, saj je /Q1 C /Qa. V prostoru parametrov A je raznoterost V(Q1 N Q2) = V(Q1)
dolo¢ena z enacbami As; — 2A472 + 3A373 — 4A274 + 5A1,5 + 6A076 = AG,O — A472 + 2A373 — 3A274 +
441 5—5A06 = 0. Opazimo, da se pogoja, ki dolo¢ata raznoterost V(Q1NQ2) in pogoja (3.106)
izkljucéujeta. Naj bo A* € A, tedaj po trditvi 3.2.7 obstajajo racionalne funkcije f1, fo in fs,
za katere je za vsak A*, ki zadoS¢a enacbi (3.106), in za vsak k > 3, v neki okolici tocke A*
izpolnjena enakost

g1ok = f1910 + f2920 + f3930-

Torej je po trditvi 3.3.5 cikli¢nost iz centra v izhodis¢u za preslikave (2.130), ki izhajajo iz enacbe
(3.96), s parametri, ki zados¢ajo pogojema (3.106), najvec¢ 2. m
V izreku 3.3.17 je podana zgornja meja cikli¢nosti. Sedaj poglejmo, kaj lahko glede cikli¢nosti
povemo po komponentah na centralni raznoterosti v tem primeru. Pri analizi po komponentah
uporabimo izrek 3.3.4.
Najprej vpeljimo naslednje oznake: z J,(Bj;) oznac¢imo Jacobijevo matriko polinomov g1, g20,
.., g10k, izra¢unano v tocki p, z rang(JI]f) ozna¢imo rang matrike J,(By). Z Ge1 = (Aso —
Aoge, As1 — A1 5, Ay o — Az 4) oznacimo ideal, generiran s polinomi iz komponente (Sg), z G2 =
(A6 — Asq + Ago — Azz + Asa — A15 + Ape) pa oznacimo ideal, generiran s polinomi iz
komponente (T3). Iz izreka 3.3.8 vidimo, da pripadajoca centralna raznoterost iz R” sestoji iz
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dveh ireducibilnih komponent V(Gg1) in V(Ggz2). Ocitno je, da sta razseznosti komponent
V(Gs,1) in V(Gg2) po vrsti enaki 4 in 6.
V naslednjem izreku potrebujemo polinoma

Fe1=Az3— Asa+2A15—2A06,
Fgo =A51 —2A42 + 3433 —4A24+5A15+6A06.

Izrek 3.3.18 Ciklicnost genericne tocke p € V(Gg,1) je enaka 2, ée je Fg1(p) # 0. Cikliénost
genericne tocke p' € V(Gg2) je enaka 0, ce je Fgo(p") # 0.

Dokaz. Na raznoterosti V(Gg 1) je v poljubni tocki p, za katero je Fg1(p) # 0, rang matrike
JS enak 3. Na raznoterosti V(G 2) pa je rang poljubne tocke p/, za katero je Fg2(p') # 0, rang
matrike J;, enak 1. Po izreku 3.3.4 lahko iz tocke p nastaneta (bifurcirata) dva limitna cikla, iz
tocke p’ pa noben. m

Primer 0:0:0:0:0:0:8: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na centralni
raznoterosti preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.97), nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.19 Denimo, da je
(1)1 jAs—jy #0 in Aso # > (—1)(j — 1) As—j;. (3.108)
—1 j=2

J

Tedaj je ciklicnost centra preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.97), najvec 3.

Dokaz. Preverimo, ¢e je ideal Is = (g14, gos, 942, g56) korenski. Izra¢unamo primarno dekompo-
zicijo ideala Ig in dobimo
Is =P ﬂPQﬂQl ﬂQgﬂQg, (3.109)

kjer sta P, in P, praideala, toda @1, Q2 in Q3 so ’samo’ primarni. Zato Ig ni korenski v R[A]
in trditve 3.3.5 ne moremo direktno uporabiti. Ideala P; in P; iz (3.109) sta po vrsti generirana
s polinomi iz komponent (Ss) in (7g). Primarni ideali @1, Q2, in @3 pa so taksni, da velja
VQ1NVQ2NVQs =+/Q1 = (A1 —2As2+3A53 —4A44+5A35+6A26 —TA17+8A08, Ago—
Ago+2A53—3As4+4A35—5A26+6A17—TApg). Torej v prostoru parametrov A je raznoterost
V(Q1) dolocena z enacbami A7y — 2462 + 3453 — 4444 + 5A35 + 6426 — TA17 + 8Aps =
Ago— Ag2 +2A53 —3A44 +4A35 —5A26+6A17 — TAgs = 0.

Spet uporabimo trditev 3.2.7. Naj bo A* € A tedaj obstajajo racionalne funkcije f1, fa, f3
in fy, za katere je za vsak A* ki zadoS¢a enacbi (3.108), in za vsak k > 4 v neki okolici tocke
A* izpolnjena enakost

914k = f1914 + fago8 + f3942 + fagse.

Torej je po trditvi 3.3.5 cikli¢nost iz centra v izhodiscu za preslikave (2.130), ki izhajajo iz enacbe
(3.97), s parametri, ki zados¢ajo pogojema (3.108), najve¢ 3. m

Sedaj s pomocjo izreka 3.3.4 preglejmo ciklicnost komponent centralne raznoterosti, ki pripada
enacbi (3.97).

Z J,(B}) oznacimo Jacobijevo matriko polinomov gi4, g2s, - - ., g14k, ki jo izrac¢unamo v tocki p. Z
rang(JI]f) oznacimo rang matrike Jp(Bk) 7 Gg’l = <A870—A0’8, A7’1 _AL?? A6’2—A2’6, A5’3—A375>
oznacimo ideal, generiran s polinomi iz komponente (Sg) (glej izrek 3.3.9). Z Gg2 = (Ago —
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A771 + A672 — A573 + A474 — A375 + A276 — A177 + A078> iznac¢imo ideal, generiran s polinomi iz
komponente (7g). Ireducibilni komponenti V(Gs 1) in V(Gs2) centralne raznoterosti sta v R,
njuni razseznosti sta po vrsti 5 in 7.

V naslednjem izreku potrebujemo polinoma

Fy1 =Ayq —2A35 +2A26 — 2A1 7+ 2A0 s,
F&Q =A7n — 2A672 + 3A573 — 4A474 + 5A3,5 + 6A276 — 7A1,7 + 8A078.

Izrek 3.3.20 Ciklicnost genericne tocke p € V(Gg1) je enaka 3, e je Fgi(p) # 0. Ciklicnost
genericne tocke p' € V(Gs2) je enaka 0, ¢e je Fgo(p') # 0.

Dokaz. Izracunamo, da je za poljubno toctko p € V(Gg;1) rang matrike J;,L enak 4, ce je

F51(p) # 0. Podobno je za vsako tocko p’ € V(Gs2), za katero je Fgo(p') # 0, rang matrike J;,
enak 1. Ostalo sledi iz izreka 3.3.4. m

Primer 0:0:0:0:0:0:0:0:10: Analiza bifurkacij limitnih ciklov iz vsake komponente na cen-
tralni raznoterosti preslikave (2.130), ki izhaja iz enac¢be (3.98), nam da naslednji izrek.

Izrek 3.3.21 Denimo, da je

10 10
Z(_l)j—i_lelij,j #0 in Ao # Z(—l)j(j —1)A10—j;. (3.110)
= =

Tedaj je ciklicnost centra preslikave (2.130), ki izhaja iz enacbe (3.98), najvec 4.

Dokaz. Dokaz je podoben kot pri izrekih 3.3.17 in 3.3.19. Ideal I1g = (g14, 28, §42, Js6) pOnovno
ni korenski. Primarna dekompozicija je oblike

Lo=PINPNQiNQ2NQ3MNQ4, (3.111)

kjer sta P in P, praideala, toda @Q;, za ¢ = 1,2, 3,4, niso praideali. Zato lahko trditev 3.3.5 za
enacbo (3.98) uporabimo samo za vrednosti parameterov iz V(I19)\V(Q1NQ2NQ3NQy4). Izkaze
se, da je v/Q1 N v/Q2N+/Q3N+/Qs = +/Q1 in raznoterost V(Q1) je definirana z Ag; — 2A4s2 +
3A73 —4A64 +5A55+6A46 — TA37+8A28 —9A19+ 10A0,10 = A10,0 — Ag2 +2A73 — 3As 4+
4As55 — 5Ay6 + 6A37— TAsg + 8A19 —9A0,10 = 0. Podobno, kot v dokazih izrekov 3.3.17 in
3.3.19 lahko sklepamo, da je cikli¢nost v izhodis¢u na centralni raznoterosti enacbe (3.98) pri
parametrih, ki zado$¢ajo pogojema (3.110), najve¢ 4. =

Podobno, kot v prejsnjih primerih, oznacimo z G101 0z. G1o,2 ideala, generirana s polinomi
iz (S10) 0z. (T10). V naslednjem izreku potrebujemo Se polinoma

Fipq =As5 —2A46 + 2437 —2A28 + 2A19 — 240,10,
Frop =Ag1 —2Ag +3A73 — 4464 +5A55 + 6446 — TA37 4+ 8A28 —9A1 9 + 10A0, 10

Izrek 3.3.22 Ciklicnost genericne tocke p € V(Gio,1) je enaka 4, e je Fip1(p) # 0. Ciklicnost
genericne tocke p' € V(Gio,2) je enaka 0, ée je Fio2(p') # 0.
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Primer n = 2¢ Ce so fokusne koli¢ine taksne, kot smo predvideli v podrazdelku 3.3.2, potem
Bautinov ideal za primer n = 2¢ sestoji iz ¢ fokusnih koli¢in

Iop = (Gar—2, 92(a0-2), - - - » Ge(a0-2))-

Iz primerov za n = 2,4, 6,8 in 10 lahko sklepamo, da je za n = 2¢ primarna dekompozicija ideala
Iy oblike
Ly=PNPNQiN...NQu1,

kjer sta P; in P» praideala, generirana s polinomi iz komponent (Sy¢) in (T5). Po analogiji velja
Py =(Agy jj—Ajorj: j=0,1,....0 1) in P, = <Z]2'io(_1)JA2£—j,j>§ ter Q1,..., Q-1 S0
primarni ideali, za katere velja

VO =vQin...0\/Qr1 = (p1,p2),

kjer je
20 )
pr=Y (=17 Ay,
j=1
9 (3.112)
po =Agro = > (1) (j — 1) Az ;.
j=2

V prostoru parametrov A, je raznoterost V(@) dolo¢ena z ena¢bama p; = pa = 0. Naj bo
A* € A, tedaj po trditvi 3.2.7 obstajajo racionalne funkcije fi,..., fs, za katere je za vsak
A* € V(I2)\V(Q), ki zados¢a enachi (3.99), in za vsak k > ¢ v neki okolici tocke A* izpolnjena
enakost

Gk(ae—2) = f19a0-2 + foGoae—2) + - + feGuae—2),

kar pomeni, da lahko glede cikli¢nosti podamo naslednjo domnevo.

Domneva 3.3.23 Denimo, da je

p1#0 in p2 #0,

kjer sta py in pa polinoma, dolocena v (3.112). Tedaj je ciklicnost centra preslikave (2.130), ki
izhaja iz enacbe (3.99), najveé £ — 1.

Sedaj s pomocjo izreka 3.3.4 preglejmo ciklicnost komponent centralne raznoterosti iz do-
mneve 3.3.11. Z Jp(By) oznacimo Jacobijevo matriko polinomov gsr—2, ga(ar—2)s - - - » J(ae—2)s
izra¢unanih v tocki p, z rang(sz) oznacimo rang matrike J,(By). Ideal, generiran s polinomi iz
komponente (Sa¢) iz domneve 3.3.11, oznacimo z Gap1 = (Aor—j; — Ajo—j: j=0,1,...,0—1)
in ideal, generiran s polinomi iz komponente (Ty;), oznac¢imo z Gop o = <Z]2-i0(—1)jA2g_j7j>.

Komponenta V(Gyy,1) sestoji iz £ linearnih pogojev. Ker je prostor parametrov A razseznosti
20 + 1, je razseznost te komponente £ + 1, sorazseznost pa £. Oznacimo

L

Fopy = Ay — QZ(*l)j_lAé_jj_Fj- (3.113)
=1
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Za vse tocke p, z lastnostjo Fy1(p) # 0, je rang(J;;) = {. Torej je po izreku 3.3.4 cikliénost take
generic¢ne tocke £ — 1.
Komponenta V(Gy2) ima razseznost 2¢, zato je njena sorazseznost enaka 1. Oznacimo

20

Fag =) (1) Az ;. (3.114)
=1

Ker je v vsaki tocki p/, kjer je Fao(p) # 0, rang(,];,) =1, je na tej komponenti ciklicnost enaka
0.



Dodatki

Dodatek A

Notranja dvoclena (binarna) operacija * na mnozici G je preslikava iz G X G v G. Pravimo tudi,
da je mnozica G zaprta za taksno operacijo.

Definicija 3.3.24 Neprazno mnozico G z notranjo dvocleno operacijo * imenujemo grupa, ce
za vse elemente a,b,c € G velja:

(i) asociativnost: ax (b*c) = (a*b) xc,

(i1) obstaja element e € G (enota ali nevtralni element), za katerega je e x a = a x e = a,

(iii) za vsak element a € G obstaja inverzni element a™', za katerega velja axa™ = a='xa =e.

Grupo z operacijo * zapiSemo v obliki urejenega para (G, x). Grupa (G, %) je Abelova, ce za
operacijo * poleg zgoraj nastetih lastnosti velja Se komutativnost: a xb =bxa za vse a,b € G.

Definicija 3.3.25 Naj bo (G,*) grupa. PodmnoZica H C G je podgrupa grupe (G, %), ce je
grupa za isto operacijo x : H x H — H.

Definicija 3.3.26 Mnozica K z dvema notranjima dvoclenima operacijama + (seStevange) in -
(mnozenje) je kolobar, ée velja:
(1) (K,+) je Abelova grupa,
(ii) operacija mnoZenja - je asociativna,
(#ii) operaciji + in - sta povezani z distributivnostnima zakonoma
a-(b+c¢c)=a-b+a-c VabceK,
(a+b)-c=a-c+b-c VabceK.
Kolobar z operacijama seStevanja + in mnozenja - zapisemo v obliki urejene trojice (K, +,-).
V kolobarju K nevtralni element za seStevanje oznac¢imo z 0, inverzni element za pristevanje k
elementu a € K pa oznac¢imo z —a.
V kolobarju (K, +,-) lahko obstajata nenicelna elementa a,b € K, katerih produkt je nev-

tralni element za sestevanje
a-b=0.

V tem primeru recemo, da je a levi delitelj ni¢a in b desni delitelj nica.

191
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Ce je mnozenje v kolobarju (K, +, -) komutativno, ga imenujemo komutativni kolobar. Ce v
komutativnem kolobarju obstaja enota za mnozenje 1 € K, tako dajea-1=1-a = a za vsak
a € K, kolobar (K,+,-) imenujemo kolobar z enoto. V kolobarju z enoto nam do posplositve
pojma $tevila manjka samo e deljenje (torej obstoj inverznega elementa a~! za vse nenicelne
elemente a € K). V komutativnem kolobarju so levi in desni delitelji ni¢a enaki in jim pravimo
kar delitelji nica.

Definicija 3.3.27 Ce komutativen kolobar (K, +,-) nima deliteljev nica, ga imenujemo cel ko-
lobar.

V celem kolobarju velja za vsak neniceln element 0 # a € K tako imenovano pravilo
krajsanja:
krajSanje z desne: x-a=y-a & a#0= z =y,
krajSanje z leve: a -z =a-y & a#0= x=y.

Definicija 3.3.28 Kolobar z enoto, v katerem vsakemu nenicelnemu elementu a € K pripada
inverz (glede na mnoZenje) a~', imenujemo obseg.

Definicija 3.3.29 Obseg, v katerem je mnoZenje komutativno, imenujemo komutativni obseg
ali polje.

Opomba. V tej monografiji uporabljamo samo komutativne obsege.

Obseg z operacijama seStevanja + in mnozenja - zapiSemo v obliki urejene trojice (O, +, ).
Vsak obseg je cel kolobar. Primeri komutativnih kolobarjev z enoto, ki so hkrati tudi polja in
jih najpogosteje uporabljamo, so (Q,+,-), (R,+,-) in (C,+,-). Primer kolobarja z enoto, ki ni
obseg, je (Z,+, ).

Najpogostejsi in najpomembnejsi primeri kolobarjev v tej monografiji so kolobarji polinomov.

Ker je mnozenje v kolobarju (K, +, ) asociativno, lahko za vsak a € K in n € N definiramo
potenco a™ € K takole:

a'=a in a"=a"'a zavse n>2.

Ce ima kolobar K enoto, definiramo se a" = 1.
Polinom (ene spremenljivke x)

f(CC):ao—l—al.x+a2,x2+_”+an'xn; an#o

dolocajo koeficienti ag,a,...,a, € F polja (F,+,-) (lahko tudi kolobarja (K,-+,-)). Za kon-
stantne polinome f (z) = ap (ko je v zgornji definiciji n = 0) je lahko tudi ap = 0 (nicelni
polinom). Mnozico vseh polinomov spremenljivke x nad poljem (F,+,-) ozna¢imo z F'[z]. Naj
bosta f,g € F' [z] in naj velja

ni n2
f(x)= Z arpz® in g(x)= Zbkxk.
k=0 k=0

Naj bo n = max (n1,n2). Potem je vsota polinomov f in g algebrai¢no definirana kot:

n

(f+9) (@) = f(@) + g(x) = 3 (ax +by) a*,

k=0
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produkt polinomov f in g pa je algebrai¢no definiran kot:

2n
(fg) ($):f<$)g(x)zz Z aibj z".
k=0 \ i+j=k

0<i,j<n

Pri obeh definicijah manjkajoce koeficiente polinoma nizje stopnje postavimo na ni¢. S tako defi-
niranima operacijama + in - postane mnozica F' [x] kolobar, ki ga imenujemo kolobar polinomov
nad poljem (F,+,-).

Nicelni element za seStevanje v kolobarju F'[z] je polinom n (z) = 0. Enota za mnozenje v
kolobarju F'[z] je polinom e (z) = 1.

Analogno oznac¢imo kolobar polinomov dveh spremenljivk z in y nad poljem (R,+,-) z
R [z,y]. Podobno ozna¢imo kolobar polinomov z n spremenljivkami x;, z9, ..., z, nad po-
lijem (C,+,-) s C[z1,za,...,x,).

Polinomu f (z) = >";_, apz® lahko priredimo preslikavo, ki vsakemu o € K priredi vrednost
fla) =37 yara® € K.

Definicija 3.3.30 Naj bo f € F[z]. Vse vrednosti x € F, za katere je f (x) = 0, imenujemo
nicle polinoma f.

Definicija 3.3.31 Polje F' je algebrai¢no zaprto, ¢e ima vsak polinom stopnje 1 ali veé iz
kolobarja F [x] vsaj eno niclo v F.

Opomba. Iz zgornje definicije s Hornerjevim algoritmom takoj dobimo, da vsak polinom stopnje
d nad algebrai¢no zaprtim poljem F razpade na d linearnih faktorjev, kar pomeni, da ima d nicel,
¢e jih Stejemo z ustreznimi veckratnostmi.

Polje realnih stevil (R, +,-) ni algebrai¢no zaprto, saj polinom z? + 1 € R[z], ki ima realne
koeficiente ag = ag =1 € R in a; = 0 € R, nima nicel v R. Polje kompleksnih stevil (C, +, ) je
primer algebrai¢no zaprtega polja.

Definicija 3.3.32 Karakteristika polja z multiplikativno enoto 1 je najmanjse Stevilo p, za ka-
tero velja

1+1+---+1=0.

—_——

p—Fkrat

Ce ne obstaja p € N, ki resi zgornjo enacbo, je karakteristika polja enaka 0.

Ce obstaja p € N, ki resi zgornjo enacbo, je p oitno prastevilo. Med polji z nenicelno karakte-
ristiko p omenimo polja
(va +, ) )

ki jih krajSe oznac¢imo z Z,.

Polje je kon¢no, ¢e premore koncno stevilo elementov. Z, so edini primeri konénih polj, ki
nastopajo v tej monografiji. Polja Z, = {0,1,2,...,p — 1} najpreprosteje opisemo kot mnozico
ostankov pri deljenju prastevila p z operacijama seStevanja in mnozenja po modulu p. Znano
je, da je kolobarje Z, mogoce opisati kot kvocientne kolobarje kolobarja (Z, +,-) po idealu pZ,
ki predstavlja veckratnike Stevila p. Med ostalimi konénimi polji omenimo le Galoisjeva polja.
Galoisjeva polja s karakteristiko p imajo p* elementov, kjer je k& > 1 poljubno naravno stevilo.
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Definicija 3.3.33 Podmnozica W C K kolobarja (K,+,-) je podkolobar, ée je zaprta za
mnozenge - in je (W, +) podgrupa grupe (K,+).

Definicija 3.3.34 V komutativnem kolobarju (K, +,-) je podmnozicaZ C K ideal, ce je (Z,+,-)
podkolobar kolobarja (K, +,-) in velja
K. -ITCT,

kjerje K -ZT={a-be K; ac K &beI}.
Vsak kolobar K ima vsaj dva ideala, ki ju imenujemo trivialna ideala Z; = K in Zy = {0}.
Ostale ideale imenujemo netrivialni ideali. Ce v kolobarju (K, +,-) obstaja kak netrivialni ideal

Z, lahko definiramo kvocientni kolobar. Na mnozici K lahko namre¢ definiramo ekvivalencno
relacijo ~ nad elementi kolobarja K. Za a,b € K velja

a~b & a-—-bel.

Dejansko je relacija ~ kongruencna relacija, saj ocitno (zaradi definicije ideala) iz a ~bAc~d
sledia+c~b+dina-c~b-dzavsea,b,c,d € K. Zato a ~ b oznacimo tudi kot a = b (mod 7)
(beremo: a je kongruentno b po modulu 7). Ekvivalencni razred elementa a € K ozna¢imo z [a]

[a] ={be K; a~b}.

Definicija 3.3.35 Naj bo (K,+,-) komutativni kolobar in T njegov ideal ter ~ idealu pri-
padajoca kongruencéna relacija. MnoZico vseh ekvivalencnih razredov kongruencne relacije ~
oznacimo s K/T in jo imenujemo kvocientna mnozica (kolobarja K glede na ideal Z). Na kvo-
cientni mnoZzici lahko med elementoma a+7Z €K/T in b+7Z €K /T naravno definiramo operaciji
sestevangja in mnozZenja na naslednji nacin

(a+I)+ (b+Z)=(a+b)+1I,
(a+Z)-(b+ZI)=(a-b)+T.

S tema dvema operacijama postane kvocientna mnozica K /T kolobar, ki ga imenujemo kvocientni
kolobar.

Mnozico V', katere elemente lahko med sabo sestevamo in mnozimo s skalarji iz nekega obsega
imenujemo wvektorski prostor. Elemente vektorskega prostora imenujemo wvektorji. Operacija
seStevanja vektorjev je notranja dvoclena operacija nad mnozico V/

+:VxV =V
Operacija mnozenja vektorjev z elementi « iz obsega F' je tipa

P x V=V,
Natancneje je vektorski prostor definiran spodaj.

Definicija 3.3.36 Vektorski prostor nad obsegom F' je mnoZica V' skupaj z operacijama sestevanja
vektorjev + in mnoZenja vektorjev s skalarji -, za katert velja:

(i) asociativnost sestevanja vektorjev: vy + (U2 + Us3) = (U1 + ) + U3, za vse U1,02,U3 € V,
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(ii) komutativnost sestevanja vektorjev: U1 + Uy = Uy + U1, za vse V1,03 € V,

(iii) obstaja nicelni element za seStevanje: 0+0=0+0=7, zavse 7€V,

() za vsak T € V obstaja nasprotni element (—) € V, tako da je ¥+ (=) = (=0) + 7 =0,
(v) za vsak o, € F in U € V velja o (57) = (aff) U,

(vi) za vsak o, € F in ¥ €V wvelja (a«+ )T = avf + 57,

(vii) za vsak o € F in vsak par v, U2 € V velja « (01 + U2) = oty + ats,

(viii) za vsak U € V welja 19 = ¥, kjer je 1 enota obsega F: 1-a=a-1 =« za vsak o € F'.

Vektorski prostor ozna¢imo z urejeno trojico (V,+, ). Podmnozica vektorskega prostora, ki
je tudi sama vektorski prostor, je vektorski podprostor.

Definicija 3.3.37 Naj bo F polje in V wvektorski prostor nad poljem F. Naj bo W podmnoZica
mnoZice V. (W C V). Tedaj je W vektorski podprostor, ce velja:

(i) 0 e W,

(ii) za vse Wi, wWe € W wvelja Wy + Wy € W,

(1ii) zavse o € F in W€ W je av- W € W.

Naj bo V vektorski prostor nad poljem F. Podani naj bodo vektorji v, va, ..., U, € V in
skalarji a1, ao, ..., a; € F. Potem je

o U1+ U+ 4y Uy
linearna kombinacija vektorjev v, va, ..., Uy € V.

Definicija 3.3.38 Naj bo V wvektorski prostor nad poljem F. Za izbrane vektorje 1, Ua, ...,
Up, € V. mnoZico vseh mogodcih linearnih kombinacij

L (U1,T2,....0,) ={Z€V; Faj,a9,..on€F: T=oa -U+ay -Ua+- - +ay Uy}.
imenujemo linearna lupina vektorjev U1, Ua, ..., Un.

Naj bo (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F'. Preslikava x: V x V — V| ki vsakemu ure-
jenemu paru (Z,y) € V x V priredi element & * ¢/, je notranja dvoclena operacija nad vektorskim
prostorom (V,+,-), ki jo imenujemo mnoZenje vektorjev.

Definicija 3.3.39 Naj bo F' polje in V wvektorski prostor nad F, ki je opremljen z dodatno
operacijo x mmnozenja vektorjev, za katero za vsak skalar o iz polja F in za poljubne vektorje
Z,y,Z € V velja:

* 1),

Tedaj pravimo, da je A = (V,4+, %) algebra nad poljem F'.
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Opomba. Zgornje lastnosti mnozenja vektorjev imenujemo bilinearnost. Algebra je poseben
primer vektorskega prostora, kjer mnozica vektorjev ni le Abelova grupa za seStevanje, ampak
je kolobar (za setevanje in mnozenje).

Definicija 3.3.40 Podmnozica W C V algebre A = (V,+, %) je podalgebra (algebre A), ce je
vektorski podprostor prostora (V,+) in ce je tudi sama algebra za isti operaciji (zoZeni na W ).

Ali je mnozica W C V podalgebra algebre V', najlazje ugotovimo, ¢e preverimo, ali sta
razlika @ — b in produkt a * b poljubnih elementov a,b € W tudi v mnozici W (glej [121]).

Ob koncu dodatka A omenimo Se preslikave, ki jih obravnavamo v zvezi z vektorskimi pro-
stori, t.i. linearne prelikave.

Definicija 3.3.41 Naj bosta V in W wektorska prostora. Preslikava A : V — W je linearna,
ce zanjo velja:

(1) aditivnost: A(U) + U2) = A(01) + A(V2) za vse V1,02 €V,
(ii) homogenost: A(AT) = NA(V) za vse A € F in 7€ V.
Ce je A linearna, potem iz aditivnosti in homogenosti sledi
A(MTL + Aatp) = A(MV1) + A(XeTa) = ALA(T1) + A2 A(V2)
za vse A1, Ao € F in vse U,05 € V.

Velja tudi obratno: ce je A(/\1?71 + )\2’[72) = )\1./4(171) + )\2A<172) za vse A\, Ao € Fin v1,05 € V,
potem, ¢e izberemo A\; = Ay = 1, dobimo A(¥) + v2) = A(¥1) + A(72), kar pomeni, da je A
aditivna preslikava; in ¢e izberemo A2 = 0, dobimo A(M\71) = A.A(71), kar pomeni, da je A
homogena. Zato lahko zgornjo definicijo zapiSemo krajse.

Trditev 3.3.42 Preslikava A:V — W je linearna natanko tedaj, ko velja
A()\ll_ﬁ + )\2172) = )\1./4(171) + )\2./4(172)

za vse za vse A1, A € F' in vse U,U5 € V.

Dodatek B

1. Koda v programu MATHEMATICA za izracun fokusnih koli¢in sistema (3.9).
e Operator (3.71) v [114] za sistem (3.9)

1i[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
1nu_1+2nu_2+1nu_3+0nu_4+2nu_5+1nu_6+0nu_7+0nu_8
12[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
Onu_1+0nu_2+1nu_3+2nu_4+0nu_5+1nu_6+2nu_7+1nu_8

e Definicija funkcije (4.52) v [114].
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vik_1,k_2,k_3,k_4,k_5,k_6,k_7,k_8]:=v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=

Module [{us,coef},coef=11[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]-12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]; us=0;
v[0,0,0,0,0,0,0,0]=1;

If[k1>0, us=us+(11[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]]
If[k2>0,us=us+(11[k1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[kl1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k3>0,us=us+(11[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k4>0,us=us+(11[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]];

If [k5>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]];

If [k6>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]+1) *v[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]];
If[k7>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]];
If[k8>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]1+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]1];

If [coef!=0, us=us/coef]; If [coef==0, ggl[kl,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=us; us=0]; us]

e gmax je Stevilo fokusnih koli¢in, ki jih izracunamo

gmax="7;

e Izrac¢un koli¢in q[1],q[2],...,q[n] do n="gmax”

Do[k= sc; num=k; q[num]=0;

For[i1=0,11<=2 k,il++ ,

For[i2=0,i2<=(2 k-il),i2++ ,

For[i3=0,13<=(2 k-i1-i2),i3++ ,

For[i4=0,14<=(2 k-i1-i2-i3),i4++,

For[i5=0,15<=(2 k-i1-i2-13-i4),i5++,

For[i6=0,16<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5),i6++,

For[i7=0,i7<=(2 k-11-i2-i3-i4-i5-i6),i7++,

For[i8=0,18<=(2 k-i11-i2-i3-i4-i5-i6-1i7),i8++,
I1f[(11[i1,i2,i8,i4,1i5,16,17,i8]==k) &&(12[il,i2,i3,i4,i5,16,17,18]==k),
v[i1,i2,i3,i4,i5,16,i7,i8];

q[num]=q[num] +gg[i1,i2,i3,i4,i5,i6,17,i8]TT[i1,i2,13,i4,1i5,16,i7,18]111111111],
{sc,1,gmax}]

e Definiranje monomov sistema (3.9)

TT[11_,12_,13_,14_,15_,16_,17_,18_]:=
al0"11 a20°12 al1~13 a02°14 b20~°15 b11°16 b02°17 b01-18

e Rezultat (fokusne koli¢ine)
Do[Print[gglil=q[il], {i,1,gmax}];
2. Koda v programu MATHEMATICA za izracun fokusnih koli¢in sistema (3.34).

11[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8]:=
3nu_1+2nu_2+1nu_3+0nu_4+3nu_5b+2nu_6+1nu_7+0nu_38
12[nu_1,nu_2,nu_3,nu_4,nu_5,nu_6,nu_7,nu_8] :=
Onu_1+1nu_2+2nu_3+3nu_4+0nu_b+1nu_6+2nu_7+3nu_38
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vik_1,k_2,k_3,k_4,k_5,k_6,k_7,k_8]:=v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=
Module[{us,coef},coef=11[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]-12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]; us=0;
v[0,0,0,0,0,0,0,0]=1;

If[k1>0, us=us+(11[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1-1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]]
If[k2>0,us=us+(11[k1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2-1,k3,k4,k5,k6,k7,k8]];
If[k3>0,us=us+(11[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3-1,k4,k5,k6,k7,k8]];
If [k4>0,us=us+(11[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4-1,k5,k6,k7,k8]];
If [k5>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5-1,k6,k7,k8]];
If [k6>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6-1,k7,k8]];
If[k7>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7-1,k8]];
If[k8>0,us=us-(12[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]1+1)*v[k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8-1]];
If [coef!=0, us=us/coef]; If [coef==0, ggl[kl,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8]=us; us=0]; us]
gmax=8;
Do[k= sc; num=k; ql[num]=0;
For[i1=0,i1<=2 k,il++ ,
For[i2=0,12<=(2 k-il),i2++ ,
For[i3=0,i3<=(2 k-i1-i2),i3++ ,
For[i4=0,i4<=(2 k-i1-i12-i3),i4++,
For[i5=0,i5<=(2 k-i1-i2-i3-i4),i5++,
For[i6=0,16<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5),i6++,
For[i7=0,i7<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5-i6),i7++,
For[i8=0,18<=(2 k-i1-i2-i3-i4-i5-i6-i7),i8++,
If[(11([i1,i2,i3,i4,i5,1i6,i7,i8]==k) &&(12[il1,i2,i3,i4,i5,1i6,1i7,i8]==k),
v[il,i2,i3,i4,i5,i6,1i7,1i8];
q[num]=q[num]+gg[i1,i2,13,i4,15,i6,17,i8]TT[i1,i2,13,i4,15,i6,17,i8111111111],
{sc,1,gmax}]
TT[11_,12_,13_,14_,15_,16_,17_,18_]:=
a30711 a21712 al12713 a03714 b30715 b21716 b12717 b03"18
Do[Print[gglil=ql[i]l], {i,1,gmax}];
3. Rezultat izracuna primarne dekompozicije v SINGULARJU ideala By za sistem (3.27) z

A =0 (ali sistem (3.9)).

[1]:

[1]:
_[1]1=a10"2%a02-b20*b01"2
_[2]1=a20%b01"2-a10"2%b02
_[31=a20*a02-b20%*b02
_[4]=a11-b11

[2]:
_[1]=a10"2%a02-b20%b01"2
_[2]1=a20%b01~2-a10"2%b02
_[3]=a20%a02-b20*b02
_[4]=a11-b11
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[2]:

[1]:
_[1]1=a02+b02
_[2]=a20+b20
_[3]=al11-b11

[2]:
_[11=a02+b02
_[2]=a20+b20
_[3]=al11-b11

[3]:
[1]:
_[11=b02
_[2]=b11
_[31=a02
_[4]=al1

[2]:

_[11=b02

_[2]=b11

_[3]1=a02

_[4]=a11
[4]:

[1]:

_[1]1=b11
_[2]=a02"2+2%a02*b02+b02"2
_[3]1=a20*b02+a02*b20+2*b20*b02
_[41=a20%a02-b20*b02
_[5]=a20"2+2%a20*b20+b20"2
_[6]=a11

[2]:

_[11=b11

_[2]1=202+b02

_[3]1=a20+b20

_[4]=al1
[5]:

[1]:

_[11=b11
_[2]1=b20
_[31=a02
_[4]=a11
[2]:
_[11=b11
_[2]1=b20
_[31=a02
_[4]=al1
[6]:
[1]:
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_[1]1=b11
_[2]1=b20
_[31=a20
_[4]=al1
[2]:
_[1]1=b11
_[2]1=b20
_[31=a20
_[4]=a11
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V Mariboru, 15. 03. 2018

Recenzija monografije ""Algebraiéne metode v dinamicnih sistemih"

V monografiji avtorja sistematiéno in izérpno obravnavata nekatere novejSe rezultate na
interdisciplinarnem podro¢ju dinamiénih sistemov. To je podrocje, ki sega v matematiko,
fiziko in tehniko, predvsem pa je pomembno v mehaniki in na podroc¢ju elektroinZenirstva.

Avtorja monografije sta raziskovalno aktivna v teoriji dinami¢nih sistemov, predvsem na
podro&ju navadnih diferencialnih enacb, kar je tudi glavna tema pric¢ujoce monografije.
Obravnavani so problemi, ki so povezani s Hilbertovim 16. problemom. Poleg tega sta oba
samostojno oziroma v sodelovanju s kolegi iz Brazilije raziskovala tudi analiti¢ne preslikave z
linearnim ¢lenom, Katerih fiksne to¢ke imajo podobne znacilnosti kot singularne tofke v
sistemih navadnih diferencialnih enacb (gre za iterativne sisteme s preslikavo f, za katero je
f°f identiteti podobna preslikava). Ukvarjala sta se tudi s kvadrati¢nimi dinamiénimi sistemi —
tudi z diskretnimi.

V monografiji avtorja obravnavata zvezne in diskretne polinomske dinamicne sisteme s
stali¢a teorije kolobarjev. Kolobarji, ki nastopajo v analizi sistema navadnih diferencialnih
enacb ali pa diskretnega sistema, kakr$ni so obravnavani v tej monografiji, naravno nastopajo
preko nicel polinomov, katerih spremenljivke so parametri obravnavanega sistema. Dejansko
je potrebno obravnavati Poincarejevo preslikavo ter Lyapunove koli¢ine oziroma $e bolje
tako imenovane fokusne koli¢ine, ki nastopajo v totalnem odvodu potencialne reSitve sistema
navadnih diferencialnih enac¢b. DruZina polinomov iz nekega kolobarja doloc¢a ideal. Analiza
tega ideala je kljutna pri obravnavi glavnih dinami¢nih lastnostih sistemov navadnih
diferencialnih enacb, ki vsebujejo nehiperboli¢no singularnost. Glavna tema monografije je
zveza med algebro (ideali v polinomskih kolobarjih) in geometrijo (raznoterostmi), ki naravno
nastopa pri problemih v dinamiénih sistemih. Povezava med teorijo kolobarjev (polinomskih
idealov) in geometrijo (afinimi raznoterostmi) temelji na Hilbertovih rezultatih: tako
imenovanem izreku o bazi, na eliminacijski teoriji in tako imenovanem izreku o niclah
("Nullstellensatz").

Pri obravnavi $tevilnih problemov, ki so prisotni v teoriji (sistemov) navadnih diferencialnih
enatb in diskrctnih sistemov, ki izhajajo iz preslikav f, katerih f°f je identiteti podobna
preslikava, sta se v monografiji avtorja omejila na celostno in kritiéno obravnavo problema
centra in fokusa ter na problem bifurkacije limitnih ciklov.

V monografiji so kot primeri predstavljeni nekateri tipi¢ni problemi zvezne in diskretne
dinamike, ki ocitno spadajo med novejSe rezultate v stroki oziroma predstavljajo odprte
probleme. Algebrai¢ne metode in delno tudi teorijo analiti¢nih funkcij avtorja uporabita pri
obravnavi nelinearnih dinami¢nih sistemov s poudarkom na problemu centra in fokusa ter
bifurkacijah limitnih ciklov.



Monografija je razdeljena na tri poglavja. V prvem poglavju je na kratko predstavljena teorija
polinomskih idealov in njihovih raznoterosti ter reSevanje (nelinearnih) polinomskih sistemov
enacb, ki nastopajo pri obravnavi nekaterih problemov v sistemih diferencialnih enac¢b. Zato v
tem poglavju obravnata Grébnerjeve baze in osnove eliminacijskih idealov ter radikalne
ideale in nekatere operacije nad raznoterostmi.

Drugo poglavje je namenjeno kratkemu pregledu teorije dinamiénih sistemov. Avtorja
obravnavata nekatere pojme iz teorije navadnih deferencialnih enacb ter diskretnih sistemov.
Omgjita se na pojme, ki jih potem obravnavata v tretjem poglavju, kjer so predstavljeni
primeri doloCevanja centralne raznoterosti, kako poiskati fokusne koli¢ine in posledi¢no
Bautinov ideal in, kako obdelati bifurkacije limitnih ciklov obravnavane druZine sistemov.

Knjige, ki obravanavajo podobno tematiko so zelo redke, sploh v slovens¢ini. V svetovnem
merilu je podobna tematika obravnavana v knjigi profesorja Romanovskega in Shaferja.
Pri¢ujota monografija bo zelo dobrodos$la, e posebej zato, ker je vsebinsko in jezikovno
odliéno zasnovana. Avtorja uporabljata terminologijo, ki je matemati¢no korektna, hkrati pa
omogoda razumevanje tudi za ostale raziskovalce. Matemati¢no korektnost lahko posplosimo
na celoten znanstveni aparat.

V delu je obravnavana celotna relevantna literatura iz obravnavanega podro¢ja. Poleg tega so
obdelane tudi nekatere izvirne ideje, ki so delno Ze objavljene v uglednih tujih znanstvenih
revijah. Ugotavljam, da gre za izvirno delo. Monografija bo uporabna predvsem kot
referenéno delo, ter kot knjiga za strokovno javnost, zelo verjetno pa tudi kot dopolnilno delo
za podiplomske $tudente matematike in fizike.

Ugotavljam, da delo vsebuje vse elemente znanstvene monografije, tako da toplo priporo¢am
financiranje ter objavo tega dela kot znanstveno monografijo.

Prof. Waﬁ Pero



Matej Mencinger, Brigita Fercec:
Algebrai¢ne metode v dinamicnih sistemih

Recenzija

Teorija dinamiénih sistemov je veja matematike, ki opisuje ¢asovni razvoj
kompleksnih sistemov, podanih z ustreznimi diferencialnimi oziroma diferenc-
nimi enac¢bami. TakSni sistemi se pojavljajo vsepovsod — od naravoslovija
(fizika, kemija, molekularna biologija, meteorologija) in tehnike (mehanika,
teorija upravljanja, robotika) prek druzboslovja (psihologija, sociologija, eko-
nomija) do interdisciplinarnih podroéij (biomehanika, nevroznanost). Gre
torej za pomembno teorijo z zelo Siroko uporabnostjo.

Monografija Mateja Mencingerja in Brigite Feréec o algebrai¢nih pristo-
pih k raziskavam dinamiénih sistemov je izvirno delo, namenjeno tako raz-
iskovalcem teorije dinamiénih sistemov kot tudi vsem uporabnikom njenih
rezultatov na Stevilnih Ze omenjenih podro¢jih znanosti in tehnike.

Knjiga je razdeljena na tri glavne dele. V prvem delu avtorja predsta-
vita teorijo kolobarjev polinomov ve¢ spremenljivk nad komutativnimi ob-
segi, njihove ideale in pripadajoCe geometri¢ne objekte — afine raznoterosti.
Pomembno orodje za delo s polinomskimi ideali in afinimi raznoterostmi so
Grobnerjeve baze, ki jih raunamo z Buchbergerjevim algoritmom. Grobner-
jeve baze omogolajo avtomatitno resevanje Stevilnih racunskih problemov
od eliminacije spremenljivk, reSevanja sistemov polinomskih enacb in impli-
citizacije afinih raznoterosti prek avtomati¢nega dokazovanja geometrijskih
izrekov in reSevanja kombinatori¢nih optimizacijskih problemov do izvajanja
radunskih operacij s polinomskimi ideali, dekompozicije afine raznoterosti na
ireducibilne komponente in dekompozicije polinomskega ideala na primarne
ideale. Na koncu tega dela avtorja predstavita programski paket Singular,
ki vsebuje tako implementacijo Buchbergerjevega algoritma kakor tudi im-
plementacije algoritmov za reSevanje pravkar nastetih rac¢unskih problemov.
Drugi del monografije prinaSa kratek pregled teorije dinamicnih sistemov in
definicije pomembnih pojmov, kot so dolo¢anje centralne raznoterosti, foku-
sne kolidine, ¢asovna in posploSena reverzibilnost, Bautinov ideal in bifurka-
cije limitnih ciklov, ter problemov, povezanih z njimi. V tretjem delu avtorja
uporabita algebraitna in rac¢unalniSka orodja, predstavljena v prvem delu,
pri reSevanju problemov, opisanih v drugem delu. Tu najdemo veliko nju-
nih originalnih rezultatov, kot so reSitev problema centra in fokusa v R? in
R3, kvadratizacija homogenih polinomskih sistemov navadnih diferencialnih
enacb, doloanje limitnih ciklov reda 2, potrebni in zadostni pogoji za nastop
centra v posebnih sistemih, ki izhajajo iz posploSene Zoladekove enadbe itd.



Monografija predstavlja ufinkovit interdisciplinaren pristop k reSevanju
problemov teorije in prakse dinamiénih sistemov z orodji komutativne al-
gebre in sodobne programske opreme za simbolno in algebraié¢no racunanje.
Dobrodosla bo tako strokovni javnosti kakor tudi kot dopolnilno gradivo pri
visokoSolskem $tudiju, Se posebej, ker je — ¢e odStejemo nekaj diplomskih del
- veéina gradiva tokrat prvi¢ predstavljena v slovenskem jeziku. Prav tako
monografija vsebuje tudi Stevilne izvirne rezultate avtorjev, ki so delno Ze
bili objavljeni v uglednih mednarodnih znanstvenih revijah. Zato priporo-
¢am njeno objavo.

(A A

V Ljubljani, 21. marca 2018 prof. dr. Marko Petkovsek
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Nekatere probleme v teoriji dinamicnih sistemov lahko obravnavamo s pomocjo zveze med
algebro in geometrijo. V monografiji se omejimo na sisteme navadnih diferencialnih enacb in
na diskretne sisteme, ki izhajajo iz preslikav f, za katere je f-f identiteti podobna preslikava.
V teh sistemih obravnavamo izkljucno problem centra in fokusa in problem bifurkacije
limitnih ciklov.

Obcutek »laicne javnosti«, da je za sisteme NDE v ravnini ze vse raziskano je dalec od
dejanskega stanja. Kljub zmogljivim sodobnim racunalnikom in programskim paketom, kot
je na primer Mathematica, Matlab, Singular Se vedno ne moremo odgovoriti na Stevilna
vprasanja, ki so povezana s Hilbertovim 16. problemom.




