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A.Tepeh in R. Skrekovski -%-
Univerzitetna zalozba
Univerze v Mariboru

Diskretna Matematika

ALEKSANDRA TEPEH IN RISTE SKREKOVSKI

Povzetek

Ucbenik je namenjen Studentom visoko3Solskega Studija rac¢unalnistva in infor-
matike. Predstavlja uvod v izbrana poglavja iz matematike, ki so potrebna za
razumevanje in reSevanje problemov, ki se pojavljajo v rac¢unalnistvu. Poleg
izjavnega racuna, relacij in teorije grafov, ki sodijo v podrocje diskretne matema-
tike, ucbenik zajema tudi poglavji o geometrijskih vektorjih in matrikah. Poleg
teoreti¢ne obravnave snovi ucbenik vsebuje veliko zgledov za laZje razumevanje,
kakor tudi naloge s postopki in reSitvami.
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Predgovor

Uc¢benik Diskretna matematika je nastal na podlagi u¢nega nacrta za isto-
imenski predmet 2. letnika visokoSolskega Studijskega programa na Fakulteti
za elektrotehniko, ra¢unalnistvo in informatiko Univerze v Mariboru. Slednje je
tudi razlog za izbiro naslova, ¢eprav ucbenik poleg izbranih poglavij iz diskretne
matematike (izjavni in predikatni ra¢un, relacije, teorija grafov) vsebuje poglaviji
(o vektorjih in matrikah), ki sodita k veji matematike, imenovani linearna algebra.

Prav zaradi raznolikosti vsebin predmeta so studentje pogosto sprasevali po
literaturi, ki bi zajemala vso snov predmeta, saj so jo lahko nasli le razprSeno po
drugi literaturi. Poleg vse snovi, zbrane na enem mestu, je prednost u¢benika, da
se vsake teme loteva od temeljev (razen osnovnega znanja o mnoZicah in nekaj
temeljnega srednjeSolskega znanja algebre, ni potrebno drugo predznanje) in
vklju¢uje podrobna pojasnila, ki smo jih sicer obicajno bolj vajeni na predavanjih
in vajah. Prav tako po vsaki zaokroZeni celoti snovi sledi poglavje z naslovom
Preveri svoje znanje, kjer lahko $tudent najprej preveri ali je osvojil teoreti¢no
podlago za naloge, ki sledijo. K prvim sklopom nalog so priloZene reSitve s
celotnimi postopki in nasveti za reSevanje, nato pa v vecini poglavij sledijo Se
naloge z reSitvami za samostojno reSevanje.

Ker je u¢benik v prvi vrsti namenjem Studentom visokoSolskega Studija, so
razlage vcasih (predvsem v dokazih in teZjih zgledih) obseZnejSe, da bi dosegle
svoj namen, teZje dokaze pa tudi izpustimo in jih zahtevnejsi bralec lahko najde
v navedeni literaturi.

Avtorja se najlepSe zahvaljujeva recenzentoma, izr. prof. dr. Petri Zigert
PleterSek in izr. prof. dr. Iztoku Peterinu za skrben pregled knjige. Nena-
zadnje gre zahvala asistentki Dragani BoZovi¢ kakor tudi Studentom, ki so s
pridom uporabljali osnutke ucbenika, ter pri tem opazili marsikatero tipkarsko
napako. Vcasih se Zal Se tako skrbnemu ocesu kaksna napaka izmuzne, zato bo
do naslednje izdaje seznam morebitnih popravkov dosegljiv na spletnih straneh
Fakultete za elektrotehniko, ra¢unalnistvo in informatiko Univerze v Mariboru:
https://feri.um.si/.
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IZJAVNI IN PREDIKATNI RACUN

V tem poglavju bomo najprej naredili kratko ponovitev osnov izjavnega racuna,
ki je zatetna snov predmeta Matematika 1 iz prvega letnika. Tukaj jo podajamo
v strnjeni obliki. Brez njenega razumevanja namre¢ ne moremo narediti nadgra-
dnje znanja, katere glavni cilj je poglobljeno razumevanje tehnik dokazovanja.
Pri tem ne mislimo le na dokazovanje matemati¢nih trditev in izrekov. Dokaz
igra vse pomembnejSo vlogo v racunalnistvu, ko Zelimo potrditi, da bo neka
programska oprema vselej delovala pravilno, ¢esar ni mogoce trditi na osnovi Se
tako velikega Stevila testiran;.

1.1 PONOVITEV OSNOV

Izjava je smiselna poved, za katero lahko dolo¢imo, ali je resni¢na ali nere-
snicna.

Tako vsaka poved ni izjava; primeri takih povedi so:
e “Poisci kljuce.”
e “Si bil danes na kosilu?”

e “Greva plesat!”

Izjave po vsebini delimo na resni¢ne (pravilne) in neresni¢ne (nepravilne,
lazne). Ce je izjava p resni¢na, pravimo, da ima logi¢no vrednost 1 (kar krajse
zapiSemo p ~ 1), sicer je neresni¢na in ima logi¢no vrednost 0 (p ~ 0). Glede
na zgradbo pa izjave delimo na osnovne (to so izjave, sestavljene iz ene same
trditve) in sestavljene izjave (ij. izjave, sestavljene iz ve¢ enostavnih izjav).

Primer 1 Obravnavajmo naslednje povedi.
(a) Izjava “Trinajst ni prastevilo.” je enostavna in neresnicna.

(b) Izjava “Ce deZuje, so ceste mokre.” je sestavljena resnic¢na izjava.
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IZJAVNI IN PREDIKATNI RACUN

(c) “Slovenski kosarkarji so aktualni evropski prvaki.” je primer enostavne izjave.
Njena resnicnost je odvisna od trenutka, ko jo izrecemo.

(d) “Se ucis sproti?” ni izjava.

Sestavljene izjave tvorimo s pomocjo izjavnih povezav (oz. izjavnih vezni-
kov). Pri tem zahtevamo, da je resni¢nost sestavljene izjave enoli¢no dolo¢ena
z resni¢nostjo njenih sestavnih delov. Izjavne povezave, ki jih navadno upora-
bljamo, so naslednje:

e Negacija izjave p je izjava —p (beri “ne p”), ki je pravilna, ¢e je p nepra-
vilna in je nepravilna, e je p pravilna.

e Konjunkcija izjav p in g je izjava p A q (“p in (hkrati) g4”), ki je pravilna,
kadar sta obe izjavi pravilni in nepravilna, ¢e je vsaj ena od izjav p,q
nepravilna.

¢ Disjunkcija izjav p in g je izjava p V q (“p ali g4”), ki je pravilna, kadar je
vsaj ena od izjav p, g pravilna, in nepravilna, ¢e sta obe izjavi nepravilni.

e Stroga (ali ekskluzivna) disjunkcija izjav p in g je izjava p ¥ g, ki je
pravilna, kadar je natanko ena od izjav p, q pravilna, sicer je nepravilna.

e Implikacija izjav p in q je izjava p = g, ki je nepravilna v primeru,
ko je p pravilna in g nepravilna, in je pravilna v vseh ostalih primerih.
(Beremo: “iz p sledi gq” ali “¢e p, potem g”.)

e Ekvivalenca izjav p in g je izjava p < g, ki je pravilna, ¢e sta pravilni
p in g ali ¢e sta obe, p in g, nepravilni. V vseh ostalih primerih je
nepravilna. (Beremo: “p natanko tedaj kot q” , “p tedaj in le tedaj kot
q”,“p ¢e in samo e q”.)

o Shefferjeva povezava je izjava p 1 ¢, ki je pravilna, ¢e vsaj ena od izjav
p, q ni pravilna.

e Lukasiewicz-Piercova povezava je izjava p | ¢, ki je pravilna, ko no-
bena od izjav p, g ni pravilna.

V primeru implikacije p = g pravimo, da je p zadosten pogoj za q in da je
q potreben pogoj za p. Za negacijo re¢emo, da je 1-mestna izjavna povezava,
ostale pa priStevamo k 2-mestnim izjavnim povezavam.

Naj bodo py,p2, ..., pn izjavne spremenljivke. To so enostavne izjave, ki
nastopajo v sestavljeni izjavi A. Pravilnostna (resni¢nostna) tabela izjave A je

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



1.1 PONOVITEV OSNOV

tabela z 2" vrsticami, ki ustrezajo vsem naborom vrednosti spremenljivk py, p2,
..., Pn. Za posamezni nabor pois¢emo logi¢no vrednost izjave A in jo zapiSemo
v ustrezno vrstico. Zgornje definicije izjavnih povezav tako lahko povzamemo v
naslednji pravilnostni tabeli:

pla| p|lpAg | pVa|p¥qlp=q|p=q|pTg|prig
1 1 (0] 1 1 (6] 1 1 (6] (6]
1|0 0 (6] 1 1 (0] (0] 1 (6]
(0] 1 1 (0] 1 1 1 (0] 1 (0]
O| 0 1 (6] (6] (6] 1 1 1 1

Vrstni red delovanja izjavnih povezav razberemo z upostevanjem oklepajev
in spodnje prioritetne tabele izjavnih povezav:

AT
v,V
=
-~

Tako npr. = vezZe mocneje kot A, ta pa mocneje kot =. Izjave, ki so v zgornji
prioritetni tabeli zapisane v isti vrstici, so enakovredne. V kolikor z oklepaji ni
dolo¢eno drugace, je potrebno upostevati Se, da levi nastop izjavne povezave
vezZe mocneje od desnega nastopa iste izjavne povezave.

Primer 2 V naslednjih sestavljenih izjavah vrstni red izjavnih povezav poudari z okle-
paji:
(@) pANp=q=4
b) pAN—q=r& qVr.
Resitev:
(@ ((pAp)=aq)=q
®) ((pA(=q) = 1)) & ((=q) V7).

Primer 3 Naslednje izraze poenostavi tako, da odstranis oklepaje, ki niso potrebni:
@ ((~s)At) & (p=t),
® (g = ((sAt) = (p¥ (1))

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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IZJAVNI IN PREDIKATNI RACUN

Resitev:
(a) s\t p=t,

(b) ~q= (sAt< pYt).

Pri iskanju logi¢ne vrednosti izjave si obi¢ajno pomagamo tako, da glede na
prednost izjavnih povezav izra¢unamo delne rezultate, ki jih podpisujemo pod
izjavne povezave.

Primer 4 Zapisi pravilnostno tabelo za sestavljeno izjavo p A =q = r & —p \V r.

Resitev:
p q vrip N ~q = r & p Vor
1 11 0 0 1 1 0 1
110 0 0 1 0 0 O
1 01 1 1 1 1 0 1
1 00 1 1 0 1 0 0
011 0 0 1 1 1 1
010 0 0 1 1 1 1
0 01 0 1 1 1 1 1
000 0 1 1 1 1 1

Ce je izjava resni¢na ne glede na nabor vrednosti izjavnih spremenljivk, jo
imenujemo tavtologija . Da je izjava A tavtologija, s simboli zapiSemo takole:

= A

Izjavo imenujemo protislovje (ali laZz ali kontradikcija), ¢e je neresni¢na pri
vseh naborih vrednosti izjavnih spremenljivk. Primer tavtologije je torej
vsaka negacija protislovja in obratno. Izjava je nevtralna, ¢e ni niti tavtologija
niti protislovije.

Izjavi A in B sta enakovredni, ¢e imata pri vseh naborih vrednosti izjavnih
spremenljivk enako vrednost. Dejstvo, da sta izjavi enakovredni, na kratko
zapiSemo tako:

A~ B.

V praksi tavtologijo oznatujemo z 1, laz pa z 0. Ceprav smo oznaki 0 in 1
uporabljali tudi za oznake logi¢nih vrednosti, bo iz konteksta vedno razviden
njun pomen.

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



1.1 PONOVITEV OSNOV

Primer 5 S pravilnostno tabelo se prepricajmo, da sta p = q in —p V q enakovredni
izjavi.

P aip=q ~p V q
11 1 [0 1
10 0 |0 O
01 1 |1 1
00/ 1 |1 1

Res imata pri vseh naborih vrednosti izjavnih spremenljivk izjavi enako logi¢no vrednost,
kar se odraZa v enakih (poudarjeno oznacenih) stolpcih. Od tod tudi hitro vidimo, da je
izjava (p = q) < (—p V q) tavtologija.

Zadnja ugotovitev v zgornjem primeru ni naklju¢je. Velja namre¢ naslednja
trditev.
Izrek 6 Velja: A ~ B natanko tedaj, ko je |= A < B.

Dokaz. Izjavi A in B sta enakovredni natanko tedaj, ko imata pri posameznem
naboru vrednosti izjavnih spremenljivk enaki vrednosti (z drugimi besedami, v
posameznih vrsticah pravilnostne tabele logi¢ni vrednosti izjav A in B sovpa-
data). Slednje pa je res natanko tedaj, ko ima A < B logi¢no vrednost 1 v vsaki
vrstici tabele, torej ko je A < B tavtologija. n

Premisli, da velja naslednji izrek.
Izrek 7 Za enakovrednost izjavnih izrazov veljajo naslednje zveze:
e A~ A,
e (e je A ~ B, potem je tudi B ~ A,
o Ceje A~ Bin B ~ C, potem je tudi A ~ C.

Primer 8 Prepricajmo se, da je p = q < —q = —p tavtologija:

P ajp=q|™q9 = P

11 1 0 1 O

10 0 1 0 0

01 1 0O 1 1

0 0 1 1 1 1

Primer 9 Prepri¢ajmo se, daje pV (qVr) < (pV q) V r tavtologija:

pgripV (qvVr) & (pVvg V r
1 11 1 1 1 1 1
110 1 1 1 1 1
1 01 1 1 1 1 1
1 00 1 0 1 1 1
011 1 1 1 1 1
010 1 1 1 1 1
0 01 1 1 1 0 1
0 00 0 0 1 0 0

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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IZJAVNI IN PREDIKATNI RACUN

Z zgornjima zgledoma smo Ze dokazali dve znani tavtologiji (ki ju poznamo
pod imenom kontrapozicija oz. asociativnost disjunkcije). Na podoben nacin
bi lahko dokazali enakovrednost naslednjih parov izjav, ki jim skupaj pravimo
(osnovni) zakoni izjavnega racuna. Tukaj so zbrani na enem mestu, A, B, C pa
predstavljajo poljubne izjave:

e Lastnosti 0in 1:

ANO ~ O A=0 ~ -A A0 ~ —A
ANl ~ A A=1 ~ 1 As1 ~ A
AV0O0 ~ A 0=A ~ 1 -0 ~ 1
AVl ~ 1 1=A ~ A -1 ~ 0

dvojna negacija: ~——A ~ A

e idempotentnosti:
ANA ~ A A= A~1
AVA ~ A As A~
e komutativnosti:
AVB ~ BVA
AANB ~ BAA
A< B ~ B A
e asociativnosti:
(AVB)VC ~ AV (BVC)
(ANB)AC ~ AAN(BAC)
(AB)<C ~ A& (B Q)
e absorpciji:
AV(AANB)~ A AN(AVB)~ A
e distributivnosti:

AN(BVC) ~ (AAB) VvV (AANC)
AV(BAC) ~ (AVB) AN(AVC)

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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1.1 PONOVITEV OSNOV

e De Morganova zakona:

~(AAB) ~ —AV B ~(AVB) ~ —AN-B

¢ kontrapozicija:

e ekvivalenca:
A&B ~ (A=B)A(B=A)

Vse zgoraj nastete enakovrednosti lahko s pomocjo pravilnostne tabele pre-
verimo hitro, saj imamo le dve ali tri izjavne spremenljivke. Toda v sploSnem
n izjavnih spremenljivk pomeni pravilnostno tabelo z 2" vrsticami, kar pomeni,
da trud, ki ga vloZimo v preverjanje, raste eksponentno z veanjem Stevila spre-
menljivk. Tako je v primeru 30 izjavnih spremenljivk potrebno preveriti Ze ve¢
kot bilijon vrstic! Pristop s pomo¢jo zgoraj nastetih zakonov tako predstavlja
alternativo za preverjanje enakovrednosti. Oglejmo si preprost primer.

Primer 10 V primeru[8|smo zakon kontrapozicije dokazali s pomocjo pravilnostne tabele.
Ta zakon bi lahko z izpeljavo dokazali tudi takole (premisli, kateri zakon je uporabljen na
posameznem koraku):

Poenostavljanje logi¢nih izrazov ima v ra¢unalnistvu prakti¢en pomen. Omogoca
nam laZje branje in razumevanje programov['} Poenostavljeni programi so pogo-
sto tudi hitrejSi, saj zahtevajo manj operacij. Poenostavljanje logi¢nih izrazov je
izrednega pomena tudi pri strojni opremi, saj zmanjsuje Stevilo logi¢nih vrat v
C¢ipu (digitalna vezja se dajo opisati z logi¢nimi formulami). ZmanjSanje Stevila

.....

in ga je ceneje izdelati.
1.1.1  Preveri svoje znanje (osnove izjavnega racuna)
Vprasanja iz teorije

1. Kaj so izjave?

2. Podaj primera dveh povedi, od katerih je ena izjava, druga pa ne. Pojasni,
zakaj posami¢na poved je oz. ni izjava.

Programski jezik Java namesto logi¢nih znakov A in V uporablja “&&” oz. “||”, nalrtovalci vezij
pa npr. uporabljajo “-” oz. “4”. Mi se bomo tudi v bodoce drzali notacije, ki je standardna v
matematiki.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA



18 IZJAVNI IN PREDIKATNI RACUN

3. Podaj primer enostavne in primer sestavljene izjave.

4. Nastej izjavne povezave in zapisi njihove pravilnostne tabele.

5. Kdaj sta izjavi enakovredni? Podaj primer enakovrednih izjav.

6. Zapisi De Morganova zakona in ju dokaZi s pomocjo pravilnostne tabele.
7. S pomocjo pravilnostne tabele dokaZi distributivnostna zakona.

8. Kateri izjavi pravimo tavtologija? Podaj primer tavtologije.

9. Nastej zakone izjavnega racuna.

Resene naloge

Primer 11 Ali je naslednja izjava tavtologija, laZ ali nevtralna izjava?
@ pn(p=4q) =4
(b) ~p=(qVYptre —r).
Resitev:

(a) Izjava je tavtologija.

P gip N (p=4q) = 4

11 1 1 1

10 0 0 1

01 0 1 1

00 0 1 1

(b) Izjava je nevtralna.

pariop = @¥p T r e -
1110 1 1 0 0 0
1 10[/0 1 0 1 0 1
1010 1 0 0 1 0
1 000 1 1 1 1 1
0111 1 0 1 1 0
0101 0 0 1 0 1
0011 0 1 1 0 0
0001 1 1 1 1 1
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1.1 PONOVITEV OSNOV

Naloge za samostojno reSevanje

Naloga 12 Dokazi zakone izjavnega racuna, katerih dokaze smo izpustili.

Naloga 13 S pravilnostno tabelo se prepricaj, da za implikacijo ne velja komutativnost,
prav tako tudi ne asociativnost.

Naloga 14 Pri katerih logicnih vrednostih izjavnih spremenljivk p in q je dana sesta-
vljena izjava nepravilna?

(@) pVqg=-pAqVpA—q,

b) (~p=q —q) = (qV-p)
Resitev:

(@) p~1,q~1,

(b) p~1,9~0.

Naloga 15 V naslednjih sestavljenih izjavah vrstni red izjavnih povezav poudari z okle-
paji:
(@) ~p=(qVplre r),
(b) " pVrAsA—t=pA-rttt-r=ter.
Resitev:
(@) (=p) = ((qV(plr)) = (1),
®) (=P Vv ((rAs) A (=8) = ((PA (=) T8 T (7)) = 1) &

Naloga 16 Z uporabo zakonov izjavnega racuna naslednje izjave preoblikuj v enako-
vredno izjavo take oblike, ki bo vsebovala samo izjavne povezave —, A,V in bo negacija
— stala neposredno pred enostavnimi izjavami (tako obliko izjave imenujemo izbrana
oblika).

(@) pTq,
@) pt((p=q)V-r),
(c)ptglr.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Resitev:
(@) =(pVaq),
(b) ~g ATV p,

(c) pAgAN—r.

Naloga 17 Pomen nove oznake za izjavno povezavo #- definiramo tako: A # B ~
-(A = B).

(a) Izjavno povezavo #- izrazi le z izjavno povezavo |.

(b) Izjavno povezavo - izrazi le z izjavno povezavo 7.
Resitev:

(@) A»B~ (Al A)lB,

(b)) A% B~ (A1(B1B))1(AT(B1B)).

Naloga 18 DokaZi, da sta izjavi —~(p = q) in p A —q logi¢no enakovredni. Dokazano
logi¢no enakovrednost uporabi, da z besedami zapises negacijo izjave: “Ce Miha dobi
Stipendijo, gre Studirat.”

Resitev: “Miha dobi stipendijo in ne gre studirat.”

1.2 SKLEPANJE V IZJAVNEM RACUNU
Pri¢nimo z zgledom. Ali je naslednji sklep pravilen?

Zival na sliki leZe ikre ali pa ni riba.
Ce je naslikana Zival riba, potem Zivi v vodi.
Zival na sliki ne leZe iker.
Torej Zival na sliki ne Zivi v vodi.

Preden pojasnimo pravilnost oz. nepravilnost tega sklepa, si oglejmo, kako
sklep zapiSemo v formalni obliki. V primeru bolj zapletenih sklepov se pogosto
zgodi, da Sele s pomocjo formalnega zapisa znamo presoditi ali sklep drzi ali ne.
Za zgornji primer vpeljimo naslednje oznake za enostavne izjave:

e 1 = Zival na sliki leZe ikre,

e 1 = Zival na sliki je riba,

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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e v = Zival na sliki Zivi v vodi.

Predpostavka je mnenje ali trditev, ki se v danem primeru sprejme za iz-
hodis¢e ne glede na resni¢nost. V zgornjem primeru so predpostavke prve tri
izjave, oznac¢imo jih z Aj, Ay, A3, zakljucek sklepa pa ozna¢imo z B. Torej se
zgornji sklep v formalni obliki glasi takole:

Al. iV -r
A2. r=wv
A3, —i
B. -0

Kaj je sklep, intuitivno Ze razumemo. Formalna definicija pravilnega (veljavnega)
sklepa pa se glasi:

Zaporedje izjavnih izrazov Ay, Ay, ..., Ay, B je pravilen sklep s predpostav-
kami Aq, Ay, ..., A, in zakljuckom B, e je zakljucek resnicen pri vseh tistih
naborih vrednosti izjavnih spremenljivk, pri katerih so resni¢ne vse predpo-
stavke.

Sklep zapiSemo

A1, Ay, ..., Ay E B

in beremo:

“Iz predpostavk A1, Ay, ..., Ay logi¢no sledi zakljucek B”.

Primer 19 Formalno preverimo veljavnost sklepa iz uvoda tega razdelka:
iv-ar,r=v - = o

Tvorimo pravilnostno tabelo:

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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i r vl|iV-or|r=v| | 0
1 1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0
1 0 O 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 0
0 0 O 1 1 1 1

Pri naboru iz zadnjih dveh vrstic je izpolnjen pogoj, da so vse predpostavke resnicne,
zato nas za ugotavljanje, ali sklep drZi, zanimata le ti dve vrstici. Toda pri naboru iz
predzadnje vrstice, za katerega velja i ~ 0,v ~ 0,v ~ 1, ima zakljucek sklepa logicno
vrednost 0. To pomeni, da sklep ni pravilen (reCemo tudi, da sklep ne drZi, je napacen),
saj smo z omenjenim naborom nasli protiprimer. Seveda, Zival z lastnostmi, ki ustrezajo
omenjenemu naboru obstaja: delfin je Zival, ki ne leZe iker (samica namre¢ koti Zive
mladice), ni riba (delfini spadajo med sesalce) in Zivi v vodi.

Naslednji izrek (karakterizacija pravilnega sklepa) nam zagotavlja, da lahko
problem sklepanja prevedemo na problem ugotavljanja, ali gre za tavtologijo. Pri
dokazu izreka bodite pozorni na njegovo strukturo, ki jo bomo skusali posebej
poudariti, saj je tudi sam dokaz dobra vaja za razumevanje snovi, ki jo pravkar
obravnavamo P

Izrek 20 Sklep
Ay, Ay ..., Ay = B

velja natanko tedaj, ko
’:Al NAN -+ NA, = B.

Dokaz. Dokazati je potrebno ekvivalenco. To naredimo tako, da dokazemo dve
implikaciji (glej zadnjega izmed prej nastetih zakonov izjavnega racuna).

(=) Najprej dokazimo, da iz veljavnosti sklepa Aq, Ay, ..., Ay |= B sledi,
da je A1 A A A --- AN A, = B tavtologija. Najbo A = AjANA AN - N Ay,
(novo oznako vpeljemo, da si skrajSamo zapis). Pri dokazu te implikacije najprej
predpostavimo, da je sklep veljaven. Iz definicije veljavnosti sklepa izhaja: ce
je zaklju¢ek B laZen, potem je lazna vsaj ena od predpostavk A;. Torej v tem
primeru velja:

A=B ~ 0=0 ~ 1.

V bodoce bodo dokazi napisani v obicajni, strnjeni obliki, kot je to obic¢ajno v matemati¢nih
tekstih, ko se od bralca pricakuje osnovno znanje logike in pravil sklepanja.
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1.2 SKLEPANJE V IZJAVNEM RACUNU

V nasprotnem primeru, ko je zaklju¢ek B resni¢en, pa vedno velja
A=B ~ A=1 ~ 1.

Tako pridemo do zaklju¢ka, da je izjava .4 = B tavtologija. Res, lo¢ili smo dve
(edini) moznosti: ali je B ~ 0 ali pa B ~ 1. V obeh primerih se je izkazalo, da
ima A = B logi¢no vrednost 1.

(=) Sedaj bomo dokazali obratno implikacijo, torej, da iz tega, da je A = B
tavtologija, sledi veljavnosti sklepa A1, Ay, ..., Ay = B (pri tem ima A enak
pomen kot zgoraj). Naj bo = A = B (kar pomeni, da je A = B tavtologija)
in naj bodo vse predpostavke A; resni¢ne (to lahko predpostavimo, saj je sklep
pravilen le, ¢e iz pravilnosti vseh predpostavk sledi tudi pravilnost zakljucka
sklepa). Tedaj je resni¢na tudi izjava A. Kerje A = B ~ 1sledi,daje B ~ 1
(za razumevanje tega se spomni, kdaj ima implikacija logi¢no vrednost 1). To pa
pomeni, da je sklep A |= B veljaven. n

Primer 21 Iz zgornjega izreka torej sledi, da bi lahko veljavnost sklepa iz zacetka tega
razdelka
iv-or,r=v,-i E -0

preverili tudi s pomocjo ugotavljanja, ali je
(iv-ar) A (r=9v) A —i = o
tavtologija. Pravilnostna tabela pokaZe (za vajo jo sestavi sam), da temu ni tako, kar je v

skladu z naso ugotovitvijo iz primera

Ali je preverjanje veljavnosti sklepov s pomo¢jo ugotavljanja pravilnostne ta-
bele uc¢inkovito? Spomnimo se, da taka tabela vsebuje 2" vrstic, ki ustrezajo
vsem naborom izjavnih spremenljivk, kar je ogromno pri velikih n. Kot alter-
nativo smo Ze omenili izpeljavo z uporabo zakonov izjavnega ra¢una. V nada-
ljevanju bomo spoznali pravila sklepanja, ki nam lahko prihranijo veliko ¢asa.

Nastejmo osnovna pravila sklepanja in njihova imena:

A, A=B E B modus ponens (MP)
A=B,-B E -A modus tollens (MT)
AVB,-B = A disjunktivni silogizem (DS)
A=B,B=C | A= C hipotetitni silogizem (HS)
A, B E AAB zdruzitev (Zd)

AANB = A poenostavitev (Po)

AE AVB pridruzitev (Pr)

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA

23



24 IZJAVNI IN PREDIKATNI RACUN

Preverimo pravilnost prvega sklepa (modus ponens):

A B|A=B| B
1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 0

Spomnimo se: sklep je pravilen ¢e je zakljuc¢ek resnicen pri vseh tistih na-
borih vrednosti izjavnih spremenljivk, pri katerih so resni¢ne vse prepodstavke.
Predpostavki A in A = B sta obe resnic¢ni le v prvi vrstici, takrat je pa resni¢en
tudi zakljucek sklepa B. Tako je dokazano pravilo modus ponens.

Dokazimo Se veljavnost hipoteti¢nega silogizma. Tokrat si bomo pri dokazu
pomagali z izrekom [20, po katerem je dovolj dokazati, da je (A = B) A (B =
C) = (A = C) tavtologija. V to se prepri¢amo s pomodjo spodnje tabele.

A B C|(A=B) AN B=C) = (A=0C)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 1 1
1 0 O 0 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1 1
0O 1 O 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 O 1 1 1 1 1

Pravili pridruzitev (Pr) in poenostavitev (Po) dokaZimo s pomocjo izpeljave.
Pri tem bomo uporabili izrek [20} po katerem zados¢a dokazati ustrezno tavtolo-
gijo, in osnovne zakone izjavnega racuna.

Pridruzitev:
A= AVB ~ -AV(AVB)
~ (RnAVA)VB
~1VB ~ 1.
Poenostavitev:

ANB=A ~ -(AAB)VA
~ (nAV-B)VA
~ ("BV-A)VA
~ 2BV (-AVA)
~ BVl ~ 1

Dokazali smo torej pravila (MP), (HS), (Pr) in (Po), pravilnost preostalih pa
za vajo preverite samostojno.
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Do sedaj smo sklepe dokazovali po definiciji ali s pomo¢jo tavtologije (oz. iz-
reka[20). Ob poznavanju zgoraj nastetih osnovnih pravil sklepanja, pa pravilnost
sklepa

Ay, Ay ..., Ay E B

lahko dokaZemo tudi tako, da sestavimo zaporedje izjavnih izrazov
L, I, Is, ..., Ly—1, Im
kierje I, =Binzai=1,...,m velja:
(a) I; je ena od predpostavk ali
(b) I; je tavtologija ali
(c) I; je enakovreden enemu od predhodnih izrazov v zaporedju ali

(d) I; logi¢no sledi iz predhodnih izrazov v zaporedju po enem od osnovnih
pravilnih sklepov.

Recemo tudi, da smo s tem izvedli dokaz izjave B ob predpostavkah Ay, Ay, ..., Ay.

Primer 22 DokaZimo naslednji sklep: —q, =(p L q), r = -p = -r.

1. —gq predpostavka
2. =(plg) predpostavka
3. r=-p predpostavka
4 ~(=(pV ) (~2)

5. pVy (~4)

6. p DS(1,5)

7.  r MT(3,6)

Pojasnimo, kako smo dobili zgornje zaporedje izjavnih izrazov. Najprej smo zapisali
predpostavke, vsako v svojo vrstico, ki smo jih ostevilCili. Velikokrat se izkaZe za koristno,
Ce jih zapiSemo v enakovredni obliki (kjer uporabimo osnovne zakone izjavnega racuna).
To smo z 2. predpostavko naredili v 4. vrstici. Izjava v 4. vrstici je enakovredna izjavi v
5. vrstici. Sedaj imamo v 5. vrstici p V q, pri emer iz predpostavke v 1. vrstici vidimo,
da velja tudi —p, zato mora po pravilu (DS), kjer smo za to uporabili 1. in 5. vrstico,
veljati p. Ker torej velja p, kar je ravno negacija desne strani implikacije r = —p, lahko
uporabimo modus tollens, da dobimo negacijo leve strani omenjene implikacije, torej —r.
Na koncu vsake vrstice oznacimo, od kod in na kaksen nacin smo izpeljali sklep. Npr.
MT(3,6) tako pomeni, da smo uporabili pravilo modus tollens, kar sta omogocili 3. in 6.
vrstica.

Kako pa pokaZemo, da sklep NI pravilen? Iz definicije pravilnega sklepa iz-
haja, da v takem primeru poiS¢emo protiprimer, tj. nabor vrednosti izjavnih
spremenljivk, pri katerem so vse predpostavke resni¢ne, zaklju¢ek pa ne. Spo-
mnimo se, da smo to Ze naredili v primeru [19| (sklep z ribami in delfinom).
Oglejmo si Se kakSen primer.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA

25



26

IZJAVNI IN PREDIKATNI RACUN

Primer 23 OwvrZi naslednji sklep: pV q, ~p, ~qVr,s = —-r = s.

V tem sklepu nastopajo stiri izjavne spremenljivke, kar pomeni Ze sestnajst vrstic v
pravilnostni tabeli, ¢e bi Zeleli preveriti vse. Toda za dokaz tega, da je sklep nepravilen,
je dovolj najti Ze en protiprimer, zato si delo olajsamo tako, da sam sklep zapiSemo v eni
vrstici, nato pa pod predpostavke in zakljucek sklepa Ze nastavimo logicno vrednost, ki jo
Zelimo dobiti. To pomeni enice pod predpostavke in 0 pod zakljucek sklepa. Sedaj Zelimo
najti nabor vrednosti enostavnih izjav, pri katerem se bo ravno izslo, kar smo nastavili.
Prui korak v razmisljanju bi torej izgledal tako:

P\/q,ﬁp,ﬁqu,sz>—|r|:s
1 1 1 1 0

Sedaj skusamo podpisati Se manjkajoce logicne vrednosti. Tako iz tega, da ima —p
vrednost 1, sklepamo, da ima p vrednost 0. Toda potem mora imeti q vrednost 1, da bo
res p\V q ~ 1. Potem je pa —~q ~ 0 in zato r ~ 1. Nasa tabela bo na koncu izgledala
tako

p Vg - p oqgVrs = -rESs
01 1 1 0 01T 110 1 01 0

Tako smo dobili nabor p ~ 0,9 ~ 1,5 ~ 0,r ~ 1, ki predstavlja protiprimer za
veljavnost sklepa. Sklep torej ne drZi.

Pri sklepanju si lahko pomagamo Se s t.i. pomoZnimi sklepi. Mednje spada
pogojni sklep, ki ga uporabimo, kadar ima zakljuc¢ek sklepa obliko implikacije.
Tako v naslednjem izreku kot pri karakterizacijah preostalih pomoZnih skle-
pov vpeljemo krajso oznako A za konjunkcijo predpostavk Aj, Ay, ..., Ay. Do
konca poglavija bo torej veljalo A = A A Ay A -+ - A Ay

Pogojni sklep (PS)
Trditev 24 Sklep A = B = C velja natanko tedaj, ko velja sklep A, B = C.

Dokaz. Dokazujemo torej (glej izrek20), daje A = (B = C) tavtologija natanko
tedaj, ko je AA B = C tavtologija. Da bi to dokazali, zados¢a pokazati, da sta
A = (B = C)in ANB = C enakovredni izjavi (takrat bo namre¢ veljalo
(A= (B=C)~1) = (AAB = C ~ 1), kakor tudi obratna implikacija). V
enakovrednost izjav se hitro prepri¢amo s pomocjo zakonov izjavnega ra¢una:

A= (B=C) ~ -AV(B=VC)
~ =AV(-BVC)
~ (mAv-B)VvC
~ —(AAB)VvVC
~ (AAB)=C.
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Zgornji izrek pove, da ¢e dokazujemo implikacijo (v desno), potem lahko
levo stran implikacije prenesemo med predpostavke (to v postopku dokazovanja
opiSemo kot “predpostavka pogojnega sklepa”, ali na kratko: predpostavka PS).
Nato pa dokazujemo, da iz predpostavk (vklju¢no s to novo) sledi desna stran
implikacije. Oglejmo si ta postopek na zgledu, pri katerem bodimo pozorni na
posebno vrsto oznacevanja oz. Steviléenja, ki se uporablja pri pomoZnih sklepih.

Primer 25 Dokazimo naslednji sklep: p = qVr, g = —p, 7(sAr) E p= —s.

1. p=qVr predpostavka

2. q=-p predpostavka

3. —(sAT) predpostavka
4.1. p predpostavka PS
42. qVvr MP(1,4.1)

4.3. —q MT(2,4.1)

44. r DS(4.2,4.3)

4.5. —sVor (~3)

46. s DS(4.4,4.5)

4. p= s PS(4.1,4.6)

Sklepanje s protislovjem - reduction ad absurdum (RA)
Trditev 26 Sklep A |= B velja natanko tedaj, ko velja sklep A, =B |= 0.

Dokaz. Trditev bo (glede na izrek dokazana, ¢e pokaZemo, da sta izjavi
A = Bin AA =B = 0 enakovredni. To drZi, saj je

A=B ~ -AVB
~ =(AA-B)
~ =(AA-B)VO0
~ AAN-B = 0.

m

Nacin sklepanja s protislovjem lahko uporabimo kadarkoli. Zgornji izrek
pove, da lahko neko izjavo B iz predpostavk izpeljemo tako, da dejansko pred-
postavimo njeno negacijo =B, a nas ta predpostavka pripelje v protislovje. Torej
lahko to novo predpostavko =B “okrivimo” za dobljeno protislovje, zato je de-
jansko pravilna njena negacija =—B ~ B. Tudi pri redukciji na absurd bodimo
pozorni na posebno Stevil¢enje znotraj osnovnega Stevil¢enja.

Primer 27 Z uporabo redukcije na absurd dokaZimo, da velja:

p=-(q=r),sNg=r1,s = —p.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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1. p=-(q=r) predpostavka
2. SANqg=r predpostavka
3. s predpostavka
4.1. p predpostavka RA
4.2. -(g=r) MP(1,4.1)
4.3. (g Vr) (~4.2)

44. qA-r (~4.3)

45, —r Po(4.4)

4.6. =(sAQq) MT(2,4.5)
47. q Po(4.4)

438. SAq Zd(3,4.7)

4.9. =(sAg) N (sNq) Zd(4.6,4.8)
4.10. 0 (~ 4.9)

4. —p RA(4.1,4.10)

Analiza primerov (AP)

Analizo primerov uporabljamo, kadar ima ena od predpostavk obliko disjunk-
cije.

Trditev 28 Sklep A, B1V By |= C velja natanko tedaj, ko veljata oba sklepa A, By =
C in A B [ C

Dokaz. Sedaj zados¢a dokazati, da je A A (B V By) = C tavtologija natanko
tedaj, ko sta AANB; = C in AA B, = C tavtologiji, kar je pa ekvivalentno
temu, daje (AAB; = C) A (AA By = C) tavtologija. Slednje drzi, saj lahko
izpeljemo:

AN(B1VBy)=C -(AA(BiVBy))VC
“(AANB;VAAB;)VC
(=(AAB)A—-(ANABy))VC
(=(AAB1) VC)A(=(AABy)) VC)
(AANBy=C)A(AABy=C).

2 0l

Primer 29 Uporabimo analizo primerov in dokaZimo naslednji sklep:

s=>tu=tsVulE t

1. s=t predpostavka

2. u=t predpostavka

3. sVu predpostavka
4.1.1. s predpostavka AP
4.1.2. t MP(1,4.1.1)
4.2.1. u predpostavka AP
422 t MP(2,4.2.1)

4. t AP(3,4.1.2,422)
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Kako lahko analizo primerov posplo$imo v primeru disjunkcije vecih ¢lenov
(v predpostavki), nam pove spodnja trditev. Dokaz le-te naj bo vaja za samo-
stojno reSevanje.

Trditev 30 Sklep A,B1V B,V ---V By, = C velja natanko tedaj, ko velja vsak od
sklepov A,By = C in AB, = C in---in AB, = C

1.2.1 Preveri svoje znanje (sklepanje v izjavnem racunu)
Vprasanja iz teorije
1. Kako je sestavljen sklep in kako ga zapiSemo?
2. Kdaj je sklep pravilen?
3. Kako dokaZzemo, da sklep ni pravilen?
4. Kako pravilen sklep karakteriziramo s pomo¢jo tavtologije?
5. Nastej pravila sklepanja ter njihova imena.
6. Dokazi disjunktivni silogizem.
7. Kaj pomeni pogojni sklep in kdaj ga uporabimo?
8. Pojasni redukcijo na absurd.

9. Kdaj uporabimo analizo primerov?

Resene naloge

Naloga 31 Katero pravilo sklepanja je uporabljeno v spodnjih sklepih?
1. Luka je sportnik. Torej je Luka sportnik ali racunalnicar.
2. Goran je kosarkas in evropski prvak. Zato je Goran evropski provak.
3. Ce dezuje, je kopaliste zaprto. Dezuje. Torej je kopalise zaprto.

4. Ce bo danes mocno sneZilo, bodo Sole zaprte. Sole niso bile zaprte. Torej danes ni
mocno snezilo.

5. Ce grem plavat, ostanem predolgo na soncu. Ce sem predolgo na soncu, me opece.
Torej, ¢e grem plavat, me opece.

6. Vsak dan grem na sprehod ali na fitnes. Danes nisem sla na fitnes. Torej sem $la
na sprehod.
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Resitev:

1. pridruZiteo,

2. poenostavitev,
3. modus ponens,

4. modus tollens,

5. hipoteticni silogizem,

6. disjunktivni silogizem.

Naloga 32 Dokazimo naslednji sklep:

u=v,uVr,v=sr=14-s = t
Resitev:
1. u=vo predpostavka
2. uVr predpostavka
3. u=s predpostavka
4. r=t predpostavka
5 —s predpostavka
6. u=s HS(1,3)
7. MT(5,6)
8. r DS(2,7)
9. ¢ MP(4,8)

Naloga 33 Ali drZisklep: s = qVt, -t = s=q?

Resitev: Sklep je pravilen, kot kaZe naslednji dokaz:

1.
2.

3.1.
3.2
3.3.

3.

s=qVt
—t
S
qVvt

q
s=q

Naloga 34 Ali velja naslednji sklep:

predpostavka
predpostavka
predpostavka PS
MP(1,3.1)
DS(3.2,2)
PS(3.1,3.3)

Ce naj ne zamudim v sluzbo, moram vstati dovolj zgodaj. A Ce grem nocoj
na tekmo, grem v posteljo pozno. Ce grem pozno v posteljo in dovolj zgodaj
vstanem, bom premalo spal. Ne morem si privosciti premalo spanja. Torej
bom moral zamuditi v sluzbo ali ne iti na tekmo.
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Resitev: Enostavne izjave, ki nastopajo v sklepu, bomo oznacili tako, da bomo pra-
vilnost sklepa laZje formalno preverili. Vpeljimo naslednje oznake:

e s = ne zamudim v sluzbo,

e z = vstanem dovolj zgodaj,

t = nocoj grem na tekmo,

p = nocoj grem pozno v posteljo,

m = premalo bom spal.

Potem sklep zapisemo takole:
s=z,t=p pAz=m, —-m = —sV-t.

Preden se lotimo dokazovanja, opazimo, da se po De Morganovem pravilu zakljucek
sklepa da zapisati v obliki —(s A\ t), kar je prirocnejsa oblika za uporabo redukcije na
absurd. Tako bomo med predpostavke postavili negacijo te izjave, torej s A\ t.

1. s=2z predpostavka
2. t=p predpostavka
3. pAz=m predpostavka
4. —m predpostavka
5.1. sAt predpostavka RA
5.2. s Po(5.1)

5.3. z MP(5.1,5.2)
54. t Po(5.1)

5.5. p MP(2,5.4)
5.6. pAz Zd(5.3,5.5)
5.7. m MP(3,5.6)
5.8. -mAm~0 Zd(4,5.7)

5. —(sAt) RA(5.1,5.8)

Naloga 35 DokaZi ali ovrZi veljavnost sklepa:

—(pV-r)=-(rVq),qVtretE-g=p.
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Resitev: Sklep je pravilen, kot kaZe naslednji dokaz:

1.
2.
3.

4.1.
4.2.
4.3.
44.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.

4.

—(pV-r)=-(rvyg)
qVvt
rst
-q
t
(r=HA(t=r)
t=r
”
rvgq
pV-or

p
q=p

Naloga 36 Ali velja naslednji sklep:

predpostavka
predpostavka
predpostavka
predpostavka PS
DS(2,4.1)
(~3)

Po(4.3)
MP(4.2,4.4)
Pr(4.5)
MT(1,4.6)
DS(4.5,4.7)
PS(4.1,4.8)

—pVr,opVt tVs= g | —pV-gq?

Resitev: Sklep je pravilen, kot kaZe naslednje zaporedje:

1. —pVr

2. —pVit

3. tVs= g
4.1. pAqg
4.2. q

4.3. —(tVs)
4.4. =t A\ =8
4.5. —t

4.6. p

4.7. t

4.8. —tAt
4.9. 0

4. —pV g

predpostavka
predpostavka
predpostavka
predpostavka RA
Po(4.1)
MT(3,4.2)
(~4.3)

Po(4.4)
Po(4.1)
DS(2,4.6)
Zd(4.5,4.7)
(~4.8)
RA(4.1,4.9)

Naloga 37 Ali velja naslednji sklep: p = (g =7r), " p=—q,p = ?

Resitev: Sklep ni pravilen. Protiprimer je: p ~ 1,9 ~ 0,r ~ Q.

Naloge za samostojno resevanje

Naloga 38 Dokazi ali ovrZi pravilnost naslednjega sklepa:
sVp,pVg=rAsu=qrVt=ulEpsu

Resitev: Sklep je pravilen. Namig: ekvivalenco v zakljucku sklepa zapisi kot ko-
njunkcijo dveh implikacij, za vsako posebej uporabi pogojni sklep in na koncu naredi
zdruZitev, da dobis Zeljeni zakljucek sklepa.
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Naloga 39 Ali velja naslednji sklep: p = q, =(rV —-q) = —(pVr)?

Resitev: Sklep ni pravilen. Protiprimer je: p ~ 1,9 ~1,r ~ Q.

Naloga 40 DokazZimo, da je izjava ((p = q) AN(r = s)) = (p = ((g = 1) = 5))
tavtologija.

Resitev: Namig: da se izognemo preverjanju s pomocjo velike tabele (s 16 ovr-
sticami!) uporabimo karakterizacijo iz trditve da izjavo pretvoris v sklep (p =
g) N (r=35),p,q=r [= s, katereqa pravilnost se hitro dokaZe.

Naloga 41 Ali je pravilen naslednji sklep:

Izpit iz diskretne matematike bom naredil ali padel. Ce izpit naredim, bom
vesel. Torej, ¢e padem, ne bom vesel.

Resitev: Sklep ni pravilen.

Naloga 42 Ali je pravilen naslednji sklep:

Ce na vajah sodelujem, si me profesorica zapomni. Ce ne sodelujem, sem
vesel in si me profesorica ne zapomni. Ce sodelujem, nisem vesel. Torej sem
vesel natanko tedaj, ko si me profesorica ne zapomni.

Resitev: Sklep je pravilen.

Naloga 43 Ali velja naslednji sklep: t\V's = —q, p=tAr = g1 p?

Resitev: Sklep je pravilen. Namig: uporabi redukcijo na absurd.

Naloga 44 Dokazi trditev

1.3 KVANTIFIKATOR]JI

Kvantifikatorje smo srecali Ze pri predmetu Matematika 1 kot oznake, ki nam
povedo za koliko objektov nekega “podrocja” izjava velja. Rekli smo, da oznako:

e YV beremo “za vsak”,
e J beremo “obstaja (vsaj en)”,

Tako zapis Vx € R : x> > 0 pomeni, da “za vsako realno $tevilo velja, da je
njegov kvadrat vedji ali enak 07, kar je seveda pravilna izjava.

Tudi pravilnosti naslednjih izjav ni tezko dolog¢iti:

e dx € R: x2 — 1 = 0 je pravilna izjava, saj obstaja (vsaj eno) realno stevilo,
ki je reSitev te enacbe, namre¢ x =1 ali x = —1,

e ni pa pravilna izjava Vx € R : x> — 1 = 0, saj vsako realno 3tevilo ni reSitev
dane enacbe.
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V zgornjih primerih smo torej opazovali elemente x, ki imajo neko dolo¢eno
lastnost. V splosnem dejstvo, da ima element x lastnost P, ozna¢imo s P(x)
in P imenujemo predikat. Spremenljivka x je v primerih zgoraj predstavljala
neko realno Stevilo, zato re¢emo, da je podrocje pogovora v teh primerih mnoZica
realnih Stevil.

Podroéje pogovora je mnoZica objektov, iz katere lahko izbiramo spremen-
ljivke in konstante. Pod spremenljivko si lahko predstavljamo katerikoli ele-
ment, s konstanto pa mislimo na to¢no dolo¢en element iz te mnozice.

Da bolje pojasnimo te pojme, si oglejmo Se kak zgled. Naj bo podrogje po-
govora sedaj mnozZica Studentov 2. letnika, ki poslusajo predavanja iz diskretne
matematike. P(x) naj pomeni, da se $tudent x diskretno matematiko uci sproti
(x je tukaj spremenljivka). Ali je P(x) pravilna izjava? No, tole je seveda za-
vajajoce vprasanje, saj P(x) sploh ni izjava. Dokler ne vemo, koga mislimo z x,
pravilnosti oz. nepravilnosti P(x) ne moremo dolotiti. Postane pa izjava, ¢e pred
njo postavimo kvantifikator ali pa x nadomestimo s konkretno osebo iz razreda
(konstanto). Na primer,

e Jx : P(x) je izjava, ki pomeni, da v razredu obstaja vsaj en Student, ki se
diskretno matematiko uéi sproti,

e Vx : P(x) je izjava, katere pomen je, da se vsi Studenti iz razreda diskretno
matematiko ucijo sproti,

e P(Miha) je izjava, saj bi lahko preverili pravilnost trditve “Miha se diskre-
tno matematiko uci sproti”.

V tem primeru je P bila oznaka za lastnost x-a (da se x uci sproti), torej je P
predikat.

Predikati pa lahko poleg lastnosti opisujejo tudi odnos oz. relacijo med
spremenljivkami in konstantami.

Se nekaj zgledov predikatov:
e P(x) = x je pameten,

o L(x)=uxjelep,

e Q(x) = x je sodo $tevilo,

e R(x,y) = ximarady,

e S(x,y,z) = x lezi na intervalu med y in z.
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Stevilu spremenljivk, ki nastopajo v predikatu, re¢emo mestnost predikata.

Zgornji predikati P,L in Q so enomestni, R je dvomesten, S pa trimesten
predikat. Predikate lahko zdruZujemo s pomocjo izjavnih povezav. Ob zgoraj
definiranih predikatih

e P(x)V L(x) pomeni: x je pameten ali lep,
e Q(x)AS(x,2,10) pomeni: x je sodo §tevilo in leZi na intervalu med 2 in 10,
e —R(x,y) v obicajni jezik prevedemo: x nima rad y.

Predikati spadajo med tako imenovane izjavne formule. Kaj vse Se spada
pod izjavne formule nam pove naslednja induktivna definicija mnoZice izjavnih
formul:

1. Ce je P nek m-mestni predikat ter x1,xy,...,x, spremenljivke ali kon-
stante nad podro¢jem pogovora D, potem je P(xq,x2,...,X,) izjavna
formula.

2. Ceje A izjavna formula, je tudi —A izjavna formula.

3. Ce sta A in B izjavni formuli, potem je tudi A * B izjavna formula, kjer
* pomeni eno izmed 2-mestnih izjavnih povezav.

4. Ce je A izjavna formula v kateri nastopa spremenljivka x, sta tudi Vx :
A(x) in Jx : A(x) izjavni formuli.

Izjavno formulo, ki sledi kvantifikatorju, imenujemo obmoéje delovanja
kvantifikatorja. V sestavljeni izjavni formuli je to najkrajse nadaljevanje, ki
je samo zase izjavna formula.

Velja naslednji dogovor:
¢ kvantifikatorji veZejo mocneje kot izjavni vezniki;

e dvopidje pred kvantifikatorjem opus¢amo (glej primer tretje alineje v spo-
dnjem primeru).

Primer 45 V naslednjih primerih je obmocje delovanja kvantifikatorja podcrtano.

e Vx:P(x)AS(x),

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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e Vx: (P(x)AS(x)),

e Vx3y:R(x,y),

e Ix: (S(x,y) = Vy: R(y)),

e Vx: (R(x)A3t:S(x,t)=3y:P(x,y)) VS(xy).

Ce v izjavni formuli opustimo podrogje pogovora D, pomen konstant in pre-
dikatov, dobimo izjavno shemo. Ce pa naredimo obratno, tj. k izjavni shemi
podamo podro¢je pogovora, pomen vsakega predikata in konstant, dobimo
nazaj izjavno formulo. Rre¢emo, da smo s tem naredili interpretacijo izjavne
sheme.

Ko je interpretacija izjavne sheme dolo¢ena, lahko ugotavljamo, ali gre za
pravilno ali nepravilno izjavo. Ceprav smo naslednje pravilo Ze uporabili v prvih
zgledih, ni odvec posebej poudariti, da upostevamo naslednje:

Izjava Vx : P(x) je pravilna natanko tedaj, ko je izjava P(a) pravilna za vsak
element a iz podrogja pogovora D. Izjava dx : P(x) je pravilna natanko
tedaj, ko obstaja element a iz podrodja pogovora D, za katerega je izjava P(a)
pravilna.

Primer 46 Naslednji primeri nam povedo, da je ista izjavna formula lahko v eni inter-
pretaciji resni¢na, v drugi pa neresni¢na. Oglejmo si izjavno formulo ¥x 3y : R(x,y) v
razli¢nih interpretacijah:

1. V prvem primeru naj bo D = IN in R(x,y) = x > y. Potem Vx 3y : R(x,y)
pomeni, da za vsako naravno $tevilo obstaja manjSe naravno stevilo, kar seveda ne
drZi.

2. Naj bo sedaj D = Z in R(x,y) = x > y. Potem Vx3y : R(x,y) pomeni: za
vsako celo stevilo obstaja manjse celo stevilo. Ta izjava je pravilna.

Videli smo, da lahko posamezna izjavna shema v neki interpretaciji preide v
pravilno izjavo, v druga¢ni interpretaciji pa v nepravilno izjavo.

Za izjavno shemo S, ki preide v pravilno izjavo pri vsaki interpretaciji,
re¢emo, da je splosno veljavna in ozna¢imo

= s.
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Primer 47 Prepricajmo se, da je izjavna shema
Vx: P(x) = —3x: =P(x)

splosno veljavna: Ce imajo vsi objekti iz podrocja pogovora D lastnost P, potem gotovo
ne obstaja objekt iz D, ki nima lastnosti P.

Kadar Zelimo dokazati, da neka izjavna shema ni splosno veljavna, moramo
najti interpretacijo, pri kateri izjavna shema preide v nepravilno izjavo. Taksni
interpretaciji pravimo protiprimer za dano izjavno shemo.

Primer 48 DokaZimo, da izjavna shema ¥xVy : (P(x,y) = P(y,x)) ni splosno ve-
ljavna. Treba je najti protiprimer, torej interpretacijo, za katero dana shema preide v
nepravilno izjavo. Ce za podrocje pogovora vzamemo D = N in predikat P(x,y) po-
meni, da je x <y, potem shema preide v trditev, da “za poljubni naravni Stevili x in y,
za kateri je x <y, velja tudi obratno, torej y < x”. To pa seveda ni res.

Ce za izjavni shemi S in T velja = S < T, retemo, da sta enakovredni, in
piSemo

S~ T.
Ce velja = S = T pa pravimo, da je shema T logi¢na posledica sheme S,

kar na kratko zapisemo
S—T.

Nastejmo nekaj enakovrednih izjavnih shem in logi¢nih posledic izjavnih
shem. Zapisane so urejeno glede na izjavne povezave, ki v njih nastopajo.

Zakoni predikatnega racuna

1. Negacija.

2. Konjunkcija.

Vx: (P(x) AQ(x)) ~ Vx:P(x)AVx:Q(x)
Fx: (P(x) A Q(x))

3. Disjunkcija.

dx:P(x)v3Ix:Q(x) ~ :
Vx:P(x)VVx:Q(x) — Vx:(P(x)VQ(x)

4. Implikacija.
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5. Ekvivalenca.

Vx:(P(x) < Q(x)) — (Vx:P(x) < Vx:Q(x))

Se nekaj zakonov:

VxVy:P(x,y) ~ VyVx:P(x,y)
dx3Jy: P(x,y) ~ Jy3Ix:P(xy)
dxVy:P(x,y) — Vy3dx:P(x,y)

Vseh zakonov ne bomo dokazovali, za zgled pa utemeljimo naslednje:

1.3.1

—Vx: P(x) ~ Jx:—P(x).

Premislimo, kdaj je izjava —Vx : P(x) pravilna pri poljubni interpretaciji.
To velja &e in samo ¢e, ko je izjava Vx : P(x) nepravilna, kar pa se zgodi
natanko tedaj, ko najdemo kak element 2 iz podroc¢ja pogovora, za katerega
je P(a) nepravilna izjava. V nasprotnem primeru bi namre¢ veljalo P(a) za
vse elemente, s tem pa tudi Vx : P(x). Potem je za element a izjava —P(a)
pravilna, kar pa pomeni, da je 3x : =P(x) pravilna izjava.

dxVy:P(x,y) — Vy3Ix:P(xy).

Leva stran, torej 3x Vy : P(x, y) je pravilna trditev, e na podro&ju pogovora
obstaja nek element 4, za katerega pri poljubnem drugem elementu y velja
P(a,y). To pomeni, da lahko za poljuben element y najdemo element x za
katega velja P(x,y), to je namrec kar element x = a. S simboli to zapisemo
kot Vy 3dx : P(x,y).

Vx:P(x)VVx:Q(x) — Vx:(P(x)VQ(x)).

Tukaj dokazujemo pravilnost (pri vsaki interpretaciji) implikacije Vx : P(x) Vv
Vx : Q(x) = Vx: (P(x)VQ(x)). Ceje trditev na desni strani implika-
cije pravilna, potem implikacija seveda velja. Zato si oglejmo Se primer,
ko ima Vx : (P(x) V Q(x)) logi¢no vrednost 0. To pa pomeni, da obstaja
element a iz podrocdja pogovora, za katerega je P(a) V Q(a) ~ 0. Od tod
sledi P(a) ~ 0 in Q(a) ~ 0 in posledi¢no Vx : P(x) ~ 0in Vx : Q(x) ~ 0.
Tako je v tem primeru tako na levi kot na desni strani implikacije trditev,
ki ima logi¢no vrednost 0, zato ima sama implikacija logi¢no vrednost 1.

Preveri svoje znanje (kvantifikatorji)

Vprasanja iz teorije

1.

Katere kvantifikatorje poznamo?
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2. Kaj so predikati? Kaksne vrste predikatov poznamo?
Alije Vx : P(x) V Vx : Q(x) izjavna shema?
Kdaj izjavna shema postane izjavna formula?

Kdaj sta pravilni izjavi Vx: P(x) in 3Jx: P(x)?

A

Kaj pomeni, da je izjavna shema splosno veljavna?
7. Kako dokaZemo, da izjavna shema ni splo$no veljavna?

8. Kdaj sta izjavni shemi enakovredni?
Resene naloge

Naloga 49 Naj predikat P(x) pomeni "x je prastevilo”, podrocje pogovora pa naj bo
mnoZica naravnih stevil. V obicajni jezik prevedi naslednje izjavne sheme:

dx : P(x), Vx: P(x), =3x : P(x), Vx : =P(x), =Vx : P(x), 3x : =P(x).

Resitev:

dx : P(x) Ostaja vsaj eno naravno Stevilo, ki je prastevilo.

(x)
Vx : P(x) Vsako naravno stevilo je prastevilo.

—dx : P(x) Ne velja, da obstaja vsaj eno prastevilo.

Vx : =P(x) Nobeno naravno Stevilo ni prastevilo.

—Vx : P(x) Ni res, da je vsako naravno Stevilo prastevilo.

dx : =P(x) Obstaja vsaj eno naravno stevilo, ki ni prastevilo.

Naloga 50 V jezik predikatnega racuna prevedi naslednje stavke:
o Vsi Sportniki trenirajo vsak dan.
e Noben sportnik ne trenira vsak dan.
o Nekateri Sportniki trenirajo vsak dan.

o Nekateri Sportniki ne trenirajo vsak dan.

Resitev:
Uvedimo oznaki za predikata:

S(x) = x je Sportnik; T(x) = x trenira vsak dan.

Vi Sportniki trenirajo vsak dan. Vx:(S(x) = T(x)
Noben sportnik ne trenira vsak dan. Vx: (S(x) = =T(x))
Nekateri Sportniki trenirajo vsak dan. dx: (S(x) AT(x)
Nekateri Sportniki ne trenirajo vsak dan. Jx : (S(x) A =T (x))

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA



IZJAVNI IN PREDIKATNI RACUN

Naloga 51 PokaZi, da izjavni shemi Vx : (P(x) V Q(x)) in Vx : P(x) V Vx : Q(x)
nista ekvivalentni.

Resitev: Poiscimo protiprimer. Naj bo D = N, P(x) = x je sodo Stevilo, Q(x) = x
je liho stevilo. Potem izjavna formula

o Vx: (P(x)V Q(x)) trdi, da je vsako naravno $tevilo sodo ali liho, kar je pravilna
izjava.

e Vx: P(x)VVx:Q(x) trdi, da so vsa naravna Stevila soda ali pa so vsa naravna
Stevila liha, kar pa ne drZi.

Naloga 52 Naj bo S(x,y) predikat, katerega pomen je "x skrbi za y”. V jezik predika-
tnega racuna prevedi naslednje izjave:

1. Vsak skrbi za vsakogar.

N

. Vsakdo skrbi za koga.

. Za vsakogar nekdo skrbi.

W

. Nekdo skrbi za vse.

ESN

. Vsi skrbijo za nekoga (vsi za isto osebo).

(9]

6. Nekdo skrbi za nekoga.
Resitev:
1. VxVy : S(x,y) ali YyVx:S(x,y)
2. Vx 3y : S(x,y)
3. Yy 3x: S(x,y)
4. IxVy: S(x,y)
5. JyVx: S(x,y)

6. IxJy:S(x,y)ali Jy3Ix:S(x,y)

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



1.3 KVANTIFIKATOR]JI

Naloga 53 PokaZi, da izjavna shema
Vy3x: P(x,y) = JxVy:P(x,y)

ni splosno veljavna.

Resitev: Tukaj se sprasujemo ali pri poljubni interpretaciji iz Vy 3x : P(x,y) sledi
dxVy : P(x,y). IzkaZe se, da ne, saj lahko najdemo naslednji protiprimer: za podrocje
pogovora vzemimo mnoZico IN, za predikat P(x,y) relacijo y < x. Potem je trditev
Vy3x : P(x,y) pravilna (saj trdi, da za vsako naravno Stevilo obstaja neko drugo na-
ravno Stevilo, ki je od njega vecje). Trditev na desni strani implikacije pa pravi, da
obstaja neko naravno Stevilo, ki je vecje od vsakega drugega naravnega stevila, kar pa je
nepravilna izjava.

Naloga 54 PokaZi, da izjavna shema
dx:P(x) Adx:Q(x) = Fx: (P(x)AQ(x))

ni splosno veljavna.

Resitev: Dana izjavna shema preide v nepravilno izjavo npr. pri naslednji interpre-
taciji: podrocje pogovora D = R, P(x) = x> -1 <0, Q(x) =x—5 > 0.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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MATRIKE

Matrike, ki jih bomo spoznali v tem poglavju, predstavljajo pomembno mate-
mati¢no orodje, na kar kaze Ze samo dejstvo, da si bomo z njimi pomagali pri
prav vseh preostalih poglavjih, ki Se sledijo. Seveda pa njihova uporaba dalec¢
presega le uporabo v matematiki, nanje naletimo na skoraj vseh podrogjih, tako v
znanosti kot inZenirstvu. NASA je npr. uporabila matrike pri prenosu podatkov
iz vesoljske sonde, poslane na Mars. Informacije so tam zakodirali s pomogjo t.i.
Haddamardovih matrik in jih nato na Zemlji dekodirali. Ko smo ze pri kodah,
OR kode, ki jih sre¢ujemo na vsakem koraku, so matri¢ne oz. dvodimenzionalne
¢rine kode. Gre za mrezo kvadratkov, kjer je vsak kvadratek ¢rne ali bele barve
(prevedeno v rac¢unalniski jezik: kvadratki imajo vrednost 0 ali 1). Za to mreZo
se skriva matrika, kakor matrike stojijo tudi za predstavitvijo slik v digitalni
obliki, ki si jih prav tako lahko predstavljamo kot zelo goste mreZe kvadratkov,
kjer vsak od njih predstavlja dolo¢en del slike in je zato dolo¢ene barve. Matrike
so tako med drugim nepogresljiv del ra¢unalniske grafike.

2.1 UVOD

Matrika razseZnosti (oz. velikosti) m x n je pravokotna shema Stevil, ki so
razporejena v m vrstic in n stolpcev:

a1 412 a13 a1n
az1 4z 4z azp
Aml Am2  Am3 Amn

Velikosti matrike re¢emo tudi red matrike. Matrike bomo oznacevali z velikimi
tiskanimi ¢rkami (A, B,C, X, ...). Stevilo a;jj, ki lezi v i-ti vrstici in j-tem stolpcu
matrike, imenujemo (i, j)-ti element matrike. Elementom matrike pravimo tudi
koeficienti.

Primer 55 Primera matrik:

2 1 3 i —8 /3
B: , C= . 3
05 36 —4i+2 —6 3
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Izpisimo nekaj elementov: by = 0, byy = 5, co1 = —3.6, c14 = V/3.

Véasih namesto 4;; piSemo tudi (A);;, kadar imamo v mislih (i, j)-ti element
matrike A (tako je npr. za matriki iz zgornjega zgleda (B)1; = 1 in (C)1p = i).
Ta vrsta zapisa bo koristna predvsem v nekaterih dokazih.

V nadaljevanju se bomo osredotocili na realne matrike, torej take, katerih koe-
ficienti so realna Stevila. MnoZico vseh realnih matrik z m vrsticami in 7 stolpci
ozna¢imo z R™*". Za matriko B iz zgornjega zgleda torej velja B € IR**2, ma-
trika C pa je primer kompleksne matrike.

Matrika je znana, ¢e poznamo njene elemente ter njihov poloZzaj v matriki.
Dve matriki sta enaki, ¢e sta enakih razseZnosti in se ujemata v istoleZnih ele-
mentih.

2.2 OSNOVNE RACUNSKE OPERACIJE Z MATRIKAMI

Sestevanje matrik je definirano le za matrike istega reda.

Za matriki A, B € R™*" definiramo vsoto matrik A + B takole: ¢e je
a1 aip ... Ap bll b12 . bln
a a ... a b b ... b
TS
aml amz P amn bml bmz “ o bmn
potem je
ann+byy anp+bip ... ap,+ by
ALB— a1 + by  ax + by ... axy + boy,
aml + bml aAm?2 + bm2 ceo Amn + bmn

Spodnja definicija pove, da matriko mnoZzimo s skalarjem tako, da vsak koe-
ficient matrike pomnoZimo s tem skalarjem.

Za matriko A € R™*" in §tevilo A € R definiramo produkt matrike s skalar-
jem. Ce je A kot zgoraj, je

)\[111 /\ﬂlz ce /\aln

Aa Aay ... Aa
AA — '21 '22 .271

Ay Adpp ... Adpy

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



2.2 OSNOVNE RACUNSKE OPERACIJE Z MATRIKAMI

. . g |02 0. o (4 -
Primer 56 Podani sta matriki A = [ D 3} in B = {0 ’

A+B,A-B,B—A,5A in 2A—5B.

] . Izra¢unaj matrike

Resitev:

ave= %3+ 2)=1% 5)
- 3B 720
e 1R R

2 0 10 0
A= 5[—2 3} - {—10 15}'

2 0 4 -3 4 0] [20 —15 ~-16 15
24 =58 = 2[—2 3}_5{0 2}—{—4 6]_{0 10}_[—4 —4]'

Na osnovi zgornjih zgledov in Se kakSnega bi hitro uganili lastnosti seStevanja
matrik in mnoZenja matrik s skalarjem. Nastejmo jih:

e asociativnost sestevanja:

(A+B)+C=A+(B+C)zavse A, B,C € R"™",

o komutativnost sestevanja:

A+B=B+ Azavse A, B € R"*"

e obstoj nevtralnega elementa za sestevanje:

00 ...0
00 ... 0

za ni¢elno matriko 0 = | . | . | € R velja A+ 0 = A za vsak
00 ...0

A € Rmxn,

e obstoj nasprotnega elementa za sestevanje:

za matriko A € R™*" obstaja nasprotna matrika —A = (—1)A, da velja
A+ (-A)=0,

e distributivnost v skalarnem faktorju:

A+u)A=AA+uAzavse Ac R"™"inA,uckR,
(A+u Z Z

o distributivnost v matricnem faktorju:

AMA+B)=AA+ABzavse A,BE R""in A € R,

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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o multiplikativnost v skalarnem faktorju:
(Au)A = A(uA) zavse A€ R™"in A, u € R,

o mnoZenje s skalarjem 1:

1-A=Azavse A € R"*",

Dokaze nastetih lastnosti lahko mirno izpustimo, saj hitro vidimo, da so
podedovane od lastnosti realnih Stevil. Tako npr. velja asociativnostni zakon za
seStevanje matrik, ker velja asociativnost za seStevanje realnih Stevil.

Ce ima matrika A toliko stolpcev kot ima matrika B vrstic, lahko matriko A
zmnozimo z matriko B. Natan¢neje, produkt A - B matrik A € R"™*" in B € R"*P
torej obstaja, ¢e je n = r. V spodnji definiciji bomo matriko

ain 412 413 ... dig
A a1 4z 43 ... O
Aml Am2 Am3 .- OAmn
na kratko zapisali tako:
A = (ai)i %y,

prav tako pa zaradi enostavnejSega zapisa opus¢amo piko v produktu A - B in
piSemo kar AB.

Naj bo A = (aij)z;.'il in B = (b,'j)?’}.p:l. Produkt matrik A in B je matrika

C = AB reda m x p, katere elementi so
n
cij = anbyj + apbyj + - - - + apbyj = Y auby;
k=1

zaie{l,...,m},je{l,...,p}.

Z drugimi besedami, (i, j)-ti element matrike C = AB, torej element c;;, lahko
opiSemo tudi kot “skalarni produkt[] i-te vrstice matrike A in j-tega stolpca

matrike B. Kaj natanko mislimo s tem produktom, pojasnimo na naslednjih
zgledih:

Primer 57 Podani sta matriki A = l _22 g ] in B = [ 3 _23 } Izra¢unajmo
produkta matrik AB in BA.

V naslednjem poglavju bomo izvedeli, da tukaj mnoZimo na enak nacin kot pri skalarnem pro-
duktu dveh vektorjev. Na omenjeno vrstico in stolpec namre¢ gledamo kot na koordinate vek-
torjev, ki ju skalarno mnozimo.

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



2.2 OSNOVNE RACUNSKE OPERACIJE Z MATRIKAMI

Resitev: Najprej si oglejmo produkt C = AB:

cm-[3 Y )

Ce Zelimo dobiti element cy; matrike C, moramo upostevati le prvo vrstico prve matrike
A in proi stolpec druge matrike B. Tako pomnoZimo 1. element 1. vrstice s 1. elementom
1. stolpca, nato 2. element 1. vrstice z 2. elementom 1. stolpca, na koncu pa oba produkta

sestejemo. Podobno velja pri ra¢unanju elementa cyp: tokrat opazujemo 1. orstico 1.

matrike in 2. stolpec 2. matrike (katero vrstico in kateri stolpec opazujemo, je razvidno
iz vrstnega reda stevil v indeksu elementa cq3). Na enak nacin se lotimo se racunanja
manjkajocih elementov cpq in cpp. Postopek racunanija bo torej izgledal takole:

AB — 2 0|4 -3] [2-440-0 2-(=3)4+0-2] [8 -6
S |-2 3|10 2] |-2-443-0 —2-(-3)+3-2] |[-8 12]°
Izra¢unajmo Se produkt BA.
4 -3 2 0 14 -9
BA_[O 2]'{—2 3}_[—4 6}'

Zgornji zgled nam pove, da mnoZenje matrik NI komutativno. V splosnem

torej ne velja AB = BA. Recemo tudi, da je mnoZenje matrik nekomutativno.

Kot Ze vemo, se lahko zgodi celo, da sta razseZnosti matrik A in B taki, da
obstaja le eden od produktov AB in BA. MnoZenje matrik je komutativno le v
posebnih primerih matrik in kadar torej velja AB = BA, retemo, da matriki A
in B komutirata.

MnoZenje matrik pa zado$c¢a naslednjim pogojem:

e gsociativnost:

(AB)C = A(BC) zavse A € R™", B € R in C € RF*1. Opomba:
ker torej velja asociativnost, si lahko privos¢imo zapis kar brez oklepajev:

(AB)C = A(BC) = ABC.

e obstoj enote za mnoZenje:

1 00 ... 0
010 ...0
,=001 0 |. Za vsako matriko A € R"™*" velja I,A = Al, =

000 ...1
A. Kvadratno matriko I, imenujemo enotska matrika. Pogosto namesto
I, piSemo kar I, ko je iz besedila razvidno, kaksne razseZnosti je.

e leva distributivnost:
(A+B)C=AC+ BCzavse A,B € R""in C € R"*?,

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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48 MATRIKE

e desna distributivnost:
A(B4+C)=AB+ ACzavse A € R"™"in B,C € R"*?,

e homogenost:
A(AB) = (AA)B = A(AB) zavse A € R"™*", B R"Fin A € R.
DokaZimo asociativnost in desno distributivnost. Premislek, da veljajo ostale
lastnosti, je dobra vaja za samostojno resevanje.

Dokaz, da velja asociativnost:

((AB)C)ij = Y1 (AB)ikcy
= Y1 (X/21 dirbig) ey
= Y k=1 =1 @itbixcyj
= Y1 Tk—1 @itbixcy;
= Y 2 (Xk—1 bikckj)
= Y1 ai(BC)j
= (A(BQ));;.

Asociativnost tako velja, saj sta (AB)C in A(BC) matriki enakih dimenzij (m x q),
ki se ujemata v istoleZnih elementih.

Sledi dokaz, da velja desna distributivnost:

(A(B+C))ij = Xi_1aix(B+C)y
= Y p—1 Ak (bxj + cxj)
= Yk—1 Bikbrj + Yk—1 aixCrj
= (AB);; + (AC);;
= (AB+ AC);j.
Ker sta tako A(B 4 C) in AB + AC matriki enakih dimenzij (namre¢ m x p), ki
se ujemata v istoleznih elementih, je desna distributivnost dokazana.
S tem, ko imamo definirano mnoZenje matrik, lahko sedaj definiramo tudi
potenco kvadratne matrike. Za kvadratno matriko velja, da ima enako S$tevilo
vrstic in stolpcev.

ZaAcR"ink €N je

AV =T in A1 = A4k

Kot pri realnih Stevilih gre torej za produkt enakih faktorjev. A bodimo
pozorni pri potenciranju.

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



2.2 OSNOVNE RACUNSKE OPERACIJE Z MATRIKAMI

Lastnosti potenciranja matrik so:

o AAF = AFA,

o AMAK = AkAM,

o (AFym = Akm

e Ceje AB = BA, potem velja (AB)k = AFBF,

e leje AB = BA, potem velja (A + B)?> = A2 +2AB + B2.

Ni pa odvet¢ ponovno poudariti, da mnoZenje matrik ni komutativno: ¢e za dani
matriki velja AB # BA, potem je (AB)®> = ABABAB # A>B®. Pazimo tudi pri
kvadriranju vsote matrik: ¢e AB # BA, potem je (A + B)?> = A+ AB + BA +
B? # A2 +2AB + B2.

Poleg nekomutativnosti mnozenja matrik lahko opazimo $e naslednje lastno-
sti, ki ne veljajo za realna Stevila:

8 (1)} Kljub temu, da A # 0 (A ni ni¢elna

e Oglejmo si matriko A = {

matrika), velja A? =0.

e Naj bosta A = {_32 _32} in B = {_11 _11} Ceprav A # 0in B # 0, je
AB =0.

Ce v matriki A zamenjamo vlogi vrstic in stolpcev, dobimo transponirano
matriko matrike A, ki jo ozna¢imo z AT, njeni elementi pa so (AT)ij = (A);i.

Ce je A € R™", potem je AT € R"*™. Matriko A z lastnostio AT = A
imenujemo simetri¢na matrika. Enotska matrika spada med simetri¢ne matrike.

Primer 58 Transponirana matrika k matriki

1 4 -2 0
A=1]15 1 3 -1
4 -6 5 8
je matrika
1 5 4
4 1 -6
T _
AT = -2 3 5
0 -1 8

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Za transponiranje matrik velja
o (AT)T = A zavse A € R"*",
[ ]

A+B)T = AT + BT zavse A, B € R"™*",
AT = AAT zavse A € R"™"in A € R,

(
(
(
(

AB)T = BTAT zavse A € R"*" in B € R"*7.

Prve tri lastnosti so takoj$nja posledica definicije transponirane matrike in
seStevanja matrik 0oz. mnoZenja matrike s skalarjem. Premislimo, da velja tudi
enakost (AB)T = BT AT. Najprej izrazimo (i, j)-ti element matrike (AB)”:

((AB)");; = (AB)ji
n
=Y apby.
k=1
Prepri¢ajmo se, da je temu enak tudi (i, j)-ti element matrike BT AT:
n
(BTAT)i]' = Z bg(a,z]
k=1
n
=) buai
k=1
n
=) ajb-
k=1

Matriki (AB)T in BT AT, ki sta enakih dimenzij, se ujemata v istoleZnih ¢lenih,
zato je enakost dokazana.

2.2.1 Kuvadratne matrike

Posebej si oglejmo kvadratne matrike. Nekatere izmed njih imajo posebna imena:

e diagonalna matrika ima lahko nenicelne elemente le na glavni diagonali.

ar 0o ... 0
. . 0 arx» ... 0
Torej je oblike | . | .|
0 0 ... aum
e zgornje trikotna matrika ima pod glavno diagonalo le nicle, torej je oblike
air 412 ... dim
0 axy ... A4y
0 0 . 7

0 0 ... aum
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2.2 OSNOVNE RACUNSKE OPERACIJE Z MATRIKAMI

e elementi spodnje trikotne matrike, ki leZijo nad glavno diagonalo, so

ai 0 cee 0
. az1 dpp ... 0
enaki 0:
Am1 Am2 .- Omm

Inverzna matrika k matriki A € R™*" je matrika A~!, za katero velja
AAT =ATTA=1

Matrika, za katero obstaja inverzna matrika, se imenuje obrnljiva (ali regu-
larna). Matriko, katere inverz ne obstaja, imenujemo singularna matrika.

1 -2

Primer 59 Prepricajmo se, da je matrika B = { 0 1

] inverzna matrika matrike

A= [ 1 2 } Preveriti je torej treba, da velja BA = I, kakor tudi AB = I:

01
1 -2 1 2 10
BA_[O 1}[0 1}_[0 1}_1’

=3[ 3[4

Primer 60 Oglejmo si Se primer matrike, ki ni obrnljiva. Matrika A = [ 8 (1) ] je

singularna: namre¢, Ce bi obstajala matrika B z lastnostio AB = 1, bi veljalo tudi
A2B = A (to enacbo dobimo tako, da tako levo kot desno stran enacbe AB = 1 iz leve
strani pomnozimo z A). Ker pa je A% =0, iz enacbe A2B = A sledi, da je tudi A =0,
s Cemer smo dobili protislovje.

Kdaj inverzna matrika obstaja in kako se jo izra¢una, bomo spoznali kasneje.
Z znanjem, ki ga imamo doslej, lahko dokazemo naslednje lastnosti.

Trditev 61 Ce je A obrnljiva matrika, je matrika A~ enoli¢no dolocena.

Dokaz. Recimo, da sta B in C inverzni matriki matrike A. Potem velja AB =
BA =11in AC = CA = I. Sedaj lahko izpeljemo:

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C,

iz Cesar sledi, da je B = C. n

Opazimo, da smo obenem ponovili tudi del prej$nje snovi, saj smo uporabili dokaz s pomo¢jo
redukcije na absurd.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Trditev 62 Ce sta A in B obrnljivi matriki, je obrnljiv tudi produkt in velja

(AB)"1 =B~ tA"1

Inverz obrnljive matrike je tudi obrnljiva matrika in velja

(AH T =A

Dokaz. Z uporabo dejstva, da je mnoZenje matrik asociativno, lahko izpeljemo

(AB)(B'A™1) =A(BBHA 1= AIA = AA ' =1,
(BLA"1)(AB) =B (A'A)B=B'IB=B"'B=1,

kar pomeni, da je

(AB)"!=B"1A"L

Iz same definicije inverzne matrike, torej iz dejstva, da je A7TA = AA7T =],
takoj vidimo, da je (A~1)~! = A. Namreg, A je matrika, s katero iz leve strani
pomnozimo matriko A~1in s tem dobimo I, enako pa velja tudi, ¢e mnoZzimo iz
desne strani. [

Trditev 63 Ce je A obrnljiva matrika, je obrnljiva tudi matrika AT in velja

(AT)1 = (AT,

Dokaz. Po pravilih za transponiranje po transponiranju enakosti A"1A = AA~! =
I dobimo AT(A™1H)T = (AH)TAT = I. Torejje (AT)"1 = (A~HT. n

2.2.2  Preveri svoje znanje (osnovno o matrikah)

Vprasanja iz teorije

1.

2.

Kdaj sta matriki enaki?

Kdaj lahko sestejemo matriki?

. Katere lastnosti veljajo za seStevanje matrik in mnoZenje matrike s skalar-

jem?

Kdaj je definirano mnoZenje matrik? Podaj primer matrik A in B tako, da
bo produkt AB obstajal, produkt BA pa ne.

Nastej lastnosti, ki veljajo za mnoZenje matrik.

Pojasni pojme: simetri¢na, transponirana, diagonalna, kvadratna, zgornje
trikotna, singularna matrika in za vsako podaj zgled.

Katere lastnosti veljajo za transponiranje matrik?
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8. Kako je definirana inverzna matrika?
9. DokaZi, da je inverzna matrika enoli¢no dolocena.

10. Kaj lahko povemo o obrnljivosti produkta AB glede na obrnljivost matrik
Ain B?

11. Kdaj je transponirana matrika obrnljiva?

12. Nastej lastnosti potenciranja matrik.

Naloge za samostojno reSevanje

Naloga 64 Izracunaj produkta AB in BA, Ce je

2 1 3 1 3 1
A=10 -1 6 imn B=|6 5 2
5 2 1 -7 0 -3

Resitev: Izpisimo le elemente prve vrstice matrike C = AB, za ostale bomo navedli
le rezultat:

c11 = anbi +apby +azbn =2-1+1-6+3-(=7) = 13,
c2 = anbp+apbn +agbx =2-3+1-5+3-0=11,
c13 = anbiz+apbs +apbz =2-1+1-2+3-(-3) = -5.

Koncna resitev je:

-13 11 -5 7 0 22
AB=|—-48 -5 —-20| in BA= | 22 5 50
10 25 6 —-29 —-13 24

Naloga 65 Ce produkta AB in BA obstajata, ju izraCunaj:

3 2 1 1 3
(@) A=\|7 5 9| mB=|-5 6],
8 =3 0 1 -1
1
(b) A= |4| in B=[2 7 —1].
0
Resitev:
-6 20
(1) AB= |—-9 42|, produkt BA ne obstaja.
23 6

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA



54

MATRIKE

2 7 -1
(b) AB= |8 28 —4| in BA = [30].
0 0 0
2 —1 1 -3 4
Naloga 66 Izracunaj —3A +2BC,ceje A= |0 2 |,B= |2 0 =2 |in
:$ 5 2 1 0
1 1
C=|-10
2 3
18 29
Resitev: —3A +2BC = | —4 —14
-2 -11
Naloga 67 DokaZi, da je matrika
5 & %
| 5 3
A=l% —3% 7
o1 _ 15
6 76 152
2 4 4
inverzna matrika matrike B= |8 1 2
4 6 —4

Resitev: Izracunajmo produkta AB in BA. V obeh primerih moramo kot rezultat
dobiti enotsko matriko dimenzije 3 x 3.

2 4 10
Naloga 68 Pois¢i matriko X, deje X' + A=2B, B= |8 1| in A= |2 3]|.
46 9 4

e v |13 14 -1
Resﬂev.X—{S _q 8}

Naloga 69 Poisti f(A), ceje f(x) =x*+3x+2in A = B g}

6 0
v . _ 2 _
Resitev: f(A) = A= +3A+2] = {14 20}.

Naloga 70 Resienacbo —3X+ A = —2B,leje A = {_21 —31} B = { . 1} .

_ O

L2 5
Resitev: X = | 3, 3 3|
-3 1 3

Naloga 71 Dani sta matriki

2 10 1 2 1
A=1|-2 4 2| mB=1{4 -2 0
-3 0 2 1 -5 0

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



2.2 OSNOVNE RACUNSKE OPERACIJE Z MATRIKAMI 55

-1 2 -3
(a) Preveri, da je matrika X = | 2 0 4 | resitev enacbe AX = B + X.
-2 1 -9

(b) Izracunaj f(B), ceje f(x) = x> —x — 2.

Resitev: Najprej resimo primer (a):

2 1 0([-1 2 -3 0 4 =2
AX=|-2 4 2 2 0 4|=]16 -2 4
-3 0 2] [-21 -9 -1 -4 -9

0 4 -2

B+X=1]6 -2 4

-1 -4 -9

Matrika na levi strani enacbe je torej res enaka matriki na desni strani enacbe.

Resitve naloge (b): izratunajmo najprej matriko B?:

1 2 171 2 1 10 -7 1
BZ=14 -2 0|4 -2 0|=|-4 12 4
1 =5 0] |1 =5 0 -19 12 1
Sedaj dobimo:
10 -7 1 1 2 1 2 00 7 -9 0
f(By=B>~B—-2I=| -4 12 4| —[4 2 0|—-|0 2 0| =|-8 12 4
-19 12 1 1 =5 0 00 2 -20 17 -1

2.2.3 Determinanta matrike

Za ugotavljanje obstoja inverzne matrike in njen izra¢un bomo potrebovali pojem
determinante’] Determinanta bo predstavljala stevilo, ki ga na dolo¢en natin pri-
redimo kvadratnim matrikam. Determinanto matrike A oznacujemo z det(A).

Determinanta matrike razseZnosti 1 x 1 je po definiciji enaka kar (edinemu)
elementu te matrike. Torej, ¢e je A = [a11], je det(A) = a3.

Determinanto matrike A razseZznosti 2 X 2 (na kratko determinanto reda 2)
definiramo kot produkt elementov glavne diagonale, od katerih odstejemo pro-
air a2

potem
ax ax» } ’

dukt preostalih elementov. Torej, ¢e imamo matriko A = [

je

3 Determinante so se pojavile Ze v 16. stoletju. Vpeljal jih je italijanski matematik, zdravnik, astro-
log, filozof, fizik in astronom Gerolamo Cardano in jih uporabljal za dolo¢anje reSitev sistema
dveh linearnih ena¢b z dvema neznankama.
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a1 a2

= a11d22 — A12421.
a1 a2

det(A) = det [ M1 M2 } =
azy ax

Kadar imamo matriko podano z elementi, lahko determinanto ozna¢imo z
navpi¢nima ¢rtama, kot smo naredili v zgornjem primeru.

Primer 72 Izracunajmo determinanto matrike A = [ % _23 ]
4.

=4-(-3)-1-2=-14.

det(A):det[‘L 2 ]:‘4

1 -3 1—3’

Determinanto reda 3 definiramo tako:

a1 42 413 a1 a4z 413
det | a1 axp axy | = | axn axp a3 |=
az1 dzp ass az1 adzx 4ass

= (a11420a33 + a12a23431 + A1302143))
—(a31a20a13 + a32023011 + A33421412).

Zgornje formule se seveda ne bomo u¢ili na pamet, temve¢ si bomo pomagali
s Sarrusovim pravilom. Po tem pravilu si k determinanti najprej pripiSemo prva
dva stolpca:

a1 412 413|411 412
ap1 dpp a3|d1 a2
az1 4asp asz|dz]y as2

Nato zmnozimo elemente na glavni diagonali (zamiSljamo si daljico, ki v deter-
minanti poteka od zgoraj levo do spodaj desno in zajema elemente a1y, a2y, 433)
ter na vzporednicah desno od glavne diagonale. Ko vse te produkte sestejemo,
dobimo izraz, ki je v zgornji definiciji v prvem oklepaju: aj1a2a33 + a12a23a31 +
a13a21a32. Od dobljene vsote odstejemo produkt na obratni diagonali (ki poteka
od spodaj levo do zgoraj desno in zajema elemente a3, a2, 413) ter produkta na
njenih vzporednicah desno. Tako dobimo kon¢no vrednost determinante:

(a11022a33 + A12a23031 + A13021a32) — (A31020013 + A32023011 + A33421412).

Sarrusovo pravilo velja samo za izra¢un determinant matrik razseZznosti 3 x 3.
Metoda za sploSen n, n # 3, ne drZi in je tudi ni moZno ustrezno prirediti. Zato
si bomo ogledali Se en nacin za izra¢un determinante matrike razseZnosti 3 x 3,
ki pa ga bo moZno posplositi na vecje razseznosti. Za to potrebujemo naslednje
pojme.
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Naj bo A kvadratna matrika razseznosti n x n, kjer je n > 2. Poddeter-
minanto det(A;j) iz determinante det(A) dobimo tako, da zanemarimo i-to
vrstico in j-ti stolpec determinante det(A). Ce poddeterminanto det(A;j) po-
mnoZimo z (—1)"*/, dobimo kofaktor Ajj:

A,‘j = (—1)i+j det(Ai]‘).

5 2 1

Primer 73 Poddeterminanta det( A1) determinante det(A) = |1 —3 1|jedet(An) =
4 1 2

'411 ;‘ = -2, kOlektOi’ A12 pa A12 = (—1)1+2 det(Alz) =2

Izra¢un determinante reda 3 z razvojem po prvi vrstici izgleda takole: vsak
element iz prve vrstice pomnozimo s pripadajo¢im kofaktorjem, nakar dobljene
produkte sestejemo.

a1 di2 413
Ay ap ay| = apn(—1)""1det(Anr) +ap(—1)1"? det(Arn)

az1 4aszp ass
+a13(—1)1+3 det(Aq3).

Ce bi desno stran zgornje enacbe izpisali do konca, bi dobili enak izraz kot po
Sarrusovem pravilu (to ostaja kot naloga za samostojno reSevanje, glej nalogo

81).

5 2 1
Primer 74 Determinanto matrike A = | 1 =3 0 | najprej izra¢unajmo s Sarruso-
4 1 0

vim pravilom:

2
-3
1

=5.(=3)-0+2-0-44+1-1-1—(4-(=3)-1+1-0-54+0-1-2)

= = Gl
o O =

= 13.
Determinanto izracunajmo se z razvojem po 1. vrstici:

-3 0
1 0

10

det(A) =5 (-1)!*L. ’ 10

o) Y

=13.
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Ce razvijamo po 2. vrstici, vsak element iz druge vrstice pomnoZimo s pri-
padajo¢im kofaktorjem in dobljene produkte sestejemo. Podobno bi veljalo za
razvoj po 3. vrstici oz. po kateremkoli stolpcu. Dokaz, da v vseh primerih
dobimo enak rezultat, izpustimo.

Primer 75 Determinanto matrike A iz prejsnjega primera izracunajmo Se z razvojem
po tretjem stolpcu:

1 -3

det(A):1-(—1)1+3-4 )

‘+0-A23+0-A33:13.

Kofaktorjev Aaz in Aszz tokrat nismo racunali, saj nastopata kot faktorja v produktu z 0.

Postopek ra¢unanja determinante s pomocjo razvoja lahko posplosimo na
kvadratne matrike poljubnega reda.

Naj bo A kvadratna matrika reda n. Ce determinanto matrike A izratunamo
z razvojem po i-ti vrstici (kjer je i katerokoli Stevilo med 1 in 1), potem za
vsak r € {1,2,...,n} element a; pomnoZzimo s pripadajo¢im kofaktorjem
A; = (—1)"*"det(A;). Determinanto matrike A tako dobimo kot vsoto
produktov elementov i-te vrstice s pripadajocimi kofaktorji:

n
det(A) = Z ajAjp.
r=1

Podobno se glasi razvoj po j-tem stolpcu, ko determinanto matrike dobimo
kot vsoto produktov elementov j-tega stolpca s pripadajocimi kofaktorji:

n
det(A) = Z ElrjAr]'.
r=1

Lastnosti determinant

Poleg Ze omenjene lastnosti determinant, da dobimo enak rezultat ne glede na to,
po kateri vrstici ali stolpcu razvijamo, nam pri prakti¢cnem ra¢unanju (predvsem
pri vegjih determinantah) pridejo prav Se druge lastnosti. NaStejmo jih, nekatere
tudi utemeljimo, ter si oglejmo zglede.

1. Matrika A in njej transponirana matrika AT imata enako determinanto:
det(A) = det(AT).

Zaradi te lastnosti je vseeno, ali determinanto matrike racunamo z razvo-
jem po vrstici ali z razvojem po stolpcu. V nalogi [82| se prepricamo, da
lastnost velja za determinante reda 2, sploSen dokaz pa izpustimo.
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2. Ce v determinanti dve vrstici (ali stolpca) zamenjamo med sabo, determinanta
spremeni predznak.

Dokaz izpustimo, si pa oglejmo zgled:

1 2 3 1 2 3
0 6 5|]=—13 1 7|.
317 0 6 5

3. Ce ima determinanta kako nicelno vrstico (stolpec), je njena vrednost enaka 0.
Lastnost velja, saj determinanto lahko razvijemo po nicelni vrstici (oz. stolpcu).

4. Ce imajo v determinanti v kaksni vrstici (stolpcu) vsi elementi skupen faktor, lahko
le-tega izpostavimo iz determinante.

Zgornjo trditev lahko preoblikujemo tudi tako: ¢e matriko A iz matrike
B dobimo tako, da v matriki B eno od vrstic (recimo i-to) pomnoZimo z
realnim $tevilom k, potem velja det(A) = kdet(B). V to se prepri¢amo z
razvojem matrike A po i-ti vrstici:

det(A) = apnAp +apAp+---+ap, A
= kby1Bjy + kbjaBjp + - - - + kb;,,Bjy,

= kdet(B).
Zgled:
1 0 3 1 0 3
6 8 12| =213 4 6
4 7 1 4 7 1

5. Ce sta v determinanti dve vrstici enaki (ali dva stolpca enaka), je vrednost deter-
minante enaka 0.

V determinanti zamenjajmo med seboj vrstici z enakimi elementi. Po 2.
lastnosti se predznak determinante spremeni. Po drugi strani pa kljub
zamenjavi vrstic dobimo enako determinanto, torej z enako vrednostjo in
s tem tudi z enakim predznakom. Oboje hkrati je seveda moZno le, ¢e je
vrednost determinante enaka 0.

Zgled:

W o =
= N Ol
W o =
I
o

6. Vrednost determinante se ne spremeni, e k eni vrstici pristejemo veckratnik druge
vrstice (ali ¢e k enemu stolpcu pristejemo veckratnik drugega stolpca).
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Zgled: V prvi determinanti prvi stolpec pomnoZimo z —2 in ga pristejemo
k tretiemu stolpcu

1 0 2 10 O
2 2 5/=12 2 1.
312 31 —4

Premislimo, zakaj lastnost velja v sploSnem. Naj bo A matrika, ki jo iz
matrike B dobimo tako, da v matriki B i-to vrstico pomnoZzimo s Stevilom
k in jo pristejemo k j-ti vrstici (i # j). Pokazimo, da je det(A) = det(B).

det(A) = a]'lAjl -+ ajzAjz 4+ 4 a]'nAjn

ajBjy +apBjp + - - - +aj,Bjy

(kbi1 +bj1)Bj1 + (kbiz + bj2)Bja + + - - + (kb + bjn) Bju

kbille + blejl + kbizBJQ + bsz]'z + -+ kbinBjn + bjnBjn
k(biBjt + biaBjp + - - - + binBj) + (b Bjn + bjaBjp + - - - + bjuBj)
0 + det(B)

= det(B).

V zgornji izpeljavi smo upostevali, da je by Bj1 + bppBjp + -+ - + by Bjy = 0,
saj je leva stran te enakosti enaka determinanti matrike, v kateri sta i-ta in
j-ta vrstica enaki|

7. Determinanta zgornje trikotne matrike je enaka produktu elementov na diagonali.
Enako velja za spodnje trikotno matriko.

Zgled:

—

2 4
2 9/=1-2-5=10.
0 5

O O =

Lastnost velja v sploSnem, saj lahko determinanto take matrike ra¢unamo
z razvojem po prvem stolpcu (oz. vrstici), kjer z enakim postopkom na-
daljujemo, saj vsaki¢ kot poddeterminanto dobimo zgornje (oz. spodnje)
trikotno obliko matrike.

8. Determinanta produkta dveh matrik je enaka produktu determinant posameznih
matrik:

det(AB) = det(A) det(B).

Oglejmo si nekaj zgledov uporabe zgornjih pravil.

4 'To lastnost bomo v nadaljevanju srecali Se enkrat v lemi|91} kjer bo zaradi potreb dokaza izreka
zapisana v druga¢ni obliki.
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Primer 76 Izracunaj determinanto

1 2 0 -1
2 3 -1 0
o -1 2 4
-1 0 4 -1

Resitev: Spomnimo se izracuna determinante iz zgleda |75, Determinanto smo tam
racunali z razvojem po zadnjem stolpcu, v katerem so bili vsi elementi, razen enega, enaki
0. Tako smo dejansko morali izracunati le eno poddetermninanto. Preden se torej lotimo
razvoja, si je smiselno izbrati vrstico ali stolpec s ¢im vec¢ niclami. S pomocjo zgornjih
pravil, pa si lahko nicle tudi pridobimo. To bomo v primeru nase determinante storili v
proi vrstici. Zadnji stolpec (pomnoZimo z 1 in ga) pristejemo k prvemu, nato pa zadnji
stolpec pomnoZimo z 2 in ga pristejemo k drugemu stolpcu. Sesta lastnost izmed zgoraj
nastetih nam zagotavlja, da vrednost tako dobljene determinante ostane nespremenjena.
Dobljeno determinanto bo (z razvojem po 1. vrstici) sedaj enostavneje izracunati. Tako
dobimo naslednji izracun (zadnji korak v izracunu je izveden s pomocjo Sarrusovega
pravila, ki ga lahko uporabimo, saj gre za determinanto reda 3):

o 0 0 -1

2 3 -1
2.3 -1 0 (1) - (=D 4 7 2
4 7 2 4 o1
-2 -2 4 -1

= 56—-12+8—-14+8—-48 = 2.

2.2.4 Preveri svoje znanje (determinanta)
Vprasanja iz teorije
1. Kako izracunamo determinanto reda 2?
2. Kaj pravi Sarrusovo pravilo in kdaj ga lahko uporabimo?
3. Pojasni pojma poddeterminanta in kofaktor.
4. Pojasni postopek ra¢unanja determinante z razvojem po i-ti vrstici.
5. Nastej lastnosti determinant.
6. Kaj lahko poves o determinanti produkta dveh matrik?
7. Kaksna je zveza med determinanto matrike in njej transponirane matrike?

8. Nastej operacije nad matrikami, ki jih lahko naredimo, da se vrednost de-
terminante pri tem ne spremeni.
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Resene naloge

1 5 2
Naloga 77 Izracunaj determinanto det(A) = -7 —2 3|.
0 -1 2

Resitev:

det(A)=1-(-2)-2+5-3-04+2-(-7)-(-1)—2-(-2)-0—-1-3-(-1)—5-(-7)-2=283
1 5 3 -1
.o . . 0 2 -2 1
Naloga 78 Izracunaj determinanto matrike A = 5 4 1 2
-1 2 3 1

Resitev: Nalogo bomo resili na dva nacina.

1. nacin: Pri proem nacinu bomo determinanto preoblikovali tako, da dobimo deter-
minanto zgornje trikotne matrike. Najprej prvo vrstico pomnoZimo z —2 in jo pristejemo
k tretji, nato prvo vrstico pristejemo k cetrti. Tako dobimo determinanto:

1 5 3 -1
0 2 -2 1
0 -6 -5 4
0 7 6 0

Sedaj drugo vrstico pomnoZimo s 3 in jo pristejemo k tretji, nato drugo vrstico po-
mnozZimo z —% in jo pristejemo k Cetrti, s Cemer dobimo:

15 3 -1
02 -2 1
00 -11 7
00 13 -7

V zadnjem koraku tretjo vrstico pomnoZimo s % in jo pristejemo k Cetrti. Tako dobimo

determinanto zgornje trikotne matrike, katere vrednost dobimo z mnoZenjem diagonalnih
elementov:

15 3 -1

02 -2 1 105

00 11 7|=12-(-11) =105
105

00 o0 &

2. nacin: Pri drugem nacinu bomo determinanto razvili po prvem stolpcu. V ta
namen lahko na enak nacin kot zgoraj pridobimo tri nicle, da determinanto preoblikujemo
v

1 5 3 -1
0 2 -2 1
0 -6 -5 4
0O 7 6 0
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Z razvojem po prvem stolpcu tako dobimo

2 -2 1
det(A) =1-(-1)!t.|—6 —5 4.
7 6 0

Tako preostane izracunati 3 X 3 determinanto, ki jo lahko izracunamo s pomocjo Sarru-
sovega pravila:

2-(=5)-0+(—2)-4-74+1-(—6)-6—1-(—5)-7—2-4-6—(—2)-(—6)-0 = —105.

Naloga 79 Resi enacbo

00 0 O3

00 -2 6 3 5 1 2
00 0 12 -jx 11=0
2 x 5 12 |-2 35
21 -1 41

Resitev: Najprej pois¢emo vrednost vsake determinante posebej, nato pa resitve
enacbe, ki jo dobimo z mnoZenjem obeh determinant. V prui determinanti zamenjamo 2.
in 3. vrstico, ter z —1 pomnoZimo 5. vrstico, ki jo pristejemo k 4. vrstici. Tako dobimo:

0 O 0O 0 3
0 O 0O 1 2
-0 0 -2 6 3 =12x-12.
0 x-1 6 -31
2 1 -1 4 1

Drugo determinanto izracunamo s pomocjo Sarrusovega pravila:

5 1 25 1
x 1 1} x 1=25—-2+6x+4—-15—-5x=x+12
-2 3 5|-2 3

Tako preostane resiti enacbo (12x — 12)(x + 12) = 0, za katero dobimo reSitvi:
x1=1inxy=-—12.

Naloga 80 Doloci x tako, da bo

1 -1 —x 0

2 x 3 -1
det(A) = 1 2 2 o0 =0.

1 0 1 1

Resitev: Determinanto resimo npr. z razvojem po zadnjem stolpcu. Tako dobimo:

1 -1 —x 1 -1 —x
det(A) = (—1)- (=1)*™-]1 2 —2/+1-(-)*™*]2 x 3
10 1 1 2 -2
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Posebej izracunamo determinanti, ki nastopata v zgornji vsoti. To lahko naredimo po-
novno z razvojem ali s Sarrusovim pravilom. Vrednost prve determinante je

1 -1 —x1 -1
1 2 2|1 2 =2+2+2x+1=5+2x.
1 0 11 O

Druga determinanta je enaka
1 -1 —x|1 -1
2 x 32 x =-2x—3—4x+x*—6—4=2x"—6x—13.
1 2 -2/1 2
Tako je det(A) = —5 — 2x + x? — 6x — 13 = x?> — 8x — 18 = 0. Po formuli za resitve
kvadratne enacbe dobimo x1, = 864472 Vg4+72 =44++/34.

Naloge za samostojno reSevanje

ain a2 413
Naloga 81 Prepricaj se, da za matriko A = |ap; ax a3 | dobis enako vrednost

az1 a3 4as3
determinante ne glede na to, ali jo izracunas jo po Sarrusovem pravilu ali z razvojem po
1. vrstici ali z razvojem po 2. stolpcu.

Naloga 82 Za determinante reda 2 se prepricaj, da velja lastnost det(AT) = det(A).
Naloga 83 Izracunaj determinanti:

cosXx Ssinx
sinx cosXx

det(A) = in  det(B) = Zj’jz _Csls“yy

Resitev: det(A) = cos(2x), det(B) = cos(y — x).

3 1 2
Naloga 84 Izracunaj determinanto det(A) = |5 —2 4|.
1 -1 5
Resitev: det(A) = —45.
1111
143 2]
Naloga 85 Prepricaj se, da je 02 3 5= 1.
2 2 47
1 2 0 1
—— . 4 5 3 2
Naloga 86 Izracunaj determinanto det(A) = 1 0 5 af
-2 3 -6 1

Resitev: det(A) = 22.
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100000
324000
L . 120000
Naloga 87 Izracunaj determinanto det(A) = 111100
111111
111121
Resitev: det(A) = 8.
Naloga 88 Doloci x tako, da bo
1 x 2 0
4 1 —x 3
13 1 % %
-1 2 -1 x
Resitev: x15 = *%jlﬁ, x3 = 1.

2.2.5 Inverzna matrika

V tem razdelku bomo spoznali, kako lahko s pomo¢jo determinante ugotovimo,
kdaj je matrika obrnljiva. Ob tem bomo spoznali tudi nac¢in, kako izra¢unamo
inverzno matriko, kadar le-ta obstaja. V ta namen najprej potrebujemo definicijo

prirejenkep]

Matrika A je prirejenka matrike A, Ce je njen (i, )-ti element a; ; enak

Zl\i]' = (—1)i+j det(A]'i).

Iz definicije opazimo, da bi prirejenko lahko opisali tudi kot transponirano
matriko kofaktorjev, saj je a;; = Aj.

1 3

Resitev: Kofaktorji so Aj1 = 3, A1p = —1, Ap1 = 3, App = 2, s cemer dobimo
matriko kofaktorjev:
3 -1
by

Transponirana matrika kofaktorjev (oz. prirejenka matrike A) je torej

~ 3 3
]

Primer 89 Izracunaj prirejenko A matrike A = [ ] ter produkt AA in det(A).

5 V nekaterih virih prirejenki re¢ejo tudi adjungiranka.
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Izracunajmo e produkt AA:

~ 2 -3 3 -1 9 0
A'A_L 3}'[3 2}_[0 9}_9'1
. . . 2 -3
Determinanta matrike A je det(A) = 1 3|= 9.
-2 1 2
Primer 9o Izracunaj prirejenko A matrike A = | 21 4 | ter produkt AA in
1 0 -1
det(A).
Resitev: Najprej izracunajmo kofaktorije:
1 4 2 4 21
— (_1)1+1 - _ - _ — — — _
A = (-1) 0 _1‘ 1, Ap 1 176 A= 0‘ 1,
1 2 -2 2 21
— (_1)2+1 _ — _ - _ —
A = (1) 0 _1‘ 1, Ax ‘ 1 _1‘ 0, Apx ‘ 1 O‘ 1,
1 2 -2 2 -2 1
— (_1)3+1 _ - _ _ — — _
Az = (=1)"" 4‘ 2, A y 4l =12 Am=|, 1’ 4.
-1 6 -1
Matrika kofaktorjev je torej: | 1 0 1 | in ko jo transponiramo, dobimo A =
2 12 -4

-1 1 2

6 0 12 |. Produkt matrik AA je enak

-1 1 —4

AA =

-2 1
2 1
1 0

Determinanta matrike A je

-2
det(A) =1 2
1

1
1

0

2
4
-1

2 -1
4 1-16
-1 —

2 6 00
12| =10 6 0| =6-1
—4 0 06

=-2.1-(-1)+1-4-142-2:0—-2-1-1—(=2)-4-0—1-2-(—1)

= 6.

V obeh zgornjih primerih opazimo, da je produkt matrik AA = det(A) - I.
Kmalu se bo izkazalo, da to ni naklju¢je in da nam prav ta lastnost da odgovor na
vprasanje, kdaj je matrika obrnljiva in kako tedaj izra¢unati njen inverz. Preden
pa dokaZemo izrek, ki govori o tem, pokaZimo, da velja naslednja lemaﬂ ki jo

bomo potrebovali v njegovem dokazu.

6 Lema je v matematiki obi¢ajno manj pomembna pravilna izjava (tehni¢ne narave), ki jo potrebu-
jemo, da bi dokazali pomembnej$o trditev, ki jo imenujemo izrek.
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Lemag1 Zaj #ije
n .
Z(—l)H_k “Ajg - det(A]'k) = 0.
k=1

Dokaz. Naj bo A’ matrika, ki jo dobimo iz matrike A € R"*" tako, da namesto
j-te vrstice zapiSemo i-to vrstico, ostalih vrstic pa ne spreminjamo. Tako ima
matrika A’ dve enaki vrstici iz zato je njena determinanta enaka 0. Determinanto
matrike A’ razvijmo po j-ti vrstici (v kateri so torej elementi a;1, a5, . . ., 4;,). Tako
dobimo Zeljeno enacbo:

0 = det(A Z Aif ]+k det(A %)

Izrek 92 Matrika A je obrnljiva natanko tedaj, ko je det(A) # 0.

Dokaz. Najprej predpostavimo, da je matrika A obrnljiva in pokazimo, da je
njena determinanta razli¢na od 0. Ker je A obrnljiva, obstaja A~1, pri ¢emer je
A-A71=A"1. A= I Tako dobimo

1 =det(I) = det(A- A7) = det(A) - det(A™)),

od tukaj pa je razvidno, da je det(A) # 0.

DokaZzimo 8e 1mp11kac1]o v drugo smer: predpostavimo, da je det(A) # 0
in ob tem izpeljimo, da je matrika obrnljiva. To bomo storili tako, da najprej
dokaZemo, da velja

A =det(A)- I,

kjer je A prirejenka matrike A. Z (Ag)i]- oznac¢imo element i-te vrstice in j-tega
stolpca matrike AA. Po definiciji prirejenke dobimo

A = iaikakl = Zazk 1)tk . det(Ay) = det(A).
k=1
Za i # j pa po zgornji lemi dobimo
Z ajly; = Z ay - (—1)77F. det(Aj) = 0.
S tem smo dokazali, da velja

A-A=det(A)-L

Torej je A - ( . A) =1, od koder sledi, daje A~ = L. A. ]

T det(A)

1
det(A)
Iz dokaza izreka |92 sledi naslednja posledica.
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Posledica 93 Ce je A obrnljiva matrika, tedaj je

1 -
Al = A.
det(A)
1 -1 4
Primer 94 Poisci inverzno matriko matrike A= | 2 2 3
1 -1 0

Resitev: Najprej izracunajmo determinanto. To lahko storimo npr. z razvojem po
tretji vrstici, pri Cemer pred tem skusamo pridobiti Se kak$no niclo. To lahko doseZemo
tako, da prvi stolpec pristejemo k drugemu:

1 -1 4 10 4 0 4
det(A) =12 2 3| =2 4 3:1-(—1)3“-‘4 3‘:—16.
1 -1 0 100
Izra¢unajmo kofaktorje:
2 3 23 2 2
A= (-1) 1 ol =% A1p 10 =% As=|] _; 4,
-1 4 1 4 1 -1
= ( — 2+1 = — = = — = — =
An =D 4, Axn ’1 0‘ 4, A ‘1 _1‘ 0,
-1 4 1 4 1 -1
Az = (—1) > 3 11, Az 5 3 5 Asz b o 4.
Sedaj imamo vse potrebno za izracun inverzne matrike po formuli:
, [3 4 -1 -< 1 =
Al = A= 3 4 5 | =]_3 1 _35
— 6 1 16

2.2.6  Preveri svoje znanje (inverzna matrika)

Vprasanja iz teorije

1. Kako je definirana prirejenka matrike?
2. Kaj je rezultat mnoZenja matrike z njeno prirejenko?
3. Kdaj je matrika obrnljiva?

4. Kako izra¢unamo inverzno matriko obrnljive matrike?

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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Resene naloge

012
Naloga 95 Resi matri¢no enacbo (A —21)XT = A+ 1,¢eje A= |2 3 4.
101
Resitev: Najprej izrazimo neznano matriko X:
XT = (A-2D)"YA+1I)
X = (A-2D)"YA+D)T.
Sedaj poracunamo potrebni matriki:
112 -2 1 2
A+1= |2 4 4 in A-2I=1|2 1 4
10 2 1 0 -1
Determinanta zadnje matrike je
-2 1 2
det(A—-2)=|2 1 4|=2+4-2+2=6.
1 0 -1
Ko izrac¢unamo Se kofaktorje, dobimo
T 11 1
11—16—1 1—112 % % 3
(A—2I)’:—101:66012:102
11 _2
2 12 —4 -1 1 —4 -2 § —%
Naredimo Se koncni izracun:
ba -y
X=(A-2)'A+1)"'= |11 1
16 —1

Naloge za samostojno reSevanje

Naloga 96 Izracunaj inverzno matriko matrike A = E _48} .

4 8
ve . _1 o 1
Resitev: A= = 50 {_ 1 3}

—1 -2
_8 1 _13
5 5 5
Resitev: A~ 1= | -1 2 _1
. 5 5 5
1 1 1
2 2 2
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Naloga 98 Resi matricno enacbo

1 2 2 -8 3 0
2 -1 =21 X=|-5 9 0
2 -2 1 -2 15 0
74 33
-5 70
Resitev: X = —g —% 0
4 2.0
21 7

Naloga 99 Resi matricno enacbo B~ — X = XA + A, kjer je

02 -3 2 -4 5

A=1(00 2 in B=|2 -3 1

00 0 3 -5 -1
—8 27 —116
Resitev: X = § | -5 27 —95
1 0 1

2.3 SISTEMI LINEARNIH ENACB

Za uvod si oglejmo nekaj sistemov dveh linearnih enacb z dvema neznankama
(na kratko 2 x 2 sisteme). Te smo na razli¢ne nacdine znali reSevati Ze v srednji
Soli. Tokrat jih bomo resili z metodo nasprotnih koeficientov.

Primer 100 Resi naslednje sisteme:

2x+5y = 1
@ 3xi7y = 2
2x -3y = 4
®) 4x —6y = 10,
4x +5y = 2
© sxy10y — 4
Resitev:

(a) Proo enacbo zmnoZimo z —3, drugo z 2 in ju seStejemo. S tem najprej doseZemo
nasprotna koeficienta, ki stojita pred x, zato se ¢lena, ki vsebujeta x, pri sestevanju

enacb unicita. Tnko dobimo, da je —y = 1, torej y = —1. Vrednost y = —1
sedaj vstavimo v katerokoli od zacetnih enacb, npr. v prvo in tako dobimo Se
vrednost za x, ki je 3. Sistem ima torej eno samo resitev x = 3,y = —1. Resitve

sistema navadno zapisemo v obliki mnoZice resitev R, katere Cleni so urejeni pari,
ki jih uredimo glede na nastop spremenljivke v urejenem sistemu enacb. V nasem
primeru to pomeni en urejen patr, kjer na prvem mestu nastopa vrednost neznanke
x, na drugem pa vrednost neznanke y: R = {(3,—1)}.
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(b) Ce zmnoZimo prvo enacbo z —2 in jo pristejemo drugi enacbi, dobimo 0 = 2, kar
ne drZi. To pomeni, da sistem nima resitev. MnoZica resitev je prazna: R = @.

(c) Prvo enacbo pomnoZimo z 2 in od nje odstejmo drugo. Dobimo 0 = O, kar drZi,
pa tudi ne preseneca, saj je druga enacba ravno 2-kratnik prve. To pomeni, je
mnoZica urejenih parov, ki ustrezajo prvi enacbi, enaka kot mnoZica urejenih parov,
ki ustrezajo drugi. Tako dobimo neskoncno resitev, saj lahko x poljubno izberemo,
in ko je x izbran, je njemu ustrezen y enak y = 2_54", kar dobimo, ko y izrazimo iz
ene (katerekoli) od enacb. Tuko imamo mnoZico resitev R = {(x, 22%);x € R}.
Druga moZnost je, da poljubno izbiramo y. S konkretno izbiro vrednosti za y
je v tem primeru x enolicno dolocen. Na ta nacin dobimo sicer drugacen zapis
za mnoZico reSitev R = {(@,y); y € R}, ki pa predstavlja enako mnoZico
urejenih parov kot prejsnja.

V zgornjih zgledih so glede na Stevilo reSitev nastopile tri moZnosti: nobena,
natanko ena ali neskon¢no re$itev. Da je moZno le to troje (ne bi mogli dobiti npr.
5 resitev), je jasno takoj, ko pomislimo na geometrijsko interpretacijo zgornjih sis-
temov. Tocke (x,y), katerih koordinate ustrezajo linearni enacbi ax + by = c, kjer
so a,b,c konstante, leZijo na premici v ravnini. Tako smo z zgornjim re$itvami
dejansko poiskali presetisca danih premic. V primeru (a) sta se premici sekali v
eni to¢ki, v primeru (b) se je izkazalo, da sta premici vzporedni, v primeru (c)
sta premici sovpadali, zato je bila reSitev kar vsaka tocka te premice. IzkaZe se,
da tudi v primeru ve¢jega sistema nastopijo natanko te tri mozZnosti glede stevila
resitev’l

Cilj tega poglavja je posplositi metodo, ki smo jo uporabili za 2 x 2 sisteme,
na vedje sisteme in spoznati, od ¢esa je odvisna njihova resljivost. Pri tem nam
bodo v pomot¢ matrike, saj lahko vsak sistem linearnih enacb predstavimo v
obliki matrike. Prvi sistem iz zgornjega zgleda bi v obliki matrike zapisali takole:

o) lv]= 12 ) 2

Res, ¢e pomnoZzimo matriki na levi strani, dobimo

2x+5y | |1
3x+7y | [ 2]’
in ¢e upostevamo Se dejstvo, da sta matriki enaki, ko se ujemata v istoleZnih

elementih, dobimo nazaj zacetni sistem.
Zapis iz enacbe [1|Se bolj strnemo tako:

2 5|1

3 72|
O geometrijskem pomenu reSitev v primeru treh enacb s tremi neznankami bomo govorili v
naslednjem poglavju.
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V prvem stolpcu se torej nahajajo koeficienti, ki v sistemu stojijo pred x, v dru-
gem pa tisti, ki sicer v sistemu stojijo pred y. Za navpi¢no ¢&rto, ki ponazarja
enacaj, zapiSemo Se koeficienta, ki v sistemu igrata vlogo konstant na desni
strani enacb.

Enako naredimo v primeru vedjih sistemov (m linearnih enac¢b z n neznan-
kami), ki jih v sploSnem zapiSemo tako:

a11x1 + appxs + - - -+ ayx, = by

Ap1X1 + axnxy + - - - + ayuXxy = by

A1 X1 + X2 + - -+ AnXn = by,

kjer so a;;,b; € R (ali C), i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}, dana $tevila in so
X1,..., X, neznanke. Zgornji sistem, bi ob vpeljavi simbolov

a1 412 ... Aip X1 bl

ary axy ... Ay X2 by
A= . oo x=1 .|, b= ,

Aml Am2 -+ Amn Xn b

v matri¢ni obliki na kratko zapisali tako:
Ax =b.

Pri tem matriki A pravimo matrika sistema, matriki x pa re¢emo kar stolpec ne-

znank ﬁ Kot v zgornjem primeru, bi lahko sistem zapisali tudi v obliki matrike,
ki ji pravimo razSirjena matrika sistema:

a1 412 ... Qip bl
a1 axp ... ay | by
am]_ amz . e amn bm
Ce je b = 0 (kar je ekvivalentno b; = by = ... = by, = 0), pravimo, da je sistem

homogen, sicer je nehomogen.

Matriki x in b sta tukaj zaradi svoje dimenzije n x 1 oz. m x 1 oznaceni z malo ¢rko, ¢eprav za
oznake matrik navadno uporabljamo velike tiskane crke.
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2.3.1  Cramerjevo pravilo

Sprva se osredoto¢imo le na sisteme, pri katerih je Stevilo enacb enako Stevilu
neznank. Oglejmo si torej sistem Ax = b, ki bi ga izpisali tako:

a1 Aaip ... din bl
az1 dzp ... dypn bz
an]_ anz “ e ann bn

Izrek 101 Sistem n linearnih enacb z n neznankami, Ax = b, je enolicno resljiv na-
tanko tedaj, ko je det(A) # 0. Resitve so tedaj

. det(Ai)
~ det(A)’

Xi

zai e {1,2,...,n}, kjer je det(A) determinanta matrike sistema, det(A;) pa determi-
nanta matrike A;, ki jo dobimo tako, da v matriki A zamenjamo i-ti stolpec z elementi
stolpca matrike b.

Dokaz. Po izreku |92|je det(A) # 0 natanko tedaj, ko je matrika A obrnljiva.
Zato je z enoli¢nostjo matrike A~! zagotovljena enoli¢na resitev sistema x, ki
jo dobimo tako: enatbo Ax = b iz leve strani pomnoZimo z A~!, kar nam da
x = A~ 1b. Premislimo $e, kako se re&itev x izraZa:

X1 ay ap ... i by

N I R S S SN A1 Gy ... @2p )
B ~det(A)” det(A) P :

Xn /a\nl /a\nZ s Zl\nn bn

Ob upostevanju kdaj sta dve matriki enaki in enakosti @ = (—1)*det(Ay) (glej
definicijo prirejenke) dobimo:

1 o
det(A) 2 1% = der(a)

X; =

Y b~ 1)} det(Ay) = det(A)),

1
det(A)

n .
kjer zadnja enakost velja, saj je ) be(—1)%+ det(Ay;) ravno razvoj determinante
k=1
det(A;) po i-tem stolpcu. ]

V zgornjem izreku torej vidimo pravilo (imenovano Cramerjevo pravilo),
kako direktno izratunamo posamezno neznanko sistema. Ne smemo pa poza-
biti, da to pravilo lahko uporabimo le v primeru, ko je Stevilo neznank enako
Stevilu enacb in je izpolnjen pogoj, da je determinanta sistema razli¢na od 0.
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Primer 102 Resi sistem:

N

2x+y+z =
x+2y+z =
xX+y+2z = 6.

Resitev: Razsirjena matrika sistema je:

|
B

21 1|2
1 2 1|4
11 2|6

Nato izracunamo determinanto matrike sistema

211121
12112 =8+1+1-2-2-2=4.
11211

Vrednosti neznank sedaj dobimo z naslednjimi izracuni:

1 1 211 1
= Ger(a) A =g s 2 1= (=
2 21
y:detl(A)'det(Az):}I' L :%'4:1'
1 1 21 2
2= ey et = 5 111 i 461 —-.12=3

Tako je resitev sistema R = {(—1,1,3)}.

2.3.2  Gaussova eliminacija

V uvodnih primerih smo sisteme linearnih enacb resevali tako, da smo nad njimi
izvedli operacije, ki ne vplivajo na resitve sistema. Tudi v primeru ved¢jih siste-
mov spreminjamo enacbe do oblike, iz katere je mogoce kar razbrati reSitev.
Operacije, ki na resitve ne vplivajo, so:

e dve enacbi lahko zamenjamo med sabo,
e enacbo lahko pomnoZimo z neni¢elnim $tevilom,

e eno enacbo lahko pristejemo k drugi enacbi (posebej sestejemo levi oz. de-
sni strani enacb in ju enacimo).

Na razsirjeni matriki sistema Ax = b, ki jo bomo v tem razdelku na kratko
oznacevali z A, se omenjene operacije odrazajo takole:
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e vrstici v razsirjeni matriki sistema A lahko zamenjamo med sabo,
e vrstico v matriki A lahko pomnoZimo z neni¢elnim Stevilom,

e eno vrstico matrike A lahko pristejemo k drugi vrstici.

Nastete operacije se imenujejo elementarne vrsti¢ne transformacije. Matriki
A in A’ sta vrsti¢no ekvivalentni, ¢e eno iz druge dobimo z zaporedjem
elementarnih vrsti¢nih transformacij. Da sta matriki A in A’ vrsti¢no ekviva-
lentni s simboli zapiSemo:

A~A.

Tako vrsti¢no ekvivalentni razsirjeni matriki A in A’ predstavljata sistema, kate-
rih mnoZici reSitev sta enaki.

Primer 103 Oglejmo si e enkrat sistem iz primera[100|(a):

2x+5y = 1
3x+7y = 2.

Dani sistem smo resili tako, da smo prvo enacbo zmnoZili z —3, drugo pa z 2 in ju
sesteli. Vse tri so elementarne vrsticne transformacije in ne vplivajo na resitve sistema.

Tako velja
2 5|1 2 5|1
3 7|2 0 —1(1 ]|’

saj je prva matrika razsirjena matrika sistema, drugo matriko pa smo iz prove dobili
tako, da smo prvo vrstico prepisali, v drugo pa zapisali koeficiente, ki jih dobimo po
izvedenih omenjenih transformacijah. 'V bodoce bomo pojasnila, kako iz neke matrike
dobimo naslednjo, zapisali takole’}

2 51| —sviyava»ve |2 5 |1
3 7|2 1o =11 |"

Ce sedaj zadnjo matriko pretvorimo nazaj v sistem, se le-ta glasi

2x+5y = 1
-y = 1L
Od tod iz druge enacbe dobimo y = —1 in nato iz prve x = 3.

Ce primerjamo natin re$evanja sistema iz primera[100|(a) (kjer smo uporabili
metodo nasprotnih koeficientov) z zgornjim na¢inom z uporabo matrik, vidimo,

Zapis —3V14-2V2 — V2 torej pomeni, da prvo vrstico (oznac¢eno z V1) pomnozimo z —3, drugo
vrstico z 2, ju seStejemo, nato pa rezultat vpisemo v drugo vrstico (— V2).
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da temu, da se pri prvem nacinu Zelimo znebiti spremenljivke x, ustreza prido-
bljena ni¢la v matriki na mestu elementa, ki leZi v prvem stolpcu in drugi vrstici.
Podobno postopamo pri vegjih sistemih, kjer je cilj transformirati razsirjeno ma-
triko sistema v stopnicasto matriko, to pomeni v matriko, v kateri so vrstice
s samimi ni¢lami (¢e obstajajo) na koncu, nenicelne vrstice pa so urejene tako,
da ima vsaka nadaljnja vrstica na zacetku ve¢ nicel v primerjavi s predhodno
vrstico. V spodnjem primeru stopnicaste matrike * oznacuje poljubno Stevilo:

o O O O
S O O W
O O O ¥ ¥
S O N ¥ ¥
O % ¥ X ¥
O ¥ % ¥ ¥

O R % ¥ ¥

Postopku preoblikovanja (s pomocjo elementarnih vrsti¢nih transformacij) razsirjene

matrike sistema v stopnicasto obliko re¢emo Gaussova eliminacija. Pojasnimo
njeno delovanje na zgledih.

Primer 104 Poisc¢imo resitve sistema:

x+y—z = 9
y+3z = 3
—x—2z = 2.

ZapiSemo razsirjeno matriko sistema, nad katero izvajamo elementarne vrsticne transfor-
macije, da dobimo stopnicasto matriko (pri tem bo oznaka V2 < V3 pomenila zamenjavo
2. in 3. vrstice):

1 1 — 1 1 —-1/9
0 1 3 |3 | 2w 1 0 _2|o | rrveov
| -1 0 —2|2 0 1 3|3
11 —-1|9 11 =119
01 —3|11 | 2232V 191 3|11
|01 3|3 0 0 —6|38
Iz zadnje vrstice sledi, da je —6z = 8, od koder je z = —%. To lahko uporabimo v drugi
vrstici, iz katere sledi y — 3z = 11. Ko v omenjeno enacbo vstavimo z = —%, sledi, da je

y = 7. Sedaj v prvo enacbo, ki jo izpisSemo iz prve vrstice, torej x +y — z = 9, vstavimo
izracunani vrednosti za z in v, ter tako dobimo e x = 3. MnoZica resitev vsebuje eno
urejeno trojico: R = {(3,7,—%)}.

V zgornjem zgledu smo se ustavili, ko smo sistem prevedli na stopnicasto
matriko. To je bilo dovolj, da smo nato postopoma znali izpisati vrednost vsake
od neznank. Lahko bi pa postopek nadaljevali tako, da bi ni¢le (s pomocjo ele-
mentarnih vrsti¢nih transformacij) pridobili tudi nad glavno diagonalo matrike
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sistema, na diagonali pa bi na koncu nastopale samo enice. Ta postopek v li-
teraturi obicajno najdemo pod imenom Gauss-Jordanova metoda. Ta metoda
sicer zahteva Se nekaj dodatnega dela, a v tem primeru lahko reSitve sistema kar
preberemo iz matrike. Nadaljujmo s prej$njim zgledom.

Primer 105 Stopnicasto matriko iz primera nadalje preoblikujmo s pomocjo Gauss-
Jordanove metode. V primeru smo s postopkom pridobivanja nicel priceli tako, da
smo jih najprej pridobili v prvem stolpcu pod glavno diagonalo, Sele nato v drugem
stolpcu. Sedaj bomo naredili obratno: prvi korak je tako pridobiti niclo v zadnjem stolpcu
na mestih, kjer sta sedaj —3 in —1, sele nato bomo pridobili niclo na mestu elementa prove
vrstice in drugega stolpca. Pridobivanja nicel se lotimo na ta nacin, da si ne bi pokvarili

Ze pridobljenih nicel.

(11 -1]9
01 —3|11
00 —6/8
6 0 0
0 -2 0
0 0 -6

—4

—6V1+V3—V1

—2V24V3-V2
s

Av1
Zv2
B3

—14

8

[ —6
0
0

-6 0

-2 0

0 -6
2

0| 3

0 7

1| —4

—46
_q4 | ZBV2HVIoW
8

Zadnjo matriko smo iz predzadnje dobili tako, da smo vrstice delili z elementi, ki leZijo

na glavni diagnali matrike sistema. Iz zadnje matrike sedaj razberemo reSitev: x =

y=7inz=—3.

Oglejmo si Se nekaj zgledov.

Primer 106 Poisci resitve sistema:

Resitev:

1 1
-1 2
0 O

OO R, N R R
ON B DNDN

0

X+2y+z+t
X+2y+2z—t
2x + 4y + 6t
V1-V2—V2 1
—2V1+V3—V3 0
0

2
0
0

1

1

-1 2
-2 4

2
3/

7

—2V24V3—=V3
5 | 2
~10

Ceprav matrika sistema tokrat ni bila kvadratna, smo jo prav tako preoblikovali v sto-
pnicasto matriko. Ce iz nje izpisemo sistem enach, se ta glasi:

X+2y+z+t
—z+ 2t

A. Tepeh, R. Skrekovski
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Tako imamo dejansko sistem dveh enacb s stivimi neznankami. To pomeni, da sta dve
izmed neznank prosti (njuni vrednosti lahko poljubno izbiramo), preostali dve sta pa
enoli¢no doloceni z njima. Neznankam, ki jih lahko prosto izbiramo, recemo tudi para-
metri. 1z druge vrstice vidimo, da je vrednost z dolocena, kakor hitro izberemo vrednost
za t (t je torej parameter), in z je tedaj z = 2t + 5. Upostevajmo to v enacbi iz proe
vrstice x + 2y +z +t = 7. Tako dobimo x +2y +2t +5+t =7 0z. x =2 — 2y — 3t.
V zadnji enacbi smo x izrazili s pomocjo t in y, torej smo poleg t za parameter izbrali
tudi y. Vrednosti parametrov t in y so torej poljubna realna stevila, x in z pa potem
izratunamo glede na enacbi x = 2 — 2y — 3t in z = 2t + 5. MnoZica resitev bo tako
mnoZica urejenih Cetveric: R = {(2 — 2y — 3t,y,2t +5,t);y,t € R}. Sistem ima v
tem primeru neskoncno resitev.

Resitev v zgornjem primeru je 2-parametricna, saj v njej nastopata dva parame-
tra. Kadar nastopa le en parameter, govorimo o 1-parametri¢ni resitvi, v primeru
k parametrov pa o k-parametricni resitvi.

Primer 107 Pois¢i mnoZico resitev sistema:

dx -2y +5z = 6
3x+3y+8z = 4
x—5y—3z = b

Resitev: V postopku Gaussove eliminacije najprej zamenjamo prvo in tretjo vrstico,
saj je s pomocjo enice v levem zgornjem kotu matrike najlaZje pridobiti nicle v prvem
stolpcu pod njo.

4 -2 5 |6 1 -5 -3|5 —3V14+V2—V2
3 3 8 4 V1<V3 3 3 8 4 —4V1+V3—V3
1 -5 -3|5 4 -2 5 |6

1 -5 —3| 5 1 -5 3] 5

0 18 17 |—11 | 222V2Y | o 18 17 | -11

0 18 17| -14 00 0/ 3

V zadnji vrstici matrike pise: 0-x +0-y +0-z = 3 0z. 0 = 3, kar je protislovje, zato
je mnoZica resitev prazna: R = @.

2.3.3 Rang matrike in resljivost sistemov

V razdelku o Cramerjevem pravilu smo se Ze naucili, da je sistem enoli¢no
resljiv (ima natanko eno reSitev) natanko tedaj, ko je determinanta sistema
razlitna od 0. Ce je determinanta sistema enaka 0, lahko nastopi le ena od
moZnosti: ali reSitev sploh ni (re¢emo, da je sistem protisloven) ali jih je pa
neskon¢éno (v tem primeru govorimo o parametricni resitvi sistema). Katera
izmed teh moZnosti bo nastopila, lahko sklepamo iz oblike stopnicaste matrike,
ki jo dobimo po konc¢ani Gaussovi eliminaciji. Za natanc¢nejsi opis potrebujemo
definicijo naslednjega pojma.
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Rang matrike A, rang(A), je $tevilo nenicelnih vrstic stopnicaste matrike, ki
je vrsti¢no ekvivalentna matriki A.

IzkaZe se, da je rang matrike neodvisen od zaporedja elementarnih vrsti¢nih
transformacij, s katerimi smo dano matriko prevedli na stopnicasto, dokaz izpu-
stimo.

Primer 108 Rang razsirjene matrike

[4 -2 56
A=13 3 8 |4],
1 -5 -3|5

ki se je v primeru izkazala za vrsticno ekvivalentno matriki

1 -5 -3| 5
0 18 17 | —11
0O 0 O 3

je tako enak rang(A) = 3. Ce opazujemo le matriko sistema

1 -5 -3
A=|0 18 17 |,
0 0 O

vidimo, da je rang(A) = 2.

O¢itno je, da rang razsirjene matrike ne more biti manjsi od ranga osnovne
matrike, lahko je pa vedji ali enak. Tako lo¢imo naslednje moZnosti, od katerih
je odvisna resljivost sistema.

1. Ce je rang razsirjene matrike enak rangu osnovne matrike sistema:

rang(A) =rang(A) =7,
je sistem resljiv. Znotraj tega nastopita dve moznosti:

a) ¢ejer = n (kjer je n stevilo neznank), je sistem enolicno resljiv,

b) ¢e je r < n, je reSitev neskonino (sistem ima (n — r)-parametricno
resitev).

2. Ce je rang razSirjene matrike vedji od ranga osnovne matrike,

rang(A) > rang(A),

je sistem protisloven.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Primer 109 Za sistem iz primera smo v primeru videli, da je rang(A) >
rang(A), kar je v skladu z ugotovitvijo, da je sistem protisloven.

Primer 110 DoloCi parameter t tako, da bo sistem

tx —4y =7
3x—ty=1

protisloven.

Resitev: Najprej obravnavajmo moznost, ko je t = 0. V tem primeru takoj vidimo,
da bo sistem imel natanko eno resitev. Zato lahko predpostavimo, da je t # 0 in razsirjeno
matriko sistema preoblikujemo v vrsticno ekvivalentno stopnicasto matriko

7
t—21 |-

Poudarimo, da smo 2. wvrstico lahko mnoZili s t, saj smo predpostavili, da je t # 0
(mozZnost, ko je t = O pa Ze prej obravnavali posebej). Vrstico namre¢ lahko v postopku
Gaussove eliminacije mnoZimo le z nenicelnim Stevilom (glej prej nastete elementarne
vrsticne transformacije). Iz stopnicaste matrike sedaj razberemo, da sistem ne bo imel
resitev, ce bo 12 — t> = 0 in t — 21 # 0. Iz prvega pogoja dobimo (2v/3 — t)(2v/3 +
t) =00z t; = 2V/3ali tp = —2+/3. V obeh primerih je t —21 # 0. Ce je torej
t1 = 2V/3ali ty = —2+/3, je rang osnovne matrike 1, rang razsirjene pa 2, zato je
sistem protisloven.

t =417 | —3Vi+tv2—Vv2 t —4
=
3 —t|1 0 12—

Primer 111 Razisci, kako parameter s vpliva na resitve sistema:

x—3z = -3
2x +sy —z -2
x+2y+sz = 1

1 0 =3|-3 | —2viyv2ow2 1 0 -3 -3

7 s 1|2 V1-V3—=V3 0 s 5 4 2V2+4sV3—=V3
12 s |1 0 2 —3-s5|—4
1 0 -3 -3 10 -3 -3

0 s 5 4 ~ 10 s 5 4
| 0 0 10—3s—s%|8—4s 0 0 —(s+5)(s—2)|4(2—5)

Pred obravnavo stopnicaste matrike poudarimo, da smo v postopku preoblikovanja
matrike do stopnicaste oblike na drugem koraku 3. vrstico mnoZili z s. Toda to smemo
narediti le, ¢e je s # 0. Zato moramo mozZnost, ko je s = 0 obravnavati posebej. V tem
primeru se matrika sistema glasi

1 0 -3|-3 —2V14+V2V2 1 0 -3|-3 1 0 -3|-3
20 —1|—2 | V=V g 0 5|4 | ~]0 —2 —3|—4]|,
12 011 0 —2 —3|—4 0 0 51| 4
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od koder razberemo enolicno resitev R = {(—32,%,3)}.

Sedaj se lahko (ob predpostavki, da je s # 0) vrnemo k prej dobljeni stopniasti
matriki. Glede na 3. vrstico v zadnji matriki vidimo, da bo smiselno posebej obravnavati
tri mozZnosti:

1. Ko je s = 2, se razsirjena matrika glasi:

10 -3|-3
02 5| 4
00 0]O0

Ker so v zadnji vrstici razsirjene matrike same nicle, je sistem ali protisloven ali
ima neskoncno resitev. Iz prvih dveh vrstic se izkaZe slednje: iz druge vrstice
dobimo 2y +5z = 4 0z. y = %. Ker smo y izrazili s pomocjo z, smo s tem z
izbrali za parameter. Zato tudi enacbo iz prve vrstice preoblikujemo na enak nacin:
iz x — 3z = —3 izrazimo x s pomocjo parametra z, tj. x = 3z — 3. V primeru
s = 2, imamo torej neskon¢no resitev: R = {(3z — 3,2 — 3z,z);z € R}.

2. V primeru, ko je s = —5 je razsirjena matrika sistema:
1 0 -3|-3
0 -5 5|4 |,
0 0 0|28

iz tretje vrstice pa sledi 0 = 28, kar pomeni, da je R = @.

3. Posebej smo Ze obravnavali primere, ko je s = 0, s = 2 ali s = —5. Tako preostane
poiskati resitve za vsak preostali s € R\ {—5,0,2}. Pri tem iz zadnje vrstice
dobljene stopnicaste matrike

10 -3 -3
0 s 5 4

0 0 —(s+5)(s—2)|4(2—5)

sledi, da je —(s +5)(s —2)z = 4(2 — s). Od tod dobimo
_ 42-s) 4

 —(s+5)(s—2) s+5

Iz druge vrstice te matrike dobimo sy +5 - S% = 4, od koder izpeljemo

_ 4
545

Yy

(Opomba: da bi izrazili y, smo zgornjo enacbo morali deliti z s. In korak ni
problematicen, saj je s po predpostavki razlicen od 0.) Ko v enacbo iz prve vrstice

x — 3z = —3 vstavimo prej izracunano vrednost za z, dobimo
-3
X = —30+s) S).
s+5
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Torej, pri izbranem s € R\ {—5,0,2}, dobimo natanko eno resitev:

R— —3(s+1) 4 4
B s+5 "s+5's+5/) )"

V zadnji nalogi smo si pri proucevanju vpliva parametra na resljivost sistema
pomagali z rangom. Naloge bi se bilo moZno lotiti tudi drugace, s pomo¢&jo
determinante. Vemo Ze (glej izrek [101)), da je sistem (z enakim Stevilom neznank
kot je enacb) enoli¢no resljiv, ko je determinanta sistema razli¢na od 0. Oglejmo
si determinanto sistema det(A) iz zgornje naloge:

10 -3
det(A) =12 s —1|=5>+35s—10= (s +5)(s —2).
1 2 s
Koje s = =5 ali s = 2, je determinanta sistema enaka 0, zato ima v teh primerih

sistem neskon¢no reSitev ali jih sploh nima. Katera od teh moZnosti nastopi,
smo se zgoraj Ze prepricali (glej 1. in 2. tocko zgornjega postopka). Ce je s # —5
ins # 2, je det(A) # 0, zato ima sistem enoli¢no resitev. Tudi to je v skladu z
ugotovitvijo od prej, tokrat pa jo izracunajmo s pomoc¢jo Cramerjevega pravila
(ki ga ob predpostavki s # —5 in s # 2 lahko uporabimo):

-3 0 -3
o 1 ) 1| = —3(s=2)(s+1) __ —3(s+1)
Y= @ |72 S T T el s+
1 2 s
1 -3 -3
= 1.2 2 —1j= 22 _ 4
Y = am T4 T T G5 (-2) 545
1 1 s

Nazadnje iz poljubne izmed enacb sistema (ali pa s Cramerjevim pravilom) do-

; oy — 4
bimo Se z = 15

Homogeni sistemi

Poseben primer sistemov so homogeni sistemi linearnih enacb. Omenili smo
Ze, da gre za sisteme oblike Ax = 0. Takoj lahko vidimo, da ima vsak homo-
geni sistem vsaj eno reSitev, to je x = 0 (ali z drugimi besedami, ¢e je x stolpec
neznank [x1,Xs,...,x,]’, potem je x; = x, = --- = x, = 0 zagotovo (ena od)
reSitev sistema). Tej reSitvi pravimo trivialna reSitev homogenega sistema li-
nearnih enacb. Vcasih pa poleg te reSitve obstajajo Se druge, ki jih imenujemo
netrivialne resitve. Kdaj natanko se to zgodi, nam pove naslednji izrek.

Izrek 112 Homogeni sistem linearnih enach Ax = 0 je netrivialno resljiv natanko tedaj,

ko je det(A) = 0.
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Dokaz. Izrek [101] (Cramerjevo pravilo) pravi, da je sistem Ax = 0 enoli¢no resljiv
natanko tedaj, ko je det(A) # 0. Ker je trivialna resitev vedno resitev homoge-
nega sistema linearnih enac¢b, v primeru, ko je det(A) # 0, ne more obstajati
nobena druga reSitve poleg trivialne. Torej, ¢e Zelimo netrivialno reSitev, mora
biti det(A) = 0. ]

Primer 113 Resimo homogeni sistem:

x—2y+z = 0
6y—3z = 0
x—2y—z = 0.

Resitev: Izracunajmo determinanto homogenega sistema:
1 -2 1|1 -2
0 6 30 6 =—6+6+0-6—-6—-0=—12.
1 -2 —-111 -2

Ker je determinanta sistema razlicna od 0, je resitev le trivialna: R = {(0,0,0)}.

Primer 114 Resimo homogeni sistem:

dx+2y+3z = 0
3y + 6z
4x +5y+9z = 0.

I
o

Resitev: Izracunajmo determinanto:

4 2 3|4 2
0 3 6/0 3=108+48+0—-36—-120—-0=0.
4 5 9|4 5

Ker je determinanta sistema enaka 0, obstajajo netrivialne resitve. Do njih si poma-
gamo z Gaussovo eliminacijo, kjer pa je dovolj zapisovati le osnovno matriko sistema
(ne razsirjene), saj stolpec nicel na desni ostaja enak ne glede na to, katero elementarno
vrsticno transformacijo uporabimo.

4 2 3 4 2 3 4 2 3
03 6 | VAZV3=2V8 | o 5 o V2AV3SVS | o 5
4 59 0 -3 -6 000

Iz druge vrstice sledi 3y + 6z = 0 0z. y = —2z, iz prve pa 4x +2y + 3z = 0, od
koder ob upostevanju, da je y = —2z, dobimo x = 7. Tako dobimo mnoZico resitev
R = {(%, —2z,z);z € R}. Opazimo, da je v tej mnoZici resitev vkljucena tudi trivialna

(ki jo dobimo, ¢e za z izberemo 0).
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Naloga 115 Doloci parameter t tako, da bo sistem

x+y+z = 0
tx +4y +z
bx+ (t+2)y+2z = 0

netrivialno resljiv in poisci resitve.

I
o

Resitev: [zracunajmo determinanto sistema:

1 1 1
t 4 1| =8+6+t24+2t—24—t—2—2t
6 t+2 2

= —t—12=(t—4)(t+3).
Sistem je homogen, zato je vedno resljiv. Ce je determinanta razlicna od 0, torej &e je

t € R\ {—3,4}, ima sistem le trivialno resitev (0,0,0). Cejet = —3ali t = 4, je
determinanta sistema enaka Q in sistem ima netrivialne resitve.

1. Ce je t = —3, dobimo sistem:

xt+y+z = 0
—3x+4y+z =
6x—y+2z = 0.

(e}

Resitve pois¢imo z Gaussovo eliminacijo:

1 1 1| svitve—v2 |1 1T 1 111

L34 | ZOVAEVESVE o o | Y24V g o,

6 -1 2 0 -7 —4 000
Iz druge vrstice dobimo enacbo 7y + 4z = 0. Ce z izberemo za parameter, se y z
njim izraZa kot y = —%z. Iz prve vrstice, ki predstavlja enacbo x +y +z = 0,
sledix=—y—z= %z — ;z = —%z. Tako dobimo 1-parametricno resitev:

3z 4z
R = == . RY.
{( 7 7,2),26 }

2. Zat = 4 dobimo sistem:

x+y+z = 0
dx+4y+z = 0
6x+6y+2z = 0.
Od tod dobimo
11 1] —avivv2—v2 (1 1T 1 11 1
4 4 1| ZOVIEVESVE | g _g| 4V2=8VEoVE o g g
6 6 2 00 —4 00 O
Iz druge vrstice sledi enacba —3z = 0, zato je z = 0. Ob upostevanju tega in
enacbe iz proe vrstice pa lahko x izrazimo s pomocjo y kot x = —y. Tako je resitev

v tem primeru neskoncno:
R={(-vy,0);y € R}.
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Racunanje inverzne matrike s pomocjo Gaussove eliminacije

Inverzno matriko Ze znamo poiskati s pomocjo formule iz posledice Lahko
si pa pri racunanju inverzne matrike pomagamo z Gauss-Jordanovo metodo.
Namre¢, &e is¢emo inverz A~! matrike A € R"*", lahko na to gledamo kot na
iskanje neznane matrike X € R"*", za katero velja AX = I, kjer je I enotska
matrika dimenzije n x n:

ap1 ap a1y X1 X12 X1n 10 ...0
a1 a2 Ay Xo1 X22 Xon | |01 .00
an1 an2 Ann Xnl Xn2 Xnn 00 1

Ob vpeljanih novih oznakah x; za i-ti stolpec matrike X, ter b; za i-ti stol-
pec matrike I, lahko v zgornji matri¢ni enacbi opazimo n sistemov enacb oblike
Ax; =b; (i € {1,2,...,n}). Sama matrika sistema je za vsakega od teh sistemov
enacb enaka (razlikujejo pa se njihove razsirjene matrike), kar nam omogoca, da
lahko reSujemo vse sisteme hkrati. To storimo tako, da matriki A pripiSemo
enotsko matriko, nato pa na ta nacin razsirjeno matriko sistema s pomocjo ele-
mentarnih vrsti¢nih transformacij preoblikujemo tako, da se na mestu matrike A
pojavi enotska matrika, kar pa pri tem nastane namesto enotske matrike, je ravno
iskana matrika X, torej matrika A~!. Opisani postopek bi lahko shemati¢no pov-
zeli tako:

[AT] 1A,

Y [a)

Oglejmo si Se zgled. V njem bomo kot obi¢ajno v prejsnjih nalogah namesto
oznake ~ raje zapisali postopek, kako dobimo matriko, ki je vrsti¢no ekvivalen-
tna prejsnji.

-2 1 2
Primer 116 Izracunaj inverzno matriko matrike A= | 2 1 4
1 0 -1
Resitev:
[ —2 1 2110 0] 1 0 —1|/0 0 17 —2vitvesw2
2 1 4]01 0] 22 | 2 1 401 0| 2V,
1 0 1|0 0 1| 21 2100
1 0 -1/0 0 1 T 10 =110 0 1 6V1+V3—V1
01 6101 —2 | V2191 6|0 1 —2 | 22V3=v2,
(01 010 2 00 6|—11 —4
- Vi v 1 1 1
60 0/-11 27 &7, [100|—¢ ¢ 3
0101 0 2 — 10101 0 2
00 6/-11 —4 001—-% % -2

A. Tepeh, R. Skrekovski
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Torej je

N
N wl—

Al=1 1

Q=
A= O -
WIN

2.3.4 DPreveri svoje znanje (sistemi linearnih enacb)

Vprasanja iz teorije
1. Nastej elementarne vrsti¢ne transformacije.
2. Kaj pomeni, da sta matriki vrsti¢no ekvivalentni?
3. Kaj je stopnicasta matrika?
4. Kako je resljivost sistema odvisna od ranga?
5. Kako je resljivost sistema odvisna od determinante?
6. Kaj lahko poves o resljivosti homogenega sistema?

7. Kako izra¢unamo inverzno matriko s pomo¢jo Gauss-Jordanove metode?
Resene naloge

Naloga 117 Resi matricno enacbo AX — X = B+ BX, Ceje A = [ 13

2 2
2 1
1 -1
Resitev: Na obeh straneh enacbe najprej odstejemo BX in tako dobimo enacbo AX —

X — BX = B. Sedaj X izpostavimo (na desni): (A — I — B)X = B. Ce dobljeno enacho
zmnoZimo z leve strani z matriko (A — I — B)~1, dobimo

X=(A-1-B)"!B.

]inB:

Izra¢unajmo inverz (A — I — B) L
1 01
2 0 1 2
-3 0]1 -1 10/-311
0 6/1 2 01| % 3
Torej
-1 1 1[ -2 2
—I1—B)l= 3 3| ==
L I R

in od tukaj dobimo
X — 1f-22) 72 1] _ 1[-2 -4
601 2 1 -1] 6| 4 1]
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Naloga 118 Pois¢i resitev sistema linearnih enacb:

xX—y+z = 2
x—y—2z = —L

Resitev: Matriko sistema pretvorimo v ekvivalentno stopnicasto:

1 -1 1|2 1 -1 1|2

1 -1 -2]-1 0 0 3|3]°
Tako iz druge vrstice najprej preberemo 3z = 3 0z. z = 1. Ob upostevanju Se proe
vrstice dobimo x —y + 1 = 2. Ker imamo tako eno enacbo, neznanki sta pa dve, eno
izrazimo z drugo, npr. x izrazimo z Yy, ali z drugimi besedami, y izberemo za parameter.

Za parameter se pogosto uporablja tudi zapis y = a,a € R. Potemjex =1+y =1+a.
Tako dobimo resitev: R = {(1+a,a,1);a € R}.

Naloga 119 PoisCi resitev sistema linearnih enacb:

3x—y+3z = 4
6x —2y+6z = 2
Sx+4y = 2.

Resitev: Zapisimo razsirjeno matriko sistema, prvo vrstico pomnoZimo z —2 in jo
pristejmo k drugi:

3 -1 3|4 3 -1 3| 4
6 -2 6(2|~|0 0 0|6
5 4 0|2 5 4 0| 2
Iz druge vrstice tako sledi 0 = —6, kar ne drZi, zato je sistem protisloven.

Naloga 120 Resi homogeni sistem linearnih enacb:

3x+2y+5z = 0
6x +4y+7z =
3x+2y—z = 0.

)

Resitev: Z Gaussovo eliminacijo dobimo:

32 5 3 25 325
6 4 7| ~1(0 03 ~1]003
3 2 -1 0 06 000

Iz druge vrstice razberemo 3z = 0, zato je z = 0. Iz prove vrstice sledi najprej 3x + 2y +
52 =0. Kerjez=10,je3x+2y =00z. y = —%x, x € R. Tako ima sistem netrivialne
resitve R = {(x, —3x,0);x € R}.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Naloga 121 Doloci realno stevilo a tako, da bo sistem linearnih enacb

x—y—z = 0
2x — 3y +az
(a—2)x+y+4z = 0

Il
o

imel netrivialne resitve. Katere so te resitve?

Resitev: Ker je sistem homogen, bo imel netrivialne resitve, ko bo determinanta
sistema enaka 0O:

1 -1 -1
det(A)=| 2 -3 a
a—2 1 4

=—12—-a®+20—-2-3a+6—-—a+8=—a(a+2)=0.
Torej a = 0 ali a = —2. Primera obravnavajmo vsakega posebej.

1. Najprej naj bo a = 0. Potem je

1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
2 -3 O0f~|]0 -1 2|~(0 -1 2],
-2 1 4 0o -1 2 0O 0 O

kjer smo drugo matriko dobili tako, da smo 1. vrstico pomnoZili z —2 in jo pristeli k
2. vrstici, ter 1. vrstico pomnoZili z 2 in jo pristeli k 3. vrstici. Tretjo matriko smo
iz druge dobili z odstevanjem 2. in 3. vrstice. Iz zadnje vrstice zadnje matrike sledi
—y+2z = 0in od tod y = 2z. Iz prve vrstice izpisemo enacbo x —y —z = 0,
od koder izrazimo x in dobimo x = y + z = 3z. Torej je mnoZica resitev enaka
R ={(3z,2z,2z);z € R}.

2. Naj bo sedaj a = —2. Spet se lotimo matrike sistema.
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
2 3 2|~(0 1 O0Of~]0 1 O
-4 1 4 0 -3 0 o 0 0

Od tod najprej razberemo, da je y = 0 in nato Se x = z, torej je mnoZica resitev
enaka R = {(z,0,z);z € R}.

Naloga 122 Razis¢i reSitve sistema linearnih enacb:

(t—2)x+ (2 —4)y = t2+2t
(t—2)x—(t—2)y = 3.

Resitev: Najprej poiscimo determinanto sistema:

= (=22 = (t—2)2(t+2) = —(t—2)%(t+3).

t—2 t2—4
det(A):‘t_2 2—t‘

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



2.3 SISTEMI LINEARNIH ENACB

1. Zat € R\ {-3,2} je det(A) # 0, zato za katerikoli t iz omenjene mnoZice po
Cramerjevem pravilu obstaja natako ena resitev:

242t t2—4
.3 —t—I—Z‘_—t3—2t2+2t2+4t—3t2+12
—(t—2)2(t+3) —(t—2)2(t+3)
 —t2(t+3)+4(t+3)  t+2

o —(t=2)2(t+3)  t-2

3—(t-2)75  —(t—-1) t—-1

—(t—2)  —(t-2) t-2

Torej, za t € R\ {—3,2} je

t+2 t—1
R=<%(——=—=)¢-
()t
2. Cejet = —3, se obe enachi sistema glasita enako: —5x + 5y = 3. Zato lahko y
izberemo za parameter, y € R, x se pa z njim izrazi kot x = ~—. V tem primeru

je resitev neskoncno: R = {(%,y);y € R}.
3. Cejet = 2, iz druge enacbe sistema dobimo protislovno enacbo 0x + Oy = 3, zato
je v tem primeru R = @.
Naloge za samostojno reSevanje

Naloga 123 Redi sistem linearnih enacb:

xX+3y+z 10
XxX—2y—z= —6
2x+y+2z= 10.

Resitev: R = {(1,2,3)}.
Naloga 124 Resi sistem linearnih enacb:

s+2t+3u—4v = 11
3s+2t+u+2v
2s+t+5u+vo
s+t+5u+v = b5

Resitev: R = {(—2,3,1,—-1)}.

Il
Sl
—_

Primer 125 PoisCi vse resitve sistema linearnih enacb

Uy +7ug +9us 4+ 3ur +5u3 —1 =0
2uq + 11uy = 4 — 12u3 — 25u4 — 22us5
Uy — 2up + 3us — 4uy + Sug = 2.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Resitev: IzkaZe se, da je rang(A) = 3 > rang(A) = 2, zato je sistem protislo-
ven. (Preden se lotis Gaussove eliminacije, ne pozabi sistema urediti glede na njegove
spremenljivke.)

Naloga 126 S pomocjo Gauss-Jordanove metode izracunaj inverzno matriko matrike

1 1
2 0 3
A= -11 -1
3 1
-5 1 =3
1 1 -1
Resitev: A™'=12 1 0
1 -1 1
1 1 -1 1 -1 3
Naloga 127 Resienacbo XA = B, kjerjeA= |2 1 0 |imB=|4 3 2
1 -1 1 1 -2 5
-3 2 0
Resitev: X =BA™ 1= | -4 5 -2
-5 3 0

Naloga 128 Resi matricno enacbo AX +2X = D — DX, kjer je A = [ (4)‘ :1)) } in
31
p-|5 1]

Resitev: X = (A+ 21+ D)—lD — [

0.28 0.08
024 0.14 |

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



VEKTOR]JI

Vektorje najdemo na vseh podrogjih, kjer se pojavi potreba po modeliranju s
koli¢inami, ki poleg informacije o velikosti nosijo tudi informacijo o smeri. Tako
se v vedini z vektorji najprej sre¢amo pri fiziki, ko z njimi opisujemo fizikalne
kolic¢ine kot so sila, hitrost, pospesek itd. Razen v fiziki vektorje najdemo tudi v
drugih vejah znanosti in inZenirstva, med drugim v elektrotehniki, navigaciji, lo-
gistiki, ekonomiji, itd. V ra¢unalni$tvu nanje naletimo kot na enodimenzionalna
polja, v racunalniski grafiki pa eno od temeljnih vlog igrajo geometrijski vektorji
in operacije z njimi, ki si jith bomo podrobneje ogledali.

3.1 GEOMETRIJSKI VEKTOR]JI

Vektor je urejen par tock v prostoru. Vektor, ki ga dolo¢a urejen par (A, B)

ozna¢imo z AB.

Vektor zﬁ ponazorimo z usmerjeno daljico od (zacetne) tocke A do (koncne)

tocke B, pri ¢emer smer vektorja ozna¢imo s pus¢ico. DolZzina vektorja AB je
dolzina daljice AB. Ozna&imo jo z ||zﬁ IB

Kadar ni potrebe po tem, da poudarimo zacetno in kon¢no tocko vektorja, ga
na kratko oznac¢imo tudi z malo ¢rko in puséico nad njo, npr. 7, ?, . Vektor
v prostoru tudi ni togo umescen. To pomeni, da ga lahko vzporedno prenesemo
v poljubno zacetno tocko.

Usmerjeni daljici AB in CD dolotata isti vektor @ natanko tedaj, ko sta
vzporedni, enako dolgi in enako orientirani (usmerjeni), glej sliko

_>
Naj bosta @ in b poljubna vektorja, ki ju premaknemo tako, da konec Vel<>-
torja g sovpada z zacetkom vektorja b . Potem je vsota vektorjev 7 in b

91
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Slika 1: Usmerjeni daljici.

_>
vektor @ + b, ki ga dobimo kot usmerjeno daljico, ki poteka od zacetne
tocke vektorja @ do koncne tocke vektorja b, glej sliko

_
-

Slika 2: Vsota vektorjev.

Vsoto vektorjev bi lahko opisali tudi s pomocjo paralelogramskega pravila: e
imata vektorja 7 in ? skupno zacetno tocko, je ﬂ'una vsota @ + b usmerjena
diagonala paralelograma, ki ima vektorja 7 in b za stranici in ima zadetek v
skupni tocki vektorjev 7 in 7, glej sliko 3. Od tod sledi, da je

- =
T+D=0+7.
Vsoto treh vektorjev dobimo tako, da vsoti dveh vektorjev pristejemo tre-

tjega. Prepri¢amo se lahko (v pomoc¢ naj bo slika [4), da vrstni red sestevanja ni
pomemben, saj za seStevanje vektorjev velja asociativnostni zakon:

— —
(F+ b))+ =7+(b+7).
Zato si lahko privos¢imo zapis brez oklepajev:

(T4 D)+ =T+ (b +T)=a+ b + 7.

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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Slika 4: Vsota treh vektorjev.

Vektor, ki se za¢ne in konca v isti tocki, imenujemo nicelni vektor in ga
" = . - = = j .
oznacimo z 0 . Tako za poljuben vektor 4" velja a" + 0 = a’. Vektor BA je

nasprotni vektor k vektorju zﬁ, glej sliko |5, Nasprotni vektor k vektorju i
oznac¢imo z — 4. Za nasprotna vektorja velja:

_>
T4+ (-7)=10.

_>
Na razliko vektorjev b — 7 gledamo kot na pris$tevanje nasprotnega vek-
torja:

T —F =0 +(=7)

)4 %
. Ce sta vektorja 7in b postavljena v skupno izhodisc¢e, potem lahko razliko
b —d opiSemo kot vektor, ki ima zacetno tocko v koncni tocki vektorja 7 in
" ” vty ML L I
konéno toc¢ko v konéni tocki vektorja b, glej sliko @

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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|

Y

Slika 5: Nasprotni vektor.

AN
2N

_
\

=
b

7

Slika 6: Razlika vektorjev.

MnoZenje vektorja s skalarjem.
Naj bo A € R. Produkt A7 je vektor, dolo¢en z naslednjimi lastnostmi:

o\ 7 je vzporeden vektorju 7,
e dolZina vektorja s je [Al 7,

e Ce je A > 0, ima vektor A7 enako smer kot vektor 7; ceje A <O,

je vektor A7 usmerjen nasprotno kot ;e jeA =0,je A@ nicelni
vektor.

Na sliki B vidimo vektorje 7,27 in37.

4
—»
27

A

37

\

Slika 7: MnoZenje vektorja s skalarjem.

Enotski vektor ¢, v smeri vektorja T je vektor e = H_%WE)

Lastnosti seStevanja vektorjev in mnoZenja vektorjev s skalarjem lahko se-
daj strnemo v spodnja pravila, kjer so @, b in’C poljubni vektorji, A in u pa
poljubna skalarja:

DISKRETNA MATEMATIKA

A. Tepeh, R. Skrekovski



3.1 GEOMETRIJSKI VEKTOR]JI

- =
e komutativnost seStevanja: T+ =1b+7,

e asociativnost seStevanja:
— —
(F+b)+C=7+(b+7),

. « . . =
e obstoj nevtralnega elementa za seStevanje: obstaja vektor 0, da za vsak
) —
vektor @ velja @+ 0 = @

e obstoj nasprotnega elementa za seStevanje: za vsak vektor 4" obstaja
T -~
vektor — a’,daje 4 +(—a" )= 0,

e asociativnost v skalarnem faktorju: (Au)@ = A(u@),

e distributivnost v skalarnem faktorju: (A+ )@ =A@ +ua,

— —
e distributivnost v vektorskem faktorju: A(@ 4+ b ) =A7 +A b,
e obstoj enote za mnoZenje: 1 - T =7.

Lastnosti seStevanja smo Ze utemeljili. 1z definicije mnoZenja vektorja s skalarjem
takoj sledijo tudi lastnosti te operacije. Manj o¢itna je le lastnost distributivno-
sti v vektorskem faktorju, v katero se lahko prepricamo s pomocjo podobnosti
trikotnikov.

P
0
N G
-~ C —
Y Ab
4 7
7 oA
A B By

Slika 8: Podobna trikotnika AABC in AAB1C; .

Na sliki [§ vidimo podobna trikotnika AABC in AAB;Cy. Za dolZzine njunih
stranic velja:

— — —
|ABy|| : | AB|| = |B:CS| « | BE| = | ACY] : |[AC] = A.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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y —

Ci> Vpel]emo naslednji oznak1 za Vektor]a T ABin T = ‘a Vel]a torej
AB) = Aa,Blcl );b in AC, = AAC. Ker]ezﬁ Z+ in AC; =
AB, +BC, = AT +AD,odtodsledi A7 +A D = A(7 + D).

3.1.1  Koordinatni sistem v prostoru

Tridimenzionalni pravokotni kartezi¢ni sistem (na kratko ga bomo v nadaljeva-
nju imenovali koordinatni sistem) sestavljajo tri paroma pravokotne premice, ki
jim pravimo koordinatne osi. Osi imenujemo abscisna os (ali os x), ordinatna
os (ali os y) in aplikatna os (ali os z) ﬂ Koordinatno izhodis¢e imenujemo tocko,

Vv v

ki je presecisce osi koordinatnega sistema. Oznacevali ga bomo z O.

Za poljubno to¢ko T v prostoru naj bodo Tj, T; in T3 pravokotne projekcije
tocke T na koordinatne osi x, y in z (v tem vrstnem redu). Tocki T; ustreza realno
Stevilo ¢, tocki T, ustreza realno Stevilo ¢, tocki T3 pa ustreza realno Stevilo £3.
Torej smo tocki T priredili trojico realnih Stevil (¢4, £, t3), ki jo imenujemo koor-
dinate tocke T (glej sliko [g). Koordinata #; je abscisa, t; je ordinata totke, {3 pa
aplikata tocke T. Ker je vsaka totka prostora torej enoli¢no dolocena s trojico
realnih Stevil (koordinat), je prostor opremljen s kartezi¢nim koordinatnim siste-
mom enakovreden kartezi¢tnemu produktu R x R x R = {(x,y,z);x,y,z € R},
ki ga na kratko pigemo tudi R3.

z
A
T3(0/0/ t3) "~...
“"“'~...T(t1,t2, t3)
0 T%(O, t2,0)= y
Ty (t1,0,0) gl g
1(1,0,0) T'(t1, t2,0)

Slika 9: Koordinate tocke.

1 Merska enota je za vse tri osi ista (le v tem primeru veljajo nekatere matemati¢ne formule, ki jih
bomo spoznali v nadaljevanju).

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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Za tocki Ty(x1,y1,21) in To(x2, Y2, 22) je razdalja med njima d(Ty, T,) enaka

AT, T) = ITiT) = /(o -0+ (2 - )+ (- 2% @

Razdaljo med tockama T; in T, izpeljemo s pomocjo Pitagorovega izreka, saj
nanjo lahko gledamo kot na dolzino diagonale v kvadru (glej sliko[10). Preprosta
izpeljava formule (2) je naloga za samostojno reSevanje bralca.

z
Tr(x2,Y2,22)
22 P s
Y
A
Q\
Zl ........................... . .
iy, ) ’
: X
(@) X1 X2

Slika 10: Razdalja med tockama v prostoru.

Vektorije, ki smo jih obravnavali do sedaj, smo obravnavali kot proste vektorje
(lega takega vektorja v prostoru je nepomembna, saj je popolnoma dolocen s
svojo velikostjo in smerjo). Sedaj bomo vpeljali Se pojem krajevnega vektorja, ka-
terega zacetna toc¢ka zmeraj sovpada z izhodis¢em koordinatnega sistema.

Krajevni vektor tocke T je usmerjena daljica od tocke O do tocke T.
Ozna¢imo ga z r7:
ri = Of.

Vemo ze, da je totka T enolitno dologena s trojico (t1,ty, t3), zato je s temi
koordinatami tudi enoli¢no dolo¢en krajevni vektor tocke T, glej sliko Tako
pisemo 77 = (t1, 2, t3). Krajevni vektor koordinatnega izhodis¢a je nicelni vek-

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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tor 0 = (0,0,0). Sedaj lahko iz formule (2) izpeljemo razdaljo med to¢ko T in
koordinatnim izhodis¢em O, tj. dolzino krajevnega vektorja rr, ki je enaka:

|7] = d(1,0) = &+ 5+ &

T5(0,0, t3)

T(tl, tr, t3)

Tl(tlr O/ 0) ........................

Slika 11: Krajevni vektor.

Kot re¢eno, lahko poljuben prosti vektor K premaknemo tako, da se za¢ne v
izhodis¢u koordinatnega sistema, s ¢emer dobimo krajevni vektor (slika [12). Le-

tega oznacimo z Cﬁ 0Z. ﬁ; Naj ima toc¢ka P koordinate (a,b,c). Potem retemo,
daje (a,b,c) algebrai¢na reprezentacija geometrijskega vektorja 7.

Baza prostora R3

— — —
Najbo i = (1,0,0), j =(0,1,0)in k = (0,0,1). To so vektorji dolZine 1,

- —
k_i>kaiejo v pozitivnih smereh koordinatnih osi (slika . Vektorje i, j in

k imenujemo standardni bazni vektorji prostora R.

Za poljubno tocko T naj bo 77 = (t, 2, t3) njen krajevni vektor. Dobiti ga je
mogoce (glej sliko [14) kot vsoto naslednjih vektorjev

= = >
V_T>=(t1,tz,t3)=f1l +tj +tz3k.

. . . o .
Enako velja za vektorja Zin b z algebrai¢nima reprezentacijama T = (x1,41,21)

o
in b = (XQ,yz,Zz)i

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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Slika 12: Prosti in krajevni vektor.

Slika 13: Bazni vektor;ji.

- = >
d=(yn)=x1i+yj +zk
in
— — — —
b = (x2,y2,22) =%21 +y2j +2z2k.
Sedaj lahko izpeljemo
%
@+ b = (x,y1,71) + (2,42, 22)
T A - - s
=x11 +y1j +tz1k +x1 +y2j +22k
— — -
= t+x) i +y1+y2)j +(21+2)k
= (v1+ 22,11 + Y2, 21 + 22).
Podobno bi lahko izpeljali spodaj povzeta pravila za vektorske operacije v koor-
dinatnem zapisu, kjer sta @ = (x1,y1,2z1) in b = (x2,y2,22) poljubna vektorja:

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Z
. LTt o, t)
i A _
ts k
O =Y

\/

Slika 14: Krajevni vektor kot vsota vektorjev.

%
o 7+ b = (x1+ X2, Y1 + Y2,21 + 22),

o A7 = (Ax1, Ayr, Az1),

_7 - (_xll _]/1/ _Zl)/
%
T — b = (x1— X2, Y1 — V2,21 — 22).

_>
Ni odve¢ poudariti, da sta @ = (x1,v1,21) in b = (x2,1,22) enaka natanko
tedaj, ko se ujemata v istoleZznih koordinatah, tj. x; = x2, ¥y1 = yp in z1 = zo.
Hitro lahko vidimo tudi naslednje: za poljuben vektor AB velja AB = B — 4.

— —
Primer 129 Izracunaj5a +2b ,éeje @ = (2,0,—1)in b = (—3,4,2).

Resitev:
%
50 +2b =5(2,0,—1)+2(—3,4,2)

= (10,0, —5) + (—6,8,4)

= (4,8,—1).

— — —
Primer 130 Doloci vektorja @ in b, éeje @ —5b = (0,1,2) in 3@ — b =
(5,1,2).

—
Resitev: Najprej izrazimo vektor T iz prve enacbe, dobimo T =50 + (0,1,2),
in ga vstavimo v drugo enacbo:

3650 +(0,1,2)) — b = (5,1,2).

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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Nato poenostavljamo kot sledi:

wz+waa®—b (5,1,2)
14b = (51,2)—(0,3,6)

%

14b = (5-2,—4)

%

b =4 (5-2-4) = (& -4-3)

Sedaj lahko izracunamo Se koordinate vektorja T

o (5 1 2 (252 4
a —5b +(0,1,2)—5(14/ 7/ 7)+(O/1/2)_ (1 17/7)'

3.1.2 Linearna odvisnost in neodvisnost

Naj bodo a_f, a_2>, e, ﬂ) vektorji v prostoru, Ay, Ay, ..., A, pa skalarji. Izraz

M+ AT+ e+ T

imenujemo linearna kombinacija vektorjev a_f, a_2>, e, ﬁ.

V prejSnjem razdelku smo pok_a}zali, ga se vsak vektor da zapisati kot linearna
kombinacija baznih vektorjev i, j, k

Iil;lmer 131 Vektor 7 = (5,9,13) lahko zapzsemo kot linearno kombinacijo vektorjev
b =(1,2,3)in (357)sa]]ea—2b+

Linearno kombinacijo, v kateri so vsi skalarji A1,A;,..., A, enaki 0, 1menu—

jemo trivialna linearna kombinacija. Vrednost trivialne kombinacije je vselej f
Ce je vsaj eden izmed skalarjev A; razli¢en od 0, govorimo o netrivialni linearni
kombinaciji.

Vektorji a_f, a_2>, e, ﬁ so linearno neodvisni, e iz enakosti

_>
M + A3 + -+ Antty, = 0

sledi
AM=Ar=---=A,=0.

Linearno neodvisnost lahko pojasnimo tudi tako: vektorji iz mnoZice {a_f, a_2>, e, ﬁ}
so linearno neodvisni, ¢e se nobenega vektorja iz te mnoZice ne da zapisati kot
linearno kombinacijo drugih vektorjev iz te mnoZice.
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_)

_I;rimer_linearno neodvisnih vektorjev so standardni bazni vektorji: iz Ay i +
A j + A5k = 0 dobimo A;1(1,0,0) + A2(0,1,0) + A5(0,0,1) = (A1, Ay, A3) =
0, od koder sledi Ay = A, = A3 = 0.

Ce vektorji iz mnoZice {a_f, a_2>, ceey Ei} niso linearno neodvisni, re¢emo, da
so linearno odvisni.

Vektorji a_f, a_2>, e, ﬂ so linearno odvisni, ¢e obstajajo skalarji Ay, Ay, ..., Ay,
ki niso vsi enaki 0, da je

_>
M +A@3 4+ Aty = 0.

To pomeni, da se vsaj eden izmed njih da izraziti kot linearna kombinacija
preostalih.

_>
Primer 132 Ali so vektorji @ = (1,2,3), b = (3,5,7), ¢ = (0,1,2) linearno
neodvisni?
Resitev: Iz enacbe «(1,2,3)+ B(3,5,7) +v(0,1,2) =
-0

6> sledi

(a,2a,3a) 4+ (38,58,7B) + (0,7,27)

od koder dobimo sistem linearnih enacb

a+38 =0
26 +56+7 =0
3a+76+2y =0,

ki ga lahko resimo s pomocjo matrik in Gaussove eliminacije:

1 30 1 3 0 1 3 0
251 ~/0 -1 1| ~|0 -1 1
37 2 0 -2 2 0 0 O

Ta sistem ima neskon¢no mnozico resitev R = {(—3y,y,y);y € R}. Priizbiriy = 0
sicer dobimo, da je x = B = v = 0, toda pri izbiri y = 1, dobimo netrivialno resitev
(—3,1,1), kar pomeni, da so vektorji linearno odvisni. Spomnimo se, da to pomeni, da se

da en vektor izraziti z drugima dvema. Res, iz enacbe 37 + b + T =0 , za katero
sedaj vemo, da velja, lahko izrazimo npr. vektor " kot linearno kombinacijo vektorjev

— —
Tinb,t. =30 —1b.
Primer 133 Ali so vektorji (5,1,3), (1,0,—1), (0,1,2) linearno neodvisni?
%
Resitev: Iz enacbe «(5,1,3)+ B(1,0,—1) +v(0,1,2) = 0 sledi

(5a,a,30) + (B,0,—B) + (0,7,27) = 6>,
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od koder dobimo sistem linearnih enacb

S0 +p =0
x+vy =0
3a —B+2y =0,

ki ga resimo s pomocjo Gaussove eliminacije:

5 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 0 1f~(5 1 0O0|~|0 1 -5~ |01 -5
3 -1 2 3 -1 2 0 -1 -1 0 0 —6

Od tukaj dobimo a = B = v = 0, kar pomeni, da so vektorji linearno neodvisni.

—
Primer 134 Vektorja @ in b sta linearno neodvisna. Koliksna je vrednost skalarjev x

— —
iny, cevelja (b —3a)y+34a =247 — b)x?
Resitev: Enacbo preoblikujemo kot sledi:
y? — 3]/7> +37 = 2x_7> - xz,
37—3y7—2x7+x b :y b
(3—3y—2x)7 + (x+y) b

%

-0,

%
0.

_>
Ker sta @ in b linearno neodvisna, mora biti 3 — 3y—2x =0inx+y = 0. Od tod
pasledi, da jey = 3 in x = —3.

Primer 135 Naj bo v trikotniku AABC tocka E razpolovisce stranice AB. Tocka D
naj razdeli stranico BC tako, da je |BD| : |DC| = 2 : 3. Presecis¢e daljic AD in EC
oznacimo z M. V kak$nem razmerju tocka M razdeli daljico AD?

C
1
V
A
D
E
2
B

Resitev: Naloga sprasuje po razmerju dolZin daljic |AM| : |[MD)| ali |AM] :
|AD| (e poznamo eno, poznamo tudi dfﬂg)o razmerje). Enakovredno lahko postavimo
vprasanje o razmerju dolzin vektorjev | AM|| : | AD)||. Najprej opazimo, da sta @ =

—
ABin b = zﬁ linearno neodvisna vektorja. Vektor AM izrazimo kot linearno kombi-

. . ey .y <
nacijo vektorjev @ in b na dva razlicna nacina:

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA

103



104

VEKTOR]JI

%
(1) AM = mAD = m(AE + BD) = m(@ +2BC) = m(@ + 2(b — 7)) =
ﬁ
m7+%mb—%m7:%m7+%mb.
_>
(2) AM=AE+EM =17 +kEC =17 + k(EA+ AC) = 17 — k@ +kb.
2 2 2 2
Tako mora veljati enakost
3 » 2 —» 1, 1 5
Sma +5mb—2a 2ka +kb,

Ker sta vektorja 7 in b linearno neodvisna, je %m — % + %k = 0in %m —k =0,

od koder (¢e iz druge enacbe izrazimo k in ga vstavimo v prvo) sledi m = %. Tako je

AM = 3AD, od koder sledi | AM]| : | AD|| =5 8, oziroma | AM]| : | MD| =5 : 3.

3.1.3 Preveri svoje znanje (osnovno o geometrijskih vektorjih)
Vprasanja iz teorije
1. Kaj je vektor? Pojasni razliko med prostim in krajevnim vektorjem.
2. Pojasni, kako geometrijsko sestejemo dva vektorja.
3. Pojasni geometrijski pomen mnoZenja vektorja s skalarjem.
4. Nastej lastnosti seStevanja vektorjev in mnoZenja vektorja s skalarjem.
5. Kako v prostoru R? izra¢unamo razdaljo med dvema to¢kama?
6. Nastej lastnosti baznih vektorjev.
7. Kaj je linearna kombinacija vektorjev?

8. Pojasni linearno odvisnost in neodvisnost vektorjev.

Naloge za samostojno reSevanje
Naloga 136 Naj bo ABCD paralelogram.
(a) Izrazi vektorja AB in AD z vektorjema zﬁ in BD.

(b) Naj bo S presecisce diagonal paralelograma. Poisci vektor S% + CTS + S%

Resitev: (1) AB = 1AC — 1BD, AD = 1AC + 1BD, (b) 0.
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Naloga 137 V pravilnem sestkotniku ABCDEF naj bo R razpolovisCe stranice AB,
tocka S pa razpolovisce ﬂlljice CD. Vektorje If, D?, Iﬁ, RS in FS§ izrazile s pomocjo
vektorjev 7 =ABin b = AL.

Resitev: BC — 7—1—7,1?3: —7,1ﬁ: _27_?,1¥:
F$=27 +1%.

Naloga 138 Naj bodo A, T8 in ¢ krajevni vektorji do tock A, B in C. Izrazi z njimi

krajevni vektor tezisca trikotnika.

Resitev: 11 = %(17 + 7+ %)

(7 + 1),

\S]eV]

— —
lialoga 139 Poenostaviizraz @ — (20 +27 — (@ — b + (=) +37)+27) —

b.
Resitev: 5 a° —

Naloga 140 Dan je vektor 7 # 0. Kolik$no vrednost ima skalar m, ce je

2m—2)7 — (m+4)7 = —6a?
Resitev: m = 2.

Naloga 141 Iz enacbe izracunaj neznani vektor EL

%7+7ﬁﬂ7+7+57—ﬁﬁ

%
Resitev: ¥ = %(—7 + b —7).

_>
Naloga 142 Podana sta vektorja @ = (—3,2,1) in b = (1,1, —2). Izracunaj koor-

dinate vektorja T = %7 — 10, dolzino vektorja @, ter zapisi enotski vektor v smeri

vektorja @ (0znacimo g1z e;).
Sitev: © — (3 14 _ - 3 2 1
Resiteo: T = (=3,3,4) 1@ =Vid, & = (~Fy o o)
—
2k

— ™ .
T = poisci enotski

Naloga 143 Vektorjema
vektor ¢, ki je vzporeden vektorju
vie = _ 3 7, 3 2 57

Resﬂev.e—\/—faz—l—\/—@] —— k.

Naloga 144 Dane so tocke A(3,1,0), B(—1,3,2), C(4,1,5). Doloci tocko D tako, da
bo ABCD paralelogram.

Resitev: Najpﬁj> poiscimo krajevni vektor tocke D, torej Cﬁ Velja Cﬁ = O_/; +
zﬁ, pri cemer je OA = (3,1,0) in AD = BC = B —7¢ = (4—(-1),1-3,5—
2) = (5,—2,3). Sedaj dobimo O? = (3,1,0) + (5,—2,3) = (8,—1,3). Ker se
koordinate krajevnega vektorja tocke D ujemajo s koordinatami koncne tocke D, dobimo
D(8,-1,3).
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Naloga 145 Ali sta vektorja T = —% i +67j —|—%k in b = % i —%j — k
vzporedna?
%
Resitev: Namig: ugotovi ali obstaja skalar m, da velja T =mb . Izkaze se, da
.. .= 4_> JU S
obstaja: velja a° = —3 b, zato sta vektorja a’ in b vzporedna.

Naloga 146 DokaZi: ce so 7, ? 7 linearno neodvisni vektorji, potem so linearno
neodvisni tudi vektorji T+ ?, T+ 7 in 7 +7.

Naloga 147 Dan je paralelogram ABCD. Iz sredisca S stranice AB nacrtaj daljico SD,
ki seka diagonalo AC v tocki F. V kak$nem razmerju deli tocka F diagonalo AC?

Resitev: |AF|: |[FC| =1:2.
3.2 PRODUKTI VEKTORJEV
V prejsnjem razdelku smo Ze spoznali operacijo mnoZenja vektorja s skalarjem.
V tem si bomo ogledali, kako lahko vektorje mnoZimo med sabo. To je mogoce

s skalarnim, vektorskim in meSanim produktom. Ogledali si bomo definicije
omenjenih produktov, njihove lastnosti in geometrijski pomen.

3.2.1  Skalarni produkt vektorjev

%
Skalarni produkt vektorjev @ = (x1,y1,21) in b = (x2,12,22) je Stevilo

@ - b, definirano s predpisom

%
7b = X1X2 + Y1Y2 + z2122.

Lastnosti skalarnega produkta so:

%
1. rezultat skalarnega mnoZenja vektorjev b je skalar,

2. a -

5. AT B =F-(AD)=AMT- D),

[

0 natanko tedaj, ko je T =

72 |7 =V7d - 7T oz |7|P=7-7,

4
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— —

8. @-b = ||@|| V| coseg, pri ¢emer je ¢ vmesni kot med vektorjema 7
in b (1. kot ¢ z lastnostjo 0 < ¢ < 7, ki ga vektorja oklepata, ¢e izhajata
iz skupne zacetne tocke),

9. V= = 0 natanko teda], ko je T ali 7 = 0 alista vektorja 7 in
b pravokotna ( a 1 b)

Prvih sedem lastnosti izhaja neposredno iz definicije skalarnega produkta
(in lastnosti realnih $tevil). Premislek, da veljajo, je dobra vaja za preverjanje
razumevanja. PokaZimo pa, da veljata zadnji dve lastnosti. Najprej se spomnimo
kosinusnega izreka: v poljubnem trikotniku AABC velja a? = b? + ¢ — 2bc cos a.

C

o
A c
Slika 15: Kosinusni izrek.

%
Naj bo ¢ kot med Vektoﬂsma 7 in b, glej sliko Potem v trikotniku z
dolzinami stranic || 7’|, | b || in || b — @ || po kosinusnem izreku dobimo:

—> _> ST
| b = @R+ T2 =2 @7 | cos g

Po drugi strani pa velja

— 2 — —
177 = B -7 (T -7)
= b-b-b-a-a-b+a-a
— 2 —
= IPI"+ 17 ~27 - .
— —
Z enalenjem obeh izrazov tako sledi a T-b = I | b cos ®.

S pomogjo izpeljane formule se lahko sedaLErepriéamo da velja tudi 9. la-
stnost: ¢e je @b =0instaoba vektorja 7 in b nenicelna, mora biti cos Q= O
zato je ¢ = Z oz. vektorja sta pravokotna. Ce je kateri izmed vektorjev 7 in b
enak 6> potem je seveda @ 7 = 0. Ce sta Vektor]a pravokotna pa je vmesni
kot med njima enak ¢ = 7, od koder sledi a 7T = Izl 7 | cos F = 0.

- = =
Primer 148 Za standardne bazne vektorje i, j , k velja

-
7= =% K =1
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Torej so enotski in paroma pravokotni.
. . . . = .7
Primer 149 Izracunaj skalarni produkt vektorjev a" = (1,1,5)in b = (-2,1,3).
%
Resitev: @ - b = (1,1,5)-(—2,1,3) = —2+1+15 = 14.

—
Primer 150 Pois¢i kot med vektorjema @ = (—2,6,0) in b = (24,8,5).
Resitev: Kot ¢ med vektorjema, katerih koordinate poznamo, izracunamo s pomocjo
ﬁ
formule cos ¢ = ; Ker dobimo @ - b = —48+48+0 = 0, sledi da jep =75

1717
Torej sta vektorja pravokotna.

_>
Primer 151 Pois¢i kot med vektorjema @ = (4,—10,—2) in b = (5,2, —3).
%
Resztev Najprej izracunamo 70 = 20 20 + 6 = 6, ter dolZini vektorjev i
in b 17| = v/16 + 100 + 4 = /120, | 7 | = /25 + 4 + 9 = /38. Tako dobimo
%
05 — 7 - b 6
IZIT) - V120V38
in od tod ‘
= arccos | ——— | = 84,9°.
i ( V120+/ 38)
— —
Primer 152 Vektor]a Zin b oklepata kot %. Izracunaj Bd —b)- 27+ 1),

je | @) =4in||b| =5

Resitev: Najprej ugotovimo, da je

T = ||| cos @ = 4-5-cos = = 20+ = 10.
3 2
Nato lahko izpeljemo
B7 -1) Q7 +0b) = 68-T+37-0-20-7-0-0
- —> — 2
= 6| 7IP-7 b — |7

= 6-16—10— 25_61
. v . . .. . -
Primer 153 Izratunaj pravokotno projekcijo vektorja @ = (2,1,1) na vektor b =
(3,0,4).

Resitev: Pri izracunu nam bo pomagal naslednji premislek. Vektorja T in
premaknemo tako, da se zacneta v isti zaCetni tocki A. Nato koncno tocko B vektorja

SIS

=]

),

projiciramo pravokotno na nosilko vektorja b (tj. na premico, na kateri leZi vektor
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A AW

Slika 16: Projekcija vektorja na drug vektor.

glej sliko |16| Projekcijo tocke B oznacimo s C. Pro]ekczja vektorja @ na vektor b je

tako vektor zﬁ ki ga lahko izrazimo kot R A b za nek A € R. Nas cilj je poiskati
vrednost A.
Vektorja @ m b sta pravokotna, zato je @ b = 0. Vektor @ lahko izrazimo kot

? a Ab Tako sledi

- =
T AT T -
a0 —Ab-b =0
T = A
%%
A = Lb.
B
Sedaj dobimo
- —
L_ @ b _6+0+4 10
o ||7||2_ 9+16 25

in zato

25 575

¢ =193 0,4) = (60§).

3.2.2  Vektorski produkt vektorjev

— —
Vektorski produkt vektorjev @in b je enoli¢no dolocen vektor T x b, za
katerega velja:

— —
1. vektor @ x b je pravokoten na vektorja Zin b,

_>
2. njegova dolzina | @ X b || je enaka plos¢ini paralelograma, ki ga okle-
pata vektorja Tin b,

—
3. usmerjenost vektorskega produkta T X b je dolo¢ena po pravilu des-

nosucnega vijaka: ¢e vrtimo vektor i po krajsi poti k vektorju b,
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—
se bo usmerjenost vektorja T X b ujemala z gibanjem desnosuc¢nega
vijaka pri tej rotaciji.

—

Recemo tudi, da vektorji 7, b in @ x b tvorijo pozitivno orientirano trojico
3. > A

v R°: ¢e imajo vektorji a’, b in 4" x b skupno zacetno tocko in gledamo v

— —
smeri vektorja @ x b, se vidi najkrajSe vrtenje vektorja T proti vektorju b v
smeri gibanja kazalcev na uri.

Y

Slika 17: Vektorski produkt.

DolZina vektorskega produkta je torej enaka plos¢ini paralelograma, ki ga
oklepata vektorja v vektorskem produktu. Spomnimo se, da se plos¢ina pa-
ralelograma izracuna kot produkt dolZine osnovnice paralelograma in viSine
paralelograma. Glede na sliko [17] je dolzina osnovnice enaka || 7’|, visina v

paralelograma pa je enaka v = || b || sin ¢, od koder sledi

17 x D) =77 |sing.

— —
Iz zgornje enakosti sledi, da za nenicelna vektorja @in b velja Txb =0
rla;canko tedaj, ko je ¢ = 0 ali ¢ = 7. To velja v primeru, ko sta vektorja 4" in

S\

b Vzporedna oziroma, ko sta 7 in b linearno odvisna. Posebej tako velja:

iy
7 >< 7 = 0 za vsak vektor @. Zato tudi za standardne bazne vektorje i, j
in k velja:

e
ixT =] x]=kxk=0.

— = =
_)Vektor]l i ,_7:, k so enotski in paroma pravokotni, zato lahko izpeljemo
17 % T = I

vektorja k , kar pomeni dejansko i x j = k. Podobno lahko izpeljemo tudi
ostale spodnje enakosti:

%
|-l jllsinF = 1. Torejje i x j enotski vektor v smeri
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- - A
i X j=—jxi=k,
- = T
jxk=—-kxj=1,
- = - = =
kxi=—ixk=/j.

. .. . =T . - — . S
Primerjajmo vektorja mn( i x j )inm i xn j . Dolzina prvega je otitno |mn|,
prav tako pa tudi drugega:

[l i <n jo{l = {lm il j [ sin = = [mi[| © {[[n]l] j || sin 7 = |mn].

Oglejmo si Se smeri opazovanih vektorjev. Glede na predznaka skalarjev m in n
lo¢imo dve moZnosti.

1. Ce sta skalarja m in n oba pozitivna ali oba negativna, je produkt mn pozi-
tivno $tevilo, zato vektor mn( i x j ) kaze v smeri vektorja k . Enako ve-

- . . . -
ljaza vektorm i xn j ,vkar selahko prepricamo po pravilu desnosucnega
vijaka.

2. Ce pa je eden izmed skalarjev m in n negativen, drugi pa pozitiven, je
mn negativno Stevilo, zato vektor mn( i x j ) kaZe v smeri vektorja — k .
Uporabimo pravilo desnosu¢nega vijaka, da se prepricamo, da v teh dveh

- =

primerih enako velja tudi za vektor m i xn j .

Vektorja mn( i X j)inm i Xn | sta torej enako dolga in kazeta v isto smer,

zato sta enaka:
mi xnj =mn(i x j).

Na podoben nacin bi se lahko prepricali, da velja analogna formula za preostale
produkte: ¢e najprej vsakega od dveh standardnih baznih vektorjev pomnozimo
z nekim skalarjem, nato pa dobljena vektorja vektorsko mnoZimo, dobimo enak
vektor, kot ¢e produkt teh dveh baznih vektorjev pomnoZimo s produktom ska-
larjev. To dejstvo bomo uporabili pri spodnji izpeljavi. Prav tako bomo za stan-
dardne bazne vektorje uporabili distributivnost vektorskega mnoZenja glede na
seStevanje, dokaz Cesar pa izpustimo.
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%

Naj bosta vektorja 7 = (x1,y1,2z1) In b = (x2,Y2,22). Kot Ze vemo, ju lahko
zapiSemo kot @ =x1i +y1j +z1k in b =xp1 +y2j +2z k. Potemje
Txb = xlxz(T> X ?) +x1y2(7> X ?) —1—3(122(7> X 7)

- = - = -
+ yixa(jox i) +yy2(j x j)+nz(] x k)
—_ " = =
+ zixo(k x i)+ ziyp(k X j)+zize(k X k),
od koder sledi
- - — - — — —
T x b = x1y2 k —xlzu —y1xo k +y1z2 0 +z1x0 ] —21]/£>l

= (y1z2—z1y2) i + (z1x2 —x122) | + (Y2 —y1%2) k.

S tem smo izpeljali formulo za izra¢un vektorskega produkta, ¢e imamo
podane koordinate vektorjev, ki ju vektorsko mnozimo:

— —
a x b = (y1z20 — z1Y2, 21X2 — X122, X1Y2 — Y1X2).

Formule si ne rabimo zapomniti na pamet, saj Ze znamo (s Sarrusovim pra-
vilom) izra¢unati determinante reda 3. Velja namrec¢:

- = -
o]
- —
X2 Y2 22
— — — — — —
=y1z21 +z1x2 ] +x1y2k —xoy1 kK —y2z1 1 —2Xq |

- - -
= (1122 —y2z1) 1 + (z1x2 — 20x1) j + (x1y2 — x2y1) k
= (y1Zz — Y221,21X2 — Z22X1, X1Y2 — Xzyl)-

%
Primer 154 Izracunaj vektorski produkt vektorjev @ = (1,0,3) in b = (—1,1,2).

Resitev:
- - -
= ik T
axb=|1 0 3| =0i-3j+k-0k-3i-2]j
-1 1 2
— = =
= —3i —-5j] +k
= (-3,-51).

Postopek racunanja vektorskega produkta si lahko Se poenostavimo, Ce si zgornjo deter-

@n@}to _;Zredstavljamo razvito po prvi vrstici. Tako so skalarji, ki stojijo pred vektorji
i, j, k dejansko kofaktorji k tem elementom v pripadajoci determinanti. Tako je prvi
element urejene trojice, tj. skalar poleg i, enak 0-2—3-1 = —3, drugi element

—(1-2—(-1)-3)= =5, tretjipal-1—(—-1)-0=1.
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Primer 155 Doloci plos¢ino trikotnika ANABC, ¢eje A(1,2,0),B(3,1,—1)in C(0,2,1).

Resitev: Plos¢ina p trikotnika AABC je enaka polovici plos¢ine paralelograma,
ki ga oklepata zﬂctor]a & = AB in b = /Té le-ta pa je enaka dolZini vektorskega
produkta x b . Tako velja

1 -
p=5I7 x 7.
. .. . . . I G ¢
Najprej izracunajmo koordinate vektorjev a” in b :
%
T =AB=7 -7, =(2,-1,-1) in b =AC =77} =(-1,01)
Tako je
- =
N i ]k
Txb =2 -1 -1=(-1,-1,-1)
-1 0 1

in od tukaj | @ x 7” =V1+1+1=+/3. Zatojep =

NS

%
Za poljubne vektorje @, b, in 7 ter poljuben skalar A velja:

LAx b =0 x7a,

2 AT)X B =@ xAE)=MT x b),

3. (7+7)x7=7x7+7x?,

4 (TxB)xT=(T- )b — (7 - )7,

5. @x (0 xT)=(T- )b —(7-1)7,

6 (7><7) 7+(7><?>)><7+(7>><7)><7:6>
(Jacobijeva identiteta),

7 (Tx D) (Cxd)=(7-T)(b-d)—(7-d)- (T )
(Lagrangeova 1dent1teta)

Vse zgornje lastnosti lahko dokaZemo tako, da vektorje zapiSemo v sploSnem
— e
kot linearne kombinacije standardnih baznih vektorjev (npr. 4" = x1 i +y1 j +

Z1 k itd.), nato pa pokaZzemo, da na obeh straneh enacaja dobimo enak vek-
tor. Dokaze prepus¢amo bralcu kot nalogo za samostojno reSevanje. Ker velja
2. lastnost, lahko oklepaje tudi opustimo:

%
b

W)X B =@ xAD) =A@ x b)=AT x b.
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ﬁ
Primer 156 Podana sta vektorja @ = (—1,1,0)in b = (1,1, —2). Izraunaj (37 —
— - -
2b)x(5a +2b).

Resitev: Naloge se lahko lotimo na dva nacina. Pri prvem nacinu najprej izracunamo
koordinate vektorjev 34 —2b in5a +2b:

37 — 20 = (-3,3,0) — (2,2,—4) = (—5,1,4),

%
50 +20b0 = (—5,50)+ (2,2, —4) = (=3,7, —4).

Sedaj izrac¢unamo se produkt

N
— —
(B7 —2b)x (5@ +2b)=|-5 1 4 |=(-32,-32-32).
-3 7 -4
—
Pri drugem nacinu najprej poenostavimo izraz, nato pa izracunamo T b
— — — — - =
Bd —2b)x (5T +2b) = 15 x A +6a x b —10b x @ —4b x b

— —
= 64 X b_}+107>< b
= 167 x b =16(—2,—2,—-2) = (—32,-32,-32).

%
Primer 157 Vektorja Tin b oklepata kot ¢ = Z. Izracunaj plostino p paralelograma,
— — —
ki ga dolocata vektorja 2@ + b ind4@ —3 b ,ceje ||| =4in||b | =5.

Resitev:

a’ || sing
— 10-5-4-sin £ =200- %2 = 100v/3.

3.2.3 Mesani produkt vektorjev

— —
Me3ani produkt vektorjev @, b in ¢ je skalar (@ x b)- ¢, ki ga
o - 77—
ozna¢imoz (a’, b, ).

Oglejmo si geometrijski pomen meSanega produkta. Paralelepiped je geometrij-
sko telo, ki spada med prizmef} njegova osnovna ploskev pa je paralelogram.
Vsak rob paralelepipeda je vzporeden in skladen trem drugim, vsaka ploskev je
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Slika 18: Paralelepiped.

vzporedna in skladna nasprcic)ni ploskvi. V prostoru je dolocen s tremi vektorji,
re¢emo tudi, da vektorji 7, 0,7 napenjajo paralelepiped, glej sliko
Izkaze se, da je absolutna vrednost meSanega produkta (7, b, ?) enaka

prostornini V paralelepipeda, napetega na vektorje @, in¢:

V=|(7,7,7)

%
Premislimo, zakaj to velja. Naj bo ¢ kot med vektorjema Tin @ x b,
z v pa oznac¢imo visino paralelepipeda. Potem je cos¢ = H_%W in zato v =
T’ || cos ¢ 0z. natanéneje v = || ||| cos | (v primeru topega kota ¢ namred
velja cos(m — @) = H_%’ﬂ’ od koder sledi v = cos(mm — ¢)|| T || = —cos || T,
kar je enako v = | cos ¢||| T[], saj je cos ¢ negativen). Plog¢ina osnovne ploskve

(paralelograma) je, kot Ze vemo, enaka || @ x b ||. Ker se volumen vsake prizme
(in s tem tudi paralelepipeda) izrac¢una kot produkt plos¢ine osnovne ploskve in
viSine, tako izpeljemo:

Predzadnjo enakost smo dobili z upostevanjem, da je skalarni produkt vektorjev
enak produktu njegovih dolZin s kosinusom vmesnega kota.

Prizma je oglato geometrijsko telo, omejeno z dvema osnovnima ploskvama (ki sta skladna in
vzporedna n-kotnika) in plas¢em (ki je sestavljen iz n paralelogramov, ki povezujejo obe osnovni
ploskvi).
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%
Iz izpeljane formule V = |(@, b, )| vidimo, da je meSani produkt enak
0 natanko tedaj, kclle volumen paralelepipeda enak 0. Sledn]e se v prlmeru ko

_>
so vsi vektorji 7, b, nenicelni, zgodi natanko tedaj, kod,b,¢ lezijo v isti
ravnini. Zato si bomo z me$anim produktom lahko pomagali pri preverjanju ali
dani trije vektorji lezijo v isti ravnini. Ugotovljeno lastnost zapisimo Se v obliki
trditve.

—
Trditev 158 Nenicelni vektorji @, 0,7 leZijo v isti ravnini natanko tedaj, ko je
(7,7,7)=0.

—
Privzemimo sedaj, da nenicelni Vektor]1 a, b in ¢ ne leZijo v isti ravnini.

—
Potem je meSani produkt vektorjev (_> b _>) pozitiven natanko tedaj, ko le-ti
tvorijo pozitivno orientirano trojico \L;)rostoru Takrat je namrec¢ cos ¢ > 0 (kjer

je ¢ kot med vektorjema T in @ x ) in tako dobimo
- 77 =
(7,5, T)= |7 x V||| €] -cosp > 0.
Za uporabno se bo izkazala tudi naslednja lastnost meSanega produkta.

Izrek 159 (Ciklicnost mesanega produkta) Za poljubne vektorje 7, T in e velja

(@,0,0)=(0,2,7)=(C, 7, b) =

, ¢, a ¢, a,
- (7,7,0)=—(C,0,3)=—(7,7,0)
Dokaz. Naj bodo 7 = (x1,Y1,21), 7 = (x2,Y2,22), = (x3,y3,23). Potem je
- = P
(Tx b)) T = xll }/]1 z1| - (x3,Y3,23)
X2 Y2 22 (3)

= (y122 — Y227, —(x122 - x221),x1]/2 - xzy1) : (x3, y3,23)
= Y122X3 — Y2Z1X3 — X122Y3 + X221Y3 + X1Y223 — X2Y1Z3-

Enak izraz dobimo tudi, ¢e izra¢unamo

- =
Lo

AV

(bx)-d=|x yo z| (x1,¥1,21)
X3 Y3 z3

= (Y2z3 — Y322, — (X223 — X322), X2y3 — X3Y2) - (X1, Y1,21)
= X1Y223 — X1Y322 — X2Z3Y1 + X322Y1 + X2Y3Z1 — X3Y2Z1.

— —
Tako smo dokazali enakost (7, b ,?) = (b ,?,7), na podoben nacin se

lahko prepri¢amo tudi v vse ostale enakosti. n

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



3.2 PRODUKTI VEKTORJEV 117

Izra¢unajmo determinanto

X1 Y1 1
Xy Y2 Zo| = X1Y2Z3 + Y122X3 + Z1X2Y3 — X3Y2Z1 — Y3Z2X1 — Z3X2Y1.
X3 Y3 Z3

Tudi tokrat smo dobili enak izraz kot v zgornjem dokazu (glej izpeljavo (3)).

%
Zato za vektorje i (x1,y1,21), b = (x2,¥2,22), = (x3,Y3,23) velja

X1 Y1 1
= = J
—(de)-C—Xzyzzz.

X3 Y3z 23

(7,7,7%)

%
Primer 160 Izracunaj prostornino paralelepipeda, napetega na vektorje T = (0,2,3), b =

(1,-1,2)in @ = (5,2,1).
Resitev:

2
-1
2

(7, 7,7) =

7 7

=04+20+6—(—15+0+2) = 39.

g1 - O
— N W

%
Torej je V = (@, b ,7)] = 39.
Primer 161 Volumen paralelepipeda, napetega na vektorje a’, b in ¢

in je 4 cm?®. Ko-
liksen je volumen V paralelepipeda, napetega na vektorje 37 —2b,27 + 7,26 +
3¢C?

Resitev: Izracunajmo mesani produkt:

— —
(37 —2b,24 4+ 7,20 +37)

((37—2b)><(27+?2> (27+3_?:) .
= (67><7—|—3_>7><?_>>—4b ><_7)—2b_>><7)-(3>b +37)
6(7 x )b —8(b :7)- b —4(b :7)- b
+9 7><_F:)-?>—_1>2(b x@)- T —6(bx7C) ¢
6(7,?,2})—12(19,7,3) .
6(a,c,b)—12(a, 7, b)=-6(7,7c,0b)
Od tod sedaj dobimo
— —
V=|-6(a,¢,b)=6/(d,b,7) =6 -4=24cn’.
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Ij;imer 162 Koliksna mora biti vrednost parametra A, da bodo vektorji 7 = (3,1,-1),
b =(0,1,A) in ¢ = (A,2,0) lezali v isti ravnini?

— —
Resitev: Vektorji 7, b, K leZijo v isti ravnini natanko takrat, ko je (7, b, ?) =
0.
N 31 —1
(7,0, 7)=10 1 A|=A24+A-6A=A2-51=A(A—5)=0,
A2 0

od koder dobimo Ay = 0 ali A, = 5.

Brez dokaza navedimo naslednjo lastnost: prostornina tristrane piramide, ki
jo dolocajo trije vektorji, je enaka % prostornine paralelepipeda, dolo¢enega s
temi vektorji. Torej prostornino tristrane piramide z oglis¢i A, B, C in D lahko

izra¢unamo po formuli:

V =

}(E,TQB)].

1
6

Slika 19: Tristrana piramida znotraj paralelepipeda.

Primer 163 Izracunaj prostornino piramide z 0glis¢i v tockah A(—1,4,3), B(—1,0,0),
C(1,1,-3) in D(2, —1,1).

Resitev: Najprej izracunajmo koordinate vektorjev med tockami: 7 = DA =

%
(=3,5,2), b = DB = (=3,1,-1), ¢ = DC = (—&}2, —4). Prostornina piramide je
L prostornine paralelepipeda, napetega na vektorje T, b, 7T, torej V = %|(7, v,

Zato najprej izracunajmo mesani produkt in njegovo absolutno vrednost.

R 35 2
(7,70, T)=]-3 1 —1|=124+5-12— (—2+ 6+ 60) = —59.
1 2 —4
_>
Torejje V =1|(@, b, )| =1 —59 = 2
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3.2.4 Preveri svoje znanje (o produktih vektorjev)
Vprasanja iz teorije
1. Kako je definiran skalarni produkt?
2. Nastej lastnosti skalarnega produkta.
3. Kako je definiran kot med vektorjema in kako ga izra¢unamo?

4. Kako s pomocjo produktov vektorjev preverimo, ali sta vektorja pravoko-
tna oz. ali sta vzporedna?

5. Kako izra¢unamo pravokotno projekcijo nekega vektorja na drug vektor?
6. Kako je definiran vektorski produkt?

7. Pojasni geometrijski pomen vektorskega produkta.

8. Kaj je pozitivno orientirana trojica vektorjev?

9. Kako izracunamo vektorski produkt dveh vektorjev, ¢e poznamo njune ko-
ordinate?

10. Kako lahko s pomogjo vektorjev izra¢unamo plos¢ino trikotnika dolo¢enega
s tremi to¢kami v prostoru?

11. Kako je definiran meSani produkt?
12. Pojasni geometrijski pomen meSanega produkta.
13. Kako je s komutativnostjo vseh treh vrst produktov vektorjev?

14. Kako s pomocjo vektorjev preverimo, ali dane Stiri tocke leZijo v isti rav-
nini?

15. Pojasni lastnost mesanega produkta, ki ji pravimo cikli¢nost mesanega pro-
dukta.

16. Kako s pomo¢jo vektorjev izratunamo volumen tristrane piramide?

Resene naloge

e e
Naloga 164 Poisc¢i kot med vektorjema T =i+ jinb=j+k.
- = - = =
Resitev Velja T =i+ =1010inb=j+Fk =(01,1). Kerje

— —
= ||| || ] - cos g, velja ¢ = 7—1’_r Sedaj poracunamo

R
(1,1,0) - (011)_0+1+0:1 17 = vItl = v2in | T = v2. Tako
dobimo ¢ = f 5= = 1 in ¢ = arccos § = 60°.

_>
7 b =

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Naloga 165 Naj bosta e = 3? - 4? - ? in 7 — 27 + 3? — 6? diagonali
paralelograma. PokaZi, da je ta paralelogram romb, izracunaj dolZino njegove stranice in
en notranji kot.

Resitev: Da pokaZemo, da je paralelogram dejansko romb (torej paralelogram z
vsemi stirimi stranicami skladnimi), zados¢a pokazati, da se diagonali sekata pod pravim
kotom. Res, ¢ in 7 sta pravokotna vektorja, saj je e 7 =6—-12+6=0.

Ce v paralelogramu oglis¢a oznacimo z A, B,C, D in je e = /T(%, ? — DB ter
7 = AB in 7 = /ﬁ), potem velja T =17+ 7 in 7 =7 - 7 Ce zadnji enacbi
sestejemo, lahko iz dobljene enacbe izrazimo: T = %(? + 7) = 1(5,—1,-7). Od
tod pa sledi, da je || @' || = %3

— — =
Za izracun kota ¢ med vektorjema 7 in b najprej potrebujemo vektor b, b =

e -7 = (%,—%,%). Sedaj lahko izracunamo 7 b = —24—3. Tako imamo vse
PR . _>.% .
potrebne podatke, ki jih vstavimo v formulo cos ¢ = #ﬂ = —%. Tako dobimo
a

¢ = arccos(—%2) = 107.86°.

_>
Naloga 166 Najbo @ = (1,1,1), b = (-1,2,3), @ = (1,2,3). Izratunaj

(a) 7x7ter7x7,
() 27 +30)x (7 - D),
©) (Z+7)x (T - 7).
Resitev:
(a)
e
N i ]k
Txb=1 1 1|=01,-43), b xa =(-1,4,-3),
-1 2 3
(b)
- = -
N i ]k
Q7 +3b)x(a@—b)=|-1 8 11|=(-5720,-15),
2 -1 -2
(c)
- = =
N i ]k
(T+7T)x (b —-7C)=]2 3 4|=(0,—(0+8),+6) = (0,-8,6).
2 0 0

lialoga 167 Izracunaj naslednje vektorske in skalarne produkte, kjer je T = (1,2,1),
b =(1,-1,0), ¢ = (1,1,-1):
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T T
_>
) @xb =1 2 1|=(11-3),
1 -1 0
7 77
— = b _ _ _
() @-(bx<)=(121)]1 -1 0|=(1,21)-(1,1,2)=1+2+2=5,
1 1 -1

T x
_>
) (@xb)-T=[1 2 1[-1,1,-1)=(11-3)-(1,1,-1)=1+1+
1 -1 0
3=5,
- = -
= ik
() @-(xb)=(1,21)-[1 1 -1=-1-2-2=-5
1 -1 0

Naloge za samostojno reSevanje

%
Naloga 168 Doloci x tako, da bosta vektorja @ = (2,x,1)in b = (x+1,x —1,—2)
pravokotna.

Resitev: x1 =0, xp = —1.
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Naloga 169 Dan je enakostranicni trkotnik ABC s stranico 4 cm. Izracunaj skalarni
produkt CB - AC.

Resitev: @ : R = —8. (Namig: spomnimo se, da kot med vektorjema lahko
razberemo, Ce sta vektorja postavljena s skupno izhodisce.)

%
Naloga 170 Poisti kot med vektorjema @ = + 7 in b = ul — 1, ¢eje |7 || =
7).

Resitev: Iskani kot je 7.

Naloga 171 Dana je kocka ABCDEFGH. Naj bo M razpolovisce roba GH in N raz-
e y . . - . T
polovisce roba CG. Izracunaj kot ¢ med vektorjema AM in AN.
Resitev: ¢ = 27°16/.

o —
Nak;ga 172 Izracunaj | @ x 26 ||, ceje | @ || =6, || b || = 5, kot med vektorjema @

in b paje enak J.
%
Resitev: | @ x 2D || = 30v/2.
Naloga 173 Stranici paralelograma merita 3 cm in 4 cm, plostina pa 6 cm?. IzraCunaj
kot med stranicama. Koliko resitev je mozZnih?

Resitev: Mozni sta dve resitvi: 30° in 150°.

Naloga 174 Izracunaj plos¢ino p trikotnika z oglis¢i A(1,3,2), B(2,—1,1), C(—1,2,3).
Resitev: p = % 107.

Nal Izra¢unaj plosci lel , kat ktorj di li st
aloga 175 gacugz] pos_gzno & para e_.> ogmm.a aterega vektorja na diagonali sta
enakn dy =41 + j =3k terdy =31 +2j —7k.
Resitev: p = %‘E.

3.3 RAVNINA IN PREMICA V PROSTORU

3.3.1 Ravnina v prostoru

Naj bo To(x0,yo,20) dana to¢ka v ravnini ¥ in W= (a,b,c) # 6> vektor, ki je
pravokoten na ravnino X (takemu vektorju re¢emo normalni vektor). Poiskati
enac¢bo ravnine v prostoru pomeni poiskati zvezo med koordinatami poljubne
to¢ke T(x,y,z) v ravnini. Z r_0> oznac¢imo krajevni vektor (dane) tocke Tj, z 7
pa krajevni vektor (poljubne) tocke T v ravnini X, glej sliko Vektor ﬁ =
7 — 7¢ lei v ravnini ¥ in je zato pravokoten na normalni vektor 7, zato je njun
skalarni produkt enak 0. Tako smo izpeljali naslednje.
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Vektorska oblika enacbe ravnine je:

(7 —7)- 7 =0.
A
i
/7T
TO\ II
\\ —>’I
\ o
AN

Slika 20: Ravnina v prostoru.

Vektorsko obliko enacbe ravnine postopoma izpisimo kot sledi:
o)A -

((x,y,2) = (x0,y0,20)) - (a,b,¢) =

(x — X0,y —y0,z — 20) - (a,b,c) =

ax —axo+by —byg+cz—czg =

o o o o ©

ax + by + cz — (axg + byy + czg) =

Ker so xg,y0,z0 in a, b, c konstante, dolo¢ene z dano to¢ko v ravnini oz. normal-
nim vektorjem, je konstanta tudi izraz axq + byg + czo, ki ga lahko preimenujemo.
Naj bo d enako axy + byg + czp. Tako dobimo ax + by +cz —d = 0. S tem smo
izpeljali naslednjo obliko enacbe ravnine.

Splosna oblika enacbe ravnine je
ax +by+cz=d,

kjer so a, b, c koordinate normalnega vektorja.

Splosno obliko ena¢be ravnine bomo v literaturi nasli tudi pod imenom stan-
dardna oziroma normalna oblika enac¢be ravnine. Premislimo, da z drugo izbiro
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normalnega vektorja in to¢ke v ravnini sicer dobimo drugaéno enacbo, ki pa
predstavlja isto ravnino. Naj bo T; to¢ka v ravnini 2 (in r_f njen krajevni vektor),
ki jo dolocata vektorja r_o> in 7, g pa nek drug normalni vektor na ravnino %,
kar pomeni, da je i = A7 zanek skalar A € R \ {0}. Potem je
- = - =
(7 —7)-m = (7T —-71+7—11) A7
= M7 —-7)- 7+M7—7)- 7
= M7 —73)7,

saj je 7g — 71 vektor v ravnini ¥ in zato pravokoten na 7, kar pomem da je

(7§ — 7{)- W = 0. Torej smo izpeljali, da je enatba (7 — 77) - 17 = 0 le A-
kratnik enacbe (7 — 7¢) - 7 = 0.

Primer 176 Zapisi enacbo ravnine, ki gre skozi tocko Ty = (4, —1,1) in je pravokotna
na vektor = (—1,2,1).

Resitev: Enacbo ravnine izracunajmo na dva nacina.

e Ce upostevamo vektorsko obliko, dobimo:

<7—ﬁ> W= 0

(xy,2) — (4, -11) - (-1,21) = 0
(x—4,y+1, z—1) (-1,2,1) 0
—x+4+2y+2+z-1 0
—x+2y+z+5 0

xX—2y—z = 5.

e Ce v splosno obliko ax + by + cz = d najprej vstavimo podatke o koordinatah
normalnega vektorja, dobimo enacbo —x + 2y + z = d. Tako nam v enacbi ravnine
manjka le Se konstanta d. Ker tocka Ty leZi v ravnini, morajo njene koordinate
ustrezati tej enachi. Ce torej vstavimo koordinate tocke To v enacho —x + 2y +z =
d, sledi —4 —2 +1 = d, od koder dobimo d = —5. Tnko smo Se na drugi nacin
dobili enacbo —x +2y +z = —50z. x =2y —z = 5.

Primer 177 Zapisi enacbo ravnine, ki gre skozi tocke A = (1,1,1),B(—1,1,1) in
C(0,0,1).

Resitev: Videli smo, da v primeru, ko hocemo enacbo ravnine zapisati v vektorski
ali splosni obliki, potrebujemo eno tocko iz ravnine in normalni vektor ravnine. Tako
nam manjka normalni vektor, ki pa ga bomo dobili kot vektorski produkt med dvema
vektorjema med danimi tremi tockami (spomnimo se, da je vektorski produkt vektor, ki

je pravokoten na oba vektorja v faktorjih, s tem pa tudi na ravnino, v kateri ta vektorja
leZita). Vzemimo npr. vektorja zﬁ =7 — 74 = (—=2,0,0) in zﬁ = e —7A =
(=1, —1,0). Tako je normalni vektor lahko vektor

-

i ]k
:@XR: -2 0 0/|=1(0,02),
-1 -1 0
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seveda pa lahko za normalni vektor vzamemo tudi katerikoli skalarni veckratnik tega
vektorja, saj je bistvena lastnost normalnega vektorja le pravokotnost na ravnino. Tako
lahko npr. za normalni vektor vzamemo tudi T = (0,0,1), kar nam v splosni obliki
enacbe ravnine ax + by +cz =ddal-z = d oz. d = 1. Tako dobimo enacbo ravnine
z = 1 (to je ravnina, ki je vzporedna xy-ravnini, le da je glede na to ravnino premaknjena
za eno enoto navzgor).

To¢kam (oz. vektorjem), ki leZijo v isti ravnini, pravimo komplanarne tocke
(oz. komplanarni vektorji). Tocke, ki leZijo na isti premici, so kolinearne tocke.
V nasprotnem primeru jih imenujemo nekolinearne tocke. Prav tako so vektorji
kolinearni, ¢e jih lahko premaknemo tako, da leZijo na isti premici.

Izpeljimo Se parametricno obliko enacbe ravnine. Naj bodo Ty, A in B dane
nekolinearne tocke v ravnini X. Potem sta vektorja 7 = m in 7 = Yﬁ ne-
kolinearna v ravnini X.. Vektor ﬁ (kjer je T € X poljubna tocka ravnine) lahko
razstavimo v smeri vektorjev 7 in b (glej sliko . S tem sta enoli¢no dolo¢ena

taka parametra f in s, da je 7 —7 =t@ +sb.0d tod sledi parametricna oblika
enacbe ravnine.

Parametri¢na oblika enacbe ravnine je

%
T =70 +sad +tbh,stcR

Slika 21: Ravnina, dolo¢ena s tremi tockami.

Ob podanih treh nekolinearnih to¢kah Ty(xo, Yo, z0), A(x1,y1,21) in B(x2, y2,22)
lahko do enacbe ravnine pridemo tudi z naslednjim premislekom: vektorji ToA, Ty
in Tﬁ so komplanarni, torej je prostornina (izrojenega) paralelepipeda, ki ga ti

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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S
vektorji dolocajo, enaka 0. Torej mora biti meSani produkt (Yﬁ, ToA, Yﬁ) enak
0. Koordinate vektorjev tega meSanega produkta so:

ﬁ = (x — X0, — Y0,2 — 20),
ToA = (x1 — X0, 41 — Yo, 21 — 20),
ﬁ = (xz — X0,Y2 — Yo,22 — ZO)-

Kot Ze vemo, lahko meSani produkt vektorjev izracunamo s pomocjo determi-
nante. Tako dobimo naslednjo formulo za enacbo ravnine.

Enacba ravnine skozi tocke Ty(xo, Yo,20), A(x1,y1,21), B(x2,y2,22):

X—X0 Y—Yo 2—2

(ﬁ,ﬁ,ﬁ): X1 —X0 Y1—Yo z1—2zo| =0. (4)

X2 — X0 Y2—Yo Z2 — 2

S pomocjo izpeljane formule pois¢imo enacbo ravnine iz prejSnjega primera:

Primer 178 Zapisi enacbo ravnine, ki gre skozi tocke A = (1,1,1),B(—1,1,1) in
c(0,0,1).

Resitev:

x—0 y—-0 z-1 x y z—1
1-0 1-0 1-1|=|1 1 0 |=(z—-1)4+(z—1)=0,
-1-0 1-0 1-1 -11 0

od koder sledi enacba ravnine z = 1.

3.3.2 Premica v prostoru

Naj bo To(x0,y0,20) dana to¢ka na premici p in r_o> njen krajevni vektor. Naj
bo 5 = (s1,52,53) dani (nenilelni) vektor, ki lezi na premici p, élej sliko
Imenujemo ga smerni vektor premice. S tocko Ty in vektorjem s” je premica
p enoli¢no dolo¢ena. Naj bo T(x,y,z) katerakoli tocka na premici p in " njen
krajevni vektor. Potem velja ToT = 7 — r_o> =A% zanek A € R (vektorja Yﬁ
in s’ sta namred kolinearna) in
T =T +AF,

kjer sta 7 in 74 krajevna vektorja tock T oz. Tj. Poljubni toc¢ki na premici p
ustreza natanko en A in ko le-ta pretece vsa realna $tevila, dobimo vse to¢ke na
premici p. Tako dobimo vektorsko obliko enatbe premice.
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Enacba
7 =70 +AT,AER

je vektorska oblika enacbe premice.

Slika 22: Premica v ravnini.

V vektorsko obliko enac¢be premice sedaj vstavimo dane podatke. Tako do-
bimo:

T =T +AT

(x,¥,2) = (x0,Y0,20) + A(51,52,53)
(x,y,z) = (x0 + As1, Yo + As2, zo + As3).

Z upostevanjem, da sta dva vektorja enaka, ¢e se ujemata v istoleZznih koordina-
tah, dobimo:

X = xo+ Asq,

Y =Yo+ Asy,

z = 2o + Ass.

S tem smo izpeljali parametricno obliko enacbe premice.

Parametri¢na oblika enatbe premice, ki vsebuje tocko Ty(x, vo, zo) in vektor
— .
s" = (s1,52,53) je

X=x0+As1, y=vyo+Asy, z=2z9p+As3, AcR
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Iz prve izmed enacb iz zgornje parametri¢ne oblike enacbe premice sledi,
da je x —xg = As;. Ob pogoju, da je s; # 0, dobimo A = **. Podobno,
te predpostavimo, da je s # 0 in s3 # 0, dobimo A = 2 ter A = 2. Z
enacenjem dobljenih ulomkov (ki so vsi enaki A), tako izpeljemo normalno obliko
enacbe premiceP]

Ce predpostavimo, da vektor T = (s1,52,53) na premici p ne lezi v nobeni
od koordinatnih ravnin (tj. sjs2s3 # 0), lahko zapiSemo normalno obliko
enacbe premice, ki vsebuje tocko Ty(xo, Yo, 20):

X — X _y—yo _Z—Zo
51 52 s3

Primer 179 Zapisimo enacbo premice p, ki gre skozi tocki T1(1,0,1) in T»(1,—1,0).
Ali tocki A(1,2,5) in B(1,4,5) leZita na premici p?

Resitev: Najprej poiscimo smerni vektor premice p:

T =TT = (0,—1,-1).

Koordinate tega vektorja in ene izmed tock, npr. tocke Ty vstavimo v vektorsko obliko
enacbe premice 7 =7 +A-5,AeR. Tako dobimo

7 =(1,0,1)+A-(0,—-1,-1), AeR

Ce koordinate vektorja s in tocke Ty vstavimo v parametricno obliko enacbe premice,
dobimo

x =1,
y=-A
z=1—A, AeR

Normalne oblike ne moremo zapisati, saj ni izpolnjen pogoj s1s2s3 # 0. Lahko pa
z enacenjem parametra A iz zadnjih dveh enacb parametricne oblike dobimo naslednji
zapis enacbe premice:
x=1 —-y=-z+1,

0Z.
x=1 y=z-1

Prva koordinata tocke A(1,2,5) je sicer res enaka 1, toda drugi dve koordinti ne zados¢ata
zvezi Y = z — 1, zato tocka A ne leZi na premici p, kar zapiSemo A & p. Ali tocka

To obliko enatbe premice najdemo v literaturi tudi pod imenom kanonska ali kanoni¢na oblika
enacbe premice.
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B(1,4,5) leZi na premici p, preverimo npr. s pomo&jo parametricne oblike. Ce velja
B € p, mora veljati

1=1,
4=—-A,
5=1-4,
za nek A € R. Res, iz druge enacbe dobimo A = —4, kar pa ustreza tudi zadnji enacbi.

Zato B € p.
Primer 180 Zapisimo enacbo premice p, ki gre skozi tocko A(2,1,3) in vsebuje vektor
s =(0,0,3).

Resitev: Ker je s1sps3 = 0, ne moremo uporabiti normalne oblike enacbe premice.
Ce dane podatke vstavimo v parametricno obliko enacbe premice, dobimo

x=2+A-0
y=1+A-0
z=34+A-3

za A € R, od koder sledi koncna resitev
x=2, y=1 zek

Namre¢, ko A pretece vsa realna stevila, jih s tem tudi z, kar vidimo iz tretje enacbe
parametricne oblike.

3.3.3 Razdalje med tockami, premicami in ravninami

Razdalja med tockama

Ce imata to¢ki A in B krajevna vektorja 74 in 73, je razdalja med njima enaka
o % T ..
d(A,B) = ||AB|| = ||rg — r4l|, glej sliko |23

Slika 23: Razdalja med to¢kama.
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Primer 181 Izratunajmo razdaljo med tockama A(6,1, —3) in B(2,0, —4).

Resitev: Vektor AB med tockama A in B je enak AB = (2,0,—4) — (6,1,—-3) =
(—4,—1,—1), od tod pa dobimo

d(A,B) = ||AB|| = V16 + 1+ 1= V18 = 3V2.

Razdalja med tocko in premico

Naj bo p premica v prostoru, ki je dolo¢ena s tocko Tj in smernim vektorjem
S, T pa poljubna toc¢ka v prostoru. Razdalja od tocke T do premice p, ki jo
ozna¢imo d(T,p) oz. na kratko kar d, je definirana kot najkraj$a razdalja med
dano tocko T in neko to¢ko na premici. To pomeni, da je d razdalja med T
in njeno pravokotno projekcijo na premico p. Ceje T € p, je seveda d = 0,
zato sedaj predpostavimo, da to¢ka T ne leZi na premici p. Smerni vektor 5
premice p postavimo tako, da njegova zacetna tocka sovpada z zacetno tocko
vektorja Tlﬁ. Tako vektorja S in Tlﬁ dolocata paralelogram, katerega visina je
ravno enaka d (glej sliko [24). Po eni strani tako lahko njegovo plos¢ino dobimo
kot produkt osnovnice in vigine | 5'|| - d, po drugi strani pa tudi kot dolZino

vektorskega produkta S X Iﬁ. Tako velja
I3 -d =I5 x T,

od koder izpeljemo formulo za izrac¢un razdalje od tocke T do premice p:

IS x ToT]|

W) ==

Y
S

Ty i

Slika 24: Razdalja med tocko in premico.

Primer 182 Izracunajmo razdaljo tocke T (1, —3,4) do premice 21 = _3¥+1 = £83

Resitev: Enacba premice spominja na normalno obliko. Toda podatke o tocki in
vektorju na njej, ki jih potrebujemo pri izracunu razdalje, bomo lahko razbrali Sele po
ustreznem krajsanju ulomkov. Doseci namre¢ Zelimo, da so konstante pred x,y in z v
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zgornjih ulomkih enake 1. Tako prvi ulomek okrajsamo z 2, drugega z —3 in tretjega z 2.
Tako dobimo

1 1 3

X — = y__ Z+_

Z 7 5 :
L =

Od tod sedaj lahko iz stevcev razberemo koordinate tocke Ty na premici, ki so (%, %, —%)
(v zadnjem stevcu si namesto z + % predstavljamo z — (—%) in dobljeno enacbo premice
primerjamo z normalno obliko premice). Iz imenovalcev so razvidne koordinate vektorja
na premici: v = (2, —%, 2). Opazimo naslednje: ce vektor 5 pomnozimo s 6 (z
namenom, da se znebimo ulomkov), s tem dobimo vektor s_f — 6.5 = (12, —-14,15),
ki prav tako leZi na premici p, zato ga lahko uporabimo pri ra¢unanju razdalje d(T, p),

ki jo bomo dobili po formuli

I x ToT|
Ad(T,p) = "————.
17"l
Najprej potrebujemo koordinate vektorja Yﬁ:
11 3 1 10 11
ﬁ — (1/ _3/4) - (E/ 5/ _§> — (E/ _?/ ?) .
Sedaj lahko izracunamo

- = 2

gk 117
TixTof =12 —14 15| = (—27,——,—33).

110 11 2

2 3 2

Vse je pripravljeno za izracun koncnega rezultata

V(2724 (—12)2 4 (-33)2

~ 3.045.
V122 + (—14)2 + 152

d(T,p) =

Razdalja med tocko in ravnino

Dana je to¢ka A s krajevnim vektorjem 74 in ravnina X. Razdaljo med toc¢ko in
ravnino d(A, ¥) izratunamo tako, da tocko A pravokotno projiciramo na ravnino
(s tem dobimo toc¢ko A’) ter izratunamo razdaljo med totkama A in A’, glej sliko

Naj bo p pravokotnica na ravnino %, ki vsebuje tocko A. Normalni vektor ki
ravnine X je ravno enak smernemu vektorju premice p, ki poteka skozi tocko A
in ima zato enacbo

T =i+ AT, AER

Ker toc¢ka A’ lezi na premici p, tej enalbi zado$¢a, torej je
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za nek dolocen k € R. Ravnina X naj bo podana z enacbo ax + by 4+ cz = d. To
pomeni, dasoa,b,c, d znani koeficienti, pri ¢emer 4, b, c predstavljajo koordinate

normalnega vektorja . Opaz1mo da lahko enacbo ax + by + cz = d zapiSemo
_>

tudi kot 77 = d, Kjer je 7 krajevni vektor do poljubne totke T(x,y,z) v
ravnini 2. Ker je A’ € Z, sledi
Wi =d. (6)

Ce v enatbi @ upostevamo enakost , izpeljemo

(rA—l—kn) = d,
% Ak = 4,

od koder sledi
d—i4- 7

— 2
17l

Sedaj imamo vse potrebno za zakljucek izpeljave:

—
d(A,Z) = d(AA) =|AA| = iz — 74
= |k-7|| = k|- |7

\d*fA 7|

NN
A —d|
lra-m—d|

|7 ]

Ce koordinate tocke A oznadimo (xA,Y4,24), potem lahko zadnji izraz v zgornji
izpeljavi e preoblikujemo in dobimo naslednje.

Razdalja totke A(x4,y4,z4) do ravnine X z enatbo ax + by +cz—d = 0 je
enaka

laxa +byas +cza — d|

Va?+b% + c?

d(A,Y) =

Primer 183 Izratunajmo razdaljo med tocko A(2,1,5) in ravnino ¥. podane z enacbo
x — 2y + 2z = 3. Izraunajmo Se d(B, X), kjer je B(1,—1,0).

Resitev:
-2 2z — 2-2-1+2- 7
d(A,T) = |x y+ z—3] | +2-5-3| 7
VIZ+ (=22 +22 V9 -3
d(B,%) = |x — 2y—|—22—3| |1—2-(—1)+2-0—3|:O’

V12 + 2422 V9

kar pomeni, da tocka B leZi v ravnini X.
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Slika 25: Razdalja med tocko in ravnino.

Razdalja med premicama, ki se sekata ali sta vzporedni

Po definiciji je razdalja med dvema premicama enaka najkrajsi razdalji med
tockama iz obeh premic. Tako je v primeru, ko se premici p in q sekata, raz-
dalja med njima d(p, q) enaka 0.

V primeru vzporednih premic izberemo tocko, ki leZi na eni premici in jo pra-
vokotno projiciramo na drugo. Tako na razdaljo med vzporednima premicama
p in g lahko gledamo kot na razdaljo med poljubno to¢ko premice p in premico

q.

. v . . . . o _ 1
Primer 184 Izracunajmo razdaljo med vzporednicama p in q z enacbama *72 = y% =
z+3 x—=1 _ y=1 _ z+41
202 =y T

Resitev: Premici sta podani v normalni obliki, zato lahko razberemo naslednje po-
datke: na premici p lezi tocka T (2, —1, —3), na premici q pa leZita tocka To(1,1, —1) in
vektor 5 = (1,2,2). Tako velja

T x Tt

d(p,q) =d(T,q) = W

Ker je ﬁ = (1,—-2,-2), dobimo

in od tod

T /itd+rd 3 3
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Razdalja med mimobeZnima premicama

Oglejmo si 8e razdaljo v primeru mimobeznih premic (torej takih, ki se ne sekata
in nista vzporedni). NajmanjSo razdaljo med to¢kama iz obeh premic tokrat
dobimo tako: pois¢emo ravnino X, ki vsebuje eno izmed premic (npr. ¢) in je
vzporedna drugi premici (p), nato pa izracunamo razdaljo med premico p in
ravnino Y. To razdaljo dobimo kot razdaljo med poljubno to¢ko premice p in
ravnino 2.

Primer 185 Izracunajmo razdaljo med mimobeZnicama p in q z enacbama %‘7 =
@:%oz. x+6:y5i1,z:2.

Resitev: Iz podanih enacb premic razberemo: na p leZi tocka A(7,—10, —5), njen
smerni vektor pa je 5{ = (3,—7,4). Na premici q lezi tocka B(—6,—1,2), njen smerni
vektor pa je 55 = (1,5,0). Sedaj pois¢imo ravnino %, ki vsebuje premico q in je vzpore-
dna premici p. Vektor s{ premaknemo tako, da leZi v ravnini X.. S tem imamo v ravnini
2 znana dva (nekolinearna) vektorja, namre¢ s_f in 5_2> Ce izracunamo njun vektorski
produkt, bomo s tem dobili vektor, ki je pravokoten na oba in s tem tudi na ravnino X.
Vektor W = 57 x 53 je torej normalni vektor te ravnine:

T 7%
W =35 x53=[3 -7 4|=(-204,22).
1 5 0

Prav tako je normalni vektor tudi Wy = %7 = (—10,2,11). Zaenkrat torej vemo, da

je enacba ravnine X oblike —10x + 2y + 11z = d, ker pa tocka B leZi na njej, dobimo
—10-(—6)+2-(—1) +11-2 =d, od koder sledi d = 80. Enacba ravnine ¥. je torej

—10x + 2y + 11z = 80.
Koncno izpeljemo se

d(p,q) = d(AX)

|—10x+2y+11z—80|

V/(—10)2+22+112

|-10-742-(—10)+11-(—5)—80]
V225

_ =225 _
TE = 15.

3.3.4 Preveri svoje znanje (premica in ravnina v prostoru)

Vprasanja iz teorije
1. Definiraj normalni vektor ravnine?

2. S katerimi podatki je ravnina enoli¢no dolo¢ena?

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



3.3 RAVNINA IN PREMICA V PROSTORU

3. Zapisi vektorsko, normalno in parametri¢no obliko enacbe ravnine ter po-
jasni pomen oznak.

4. Kaj pomeni, da so vektorji komplanarni oz. kolinearni?

5. Kako s pomoc¢jo determinante izracunamo enacbo ravnine, ki vsebuje tri
podane nekolinearne tocke?

6. Katere podatke potrebujemo, da dolo¢imo enacbo premice v prostoru?
7. V kaksni medsebojni legi sta lahko dve premici v prostoru?

8. Zapisi vektorsko, normalno in parametri¢no obliko ena¢be premice ter po-
jasni pomen oznak.

9. Kako izra¢cunamo razdaljo med dvema tockama?
10. Kako izra¢unamo razdaljo med dvema premicama?

11. Kako izra¢unamo razdaljo med tocko in ravnino?

Resene naloge

Naloga 186 Zapisi enacbo ravnine, ki je vzporedna ravnini . z enacbo 2x + 3y — 11z +
2 = 0 in je od nje oddaljena za 5 enot.

Resitev: Naj T oznacuje poljubno tocko iskane ravnine. Potem velja

12x +3y — 11z +2|  |[2x +3y — 11z + 2|
vV4+9+121 v 134

d(T,2) =5 =

in zato
|2x +3y — 11z + 2| = 5V'134.

Od tod dobimo dve reSitvi: 2x + 3y — 11z = =2+ 5v134 in 2x +3y — 11z =

—2 —5v134.

Naloga 187 Zapisi enacbo premice p, ki je pravokotna na ravnino 3x + 6y —z = 5 in
gre skozi tocko T(1,1,2). Nato ugotovi, v kateri tocki ta premica seka dano ravnino.

Resitev: Normalni vektor ravnine (3,6, —1) je ravno vektor na iskani premici. Tako
dobimo enacbo premice p:
x = 1+3A
y = 1+6A
z = 2—A, AelR

Presecisce premice in ravnine bo tocka (x, v, z), ki zados¢a tako enacbi ravnine kot enacbi
premice. V enacbi ravnine x,y, z nadomestimo z desnimi stranmi zgornjih enacb in tako
dobimo

3(14+3A)+6(1+6A)—(2—A) =5,
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od koder sledi A = —%. Ko dobljeno vrednost vstavimo v enacbo premice, dobimo

koordinate presecisca:

20 17 47
Naloga 188 Doloci enacbo ravnine ¥, ki gre skozi tocko T(1,—1,2) in je vzporedna
ravnini z enacbo 4x — 7y +z — 12 = 0. Nato v parametricni obliki zapisi enacbo
premice, ki leZi v ravnini X. in vsebuje tocki A(0,1,c) in B(a,0,3).

[6¥]

Resitev: Izpeljimo enacbo ravnine X. Ker ima iskana ravnina enak normalni vektor
kot dana ravnina, dobimo:

ax +by+cz+d = 0
dx—-7y+z+d = 0.

Upostevajmo Se, da tocka T(1, —1,2) leZi v iskani ravnini. S tem dobimo 4 +7 +2 +
d = 0in od tukaj d = —13. Tako ima ravnina ¥ enacbo 4x — 7y +z—-13 = 0. V
to enacbo sedaj vstavimo koordinate tock A in B, da izracunamo manjkajoci koordinati
c in a. Tako dobimo —7 4+ ¢ — 13 = 0, torej je ¢ = 20 in zato ima tocka A koordinate
(0,1,20). Za tocko B velja 4a+ 3 — 13 = 0, zato je a = 3 in B(3,0,3). Sedaj lahko
dobimo vektor na iskani premici:

AB = (2,0,3) ~(0,1,20) = (;,—1,—17>.

Enacba iskane premice se tako glasi:

_ 5
X = Q/\
y = 1-A
z = 20—17A, A € R.

Naloga 189 Dani sta premica (x,y,z) = (—3 —2t,3+2t,3+1t), t € R in ravnina z
enacbo 4x — 5y + 2z = 11. Izracunaj kot med njima in poisci enacbo ravnine, v kateri
leZita dana premica in tocka T(2,2,2).

Resitev: Iz enacbe premice razberemo vektor, ki leZi na njej: S = (=2,2,1). Vektor

= (4, —5,2) pa je normalni vektor ravnine. Najprej izratunajmo kot cos ¢1 med 5
e NN
cosp = > _ —-8—-10+2 ~ —16
N7 VatarivVier 2514 9v5

Kot med s in je torej 1 = arccos ﬁ% = 142,66°. Upostevati je treba se, da je 7w

pravokoten na ravnino, zato iskani kot ¢ dobimo z izracunom:

¢ = @1 —90° = 52,66°.

Poisc¢imo Se enacbo ravnine, v kateri leZita dana premica in tocka T(2,2,2). Ob izbiri
t = 0int = 1 dobimo se dve tocki, ki leZita na premici in zato tudi na iskani ravnini:
T1(-3,3,3) in To(—5,5,4). Sedaj se lahko posluzimo formule (4), od koder izpeljemo
enacbo ravnine x — 3y + 8z — 12 = 0.
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3.3 RAVNINA IN PREMICA V PROSTORU

Naloga 190 PokaZi, da so tocke A(0,—7,2), B(5,—7,3), D(1, —4, —3) oglis¢a pravo-
kotnika. Izracunaj se koordinate manjkajocega oglis¢a C. Zapisi enacbo ravnine, v kateri
ta pravokotnik leZi.

Resitev: Najprej izracunajmo koordinate vektorjev AB in AD: AB = (5,-7,3) —
(0,-7,2) = (5,0,1), AD = (1, —4,—3) — (0,~7,2) = (1,3, —5). Poiitimo se njun
skalarni produkt:

AB-AD = (5,0,1)-(1,3,-5) =5+0—5 = 0.

Od tod sledi, da sta vektorja AB in AD pravokotna, kar dokazuje, da so A, B D oglis¢a
nekega pravokotnzka Koordinate manjkajocega oglisca izpeljemo z enacho ¢ = OC =
@ + B? = rB + zﬁ = (5,-7,3)+ (1,3,-5) = (6,—4,—2). Normalni vektor
iskane ravnine dobimo z izracunom vektorskega produkta

- =

]
—ADxAB=|1 3 _5 = (3, —26,—15).
5 0 1

Sedaj vemo, da ima iskana ravnino naslednjo obliko 3x — 26y — 15z +d = 0. Ce
vstavimo koordinate tocke D v dobljeno enacbo, dobimo, da je d = —152. Tako je koncni
rezultat enacba ravnine

3x — 26y — 15z — 152 = 0.

Naloge za samostojno reSevanje

Naloga 191 Doloci enacbo ravnine ki gre skozi koordinatno izhodisCe in je vzporedna
ravnini z enacbo 5x — 4y + 3z — 21 = 0. Nato v parametricni obliki zapisi enacbo
premice, ki leZi v ravnini ¥, ki vsebuje tocki A(1,1,¢) in B(0,b,1).

Resitev: Enacba ravnine se glasi 5x — 4y + 3z = 0, premica pa ima enacbo

1 1 4
=1-ky=1—--kz=—>+-k keR.
X 'Y 1 /2 3 + 3% €
Naloga 192 PoisCi ravnino 11, ki vsebuje premico p z enacbo *5= ZZH

pravokotna na ravnino ¥ z enacbo 2x — z = 0.

,y=01nje

Resitev: Enacba ravnine I1 je y = 0.

Naloga 193 Za katere vred_n)osti parametra t je prostornina paralelepipeda, dolocenega
z vektorji @ = (t,—2,3), b = (0,1,—1) in ¢ = (1,t,8), enaka 57

Resitev: t1 = —4 — 22, t1 = -4+ V22.

Naloga 194 Pois¢i enacbo ravnine 11, ki je vzporedna ravnini 2x —y +2z +4 = 0, Ce
sta podana in iskana ravnina enako oddaljeni od tocke P(3,2, —1).

Resitev: I1:2x —y +2z—-8 =0.
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RELACIJE

Relacija je matemati¢no orodje, s katerim opiSemo odnos med elementi mnozZic.
Z njimi smo se do sedaj pri matematiki srecevali na vsakem koraku (poznamo
relacijo enakosti “=", relacijo “<”, inkluzijo mnoZic “C"”, relacijo deljivosti Stevil
“|”, itd.). V raCunalni$tvu in informatiki jih prav tako pogosto sretamo, pose-
bej pri podatkovnih bazah. Relacije je moZno definirati za ve¢ elementov iz ve¢
razli¢cnih mnozic, predmet tega poglavja pa bodo binarne relacije, ki predsta-
vljajo odnos med dvema elementoma iz iste ali iz razli¢nih mnoZic.

4.1 UVOD

Spomnimo se, da je kartezi¢ni produkt A x B mnozic A in B mnoZica vseh
urejenih parov, kjer je prvi element iz mnoZzice A in drugi element iz mnoZice B;
s simboli:

AXxB={(a,b);ac ANb € B}.

Binarna (oz. dvomestna) relacija iz mnozice A v mnozico B je podmnoZica
kartezi¢nga produkta A x B:

R C A X B.

Obitajno uporabimo notacijo aRb, da oznacimo dejstvo, da je (a,b) € R.
Primer 195 Naj bosta A = {a,b,c,d} in B = {1,2,3}. Potem je
AxB=1{(a,1),(a,2),(a,3),(b1),(b,2),(,3),(c1),(c2),(c3),(d,1),(d,2),(d,3)}
Primera relacij, definiranih na A X B sta

R = {(a,1),(a,3), (1), (c,2), (d,1)}

n

§={(a,1),(b,2),(c,1),(d,1)}.
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Velja torej aR1, aR3, cR1, cR2 in dR1, ne pa tudi 1Ra, saj le-ta zapis pomeni (1,a) € R,
kar ne drZi. Da element 1 ni v relaciji z elementom a, s simboli zapisemo kot —=1Ra. Kar-
tezicni produkt A x B in relaciji R in S (kot njegovi podmnoZici) si lahko predstavljamo
tudi v kartezicnem koordinatnem sistemu, glej sliko

B B
3+ ® . . . 34 . . . .
24 . . ® . 27 . ® . .
1+ @ . ®© o 1+ @ . ®© ©
: : : : A : : : : A
a b c d a b c d

Slika 26: Relaciji R in S.

Ce nas je definicija relacije spomnila na definicijo funkcije, je to upraviceno.
Vsaka funkcija je namre¢ relacija. Vemo Ze, da je funkcija f : A — B predpis,
ki vsakemu elementu iz mnoZice A priredi natanko en element iz mnoZice B,
njen graf I' pa je mnozica urejenih parov I' = {(a, f(a));a € A}. Razlika med
relacijo in funkcijo je torej v tem, da med tem, ko s funkcijo vsakemu elementu
iz A priredimo nek element iz B, pri relaciji ni nujno vsak element iz mnozZzice
A v relaciji s kakim elementom iz B. Nadalje, med tem, ko s funkcijo elementu
a € A priredimo natanko en element iz B (namre¢ f(a)), je lahko kak element iz
mnoZice A v relaciji z ve¢imi elementi iz mnoZice B.

Nekatere relacije imajo posebna imena:

¢ R imenujemo polna relacija, ¢eje R = A x B,
e R = 0 se imenuje prazna relacija,

e relacijo E C A x A oblike E = {(x,x);x € A} imenujemo enotska
relacija.

Pojem binarne relacije je mozno posplositi.

Naj bodo Ay, Ay, ..., Ay, mnoZice. Potem je n-arna relacija nad A; x Ay x
-+ X Ay podmnoZica kartezi¢nega produkta A; x Ay x -+ - X Ay.
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4.1 UVOD

V nadaljevanju se bomo posvetili le binarnim relacijam, zato jim bomo na
kratko rekli kar relacije. Takim relacijam, ki bodo podmnozica kartezi¢nega pro-
dukta A x A, pa bomo rekli relacija na mnoZzici A.

V primeru smo relacijo definirali tako, da smo nasteli vse urejene pare.
Obicajno to storimo s pomocjo opisa relacij.

Primer 196 Nekaj primerov relacij:

1. Naj bo L mnoZica ljudi. Na L x L lahko definiramo relacije:

B = {(x,y);x jesosed od y},

R = {(xy);ximarady},

P = {(x,y);x je prijatelj od y}.
2. Naj bo A mnoZica $tudentov UM FERI in

B = {nogomet, dekleta, politika, matematika},
Z = {(x,y); studenta x najbolj zanima y} C A X B.
3. Relacija R C N x N je definirana takole [}
nRm =n | m.

Z besedami, naravno stevilo n je v relaciji R z naravnim Stevilom m, ¢e n deli m.
Tako je npr. 3R6, ~6R3, 4R12 in —4R10.

4. Relacija V C {premice v R?} x {premice v R?} je definirana tako:
pVr=p | r.

Z besedami, premica p je v relaciji V' s premico r, Ce ji je vzporedna. Opazimo, da
za to relacijo velja pVr = rVp.

5. Najbo S = {1,2}. Potemje S x S = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}. Naj bo relacija
L definirana tako:
xLy=x+y jeliho stevilo.

Potem je (1,2) € Lin (2,1) € L.

Relaciji R € A x B lahko priredimo naslednji mnoZici:

e domena relacije Dy je mnoZica vseh prvih koordinat elementov relacije
R:
Dr = {x € A;Jy € B: xRy},

¢ zaloga vrednosti relacije Zy je mnozica vseh drugih koordinat elemen-
tov relacije R:
Zr ={y € B;3x € A: xRy}.

1 Simbol = oznacuje definicijo relacije.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Primer 197 Za relaciji R in S iz primera velja Dg = {a,c,d}, Zr = {1,2,3},
DS = {a,b,c,d}, ZS = {1,2}.

4.2 OPERACIJE NAD RELACIJAMI

Ker so relacije mnoZice, lahko uporabljamo nad njimi vse obicajne operacije nad
mnoZicami. Naj bosta R, S relaciji iz A v B. Ker je R,S C A x B, lahko naravno
definiramo komplement R’, unijo RU S, presek RN S, razliko R \ S relacij R in
S:

xR'y &  —xRy,
xRUSy & xRyV xSy,
xRNSy & xRy AxSy,
xR\Sy &  xRyA-xSy.

Iz zgornje definicije komplementa vidimo, da je R’ = (A x B) \ R. Iz la-
stnosti operacij nad mnozicami?| direktno sledijo lastnosti vseh zgoraj omenjenih
operacij nad relacijami. Posebej ponovimo le lastnosti komplementa:

e (R =R,
e (RUS) =R'NS,

e (RNS) =R'US".

Naj bo R € A x B. Potem je obratna (ali inverzna) relacija R relacije R

R ={(xy);(y,x) € R} C B x A.

Trditev 198 Veljajo naslednje zveze:
(i) (RTH™' =R,
(ii) (RUS)"'=R-1us,
(iii) (RNS) ' =R 1ns 1,
Dokaz. V vseh treh primerih je potrebno dokazati enakost mnozic.

(i) Dokazujemo, daje (x,y) € (R~!)~! natanko tedaj, ko je (x,y) € R. Slednje
drzi, saj je x(R‘l)_ly & yR™x & xRy.

2 MnoZice, operacije nad njimi in njihove lastnosti smo spoznali pri Matematiki 1.
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(ii) Potrebno je dokazati, da je (x,y) € (RUS)~! natanko tedaj, ko je (x,y) €
RP'US™ Res, x(RUS)'y & y(RUS)x & yRxVySx < xR lyv
xS~y & x(R7Tus .

(iii) Podobno dokaZemo zadnjo enakost: x(RNS)~ly & y(RNS)x < yRx A
ySx < xRy AxS~ly & x(R71ns y.

Naj bosta R C A x Bin S C B x C relaciji. Potem je produkt relacij R in S
relacija R * S C A x C, definirana kot

RxS={(x,z) e AxC;, dyeB:(xRyAySz)}.

Z besedami, x € A je v relaciji R * S z elementom z € C natanko tedaj, ko
obstaja y € B, da je xRy in ySz.

Primer 199 Naj bosta relaciji R in S na mnoZici A = {a, b, c,d, e} podani takole:

R={(a,b),(a,c),(bd),(be),(ee)} in S={(bd)),(be),(de)}.

Potem je:

RxS = {(a,d),(ae),(be)},
SxR = {(be),(de)},

R+«R = {(a,d),(a,e),(be),(ee)}
SxS = {(be)}.

Zgornji zgled nam je pokazal, da produkt relacij ni komutativen:
R*S # SxR.

Veljajo pa naslednje lastnosti.
Trditev 200 Za poljubne relacije R, S in T na mnoZici A velja:

(i) asociativnost: R+ (S+xT) = (R*S) * T,

(ii) leva distributionost: R+ (SUT) = (R*S)U (R*T),
(iii) desna distributivnost: (RUS) *« T = (R*x T)U (S T),
(iv) (R¥S)"1 =8"1xR71,
(v) R+x(SNT)C (R+xS)N(R«T).

)

(vi) eje R C S, potem velja tudi R+xT CS+T in T«*RC TxS.
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Dokaz.

(i) Pri dokazu asociativnosti enakost mnozic pokazemo z naslednjo izpeljavo:

X(Rx(S*T))y < dz:(xRzAz(S*T)y)

Jz: (xRz A Jw : (zSw AwTy))
Jz3w : (xRz A zSw A wTy)
Jw3z : (xRz A zSw A wTy)
Jw: (Jz: (xRz A zSw) A wTy)
Jw: (x(R*S)wAwTy))
x((RxS)*T)y.

teoeee

(ii) Dokazali bomo enakost (ii) (enakost (iii) se pokaze podobno, dokaz pa naj
ostane za vajo bralcu):

x(R+x(SUT))y < 3Jz:(xRzAz(SUT)y)
< Jz:(xRz A (zSy V zTy))
< Jdz: ((xRz AzSy) V (xRz A zTy))
< Jdz: (xRzAzSy)V3z: (xRz AzTy)
< x(R+S)yVvx(R=T)y
< x((R*S)U(R=T))y.

(iv) DokaZimo enakost mnoZic (R S)~1in S~ % R~1:

X(R+5) Ty & y(R+S)x

3z : (yRz A zSx)

Jz: (zR7'y A xS~ 1z)
Jz: (xS7'z AzR™ly)
x(S7 xR )y.

teoe

(v) Premislimo $e, da velja inkluzija R+ (SNT) € (R+*S)N (R« T). Ob tem
bomo uporabili idempotentnost konjunkcije (A A A ~ A za poljubno iz-
javo A) in lastnost konjunkcije, ki smo jo spoznali v drugem poglavju o
predikatih: 3x : (P(x) A Q(x)) — Jx: P(x) A 3x : Q(x).

x(R+x(SNT))y < 3Fz:(xRzAz(SNT)y)
< Jz:(xRz AzSy A zTy)
& Jz: (xRz AzSy A xRz A zTy)
= Jz:(xRzAzSy)A3Jz: (xRz AzTy)
& x(RxS)yAx(R*T)y
< x((R+S)N(R=*T))y.

(vi) Naj bo (x,y) poljuben par iz R * T. Potem obstaja z iz A, da velja xRz in
zTy. Ker je R C S, velja tudi xSz. Od tukaj sledi, da je (x,y) € S+ T. S tem
smo dokazali prvo inkluzijo, drugo pokaZemo podobno. n
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V prvem primeru pri zadnji lastnosti radi re¢emo, da smo R C S zmnozili iz
desne s T ter dobili R* T C S * T. Podobno v drugem primeru re¢emo, da smo
dano inkluzijo zmnozili iz leve s T ter tako dobili T* R C T * S.

Ker je operacija * asociativna, lahko produkt ve¢ relacij piSemo brez oklepa-
jev, npr. R+ (S*T) = (RxS)*T =R« SxT. Velja tudi dogovor, da je operacija
* vi§je prioritete kot unija ali presek, zato smemo npr. lastnost (ii) v zgornji
trditvi pisati tudi brez oklepajev na desni strani: R+ (SUT) = R*xSUR*T.

Posebej velja opomniti e, da v lastnosti (v) zgornje trditve nimamo enakosti
mnozic, temve¢ le inkluzijo, kot vidimo iz primera naslednjih relacij na mnozici
A=1{1,23}: R=1{(1,2),(1,3)},S={(23)}, T ={(3,3)}. Za dane relacije
je Rx(SNT) =@ (sajje SNT =@ )in RxSNR*T = {(1,3)}. Zato velja
R*x(SNT)C (R+S)N(Rx*T), ne pa tudi obratna inkluzija.

Ce so vse relacije v produktu enake, piemo kar potenco, npr. x(R * R * R *
R)y = xR*y. Oglejmo si formalno definicijo potence relacij.

Potenco relacije R C A x A definiramo rekurzivno:
e RO=EF,

e R"1 = R"xR.

Za potenco veljajo naslednje lastnosti.
Trditev 201 Naj bosta Q in R relaciji na mnoZici A. Potem velja:
(i) R" % R™ = R"*™,
(i) (R")™ = R"™,
(i) Q C R= Q" C R™.

Dokaz. Prvi dve lastnosti sta o¢itni. Oglejmo si dokaz tretje, ki jo bomo dokazali
z indukcijo na n. Za n = 1 trditev ocitno drZi. Sedaj predpostavimo, da trditev
velja za n (. Q" C R") in ob tej predpostavki pokazimo trditev za n + 1. Pri tem
bomo uporabili lastnost (vi) iz trditve ¢e zmnozimo Q" C R" iz desne s Q,
dobimo

Qn—l-l C R" % Q.

Podobno, ¢e zmnozimo Q C R iz leve z R", dobimo
R" % Q C Rn+1.
Iz dobljenih inkluzij zaradi tranzitivnosti relacije C sledi

Qn-‘rl g Rn-l-l .
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4.3 PREDSTAVITVE RELACIJ IN NJIHOVE LASTNOSTI

Najbo R C A x A. Potem pravimo, da urejena dvojica G = (A, R) doloca rela-
cijski graf, ki ga bomo v¢asih na kratko oznacili kar Gg. Elementom mnozZzice A
pravimo vozlisca (ali tocke), elementom iz mnoZice R pa (usmerjene) povezave.
Relacijski graf Gg nariSemo tako, da vozlis¢a ponazorimo s krogci, nato pa za
vsak par (x,y) € R poveZemo ustrezni vozlis¢i z usmerjeno &rto (puscico) od x
do y.

Primer 202 Najbo A = {a,b,c,d,e, f} in R relacija na mnoZici A, kjer je

R ={(a,b),(a,e),(b,a),(bc),(c,d),(cc) (ea) (eb)}.

Narisi relacijske grafe Gr, Gg-1, GRsR-
Resitev: Grafa relacij R in R vidimo na sliki|27, Graf relacije

R+«R = {(a,a),(a,c),(ab),(bb),(bd),(bc),(be),l(cc) (cd),
(e,b), (e e), (e,a),(e,c)},

pa je prikazan na sliki[28]

f@ @ﬁ';/\@@

(a) Graf Gg. (b) Graf Gg-1.

Slika 27: Grafa relacij R in R~! iz primera

o
7

®
& @

Slika 28: Grafi relacije R * R iz primera @
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V zgornjem zgledu lahko opazimo, kako se na relacijskih grafih odrazata opera-
ciji R~1in R % R.

e Graf relacije R™! dobimo tako, da v grafu relacije R obrnemo usmerjenost
povezav.

e x(R * R)y natanko tedaj, ko obstaja tako vozlis¢e z, da lahko od x do y
pridemo tako, da gremo naprej po povezavi od x do z in nato od z do
y. Re¢emo tudi, da med vozlis¢ema x in y obstaja (usmerjeni) sprehod
dolZine 2, ali da od x do y pridemo v dveh korakih.

Ni tezko videti, da zadnjo lastnost lahko tudi posplosimo na poljubno po-
tenco: xR"y velja natanko tedaj, ko lahko v relacijskem grafu iz x pridemo v y v
n korakih (re¢emo tudi, da v grafu Gg obstaja sprehod dolzine 7 iz vozlis¢a x v
vozlisce y).

Primer 203 V grafu Gryr iz primera od vozliscéa e do vozlisca d obstaja usmerjeni
sprehod dolZine 2, prav tako pa tudi usmerjeni sprehod dolZine 4, zato velja e(R * R)?d
kot tudi e(R x R)*d.

Relacije lahko predstavimo tudi z matrikami. Najbo R € A X Ain A =
{ay,a3,...,a,}. Potem lahko relacijo R predstavimo z matriko relacije B(R)
razseznosti n X n z elementiPt

1, a;Ra;
(B(R))ij - { 0; slicelf.

Primer 204 Z matrikami predstavimo relacije iz primera 202}

0 100 1 0]
101000
001100
BR)=10 000 0 o
110000
00000 0]
0 100 1 0]
100010
4, 011000
BRI =100100 0|
100000
0 0000 0

3 Oznako B(R) uporabljamo za matriko relacije zato, ker gre za binarno matriko, torej tako, v kateri
nastopajo le nic¢le in enice.
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1 1 1 0 0 0]

011110

001100

BR*R)=15 000 0 0

111010

0 0 000 0

Oglejmo si se naslednji produkt matrik:

0 1 001 0] [01 00 1 0] 2 1 1 0 0 0]
101000 101000 011110
001100 001100 001100
B(R)'B(R)_OOOOOO 000O0O0OO |[00O0O0OO0O
110000 110000 111010
0 000O0O0 [00O0O0O0 O 0 0 000 0

Opazimo lahko, kako se na matrikah relacij odraZata operaciji R~! in B(R  R):

e Ce matriko relacije R transponiramo, dobimo matriko relacije R~!. Velja
torej B(R™!) = B(R).

e Ce primerjamo matriko B(R) - B(R) z matriko B(R * R), lahko opazimo, da
imata nenicelne elemente na enakih mestih v matriki. Pri iskanju matrike
B(R % R) si namre¢ lahko pomagamo tako, da zmnoZimo matriko B(R)
samo s seboj, nato pa namesto nenicelnega elementa zapiSemo enico, s
¢emer dobimo ustrezno binarno matriko relacije R * R.

e Splodneje: najbo R C A x B, S C B x C, kjerje |A| =n, |B] =m, |C| = p.
Potem ima B(R % S) na mestu (i,k) enico natanko tedaj, ko obstaja enica
na (i, j)-tem mestu v matriki B(R) in na (j, k)-tem mestu v matriki B(S), za
nekje {1,2,...,m}.

4.4 LASTNOSTI RELACI]J

Naj bo R C A x A relacija. Potem je
1. R refleksivnha < Vx € A : xRx,
2. R irefleksivna & Vx € A : =xRx,
3. R simetri¢na & Vx,y € A: (xRy = yRx),
4. R asimetri¢na < Vx,y € A: (xRy = —yRx),

5. R antisimetri¢na < Vx,y € A: (xRy AyRx = x =y),
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6. R tranzitivna < Vx,y,z € A: (xRy AyRz = xRz),
7. R intranzitivna < Vx,y,z € A: (xRy AyRz = —xRz),
8. Rsovisna < Vx,y € A: (x # y = xRy VyRx),

9. R strogo sovisna < Vx,y € A: (xRy V yRx).

Primer 205 Naj bo relacija R C IN x IN podana takole

R={(xy); 3] (x=-y)}

Ali drugace: naravno stevilo x je v relaciji z naravnim Stevilom vy, Ce Stevilo 3 deli razliko
Stevil x in y. Ugotovimo, ali ima ta relacija katero od zgornjih lastnosti. Spomnimo se,
da za celi stevili a in b velja, da a deli b natanko tedaj, ko obstaja k € Z,da jeb =k - a.
Zato lahko pomen relacije R pojasnimo tudi tako: xRy natanko tedaj, ko obstaja tak
keZ,dajex—y =3k

. Relacija je refleksivna, ¢e za za vsak x € IN velja xRx. To drZi, saj je xRx < 3 |
(x — x) < 3| 0 za vsako naravno $tevilo x. Torej je R refleksivna relacija.

=

2. Relacija R ni irefleksivna, saj je refleksivna (irefleksivnost bi pomenila, da nobeno
naravno stevilo ni v relaciji samo s seboj).

3. Naj bosta x in y poljubni naravni $tevili. Ce velja xRy, potem 3 | (x —y) oz.
jex —y = 3-kzanekk € Z. Toda potem je y — x = —3 -k, kar pomeni, da
3 | (y — x), zato velja yRx. Ker smo pokazali, da za poljubni naravni Stevili x in
y velja implikacijd®| xRy = yRx, je relacija R simetricna.

4. Relacija R ni asimetricna, saj je 3R6, kakor tudi 6R3.

5. Antisimetricnost bi pomenila, da Vx,y € IN velja implikacija xRy A yRx = x =
y. To bi torej pomenilo, da velja implikacija

3[(x=y) A3 (y—x)=x=y.

Toda ta implikacija ne drZi, saj velja 3 | (6 —3) A3 | (3 —6) toda 6 # 3 (stevili
x = 3 in y = 6 tako pokaZeta, da obstaja protiprimer za antisimetricnost).

4 Opazi, da smo pri tem sklepu uporabili hipoteti¢ni silogizem.
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6. Tranzitivnost bi pomenila, da Vx,y,z € IN : xRy A yRz = xRz. Prepri¢ajmo
se, da je ta izjava pravilna. Naj bodo x, vy, z poljubna naravna stevila. Sedaj lahko
izpeljemo naslednje zaporedje implikacij

XRyAyRz = 3| (x—y)A3|(y—2z2)

= x—y=3kkecZNy—z=3,1cZ
= x—z=23k+3Il

= x—z=3(k+]I)

= 3| (x—2)

= xRz,

kjer smo upostevali, da jek —1 € Z, sajsta k,| € Z.
7. Ker je 9R6, 6R3 in 9R3, R ni intranzitivna.

8. Sovisnost bi pomenila, da Vx,y € N : x # y = xRy V yRx. Z besedami: Ce sta x
in y poljubni razlicni naravni Stevili, potem ali 3 deli x — y ali 3 deli y — x. Toda
za to trditev obstaja protiprimer. Za x = 7 in y = 5 namrec velja, da sta razlicni
naravni stevili, toda 31 (7 —5) in 31 (5 —7) (oznako 1 beremo “ne deli”). Torej
7 # 5 in —7R5 in =5R7.

9. Videli smo Ze, da obstajata naravni Stevili (x = 5 in y = 7), za kateri ne velja niti
xRy niti yRx, zato relacija R ni strogo sovisna.

Iz definicij lahko takoj opazimo naslednje:

e Ceje relacija R strogo sovisna, je tudi sovisna (kar je ekvivalentno temu: ¢e
ni sovisna, potem tudi ni strogo sovisna),

e Ce je R strogo sovisna, je tudi refleksivna (kar je ekvivalentno temu: ¢e ni
refleksivna, potem ni strogo sovisna).

V prejs$njem zgledu smo to, da relacija R ni strogo sovisna, utemeljili tudi s
protiprimerom, ki je pokazal Ze, da relacija ni sovisna.

Se nekaj opozoril, da se izognemo pogostim napakam: ¢e za neko relacijo
ugotovimo, da je asimetri¢na, to ne pomeni nujno, da ni simetri¢na. Prav tako
tudi antisimetri¢nost ni nasprotje simetri¢nosti (ne smemo pozabiti upostevati
pomena kvantifikatorjev, ko premisljujemo, kaj pomeni, da relacija ni simetri¢na!).
Relacija je namre¢ lahko simetri¢na in antisimetri¢na (glej primer [227), ni¢ od
omenjenega (tak primer je relacija R = {(1,2),(2,1),(1,3)} na mnozici A =
{1,2,3}) ali ima le eno od obeh lastnosti. Prav tako velja poudariti, da tudi
tranzitivnost in intranzitivnost nista nasprotji (za relacijo R = {(1,2),(3,4)} na
mnoZici A = {1,2,3,4} velja, da je hkrati tranzitivna in intranzitivna).

Oglejmo si, kako se lastnosti relacij odraZajo na relacijskem grafu. Vse spo-
dnje ugotovitve sledijo neposredno iz definicije posamezne lastnosti relacije:
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1. e je R refleksivna, potem je v vsaki tocki relacije grafa Gr zanka (zanka je
v Ggr usmerjena povezava, ki povezuje vozlis¢e samo s seboj),

2. Ceje R irefleksivna, je graf Gr brez zank,

3. ¢e je R simetri¢na, potem vse povezave v Gr nastopajo v parih (tj, ce
imamo povezavo od x do y, obstaja tudi obratna povezava),

4. Ceje R asimetri¢na, potem je Gr brez zank in nobena povezava ne nastopa
Vv paru,

5. Ceje R antisimetri¢na, potem med dvema razli¢cnima elementoma ne obsta-
jata povezavi v obe smeri,

6. Ce je R tranzitivna, potem velja: ¢e iz nekega vozlis¢a grafa Gg lahko pri-
demo v dveh korakih, lahko pridemo tudi v enem (po povezavi),

7. €e je R intranzitivna, potem velja: ¢e iz nekega vozlis¢a grafa Gg lahko
pridemo v drugo v dveh korakih, potem ne moremo priti v enem samem
koraku,

8. Ce je R sovisna, potem je vsak par razli¢nih vozlis¢ grafa Gr je povezan s
povezavo vsaj v eno smet,

9. Ce je R strogo sovisna, potem je vsak par razli¢nih vozlis¢ povezan s pove-
Zavo vsaj v eno smer in je v vsaki tocki zanka.

Oglejmo si Se algebrai¢no karakterizacijo lastnosti relacij.

Izrek 206 Najbo R C A x A. Tedaj je
(i) R refleksivna < E C R,
(ii) R irefleksivna < ENR = Q,

(iii) R simetriéna < R™! =R,

(iv) R asimetricna < RINR=0,

)

)

)

)

(v) R antisimetriéna < R"TNR C E,
(vi) R tranzitivna < R* C R,

(vii) R intranzitivna < R>NR = @,
(viii) R sovisna < (A x A)\ EC RUR™},
(ix) R strogo sovisna <> A x A = RUR™™.

Dokaz. Dokazimo le trditve (i), (iii) in (viii).
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(1)

(iii)

(viii)

Naj bo R refleksivna relacija, tj. Vx : xRx. Vemo, da je E = {(x,x);x € A}
tj. Vx : xEx. Torej je E C R. DokaZimo $e nasprotno implikacijo. Naj bo
E C R (to pomeni, da je vsak element iz E v R), torej za vsak x € A velja
xRx.

Naj bo R simetri¢na, torej za poljubna elementa x,y € A velja xRy = yRx.
Spomnimo se, da je xRy < yR!x. Tako velja xRy = yRx & xR~ ly,
kar pomeni: ¢e je (x,y) € R, potem je (x,y) € R™1. S tem smo dokazali
inkluzijo R C R~!. Podobno, ker je xR~y < yRx = xRy, velja R~! C R.
Zatoje R=R1,

Naj bo sedaj R = R™1. Potem za poljubna x,y € A velja

xRy = yR™x < yRx.

Naj bo R sovisna (torej velja: ¢e je x # y, potem je xRy ali yRx). Ob
tej predpostavki dokazujemo inkluzijo (A x A)\ E € RUR™'. Naj bo
(x,y) € (Ax A)\ E. To pomeni, da x # y, od koder po predpostavki
sledi xRy V yRx. Slednje je ekvivalentno xRy V xRy, ali drugace re¢eno
x(RUR Yy oz (x,y) € RUR L

Za dokaz obratne implikacije predpostavimo, daje (A x A)\ E C RUR™..
Ce sta x in y poljubna elementa iz A, za katera velja x # y, potem izpeljemo
naslednje zaporedje implikacij

(x,y) € (Ax A)\E (x,y) € RUR™!
x(RUR by
xRy V xR~y
XRy V yRx.

R R

4.5 EKVIVALENCNE RELACIJE IN RAZBITJA

Relacija je ekvivalenc¢na, Ce je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna.

Primer 207 Na mnoZici IN sta definirani relaciji S in L, za kateri velja:

mSn = m + n je sodo Stevilo,

mLn = m + n je liho stevilo.

Ugotovi ali sta relaciji ekvivalencni.

Resitev: Najprej obravnavajmo relacijo S.
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1. Relacija S je refleksivna, saj mSm pomeni, da je m + m = 2m, kar je res sodo
Stevilo za vsak m € IN.

2. S je simetricna relacija, saj za poljubna m,n € N velja mSn = nSm. Res,

mSn = m + n je sodo stevilo = n + m je sodo Stevilo = nSm.

3. S je tranzitivna relacija, saj se lahko prepricamo, da za poljubna naravna stevila
m, n, v velja implikacija mSn A\ nSr = nSr.

mSn AnSr = m+n=2kAn+r=2I, kjerstak,] €N

= m=2k—nANr=21—n

= m+r=2k+2l-2n=2(k+1—n)
= m+r je sodo

= mSr.

Torej je relacija S ekvivalenc¢na. Za relacijo L takoj vidimo, da ni refleksivna. Protiprimer

je namrec katerokoli naravno Stevilo m, saj je izjava mLm za vsak m nepravilna izjava.

Ker relacija L ni refleksivna, ni ekvivalencna.

Najbodo Ay, Ay, ..., A, paroma disjunktne podmnoZzice mnozice A (tj., A; N
Aj = @, Ceje i # j), za katere velja Ay UA, U ---UA, = A. Potem pravimo,
da mnozice A, A, ..., Ay tvorijo razbitje mnoZice A.

Izrek 208 Vsako razbitje mnoZice A doloca neko ekvivalencno relacijo. Natancneje, ce
je A1, Ay, ..., Ay razbitje mnoZice A, potem je relacija

xRy = x in y pripadata isti mnoZici A;
ekvivalencna relacija.
Dokaz.

1. Naj bo x poljuben element iz A. Element x je seveda v isti mnoZici A; kot
x. Torej je xRx za vsak x € A, zato je R refleksivna relacija.

2. Naj bosta x in y poljubna elementa iz A. Ce je x v isti mnozZici A; kot v, je
tudi y v isti mnozici A; kot x. Torej velja xRy = yRx, zato je R simetri¢na
relacija.

3. Naj bodo x,v,z poljubni elementi iz A. Ce sta x in y v isti mnoZici A; in
y in z v isti mnoZici Aj, je i = j (saj bi sicer y € A;NA; = ©). Torej sta
tudi x in z v isti mnoZici. Dokazali smo implikacijo xRy A yRz = xRz, kar
pomeni, da je R tranzitivna.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA

153



154 RELACIJE

Naj bo R ekvivalenc¢na relacija na mnozici A. Tedaj mnoZici

pravimo ekvivalen¢ni razred elementa a (in element 4 imenujemo predstav-
nik tega ekvivalen¢nega razreda). MnoZico vseh ekvivalen¢nih razredov ime-
nujemo faktorska mnoZica in jo oznacimo

[a] = {b e A;bRa}

A/R ={la];a € A}.

Izrek 209 Nuaj bo R ekvivalencna relacija na mnoZici A. Potem za poljubna elementa
a,b € A velja:

(i)
(if)
(iii)

aRb < [a] = [b] .
Ce a ni v relaciji z b, potem je [a] N [b] = @.

Vsak element mnoZice A pripada natanko enemu ekvivalencnemu razredu.

Dokaz. Naj bo R ekvivalen¢na relacija na mnozici A.

(1)

(i)

(iii)

Naj bo aRb, potem zaradi simetri¢nosti relacije R sledi tudi bRa. Ce je x €
[a], potem je xRa. Ker je R tranzitivna, imamo tako aRb = xRb = x € [b],
torej je [a] C [b].

Naj bo sedaj [a] = [b]. Zaradi refleksivnosti relacije R velja a € [a]. Ker je
[a] = [b], je torej aRD.

Dokazujemo implikacijo =aRb = [a] N [b] = @. Dokazimo jo s pomod&jo
kontrapozicije. Recimo, da obstaja x € [a] N [b]. Potem je x € [a] Ax €
[b], kar pomeni xRa A xRb. Zaradi simetri¢nosti tako velja od koder sledi
aRx A xRb, od koder po tranzitivnosti dobimo aRb.

Ker je R refleksivna je a € [a] za vsak a € A. Torej, vsak element mnoZice
A pripada vsaj enemu ekvivalenénemu razredu. Recimo, da a pripada tudi
[b] za nek b € A. Potem je aRb in po 1. tocki izreka zato velja [a] = [b].
Zato a pripada natanko enemu ekvivalenénemu razredu. L

Prva lastnost zgornjega izreka pove, da se ekvivalen¢na razreda elementov,
ki sta v relaciji, ujemata. Drugo lastnost pa lahko povemo tudi tako: ekviva-
len¢na razreda elementov, ki nista v relaciji, sta disjunktna.

Prej smo videli, da vsako razbitje mnoZice A dolo¢a neko ekvivalen¢no re-
lacijo. Iz izreka pa sledi, da velja tudi obratno: ekvivalen¢na relacija nam
mnoZico A razbije na ekvivalencne razrede.
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Izrek 210 Naj bo R ekvivalencna relacija na A. Potem je faktorska mnoZica A/R raz-
bitje mnoZice A.

Dokaz. Ce je x € Upajea/rlal, potem je x € [a] za nek a iz A. Ker otitno velja
[a] € A, je x € A. Premislimo $e obratno: naj bo x € A. Potem je zaradi
refleksivnosti x € [x], torej je x pripada mnoZici Ujyca,/r[a]- Tako smo dokazali
enakost

[a]eA/R

ali z besedami, unija vseh ekvivalen¢nih razredov glede na relacijo R je enaka
mnozici A. Po prej$njem izreku velja: ¢e sta ekvivalen¢na razreda [a] in [b]
razli¢na, potem (a,b) ¢ R. Ce pa (a,b) ¢ R, velja [a] N [b] = @. S tem smo
preverili izpolnjenost obeh pogojev iz definicije razbitja, zato je mnoZica vseh
ekvivalen¢nih razredov razbitje mnoZzice A.

]

Primer 211 Pois¢i faktorsko mnoZico mnoZice N glede na ekvivalencno relacijo S iz
primera 207}

Resitev: Najprej premislimo, kaj je ekvivalencni razred Stevila 1:
[1] = {n € N;aSn} = {n € N;1+n jesodo} = {1,3,5,...}.

Opazimo tudi, da je
1 =p=[5 ="

Ker so torej Ze vsa liha stevila v istem ekvivalencnem razredu, nas zanima, kam sodijo
soda Stevila. IzkaZe se, da tudi vsa soda stevila pripadaja istemu ekvivalencnem razredu:

2] = {n € N;2+njesodo} = {2,4,6,..} = [4] = [6] = ---

Izratunana ekvivalencna razreda torej pokrijeta celo mnoZico IN, zato je
IN/S = {[1],[2]}.
Primer 212 Na mnoZici IN x N je definirana relacija R:
(a,b)R(c,d) = a+b=c+d.
Pokazi, da je relacija R ekvivalencna in poisci ekvivalencne razrede

(LD IED]G ][4 D16, 1], [(6,1)].

Resitev: Najprej premislimo, da je relacija R ekvivalencna.

1. Za refleksivnost mora za vsak urejeni par (a,b) € IN x IN veljati (a,b)R(a,b).
Slednje drzi, saj je
(a,b)R(a,b) ©a+b=a+b.
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2. Prepri¢ajmo se, da je R simetricna relacija, torej, da za poljubna urejena para
(a,b),(c,d) € N x N velja (a,b)R(c,d) = (c,d)R(a,b). Tudi to drZi, saj je

(a,b)R(c,d) ©a+b=c+dec+d=a+b<s (c,d)R(aD).

3. Za tranzitivnost preverimo ali za vsako trojico urejenih parov (a,b), (¢, d), (e, f) €
IN x IN velja (a,b)R(c,d) A (c,d)R(e, f) = (a,b)R(e, f). Tudi ta lastnost drzi,
saj velja

a+b=c+dANc+d=e+f =>a+b=ce+f.

Pois¢imo se ekvivalencne razrede:

(1] = {(a,b);(a, )R} = {(a,);2 = a+ b}
= {(a,2—a);a,2—acN}={(1,1)},

[(2,1)] = {(a,b) e NxN;3=a+0b} ={(a,3—4a);a,3—ac N}
= {(1,2),(2 1)},

[((3,1)] = {(a,4—a);a,4—ac N} =1{(13),(2,2),3,1)},

(4 1)] = {(L4),(23),(32),(41)},

(5,1)] = {(1,5),(24),(33),(42),(51)},

[(6,1)] = {(1,6),(2,5),(3,4),(43),(52),(61)}

4.6 OVOJNICE RELACIJ

Ce relacija R na mnozici A nima neke lastnosti £, jo lahko razsirimo do relacije
R; tako, da jo bo imela. Z “raz8iritvijo” mislimo na to, da bo nova relacija Ry
vsebovala vse urejene pare iz R ter dodatne urejene pare, ki so potrebni, da
bi lastnost £ veljala. Torej bo R C R;. Ce je R; najmanjsa relacija, ki vsebuje
relacijo R in ima lastnost £, jo imenujemo ovojnica relacije R glede na lastnost £
in ozna¢imo R¥.

Naj bo £ neka lastnost relacije. Potem je relacija R* ovojnica relacije R C
A x A glede na lastnost £, ¢e velja

(i) R C R%,
(ii) R* ima lastnost £,

iii) ¢e za Q C A x A velja R C Q in ima relacija Q lastnost £, tedaj je
’ J J J ]
R~ C Q.

Ce ima relacija R Ze sama lastnost £, potem je sama sebi ovojnica glede na to
lastnost. Velja torej R = R”. Za boljse razumevanje definicije ovojnice si oglejmo
zgled, ki govori o refleksivni ovojnici.
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Primer 213 Naj bo mnoZica A = {a,b,c,d}. Na mnoZici A so dane tri relacije R, S
in Q, katerih grafe vidimo na sliki Opazimo, da velja R C S, kakor tudi R C Q.
Obe relaciji S in Q sta refleksivni, relacija R pa ne. Da bi relacijo R razsirili do relacije,
ki je relfeksivna, njenemu grafu dodamo manjkajoce zanke (s tem dobimo relacijo S).
Ce dodamo $e katerokoli drugo usmerjeno povezavo (kot je to v primeru relacije Q),
bo taka relacija refleksivna, ne bo pa ve¢ najmanjsa refleksivna relacija, ki vsebuje R.
Najmanjsa refleksivna relacija, ki vsebuje R je torej S, zato je S ovojnica relacije R glede
na refleksivnost, kar zapisemo S = R*™f. Da tudi v splognem dodajanje manjkajocih zank
Ze zadostuje, da dobimo refleksivno ovojnico, bomo dokazali v izreku

NN

(a) Relacija R. (b) Relacija S. (c) Relacija Q.

Slika 29: Grafi relacij R, S in Q.

Definirajmo:

R*f — EFUR.

Izrek 214 Relacija R™f je refleksivna ovojnica relacije R.

Dokaz. Za R™f preverimo vse tri lastnosti iz zgornje definicije. Lastnosti (i) in
(ii) otitno veljata: R C R™f in E C R™f. Premislimo e, da velja lastnost (iii). Naj

bo Q refleksivna relacija, ki vsebuje R. Za relacijo Q torej velja E C Qin R C Q.

Ker potem o¢itno velja tudi EUR C Q, je Rref C Q. ]

Da bi dobili simetri¢no ovojnico relacije R, ji dodamo vse elemente iz R~}
(¢e Se niso vsebovani v R). Definirajmo:

RSm — R YR,
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Izrek 215 Relacija R$™ je simetri¢na ovojnica relacije R.
Dokaz. Preverimo lastnosti (i), (ii) in (iii) iz definicije ovojnice.
(i) Kerje RC RUR™! = RS™ velja R C RS™,
(ii) PokaZimo, da je (RS™)~1 = R*™ {j. da je relacija R®™ simetri¢na:
(R™) ™' = (RUR™") ' =R TUR = R™,
kjer drugi enacaj sledi po trditvi[198

(iii) Najbo R C Q in Q simetri¢na relacija, tj. Q = Q1. Pokazimo, da je potem
Rsim C Q:

Q=Q '=(RuQ)'=R1TuQ'=R1TUQ

od koder lahko sklepamo, da je R~! C Q. Ker velja tudi R C Q, velja
RS™ = R-1TUR C Q. m

Definirajmo novo relacijo R:

R=RUR*URU---=[JR"
i=1

Z drugimi besedami, xRy natanko tedaj, ko obstaja naravno $tevilo 1, da je xR"y.
To v grafu relacije pomeni, obstaja usmerjen sprehod od vozlis¢a x do vozlis¢a y
(dolzine n).

Trditev 216 Velja lastnost: RUS C RUS.

Dokaz. Naj bosta X in Y poljubni relaciji, za kateri velja X C Y. Potem po trditvi
201/ (iii) velja tudi X" C Y". Ker to velja za poljuben n € IN, od tod sledi tudi
X C Y. Izpeljali smo lastnost:

XCY=XCY.

Sedaj najprej vzemimo X = Rin Y = RUS. Potem po izpeljani lastnosti velja
tudi R € RUS. Podobno, ¢e vzamemo X = Sin Y = RUS, izpeljemo tudi
S C RUS. Tako konéno sledi tudi RUS € RUS. n

Trditev 217 Ce je Q tranzitivna relacija, potem velja Q = Q.

Dokaz. Spomnimo se, daje Q = QU Q?*UQ3U - -, zato otitno velja inkluzija
Q C Q. Dokazimo $e obratno inkluzijo. Ker je Q tranzitivna, po izreku
velja Q> C Q. Ceto inkluzijo pomnoZzimo iz desne s Q, dobimo Q%3 C Q% in
¢e postopek ponavljamo, dobimo Q* C Q3 Q° C % itd., od koder izvemo, da
so poleg Q in Q? tudi vse potence Q3,04 05, ... podmnozZice mnoZice Q. Zato
enako velja za njihovo unijo: QU Q?*UQ3U--- C Q. Torejje Q C Q. [

Sedaj se lahko prepricamo, da velja naslednje.
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Izrek 218 R je tranzitivna ovojnica relacije R.
Dokaz. Preverimo vse tri lastnosti iz definicije.
(/) Inkluzija R C R velja po definiciji relacije R.
(ii) Pokazimo, da je R je tranzitivna relacija tj., da za poljubne x, y, z velja
xRy AyRz = xRz.
Da ta implikacija drZi, postane jasno takoj, ko razmislimo, kaj pomeni xRy
in yRz:
xRy < Ine€ N:xR"y < JIzq,...,2,1: xRz Az1Rza A -+ - Az, 1Ry,
yRz < Im e N:xR™y & 3ty,... ty_1: yRE ARt A+ - - Aty 1Rz

Ce torej velja xRy A yRz potem za naravno Stevilo m + n velja xR"*"z, to
pa pomeni, da je xRz.

(iii) Naj bo Q poljubna tranzitivna relacija z lastnostjo R C Q. Pokazimo, da je
RC Q.1zR C Qsledi RUQ = Q. Ker je Q tranzitivna, po trditvivelja
Q = Q. Torej lahko z upostevanjem lastnosti iz trditve izpeljemo

Za R je v uporabi tudi oznaka R™".
Primer 219 Naj bo A = {1,2,3} in R relacija
R={(11),(1,2),(1,3),(23),(31)}

Potem R ni niti refleksivna (ker npr. (2,2) ¢ R), niti simetricna (velja npr. (1,2) € R,
toda (2,1) ¢ R, niti tranzitivna (saj je 2R3 in 3R1 toda —2R1). Refleksivna ovojnica
relacije R je relacija

R = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(3,1),(2,2),(3,3)},

saj je refleksivna in tudi najmanjsa refleksivna relacija z lastnostjo, da vsebuje R (vsaka
refleksivna relacija, ki vsebuje R bi morala vsebovati Ze dodana urejena para (2,2) in
(3,3), manjsa tako ne obstaja). Simetricna ovojnica relacije R je relacija

RS™ = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(3,1),(2,1),(3,2)}.

Pri iskanju refleksivne in simetricne ovojnice relacije R smo morali le pogledati, katere
elemente Ze imamo v R, da bi ugotovili, katere je Se potrebno dodati. Tako smo obe
ovojnici dobili v enem samem koraku. Iskanje tranzitivne ovojnice pa lahko zahteva vec
korakov. Ce si ogledamo relacijo R, bi v njeni tranzitivni ovojnici morali biti tudi pari
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(3,2) (zaradi parov (3,1) in (1,2)), (3,3) (zaradi parov (3,1) in (1,3)) in (2,1) (zaradi
(2,3) in (3,1)). To nam da relacijo

{(1L,1),(1,2),(1,3),(23),(31),(3,2),(21),(3,3)}.

Toda ta relacija Se vedno ni tranzitivna. Zaradi novega para (2,1) in starega para (1,2)
moramo dodati Se urejeni par (2,2). To nam da relacijo

{(11),(1,2),(1,3),(2,3),(31),(3,2),(21),(3,3),(22)},
ki pa je tranzitivna, kot tudi najmanjsa tranzitiona relacija, ki vsebuje R. Zato je
R™" = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(3,1),(3,2),(2,1),(3,3),(2,2)}.

Z vecanjem Stevila elementov v mnozici A iskanje tranzitivne relacije na
nacin, kot smo si ga ogledali v prejSnjem zgledu, postaja vse bolj nepregle-
dno, zato si pomagamo z naslednjim postopkom, na katerem temelji Floyd-
Warshallov algoritem za iskanje tranzitivne ovojnice. Natan¢no formulacijo al-
goritma in utemeljitev, zakaj deluje, izpustimo. Na zgledu pojasnimo le, kako
lahko s pomoc¢jo matrik pridemo do matrike tranzitivne ovojnice. Uporabimo
kar relacijo R iz prejSnjega zgleda. Njena matrika je

1
B(R)= | 0
1

oS O -

1
1
0

Sedaj v 1. vrstici pois¢emo vse enice, in si skoznje predstavljamo navpi¢no pre-
mico. Podobno, v 1. stolpcu poiS¢emo vse enice, in si skoznje predstavljamo
vodoravno premico. Sedaj pois¢emo mesta v matriki, kjer se opisane premice
sekajo. Ce se na takem mestu v matriki nahaja 0, se le-ta spremeni v 1, ¢e pa
je na takem mestu Ze enica, je ne spreminjamo. Tako bi iz matrike B(R) dobili
matriko

111
001
111

Res, tudi v prej$njem zgledu smo opazili, da moramo zaradi parov (3,1) in (1,2)
(ki ju v matriki B(R) predstavljata enica v 3. vrstici in 1. stolpcu, ter enica v 1. vr-
stici in 2. stolpcu) dodati urejeni par (3,2) (ki ga predstavlja novo nastala enica
v 3. vrstici in 2. stolpcu). Prav tako pa smo morali dodati urejeni par (3,3) (za-
radi parov (3,1) in (1, 3) tako nastane presecis¢e premic v 3. vrstici in 3. stolpcu).
Sedaj postopek ponovimo, le da si navpi¢ne vzporednice predstavljamo skozi
enice v drugi vrstici, vodoravne vzporednice pa skozi enice v drugem stolpcu.
Na tem koraku nam presecis¢a premic ne dajo novih enic, zato z enakim po-
stopkom nadaljujemo v 3. vrstici in 3. stolpcu, kar je Se zadnji korak: navpicne
vzporednice si predstavljamo skozi enice v tretji vrstici, vodoravne vzporednice

vvvvv

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



4.7 PREVERI SVOJE ZNANJE (OSNOVNO O RELACIJAH) 161

premic, ki ju spremenimo v enici, ki predstavljata urejena para (2,1) in (2,2).
Tako dobimo zadnjo matriko, ki je pa ravno matrika relacije R"",

111
B(R™) = (1 1 1
111

Ce bi iz te matrike izpisali urejene pare, bi dobili seveda enako mnozico urejenih
parov kot v zgornjem zgledu. Izkazalo se je torej, da je R dane relacije kar
polna relacija, velja namre¢ R"™" = A x A (kar pa seveda ne zgodi vselej, glej

npr. nalogo [232).

4.7 PREVERI SVOJE ZNANJE (OSNOVNO O RELACIJAH)

Vprasanja iz teorije

1.

2.

10.
11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

Kaj je binarna relacija?

Kaj je enotska relacija?

. Kaj sta domena in zaloga vrednosti relacije?
. Nastej lastnosti komplementa relacij.
. Kako je definirana inverzna relacija?

. Nastej lastnosti, ki veljajo za inverzno relacijo.

Kako je definiran produkt relacij?

. Nastej lastnosti produkta relacij.

. Pojasni pojem potence relacije in nastej njene lastnosti.

Pojasni, kako relacije predstavimo s pomocjo grafov in matrik.
Kako se na grafu relacije odraZa dejstvo, da je xR * Ry?
Kaj lahko pove$ o matriki inverzne relacije?

V kaksni zvezi je matrika produkta relacij R * S s produktom matrik B(R)
in B(S)?

Nastej lastnosti relacij in njihove definicije.
Kako se lastnosti relacije odraZajo na grafu relacije?
Kdaj je relacija ekvivalen¢na?

Kaj je razbitje mnoZice?
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18. Pojasni pojma ekvivalenc¢ni razred in faktorska mnoZica.
19. Kako je definirana ovojnica relacije glede na neko lastnost?
20. Kako dobimo refleksivno (oz. simetri¢no oz. tranzitivno) ovojnico?

21. Kako deluje Floyd-Warshalov algoritem?

Resene naloge

Naloga 220 Najbo A = {1,2,3,4}. Kateri urejeni pari so v relaciji R = {(a,b);a,b €
A,a <Db}?

Resitev: R = {(1,2),(1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)}.

Naloga 221 Za vsako od naslednjih relacij R definiranih na Z. ugotovi, ali dani urejeni
pari pripadajo relaciji R.

(@) xRy = x=y+1, (2,2),(2,3),(3,3),(3,2),

(b) xRy = x|y, (2,6),(3,5),(8,4),(4,8),

(c) xRy = x in y sta tuji stevili; (5,8),(9,16), (6,8),(8,21),

(d) xRy = najvecji skupni delitelj stevil x iny je7; (28,14),(7,7),(10,4), (14,21),

(d) xRy = x> +y?>=z>zanckz € Z; (1,0),(3,9),(2,2),(3,4).

Resitev: Resitve so naslednji urejeni pari:

Naloga 222 Najbo A = {1,2}. Zapisi vse urejene pare relacije “C"” na mnoZici P(A).

Resitev: Relacija “C” vsebuje naslednje urejene pare: (2,0), (0,{1}), (D,{2}),
(@ {1,2}), ({1} {1}), ({1}, {1,2}), ({2}, {2}), ({2}, {1,2}), ({1, 2}, {1, 2}).

Naloga 223 Na A = {a,b,c,d, e} so podane relacije S = {(b,d), (d,e), (d,a), (e, e)},
R = {(a,b), (b,c), (b,e), (c,), (¢, d), (e,a), (e,d) } in Q = {(a,b), (b,d), (b,e), (c,b)}.

Poisc¢i domeno in zalogo vrednosti relacije S ter relacije S -1 RNS, RN Q,QUS,SxS,
Q*S,RNQx*S, (RNQ)*S, Q%
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Resitev:
DS = {b, d, 6} = Zsfl,
Zs = {ade} =Dg,
RNS = @,
RNQ = {(aD), (be)},
QUS = {(ab),(bd),(be), (cDb) (de),(da)lee)}
SxS = {(be),(ba),(de),(ee)},
QxS = {(ad),(be), (ba),(cd)},
RNQ=xS = {(be),(cd)},
(RNQ)*S = {(be) (ad)},
Q3 = Q.

Naloga 224 Tabela[1| prikazuje razporeditev studentov v ucilnici. Narisi graf relacije S,
kjer je xSy natanko tedaj, ko student x sedi neposredno poleg studenta y v isti vrsti.

alb]|c

elf|g|h

Tabela 1: Razporeditev Studentov.

Resitev: Graf relacije vidimo na sliki

CEBOWOWO

Slika 30: Graf relacije iz naloge

Naloga 225 Naj bo A mnoZica vseh 3-mestnih besed, ki jih lahko sestavimo s ¢rkama a
in b. Naj bosta x,y € A. Relacija R je nad mnoZico A definirana tako:

xRy = x vsebuje manj ali enako a-jev kot y.
(a) Narisi graf relacije R.

(b) Ali je relacija R refleksivna, simetricna, tranzitivna, sovisna, antisimetricna?

Resitev: Graf relacije R vidimo na sliki Relacija R je refleksivna, saj je vsak
element v relaciji sam s seboj. Relacija ni simetricna, saj velja aab R aaa, ne pa tudi
obratno. Relacija je tranzitivna, saj za poljubne besede x,y, z velja: Ce x vsebuje manj ali
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Slika 31: Graf relacije R iz naloge

enako a-jev kot y in y vsebuje manj ali enako a-jev kot z, potem seveda x vsebuje manj ali
enako a-jev kot z. Relacija je sovisna, saj med poljubnima razlicnima besedama na sliki
vidimo puscico vsaj v eno smer. Antisimetricna pa relacija ni, saj je npr. aab R aba
kakor tudi aba R aab, toda besedi aab in aba nista enaki.

Naloga 226 Na mnoZici R je definirana relacija T:
xTy = x+5<y.

Ali je podana relacija refleksivna, irefleksivna, simetricna oz. tranzitiona?

Resitev: Ce bi T bila refleksivna relacija, bi za vsako realno stevilo x veljalo xTx
0z. x +5 < x, kar pa seveda ne drZi. Ker pravzaprav za vsak x € R velja x +5 > x,
je relacija T irefleksivna. Ce za x izberemo 0, za y pa 5, velja x +5 < y, ne pa tudi
y +5 < x, zato relacija ni simetricna. Za dokaz tranzitionosti moramo ob predpostavki,
da za poljubna realna stevila x,y,z velja x +5 < y in y +5 < z, dokazati, da velja
tudi x +5 < z. Da to drZi, se lahko prepricamo iz naslednjega zaporedja neenakosti:
x+5<y<y+5<z

Naloga 227 PokaZi, da so edine relacije, ki so hkrati simetricne in antisimetricne, tiste,
ki so podmnoZice enotske relacije.

Resitev: Naj bo R relacija na mnoZici A, ki je hkrati simetricna in antisimetricna.
Ce obstaja (x,y) € R tako, da je x # y, potem iz simetricnosti relacije R sledi, da je tudi
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(y,x) € R. Ker je R antisimetri¢na, pa velja x =y, kar je protislovje. Zato so lahko v
relaciji R lahko le elementi oblike (x, x).

Nal

oga 228 Naj bo relacija R C Ny x N podana takole: R = {(x,y); x = y*}.

Ugotovi, katere lastnosti ima relacija.

1

2.

3.

Resitev: Relacija R

. ni refleksivna, saj npr. (3,3) ¢ R,

ni irefleksivna, saj je (1,1) € R,

ni simetricna, saj npr. (4,2) € Rin (2,4) ¢ R,
ni asimetri¢na, saj je (1,1) € R,

je antisimetricna. Antisimetricnost pomeni, da Vx,y € IN velja implikacija xRy A
yRx = x = y. Res, e je x = y*> iny = x?, potem je x = x*, od koder sledi
x(x—1)(x*+x+1) =0, od tod pa da je x = 0ali x = 1. Ce je x = 0, iz enacbe
y = x? sledi, da je tudiy = 0. Cepajex =1, jetudiy = 1. Torejsta x iny
enaka,

6. ni tranzitiona, saj (16,4) € R, (4,2) € R, toda (16,2) ¢ R,

7. ni intranzitivna, saj je (1,1) € R (protiprimer dobimo, Ce v definiciji intranzitiv-

nosti za vse tri x,y in z vzamemo vrednost 1),

8. ni sovisna, saj (1,2) ¢ Rin (2,1) ¢ R,

9.

Nal
kjer

1

2.

3.

A. Tepel

ni strogo sovisna, ker ni sovisna.

oga 229 Naj bo relacija R C IN x IN podana takole: R = {(x,y); D(x,y) = 1},
je D(x,vy) oznaka za najvecji skupni delitelj stevil x in y.

Resitev: Relacija R
. ni refleksivna, saj npr. D(3,3) = 3,
ni irefleksivna, saj je D(1,1) =1,

je simetri¢na, saj za poljubni naravni Stevili x in y velja: ¢e je D(x,y) = 1, potem
je tudi D(y,x) =1,

ni asimetriéna, saj je simetricna,

ni antisimetricna, saj iz D(x,y) = 1 in D(y, x) = 1 ne sledi nujno, da sta x in y
enaka,

ni tranzitiona, saj je D(3,4) =1, D(4,9) = 1, toda D(3,9) = 3,

ni intranzitiona, saj je D(1,1) = 1 (protiprimer dobimo, e v definiciji intranzi-
tivnosti za vse tri x,y in z vzamemo vrednost 1),
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8.

9.

ni sovisna, saj je D(3,6) = 3 in D(6,3) = 3 (torej obstajata x in y, za katera
—xRy in ~yRx),

ni strogo sovisna, ker ni sovisna.

Naloga 230 Ce je relacija ekvivalencna, zapisi faktorsko mnoZico:

()

(b)
()
()

A={1,2,3,4,5},RC Ax A,
R=1{(1,1),(22),(33),(44),(55),(1,5),(51),(3,5),(53),(1,3),(3,1)}.

R=A{(x,y) €eZxZ;x-y>0}U{(0,0)},
A={xeN;1<x<10},R={(x,y) e AxXA; x|y Vy]lx}

R={(x,y) € RxR; x*> = y?}.

Resitev:

()

Vsak element iz A je v relaciji sam s seboj, zato je relacija refleksivna. Ce je urejeni
par oblike (x,y) v R, je v R tudi urejeni par (y,x), zato je relacija simetri¢na.
Prav tako se hitro prepricamo, da kakor hitro sta v R para oblike (x,y) in (y,z), je
v R tudi (x,z). Zato je relacija tudi tranzitivna. Torej je R ekvivalenc¢na relacija.
Za ekvivalencne razrede velja: [1] = {1,3,5} = [3] = [5], [2] = {2}, [4] = {4}.
Tako je faktorska mnoZica enaka A/R = {[1], 2], [4]} = {{1,3,5},{2}, {4} }.

Relacija R je refleksivna: iz definicije relacije je razvidno, da je 0 v relaciji z 0,
e pa je celo stevilo x razlicno od 0, je njegov kvadrat pozitiven. Torej za vsak
x € Z velja xRx. Relacija je o¢itno simetricna: za poljubna x,y € Z velja:
xy > 0 = yx > 0. Da bi preverili tranzitivnost, predpostavimo, da za poljubna
cela stevila x,y,z velja xy > 0 in zy > 0. Ker je xy > 0, to pomeni, da je
x>0,y >0alix <0,y <O0. Ce je velja proa moZnost, potem mora tudi z
biti pozitiven (sicer ne bi veljala neenakost zy > 0). Zato je v tem primeru tudi
produkt xz pozitiven. Ce pa velja druga moznost, torej e je x < 0 iny < 0,
potem pa mora zaradi neenakosti zy > 0 veljati z < 0. Tako je tudi v tem primeru
xz > 0. Torej je relacija tranzitivna in lahko pois¢emo njene ekvivalencne razrede.

Premislimo, cemu je enak ekvivalencni razred [1]). Po definiciji ekvivalencnega
razreda in definiciji relacije R dobimo: [1] = {t € Z; tR1} = {t € Z;t-1 >
0}. To bo veljalo za vsa pozitivna cela (oz. naravna) Stevila t, torej je [1] =
{1,2,3,...}. Podobno izpeljemo

1] ={teZ tR(-1)} ={teZt-(-1) >0} = {-1,-2,-3,...}.

Iz definicije relacije R vidimo $e [0] = {0}. Tako je faktorska mnoZica Z/R =
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Relacija je seveda refleksivna, saj vsako naravno $tevilo deli samo sebe. Ce za
poljubna x,y € A velja xRy, to pomeni, da velja x | y V y | x. Zaradi komutativ-
nosti disjunkcije potem velja tudi y | x V x | y, kar pa pomeni, da je yRx. Zato je
relacija simetri¢na. Ni pa tranzitivna, saj npr. urejena para (4,2) in (2,6) pripa-
data relaciji R, toda (4,6) & R. Ker relacija ni tranzitivna in zato ni ekvivalencna,
ne moremo govoriti o ekvivalencnih razredih relacije.

Relacija R je ocitno refleksiona, saj za vsako realno $tevilo velja x> = x2. Je tudi
simetri¢na, saj za poljubna x,y € R velja: e je x> = y?, potem je tudi y*> = x>.
Velja pa tudi tranzitivnost: naj bodo x,y, z poljubna realna Stevila, za katera velja
x? = y? in y*> = z2. Potem zaradi tranzitivnosti relacije =" velja tudi x> = z2.
Pois¢imo se ekvivalencne razrede. Po definiciji je v ekvivalencnem razredu nekega
realnega Stevila x vsako realno Stevilo y, ki je v relaciji z x. Torej tak y, za katerega
velja x> = y?. Torejjey = x ali y = —x. Vsak ekvivalenéni razred je torej
oblike [x] = {x, —x}, zato je faktorska mnoZica R/g = {[x]; x € Rt U{0}} =

{{x,—x}; x e RT U {0} }.

Naloga 231 Na mnoZici A = {1,2,3,4,5} sta definirani relaciji L in S:

()
(b)
()

x -y je liho Stevilo,

xLy
xSy = x -y je sodo stevilo.
Narisi grafa relacij L in S.
Za obe relaciji preuci njune lastnosti.

Zapisi matriko relacije L in matriko refleksivne ovojnice relacije S.

Resitev:

()
(b)

Graf relacije L prikazuje slika |32} graf relacije S pa slika

Relacija L je simetri¢na in tranzitivna, ostalih lastnosti nima. Relacija S je le
simetricna.

10101 11010
00000 11111
B(L)y=|1 010 1|, B =l01110
00000 11111
10101 01011
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®

®

Slika 32: Graf relacije L iz naloge E

Slika 33: Graf relacije S iz naloge

Naloga 232 Pois¢i matriko tranzitivne ovojnice relacije R, ki je podana z matriko

01000

B(R) =

_ o O O
o O O O
o O O
__ O O
O O = O

Ali je R ekvivalenéna relacija?

Resitev: Matriko B(R) dobimo s pomocjo Floyd-Warshalovega algoritma:
11111

B(R) =

[ Y S WY
[ S S Gy S
[ Y S S
S G G Y
—_ O =

Relacija R je sicer tranzitivna (po definiciji tranzitivne ovojnice) in refleksivna (kar se
vidi iz enic na glavni diagonali matrike B(R)), ni pa ekvivalentna relacija, ker ni sime-
tri¢na (saj matrika B(R) ni simetricna).
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Naloga 233 Na mnoZici A = {a,b,c,d,e, f} je definirana relacija T:
T ={(a,b), (b, f),(c,),(c,d),(d,e), (e,a),(f,d),(f e)}

Narisi graf relacije T, ugotovi ali je podana relacija irefleksivna oz. antisimetricna, ter
pois¢i tranzitivno ovojnico relacije T.

Resitev: Graf relacije T vidimo na sliki[34} Iz njega razberemo, da ne vsebuje nobene
zanke, zato je relacija irefleksivna. Ker se tudi ne zgodi, da bi med dvema elementoma
mnoZice A imeli puscico od enega elementa do drugega in obratno, je relacija antisime-
tricna. Tranzitiono ovojnico T dobimo s pomocjo Floyd-Warshalovega algoritma:

B(T) =

U U VW N
S G VG (WY
OO OO OO
g S G Y
U VU VG (Y
U U VG N

O—)
()

O~—(3)

Slika 34: Graf relacije iz primera @

4.8 UREJENOSTI

Relacija < na mnoZici A je delna urejenost na mnoZici A, ¢e ima naslednje
tri lastnosti:

e refleksivnost: Vx € A:x < x,
e antisimetritnost: Vx,y € A: (x Jyiny<x=x=y),
e tranzitivnost: Vx,y,z€ A: (x [yiny <Xz = x < z).

Ce je =< delna urejenost na mnoZici A, potem urejeni par (A, <) imenujemo
delno urejena mnoZica.
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Z delno urejenimi mnoZicami smo se Ze srecevali. Hitro lahko premislimo, da
je vsaka izmed mnozic IN,Z,Q,R delno urejena z relacijo “<”. Prav tako za
vsako neprazno mnozico A velja, da je (P(A), C) delna urejenost’] Prav tako
je primer delne urejenosti mnozica deliteljev D(n) naravnega $tevila n skupaj z
relacijo deljivosti “|”.

Linearna urejenost je sovisna delna urejenost.

Spomnimo se, da je relacija R sovisna natanko tedaj, ko Vx,y € A : (x #
y = xRy V yRx). Ker je relacija “<” na mnozicah N, Z, Q, R sovisna, je ta na teh
mnoZzicah tudi linearna urejenost. Ni pa linearna urejenost relacija inkluzije: ¢e
sta dve mnoZici razli¢ni, to $e ne pomeni, da je prva mnoZica podmnoZica druge
ali obratno (lahko sta disjunktni). Prav tako je relacija deljivosti delna urejenost
na D(n), ni pa linearna urejenost (npr. v D(60) sta 6 in 10 razli¢ni $tevili, a 6 ne
deli 10, kot tudi ne obratno).

Naj bo A delno urejena mnoZica z relacijo <. Re¢emo, da sta elementa x,y €
A primerljiva, ¢e je x <y ali y < x, sicer sta neprimerljiva.

Npr. v delno urejeni mnozici (D(60), |) sta 6 in 10 neprimerljiva elementa, 3
in 6 pa sta primerljiva.

Ceje x < yin x # y, potem piSemo tudi x < y in re¢emo, da je element x
predhodnik elementa y, oz. da je element y naslednik elementa x.

Element x je neposredni predhodnik y oz. y je neposredni naslednik x, ¢e
velja:

e x <Y,

e ne obstaja elementz € A, dajex <z <.

Ce je mnozica A kon¢na, si lahko delno urejeno mnozico (A, <) vizualno
predstavimo s Hassejevim diagramom. V njem vsakega od elementov mnoZice
A predstavimo s tocko (oz. vozlis¢em) v ravnini tako, da za poljubna elementa
a,b € A velja:

o Clejea =D, potem tocka b leZi nad g,

e ainb poveZemo s Crto, ¢e je element 2 neposredni predhodnik elementa
b.

P(A) je oznaka za potenéno mnozico, tj. mnoZzico vseh podmnozic mnozice A.
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V posebnem primeru, ko je delna urejenost (A, <) tudi sovisna (ko je torej
(A, =) linearna urejenost), si njen Hassejev diagram predstavljamo kot navpi¢no
daljico oz. premico, na kateri so vse tocke diagrama.

1
Slika 35: Hassejev diagram delne urejenosti (D(60), |).
Primer 234 Na sliki 35| vidimo Hassejev diagram delne urejenosti (D(60), |). Pri tem

je D(60) = {1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}.

Primer 235 Narisi Hassejev diagram delne urejenosti (P ({a,b,c}), C).

Resitev: P({a,b,c}) = {@,{a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{ab,c}}, Hasse-
jev diagram pa vidimo na sliki

{a,b,c}

N

{a,b} {a,c} {b,c}

{a} {b} {c}
%)
Slika 36: Hassejev diagram delno urejene mnozice (P ({a,b,c}), ).

Oglejmo si, kako v delno urejeni mnozici definiramo posebne elemente.
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Naj bo a € A, Kjer je (A, %) delna urejenost.
e Element 2 je minimalen, e zaVx € A: (x 2 a = x =a).
e Element 2 je maksimalen, e zaVx € A: (a < x = x =a).
e Element a je prvi (oz. najmanjsi), ezaVx € A:a < x.

e Element a je zadnji (0z. najvedji), cezaVx € A:x < a.

Primer 236 Iz slike[35](0z. [36) lahko razberemo, da je element 1 (oz. @) tako minimalen
kot prvi, element 60 (oz. {a,b,c}) pa maksimalen, kakor tudi zadnji.

Primer 237 Slika[37|naj predstavlja Hassejev diagram delno urejene mnoZice, katere ele-
menti so naravna stevila od 1 do 8. 'V delno urejeni mnoZici, ki jo ta diagram predstavlja,
so 1,2 in 3 minimalni elementi, ni pa elementa, ki bi bil v relaciji z vsemi drugimi, zato
ni prvega elementa. Elementi 3,4,8 in 7 so maksimalni (saj niso v relaciji z nobenim
drugim elementom razen sami s sabo), ne obstaja pa zadnji element (ni namrec¢ elementa,
za katerega bi veljalo, da so tudi vsi drugi v relaciji z njim).

8 7
/N /
4 5 6
NN/
1 2
Slika 37: Hassejev diagram delno urejene mnoZice.

Trditev 238 V delni urejenosti (A, %) velja:

(i) ce je element a € A provi, potem je minimalen,
(i)
(iif)

)

Ce je element a € A zadnji, potem je maksimalen,

Ce sta elementa ay,a; € A proa, potem je ay = ay,

(iv) Ce sta elementa ay,a; € A zadnja, potem je a1 = ay.

Dokaz. Prvi dve trditvi sta ocitni, saj sledita neposredno iz definicije. Razmi-
slimo, da velja tretja trditev: Ce je element a; prvi, potem za vsak x velja a; < x,
kar med drugim pomeni tudi, da je a1 < a». Ce je tudi element a; prvi, potem
za vsak x velja a; < x, kar pa pomeni, da je a < a;. Torej je a; = a, zaradi an-
tisimetri¢nosti. Cetrto trditev dokaZemo podobno, za vajo naj jo bralec dokaZe
sam. -
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Trditev 239 V linearni urejenosti (A, <) velja:

(i) cejea € A minimalen, potem je prvi,

(ii) Ceje a € A maksimalen, potem je zadnji.
Dokaz. Tudi sedaj sta dokaza zelo podobna, zato dokazimo le prvo trditev. To
bomo storili s pomo¢jo kontrapozicije. Recimo, da element a ni prvi. Potem

obstaja x € A : —a <X x. Ker je relacija < sovisna, sledi, da je x < 4, kar pa
pomeni da a ni minimalen element. n

Delna urejenost in linearna urejenost sta relaciji, zato lahko govorimo tudi o
njunih inverzih relacijah oz. na kratko o inverzih.

Inverz urejenosti < oznacimo z =. Velja torej

===

Primer 240 Hassejev diagram inverza urejenosti, prikazane na sliki |36}, vidimo na sliki

B8l

%)
/1N
{ey  {b}  {a}

XX

{b,c} {a,c} {ab}

N

{a,b,c}

Slika 38: Hassejev diagram inverza.

Trditev 241 Ce je (A, =) delna urejenost, potem je tudi (A, =) delna urejenost. Velja
Se:

(i) ce je x minimalen za relacijo <, potem je x maksimalen za relacijo -,
(ii) Ce je x provi za relacijo <, potem je x zadnji za relacijo >.

Ker dokaz temelji neposredno na definicijah pojmov, ki nastopajo v trditvi, ga
kot vajo za samostojno reSevanje prepusc¢amo bralcu.
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Naj bo (A, <) delna urejenost mnoZica.

Najmanjsa zgornja meja (ali supremum) elementov x in y, sup(x,y), je ele-
ment z € A, za katerega velja:

e xXziny <Xz
e Ce za poljubena € A veljax <ainy < a, potem z < a.

Ce velja le prvi od zgornjih dveh pogojev, retemo da je z zgornja meja ele-
mentov x in y.

Najvetja spodnja meja (ali infimum) elementov x ter y, inf(x, y), je element
s € A, za katerega velja:

e s=<xins =y,
e Ce za poljubena € A veljaa < xina < x, potem a < s.

Ce velja le prvi od zgornjih dveh pogojev, re¢emo da je s spodnja meja
elementov x in y.

Primer 242 Oglejmo si delno urejeno mnoZico, predstavljeno s Hassejevim diagramom

na sliki[35] Potem je:
sup(20,30) = 60,
(

sup(2,6) = 6,
sup(2,15) = 30,
inf(20,30) = 10,
inf(6,5) = L.

Primer 243 Oglejmo si delno urejeno mnoZico, predstavljeno s Hassejevim diagramom
na sliki[36] Potem sta tako {a,c} in {a, b, c} zgornji meji elementov a in c, {a,c} je pa
tudi njuna najmanjsa zgornja meja, zato je sup({a}, {c}) = {a, c}. Opazimo lahko 3e,

da velja:
sup({a,b},{a,c}) = {ab,c},
sup({a},{b,c}) = {ab,c},
sup({b},{b,c}) = {bc},
inf({a,b},{a,c}) = {a},
inf({a,b},{c}) = Q.

Na zgornjih zgledih je bilo Ze mogoce opaziti naslednjo lastnost, ki velja tudi
v sploSnem in sledi neposredno iz definicije.

Trditev 244 Naj bo (A, =) delna urejenost in x,y € A. Potem velja:

x=y < x=inf(x,y) < y=sup(x,y).
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4.9 MREZE

Pojem mreze bomo definirali na dva nacina in se nato prepricali, da gre za
ekvivalentna pojma. Oglejmo si najprej relacijsko definicijo.

Delna urejenost (A, <) je (relacijska) mreZa, e za vsak par x,y € A obstajata
elementa sup{x,y} in inf{x, y}.

Primer 245 Delni urejenosti, prikazani na slikah [35]in [36] sta mrezi, medtem ko delna
urejenost na sliki|37\ni, saj npr. za elementa 7 in 8 ne obstaja supremum.

Izkaze se, da sta delni urejenosti (D(n),|) in (P(A), C) mreZi za poljubno na-
ravno $tevilo n oz. poljubno mnozico A.

Primer 246 Delna urejenost (D(n),|) je mreZa. Pri tem za poljubna x,y € D(n) velja,
da je inf(x,y) enak najovecjemu skupnemu delitelju D(x,y) $tevil x in y, sup(x,y) pa
najmanjsemu skupnemu veckratniku v(x,y) teh dveh stevil.

Primer 247 Delna urejenost (P(A), C) je mreza, kjer za poljubni mnoZici X,Y C A
veljainf(X,Y) =XNYinsup(X,Y) =XUY.

Algebrska struktura v matematiki pravimo mnoZici skupaj z vsaj eno rac¢unsko
operacijo, ki je definirana za elemente te mnozZice. V algebrski definiciji mreZe
imamo dve tak$ni operaciji, V in A.

Algebrska struktura (A, V, A) je (algebrajska) mreZa, ¢e za poljubne x,y,z €
A veljajo naslednje lastnosti:

e idempotentnost: xV x = x
XNX =X

e komutativnost: xVy = yVx
XNy = YAXx

e asociativnost: (xVy)Vz = xV(yVz)

(xAy)Az = xA(yAz)

e absorpcija: xV (xAy) = «x
xAN(xVy) = «x.
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Primer 248 Primer mreZe Ze poznamo: na osnovi znanja iz prvega poglavja lahko vi-
dimo, da je izjavni racun ({0,1}, A, V) mreza.

Zveza med algebrajsko ter relacijsko definicijo mreZe je naslednja:

X2y & xVy=y
< XAy =x,
sup{x,y} = xVy,

inf{x,y} = xAy.
S tem je mogoce pokazati, da velja naslednji izrek.

Izrek 249 (A, <) je relacijska mreZa natanko tedaj, ko je (A, V, \) algebrajska mreza.

Dokaz. Predpostavimo, da je (A, <) relacijska mreza. Pokazimo, da za algebrsko
strukturo (A, V, A) velja absorpcija: ker je (A, <) relacijska mreza, za poljubna
elementa x in y obstajata inf{x,y} in sup{x,y}. Naj bo ¢ = inf{x,y}. Potem
je ¢ < x in zato sup{c,x} = x. To pa v algebrajski mrezi (A, V,A) pomeni:
Ce jec = x Ay, potem je cV x = x, kar (ob uposStevanju ¢ = x A y) pomeni
(x ANy)Vx = x. Najbo d = sup{x,y}. Potem je x < d in inf{x,d} = x. V jeziku
algebrajske mreZe to pomeni: ¢ejed = x Vy, potem je x Ad = x. Od tod pa sledi
e druga enakost absorpcije x A (x Vi) = x. Podobno bi se lahko prepricali, da
veljajo tudi idempotentnost, komutativnost in asociativnost v (A, V, A), zato je
(A, V,N\) algebrajska mreza.

Naj bo sedaj (A, V, A) algebrajska mreza. Relacijo < definiramo tako: x =<
y = x Vy =y. Dabi dokazali, da (A, <) relacijska mreZa, se moramo prepricati,
da je ta relacija delna urejenost (torej refleksivna, antisimetri¢na in tranzitivna)
in da za vsak par x,y € A obstajata inf{x,y} in sup{x,y}.

Relacija = je refleksivna, saj x V x = x velja zaradi idempotentnosti. Preden
dokazemo antisimetri¢nost, se lahko prepri¢amo, da iz x Vy = y sledi x A (x V
y) = x Ay in od tod (zaradi absorpcije) x = x Ay. Sedaj naj bo x = y in
y = x. To po definiciji relacije pomeni, da je x Vy = y in y V x = x. Izpeljemo
lahko x = yVx =y V (x Ay) = y, kjer zadnja enakost velja zaradi absorpcije.
Torej je x = y in antisimetri¢nost je dokazana. DokaZimo Se tranzitivnost: ce je
x 2yiny =Xz, potemje xVy = yin yVz = z. Potem (zaradi asociativnosti)
velia z = (xVy)Vz = xV (yVz) = xVz torej x < z. Ce definiramo se
sup{x,y} = xVy in inf{x,y} = x Ay, se lahko prepri¢tamo, da sta to ravno
natan¢na zgornja oz. natan¢na spodnja meja za poljuben par x,y € A. |

Spomnimo se, da je v delni urejenosti (A, <) (in zato tudi v mrezi) nek
element prvi, ¢e je v relaciji z vsemi elementi iz A, in zadnji, ¢e so vsi elementi iz
A v relaciji z njim. Prvi element bomo oznacevali z 0, oznaka za zadnji element
bo 1.
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MreZa je omejena, ko v njej obstaja najvedji element 1 in najmanjsi element
0:
Vx:0<x =<1,

oz. ekvivalentno:

OVx=x in O0Ax=0
I1Vvx=1 in 1Ax=x.

Trditev 250 Vsaka koncna mreZa je omejena.

Dokaz. Ce kon¢na mreZa nima prvega elementa, ima (zaradi konénosti) vsaj dva
minimalna elementa a in b. Toda potem ne obstaja inf{a, b}, kar je protislovije.
Podobno pridemo v protislovje, ¢e predpostavimo, da mreza nima zadnjega ele-
menta.

m

V omejeni mrezZi je element x' komplement elementa x, e velja

xAx'=0 in xvx' =1.

Ce ima vsak element komplement, re¢emo, da je mreza komplementirana.

V splosnem ima element lahko ve¢ komplementov, kot vidimo na sliki
kjer so si elementi a, b, c paroma komplementarni, saj veljaa Ab =bAc=cNa =
OinaVb=bVc=cVa=1

1

AN
ANV

0

Slika 39: Komplementirana mreZa.

Primer 251 MreZza (D(110), |) je omejena in komplementirana. Prikazana je na sliki
Prvi element je 1 (kar oznacimo 0 = 1), zadnji element je 110 (s simboli: 1 = 110),
komplementarni pari pa so 1 in 110, 2 in 55, 5 in 22, ter 10 in 11.
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110

N
XX
N4

Slika 40: Hassejev diagram mreZe iz primera ﬁ

Mreza je distributivna, ¢e veljata oba distributivnostna zakona:
(D1) xA(yVz)=(xAy)V(xAz),

(D2) xV(yAz)=(xVy)A(xVz).

Trditev 252 Ce v mreZi (A,V, \) velja eden od zakonov (D1) in (D2), potem velja
tudi drugi.

Dokaz. Predpostavimo, da velja (D1) ter izpeljimo (D2):
xV(ynz) = (xV(xAz))V(yAz)
= xV((xAz)
= xV((xVy)
= (xA(xVy))

= (xVy)A(xVz).

Pri tem prva in Cetrta enakost veljata zaradi absorpcije, druga zaradi asociativno-
sti, tretja in zadnja zaradi (D1), ter predzadnja zaradi komutativnosti. Podobno
bi dokazali, da (D1) sledi iz (D2). n

Primer 253 PokaZi, da mreZi M in N na sliki|q1| nista distributioni.

Resitev: Za mreZo M velja aV (bAc¢) = aVe = ater (aVb)A(aVc) =
d A d = d, kar predstavlja protiprimer za distributionost. Sedaj si oglejmo mrezo N. Ce
bi ponovno izracunali a N (b Ac) in (aV b) A (aV c), bi v obeh primerih dobili a, kar
ni protiprimer za distributivnost. Dobimo ga pa z naslednjim izrac¢unom: b\ (a Ac) =
bve=bin(bVa)AN(bVc)=aNd=na.
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d
/ \ N a‘/ \
C
AN N
(a) mreza M. (b) mreza N.

Slika 41: Primera mreZ, ki nista distributivni.

4.10 BOOLEOVA ALGEBRA

Booleova algebra je mreZa, ki je komplementirana in distributivna.

Booleovoﬁ algebro ozna¢imo z B = (A, sup,inf,,0,1), kjer oznake znotraj okle-
paja predstavljajo Ze znane pojme. Oglejmo si Se alternativno definicijo Booleove
algebre.

Booleova algebra je struktura B = (A, V,A,/,0,1), kjer je A mnozica, v kateri

obstajata razli¢na elementa 0 in 1, V in A sta binarni operaciji, V, A : A X A —

A, pa enotlena relacija, ' : A — A, pri ¢emer za poljubne x,y,z € A velja:
(la) xVy=yVx, (1b)

(20) (xVy)Vz=xV(yVz), (2b)

(3a) xV(yAz)=(xVy A(xVz), 3b) xA(yVz)=(xAy)V(xAz),

(4a) xVvVO0=x, (4b)

(5a) xVvx' =1, (5b)

Podobno kot smo to naredili pri mrezah, bi bilo mogoc¢e dokazati, da sta obe de-
finiciji ekvivalentni, a tokrat formalni dokaz izpustimo. DokaZimo pa naslednjo
trditev.

George Boole je bil angleski matematik, logik in filozof, ki je Zivel v 19. stoletju. Okoli leta 1850
je logiko, s katero so se dotlej ukvarjali filozofi, razvil v novo matemati¢no podrodje. Zanimalo
ga je, kako razviti “algebrai¢na” pravila logi¢nega misljenja, podobno kot veljajo algebrai¢na
pravila za raunanje s $tevili. Njegova dela so bila sprva smatrana kot neuporabna. Uporabo v
inZenirstvu so dobila, ko je Claude Shannon leta 1937 v svojem magistrskem delu pojasnil upo-
rabnost Booleove logike v dizajnu elektromehanskih relejev, kar je klju¢no vplivalo na nadaljnji
razvoj vseh modernih elektronskih digitalnih naprav.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Trditev 254 V Booleovi algebri ima vsak element natanko en komplement.

Dokaz. Predpostavimo, da sta y in z komplementa elementa x. To pomeni (glej
lastnost (5a) in (5b)), daveljaxVy =1, x Ay =0inxVz =1, x Az = 0. Potem

lahko izpeljemo

= yAl (4b)
= yA(xVz) (xVz=1)
(yAx)V(yAz)  (3b)
= 0V (yAz) (x Ay =0)
= (xAz)V(yAz) (xAz=0)
(zAx)V(zAy)  (1b)
zA(xVy) (3b)
= zA1 (xVy=1)
= z (4D)
torej sta y in z enaka. n

Primer 255 Naj bo A = {0,1}. Potem je (A,V,N\,—,0,1), kjer A,V in — pomenijo
izjavne povezave, ki smo jih spoznali v prvem poglavju, Booleova algebra.

Primer 256 Premislimo, da je (P(A),U,N,,@,U) Booleova algebra. Preverimo, da
velja vseh deset tock iz algebrske definicije Booleove algebre (pri tem vlogo 0 igra @,
vlogo 1 pa univerzalna mnoZica U):

(la) XUY=YUX, (Ib) XNYy=YnNnX,

(2a) (XUY)UZ=XU(YUZ), (2b) (XNY)NZ=XnNn(YN2Z),

(Ba) XU(YNZ)=(XUY)N(XUZ) (3b) XN(YUZ)=(XNY)U(XN2Z),
(4a) XUQ =X, (4b) XNU =X,

(5a) XUX =1, (5b) XNX =Q.

Res, da vse navedene lastnosti veljajo, smo spoznali pri predmetu Matematika 1.

Brez dokaza navedimo $e lastnost Booleove algebre glede Stevila elementov.

Trditev 257 Vsaka koncna Booleova algebra ima 2" elementov za nek n € INy.

4.11 PREVERI SVOJE ZNANJE (URE]ENOSTI IN BOOLEOVA ALGEBRA)

Vprasanja iz teorije

1. Kdaj je neka relacija delna urejenost? Podaj nekaj primerov delnih urejeno-
sti.

2. Kako je definirana linearna urejenost?

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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. Pojasni, kdaj sta elementa v delno urejeni mnoZici primerljiva.

. Zapi$i definicije naslednjih pojmov: (neposredni) predhodnik, (neposredni)

naslednik, minimalen, maksimalen, prvi, zadnji element.

. Kaj lahko pove$ o minimalnem elementu v linearni urejenosti. Kako iz-

gleda Hassejev diagram linearne urejenosti?

. Kako je definiran inverz urejenosti?

Kaj sta supremum in infimum v delno urejeni mnoZici? Kaksna je razlika
med infimumom in spodnjo mejo? Pojasni na primeru.

. Zapi$i obe definiciji mreZe. Kaksna je zveza med njima?

. Kaj pomeni, da je mreZa omejena in kaj pomeni, da je komplementirana?

Kdaj je mreza distributivna? Podaj primer mreZe, ki ni distributivna.
Zapisi obe definiciji Booleove algebre. Kaksna je zveza med njima?
Kaksna lastnost velja za komplement v Booleovi algebri?

Ali ima Booleova algebra lahko 12 elementov?

Resene naloge

Naloga 258 Ali sta relaciji, predstavljeni z grafom na sliki |42} delni urejenosti?

Resitev: Relacija na levem grafu ni tranzitivna (a je v relaciji z b, b je v relaciji s c,
toda a ni v relaciji s c), zato ta relacija ni delna urejenost. Relacija, prikazana na desnem
grafu, je refleksivna (v vsakem vozlis¢u je zanka), antisimetricna (e sta vozlisCi razlicni
in puscica poteka od enega do drugega, potem ne obstaja puscica tudi v obratno smer)
in tranzitiona (Ce se da od enega vozlisca do drugega priti v dveh korakih, se da tudi v
enem), zato je ta relacija delna urejenost.

Naloga 259 Na mnoZici A = {a,b,c,d,e} je podana relacija

R =

{(a,a),(a,b),(a,c),(a,d), (a,e),(b,b),(b,d),(c,c), (cd), (dd),(de),(ee)}

(a) Narisi graf relacije R.

(b) Ali je relacija R delna urejenost?

(c) Pois¢i minimalne in maksimalne elemente relacije R ter narisi Hassejev diagram

relacije R.

Resitev:
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Slika 42: Grafa relaciji iz naloge 25 8

(a) Graf relacije R vidimo na sliki

(b) Relacija R je delna urejenost, saj je ocitno refleksivna in tranzitiona, prav tako
pa lahko iz slike |43| takoj razberemo, da je antisimetricna (med nobenima dvema
elementoma nimamo puscice v obe smeri).

(c) Minimalni element relacije R je a (saj nima nobenega predhodnika), maksimalni
element relacije R pa je e (saj nima nobenega naslednika). Hassejev diagram rela-
cije R vidimo na sliki

Slika 43: Graf relacije R iz nalo

Naloga 260 Slika |45| naj predstavlja Hassejev diagram delne urejenosti R na mnoZici
M. Katere izmed naslednjih izjav so pravilne izjave:

(a) 1RO,
(b) aR1,

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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d
b/ N
\a/

Slika 44: Hassejev diagram delno urejene mnoZice iz primera

Resitev: Nepravilne so izjave (a), (c), (e) in (i), ostale so pravilne.

/ 1 \
b d
a ~ c
0
Slika 45: Hassejev diagram delno urejene mnoZice.

Naloga 261 Dana je delno urejena mnoZica ({2,4,6,9,12,18,27,36,48,60,72}, |).

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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a) Pois¢i mininimalne elemente.

b

Pois¢i maksimalne elemente.

()
(b)
(c) Ali obstaja zadnji element?

(d) Ali obstaja proi element?

(e) Poisci vse zgornje meje elementov 2 in 9.

(f) Pois¢i najmanjso zgornjo mejo elementov 2 in 9, ce obstaja.

(g) Poisci vse spodnje meje elementov 60 in 72.

(h) Poisci najvecijo spodnjo mejo elementov 60 in 72, e obstaja.

Resitev: Minimalna elementa sta 2 in 9. Maksimalni elementi so 27,48, 60,72.
Proi in zadnji element ne obstajata. Vse zgornje meje elementov 2 in 9 so 18, 36,72,
najmanjsa zgornja meja pa je 18, kar zapisemo sup(2,9) = 18. Spodnje meje ele-
mentov 60 in 72 s0 2,4, 6 in 12, pri éemer je 12 najvecja spodnja meja: inf(60,72) =
12.

Naloga 262 Particija naravnega Stevila n je definirana kot mnoZica naravnih stevil,
katerih vsota je n. Obstaja 7 particij Stevila n = 5:

{5},13,2},{4,1},{3,1,1},{2,2,1},{2,1,1,1},{1,1,1,1,1}.

Particije stevila n lahko uredimo tako: particija Py je predhodnik particije P,, Ce lahko
elemente iz P, razbijemo tako, da dobimo elemente iz P;. Narisi Hassejev diagram delno
urejene mnoZice particij stevila 5.

Resitev: Diagram vidimo na sliki

Naloga 263 Kateri izmed Hassejevih diagramov na sliki |48| predstavljajo mreZo?

Resitev: Prui in zadnji diagram predstavljata mreZi, ne pa drugi diagram, saj v
tem diagramu ne obstaja infimum elementov d in h (opazimo lahko tudi, da ne obstaja
supremum elementov b in g).

Naloga 264 Ali so naslednje delno urejene mnoZice mreZe:
1. ({1,3,6,9,12}, |),
2. ({1,5,25,125}, |),
3. (U1 {23, {1,23,{1,3},{1,2,3}}, ©),
-+ (

4. ({{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}}, ©)?

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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{5}
/N
{41} 3,2}

>

{3,1,1} {2,2,1}

NS

{2,1,1,1}

{1,1,1,1,1}

Slika 46: Hassejev diagram iz naloge

70
/1IN
10 14 35
XX
2 5 7
N
1
Slika 47: Hassejev diagram mreZe iz primera ﬁ

Resitev: Delno urejena mnozica ({1,3,6,9,12}, |) ni mreZa, saj ne obstaja sup{9,12}.
Prav tako ni mreza delno urejena mnoZica iz 3. primera, saj ne obstaja inf{{1}, {2} }.
Preostala primera predstavljata mreZi.

Naloga 265 Naj bo D(70) mnoZica deliteljev Stevila 70. PokaZi, da lahko D(70) izra-
zimo kot Booleovo algebro, narisi njen diagram in pois¢i 14 v 10, 14 A 10 in 10’

Resitev: Operacije V, A in' na D(70) definiramo kot:

avVb = v(ab),
aNb

ad =7

I
S
—
[
~
oy
N—
~
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f
g : :
f I\ /N
b
L N/ b\u/i

Slika 48: Hassejevi diagrami iz primera @

Potem je D(70),V, A, ,1,70) Booleova algebra, kjer je 1 nicelni (oz. prvi) element, 70
pa enota (oz. zadnji element). Diagram vidimo na sliki|q7 Velja:

14Vv10 = v(14,10) =70,
14AN10 = D(14,10) =2,
100 = =7
Naloga 266 Iz definicije algebrske Booleove algebre izpelji, da za poljuben element x
veljata lastnosti:
(n1) xA0=0 in (n2) xv1i=1

Resitev: Najprej dokaZimo lastnost (n1):

xA0 = (xA0)VO (4a)
(xA0)V (xVvx')  (5b)

= xA(0VX) (3D)

= xA(x'V0) (1a)

= xAx (4a)

=0 (5b).

Preverimo se lastnost (n2):

xV1 = (xV1)A1l (4D)
(xVI)A(xVvy)  (5a)

= xV(I1AX) (3a)

= xV(x'A1) (1b)

= xVx (4b)

=1 (5a).
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Naloga 267 DokaZi, da v (algebrski) Booleovi algebri veljata De Morganova zakona:

Resitev: Zapisali bomo dokaz, da je x' v y' komplement elementa x Ay, drugo ena-

(xAy) =x"Vvy

in

(xVy) =xAy.

kost se dokaZe podobno. Po definiciji komplementa je treba dokazati dvoje (glej lastnosti

(5a) in (5b)):

xAYAR'VY)=0 in (xAy)V(XVY)=1
DokazZimo prvo enakost:
(XAYAE VYY) = xAyA ' VY)) (2b)
xA((yAx)V(yny))  (3b)
= xA((yAnx")V0) (5b)
xA(yAx) (4a)
xA (X Ay) (1b)
= (xAX) Ay (2b)
= 0Ny (50)
=0 (nl).
Dokazimo se drugo enakost:
(xAy)V'VY) = (xAy)va)vy (2a)
= (V(xAy) VY (1a)
(xv)A (' vy) vy (3a)
AANE V) VY (5a)
= ((Kvy)ry vy (10)
= (X'Vy) vy (4D)
= XV(yVvy (2a)
= x'Vv1 (5a)
=1 (n2).
Naloga 268 DokaZi, da v (algebrski) Booleovi algebri velja lastnost
(xVy) Az) V(X A(zAy)) =x" Az
Resitev:
(xvy) Az)V(X'AN(zAy)) = ((KXAY)AN2)V (X AN(zAy))  (De Morgan)
(¥ AY)AZ)V (K A(yAZ)) (1)
AW AZ)V (' A(yAz))  (2D)
XAy Az)V(yAz)) (3b)
XA ((zAY)V(2AY)) (1b)
X AGA Y V) (3b)
XA (zA1) (54)
= x'Nz (4D).

A. Tepeh, R. Skrekovski
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OSNOVE TEORIJE GRAFOV

Pri matemati¢nih predmetih smo se doslej Ze srecali s pojmom graf funkcije
in graf relacije. Posebna veja matematike, t.i. teorija grafov, se pa ukvarja s
preucevanjem grafov, pod katerimi si predstavljamo mnoZico to¢k in (ne nujno
ravnih) ¢rt, kjer Erte povezujejo nekatere pare tock. Tocke imenujemo vozlisca,
Crte pa povezave.

Teorija grafov je sorazmerno mlada veja matematike, ki se (tudi po zaslugi
ra¢unalnikov) neprenehoma in naglo razvija, in skoraj ni ve¢ podro¢ja, na kate-
rem ne bi mogli najti primera uporabe grafov (nekaj jih bomo spoznali skozi pri-
mere). Grafi namre¢ predstavljajo model za mnoZico elementov, v katerih med
elementi veljajo neki odnosi. Teorija grafov je tudi nepogresljivi del ra¢unalnistva.
Pravzaprav lahko na Wikipediji celo preberemo, da je teorija grafov matematicna
in racunalniska disciplina, ki raziskuje znacilnosti grafov. Samo zgradbo spletnih
povezav Wikipedije lahko predstavimo kot usmerjeni graf, kjer vozlis¢a grafa
predstavljajo ¢lanke v Wikipediji, usmerjena povezava od ¢lanka X do ¢lanka
Y pa obstaja natanko tedaj, ko ima ¢lanek X povezavo na ¢lanek Y. S primeri
usmerjenih grafov smo se pravzaprav Ze srecali v poglavju o relacijah, nekaj
pozornosti jim bomo namenili Se ob koncu tega poglavja. Sicer pa se bomo osre-
dotocili predvsem na neusmerjene grafe (ki jim bomo na kratko rekli kar grafi),
kjer je relacija, ki jo predstavljajo povezave, simetri¢na.

5.1 UVOD

Temelje teorije grafov je postavil Svicarski matematik Leonhard Euler, ko se je
leta 1735 pridruzil reSevanju problema konigsbergskih mostov. Prusko mesto
Koénigsberg (danes Kaliningrad v Rusiji) je reka Pregel razdelila na Stiri dele, ki
jih je povezovalo sedem mostov (slika [49). Mes¢ani so brez uspeha poskusali
najti sprehod po mestu, s katerim bi se sprehodili po vseh sedmih mostovih
natanko enkrat in se na koncu vrnili v izhodis¢e. Zaceli so verjeti, da naloga
nima re$itve, a tega niso znali utemeljiti. Nazadnje je to uspelo Eulerjuf] Opazil
je, da ¢eprav bi na videz problem morda sodil na podrocje geometrije, to ne drZi,
saj rezultat ni odvisen od merjenja. Namre¢, pri problemu so vazni le deli mesta

Eulerjev dokaz je bil objavljen v ¢lanku Solutio problematis ad geometriam situs pertinenstis leta
1736.
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Slika 49: Sedem mostov v mestu Konigsberg. Vir: https://en.wikipedia.
org/wiki/Seven_Bridges_of_Konigsberg#/media/File:Konigsberg_
bridges.png (CC BY-SA 3.0).

a

c

Slika 50: Graf problema konigsbergskih mostov.

(kopnega) in relacije med njimi (dva dela mesta sta v relaciji, ¢e sta povezana
z mostom), ne pa tudi dolZina mostov, koti po katerim so postavljeni mostovi,
razporeditev hi§ v delih mesta, ali karkoli podobnega.

Tako pridemo do tega, da lahko dani problem zelo enostavno predstavimo
z grafom: deli mesta so vozlis¢a, dve vozlis¢i sta povezani s povezavo natanko
tedaj, ko sta ustrezna dela mesta povezana z mostom. Tako dobimo graf na sliki
[50} S tem smo torej grafino upodobili dvomestno relacijo, ki predstavlja odnose
med dolocenimi objekti. Pus¢ic na povezave nismo risali, saj gre za simetri¢no
relacijo. Ker je relacija irefleksivna (seveda noben del mesta ni z mostom povezan
s samim seboj), tudi nismo narisali nobene zanke.

Oglejmo si formalno definicijo grafa.

Naj bo V konc¢na neprazna mnoZica in E poljubna druZina dvoelementnih
podmnozic mnozice V. Potem urejenemu paru G = (V, E) pravimo graf na
mnoZici vozlis¢ (tock) V z mnoZico povezav E.

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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5.1 UVOD

Z izrazom druZina v zgornji definiciji Zelimo poudariti, da se lahko dvoele-
mentne podmnozice mnoZice V tudi ponovijo.

Kadar bomo imeli opravka z ve¢imi grafi, bomo z oznako V(G) oz. E(G) po-
udarili, na katero mnozico vozli§¢ oz. povezav mislimo. Element {u, v} mnoZice
u in v v grafi¢ni upodobitvi grafa. Kadar je par vozlis¢ uv element mnoZice E
pravimo, da sta vozlis¢i u in v sosedni v grafu G. MnoZico vseh vozlis¢ v grafu
G, ki so sosedna z u imenujemo odprta okolica vozli§¢a u in jo oznac¢imo Ng(u).
Ce mnozici Ng(u) dodamo 8e vozlis¢e u, dobimo zaprto okolico Ng[u] vozlista
u, Ng[u] = Ng(u) U {u}. Za dve povezavi re¢emo, da sta sosedni, e imata kako
skupno krajisce.

a b
Slika 51: Graf G iz primera

Primer 269 Za graf G na sliki[51| velja:
V(G) =A{a,b,c,d,e} in E(V)={ab,ae, bc,cd,ce, de}.

Vozlis¢i a in b sta sosedni, vozlis¢i a in ¢ pa ne. VozlisCi b in c sta krajis¢i povezave bc.
Primer sosednih povezav sta povezavi bc in cd.

V zgornji definiciji so torej zajeti grafi, v katerih so dovoljene vzporedne po-
vezave (ko imamo ve¢ povezav nad istim parom vozlis¢) in zanke (tj. povezave,
poudariti, da govorimo o grafih brez zank in vzporednih povezav, jim re¢emo
enostavni grafi.

Stopnja vozlis¢a u v grafu G, oznacimo jo z deg(u) ali dg(u), je Stevilo
povezav grafa G, ki imajo vozliS¢e u za svoje krajiSce, pri ¢emer za zanko velja,
da prispeva 2 k stopnji vozlis¢a. Vozlis¢em stopnje 0 pravimo izolirana vozlisca,
vozligtem stopnje 1 pa listi. Najmanj$o stopnjo vozlis¢a grafa G oznatimo z §(G),
najvedjo pa z A(G). Graf G je regularen, ¢e velja 6(G) = A(G), in d-regularen,
e veljad = §(G) = A(G). Grafom, ki so 3-regularni, pravimo tudi kubiéni grafi.

Primer 270 Za grafe G, H in K na sliki[s2|velja: deg(b) = 2, deg(a) = deg;(c) =
3, deg(d) = 4, vozlis¢i y in z v grafu H sta lista, x pa izolirano vozliste, 6(H) = 0,
A(H) =2, A(G) = 4. Graf K imenujemo tudi neoznaceni graf. Graf K je 3-reqularen
0z. kubicen graf na stirih vozlis¢ih. Grafa H in K sta enostavna grafa.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Slika 52: Grafi G, H, K (od leve proti desni).

Ce vsem vozlis¢em grafa poig¢emo stopnjo in jih uredimo po velikosti (nava-
dno od najmanjSega do najvecjega), pravimo, da smo poiskali zaporedje stopenj
vozlis¢.

Primer 271 Oglejmo si grafe na sliki|52} Zaporedje stopenj vozlis¢ grafa G je 2,3,3,4,
zaporedje stopenj grafa H je 0,1,1,2,2, zaporedje stopenj grafa K pa 3,3,3, 3.

Ce v zgornjem zgledu za posamezni graf sestejemo ¢lene zaporedja stopenj
vozlis¢a, dobimo ravno dvakratnik Stevila povezav. To ni nakljuc¢je. Za vsak graf
namre¢ velja naslednji izrek.

Izrek 272 (Lema o rokovanju) V vsakem grafu je vsota stopenj vozlis¢ enaka dvakra-
tniku stevila povezav:

Y degg(v) =2-[E(G)].
veV(G)

Dokaz. Lema drZi, saj ima vsaka povezava dva konca in zato prispeva k vsoti
stopenj grafa natanko 2. n

Pojasnimo $e poimenovanje zgornje leme: naj v grafu vozlis¢a predstavljajo
ljudi na zabavi, povezavo med vozlis¢i pa nariSemo, ¢e sta se osebi, ki ju ti
dve vozlis¢i predstavljata, rokovali. Vsota stopenj vozlis¢ tako pomeni Stevilo
vseh rok, ki so bile udeleZene v rokovanjih, Stevilo rokovanj je enako Stevilu
povezav v grafu. Ker sta v vsakem rokovanju udeleZeni dve roki, je Stevilo rok
dvakrat vecje kot je Stevilo rokovanj. Iz leme o rokovanju takoj sledijo naslednje
posledice.

Posledica 273 Naj bo G poljuben graf.
(i) Vsota vseh stopenj vozlis¢ grafa G je sodo stevilo.
(i) Stevilo vozlist grafa G, ki so lihe stopnje, je sodo.
(iii) Ce je G r-regularen graf, ima natanko 3|V (G)| - r povezav.

Dokaz. Obravnavajmo vsako trditev posebe;.

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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(i) Trditev razberemo neposredno iz leme o rokovanju.

(ii) Vsoto stopenj vseh vozlis¢ grafa (ki je sodo Stevilo) lahko zapisemo kot
vsoto dveh vsot, kjer v pri seStejemo le stopnje vozlis¢, katerih stopnje so
lihe, v drugi pa stopnje vseh vozlis¢, ki so sode stopnje:

Y degs(v) = ) deg(v) + ) deg;(v).
veV(G) veV(G) veV(G)
deg(v) je liho deg () je sodo

Druga od opisanih vsot je sodo Stevilo, saj seStevamo sama soda Stevila.

Prav tako pa je izraz na levi strani zgornje enacbe sodo stevilo, zato mora
biti tudi prva vsota sodo Stevilo. Ker pa le-to dobimo s seStevanjem lihih
Stevil, mora teh biti sodo mnogo. Torej je Stevilo vozlis¢ grafa, ki so lihe
stopnje, sodo mnogo.

(iii) Vsota stopenj vseh vozlis¢ r-regularnega grafa je enaka |V (G)|r. Po lemi o
rokovanju pa velja
[V(G)|r =2[E(G)],

od koder sledi |[E(G)| = 3|V(G)|r. n

Omenimo Se, da mo¢i mnozic V(G) in E(G) pogosto kraj$e oznacujemo z n

oz. m, zato bi lahko zadnjo enakost v zgornji posledici zapisali kot m = %nr.

5.2 PODGRAFI

Graf H je podgraf grafa G, H C G, ¢e velja

V(H)C V(G) in E(H)CE(G).

Podgraf H je vpeti, ¢e velja V(H) = V(G).

Primer 274 Grafi G, Hy, H, in Hz na sliki[53]so podgrafi grafa G. Pazimo pri oznacenih
grafih: na sliki 54| sta G in Hy podgrafa grafa G, grafa H in Hs pa ne, saj je npr. ac
povezava v grafu Hy in ni povezava v G, prav tako v grafu H3 obstaja povezava be, ki je
ni v grafu G.

Primer 275 Noben od grafov Hy, Hy in H3 na slikah |53|in 54| ni vpeti podgraf grafa G,
saj vsak od njih vsebuje premalo vozlis¢. Grafi Gy, Gy in Gs na sliki[55|so vpeti podgrafi
grafa G iz slike|54), kar pa ne velja za G4 (ta graf sploh ni podgraf grafa G).
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%

G Hy H; Hj3

Slika 53: Grafa G in nekaj njegovih podgrafov.

Slika 54: Grafi G, Hy, Hp, H3.

Podgraf H je induciran z mnozZico vozlis¢ U C V(G), ¢e velja

V(H)=U in E(H)={uveE(G);u,veV(H)}.

Za podgraf H, ki je induciran z mnozico vozlis¢ U, uporabljamo oznako
H = G[U]. Mnozica vozli§¢ induciranega grafa je torej podmnozica vozlis¢ grafa,
in ¢e med nekima vozlis¢ema iz U obstaja povezava v grafu G, potem obstaja
taka povezava tudi v induciranem podgrafu.

Primer 276 Oglejmo si graf G iz slike Graf Hy iz te slike je inducirani podgraf
grafa G. Seveda je tudi G inducirani podgraf grafa G. Grafa Hp in Hj nista inducirana
podgrafa grafa G, saj niti nista podgrafa tega grafa in enako velja za graf Gy iz slike|[55]
Grafi Gy, Gy, G3 so (vpeti) podgrafi grafa G, a niso inducirani.

5.3 SPREHODI, OBHODI IN POTI V GRAFU

Sprehod dolZine k v grafu G je zaporedje k povezav oblike:
X01, 0102, U304, ..., Uk-1Y.

e Tak sprehod ozna¢imo z xv1v,03 - - - Uk_1y in mu re¢emo sprehod med
vozliS¢ema x in y.
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5.3 SPREHODI, OBHODI IN POTI V GRAFU

Gq Gy Gs Gy
Slika 55: Grafi Gl/ Gz, G3 in G4.

e Ce so vse povezave sprehoda razlicne, potem sprehod poimenujemo
enostavni sprehod.

e Ce so v enostavnem sprehodu vsa vozlis¢a razli¢na, potem sprehod
poimenujemo pot.

Kasneje nas bodo zanimali tudi sprehodi in poti, ki se za¢nejo in koncajo v istem
vozlis¢u. Tudi za njih imamo posebna imena.

Sklenjeni sprehod ali obhod v grafu G je zaporedje povezav oblike:
X0U1, 0102, U304, ..., Ok—1Y, YX.

e Ce so vse povezave obhoda razli¢ne, potem ga poimenujemo enostavni
obhod.

e Ce so v obhodu vse povezave in vsa vozlis¢a razli¢na, ga poimenujemo
cikel.

Primer 277 Oglejmo si graf G na sliki[56] Nastejmo nekaj sprehodov: bedcbf, edecb,
bf, ebe (njihove dolZine so 5,4,1 oz. 2). Od tega so enostavni bedcbf, bf, ebe, Ce si
pri slednjem predstavljamo, da smo uporabili razlicni povezavi med b in e. Od nastetih
sprehodov je pot le bf, saj smo v vseh ostalih primerih neko vozlisce obiskali vec kot en-
krat. Od nastetih je sklenjeni sprehod (obhod) le ebe, ki je hkrati tudi primer enostavnega
obhoda in cikla. Obhod bedcbfb ni cikel in niti enostaven obhod. Obhod fedcebf je
enostaven, a ni cikel. Obhod bedcb je cikel.

Oznako G — v uporabimo za graf, ki ga iz grafa G dobimo tako, da od-
stranimo vozlis¢e v. S tem seveda odstranimo vsa vozlis¢a, katerih krajisce je
vozlisce v.
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Graf G je povezan, ¢e obstaja pot med poljubnim parom vozlis¢ grafa, sicer
je nepovezan. Povezan graf G je 2-povezan, ¢e za vsako vozlis¢e v € V(G)
velja, da je graf G — v povezan.

Primer 278 Graf G na sliki |56\ ni povezan, saj med vozlis¢em a in katerimkoli drugim
vozliscem iz grafa pot ne obstaja. Graf G — a je povezan. Pravzaprav je celo 2-povezan,
saj Ce bi iz njega odstranili Se katerokoli vozlisce, bi Se vedno ostal povezan.

Tocki grafa sta v isti povezani komponenti tedaj, ko v grafu med njima
obstaja pot. Stevilo povezanih komponent grafa G bomo oznaili s ¢(G).

Primer 279 Za graf G na sliki[s6|velja ¢(G) =2 inc¢(G —a) = 1.

Oglejmo si Se, kako v grafih merimo razdaljo med dvema vozlis¢ema.

Razdalja d;(u, v) med vozlis¢ema u in v v grafu G je definirana kot dolZina
najkrajée poti od u do v v G. Ce taka pot ne obstaja, razdalji dg(u,0)
pripiSemo vrednost oo.

Za tako definirano razdaljo veljajo naslednje lastnosti:
1. Yo € V(G): d(v,v) =0,
2. Yu,v € V(G) : d(u,v) =d(v,u),

3. Yu,v,w € V(G) : d(u,v) +d(v,w) > d(u,w).

Najvedji razdalji med parom vozlis¢ grafa pravimo diameter oz. premer

grafa,
diam(G) = max{dg(u,v);u,v € V(G)}.

Primer 280 Za graf G na sliki [56|je diam(G) = oo in diam(G — a) = 2. Diameter
Petersenovega grafa iz slike 71| je prav tako enak 2.

Sedaj, ko poznamo definicijo razdalje med dvema vozlis¢ema grafa, lahko
spoznamo Se eno vrsto posebnih podgrafov.
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Vu,v e V(H) :

dy(u,v) =dg(u,v).

Podgraf H je izometri¢ni podgraf grafa G, ¢e velja

Izometri¢ni podgraf lahko opiSemo kot podgraf, za katerega velja, da med
poljubnima njegovima vozliS§¢ema zunaj podgrafa ne obstaja nobena bliZnjica (z
bliznjico med u in v iz V(H) mislimo pot, ki bi vsebovala vozlis¢e iz V(G) \ V(H)

in bi bila njena dolzina kraj$a od dg(u,v)).

Primer 281 Oglejmo si grafe iz slike[54in[55) Grafa G in Hy sta izometricna podgrafa

grafa G, ostali pa ne.

5.4 MATRIKE GRAFOV

Podobno kot pri relacijah si lahko pri predstavitvi grafov pomagamo z matri-

kami.

Naj bo G graf brez zank na n vozlis¢ih. Matrika sosednosti S(G) je matrika
razseznosti n X n, v kateri element i-te vrstice in j-tega stolpca pove Stevilo
povezav, ki povezujejo vozliséi i in j.

Slika 56: Graf G.

Vozlis¢a grafa si torej predstavljamo urejena v nekem vrstnem redu. Za graf
G na sliki [56/ naj bo to vrstni red a,b,c,d, e, f. Tako grafu G pripada naslednja
matrika sosednosti (pri ¢emer vozlis¢u a ustrezata prva vrstica in prvi stolpec,

vozlis¢u b druga vrstica in drugi stolpec, itd.):

[0
0
5(G) =

o O O O

A. Tepeh, R. Skrekovski

0

_ N O = O

0

O R = O

0

SR O =k O

— O R R, NO

SO —Rr OO = O
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Vozlis¢i z oznakama b in e sta povezani z dvema povezavama. V matriki sose-
dnosti je zato v 2. vrstici in 5. stolpcu Stevilo 2, enako pa velja za element 5.
vrstice 2. stolpca. Matrika sosednosti je namre¢ simetricna matrika. SeStevek
Stevil v posamezni vrstici (oz. stolpcu) nam da stopnjo vozlisca.

Naj bo G graf brez zank na n vozlis¢ih in m povezavah. Vozlis¢a oznacimo
Zvy,...,0y In povezave ey, €y, ..., ey,. Incidenéna matrika I(G) je n x m ma-
trika, katere element v i-ti vrstici j-tega stolpca je enak 1, ¢e je vozlisc¢e v;
krajis¢e povezave j in 0 sicer.

Na kratko, element a;; incidentne matrike je enak:

b — 1, cev;ce
Y 0, sicer.

Vzemimo graf G iz zgornjega zgleda in tokrat oznacimo vozlis¢a in povezave v
skladu z zgornjo definicijo.

(43 €2 U5

€3 €8

U1 @ €1 €q U4

e
4 ey

(%] es U3

vve

Grafu G na sliki |57| pripada naslednja inciden¢na matrika:

0 0 0 000 0 07
10111000
00001110
16) = 000O0O0O0T1T1
01110101
L1 100000 0

Vozlis¢e v; ne leZi na nobeni povezavi, zato je prva vrstica inciden¢ne matrike
ni¢elna. Vozlis¢e v, leZi na $tirih povezavah, ej,e3,e4, €5, kar se odraza v Stirih
enicah v drugi vrstici v ustreznih stolpcih. Opazimo lahko, da vsota enic v po-
samezni vrstici pove stopnjo vozlis¢a. Seveda pa je vsota enic v vsakem stolpcu

.....
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5.5 POSEBNE DRUZINE GRAFOV

Oglejmo si nekaj grafov, ki imajo posebna imena. Pri tem bomo v definicijah
uporabili oznako [1], ki bo pomenila mnozico prvih n naravnih $tevil, torej [n] =
{1,2,3,...,n}.

Prazni graf na n vozlis¢ih, Ny, je graf brez povezav (glej sliko [58).

Slika 58: Prazni grafi.

Polni graf na n vozlis¢ih, ki ga oznaéimo s K, je dolo¢en z mnoZico vozlis¢
V(K,) = [n] in mnozZico povezav E(K,) = {uv;u,v € [n],u # v}. Tak graf je
(n — 1)-regularen in ima (%) = ") povezav. Slika 59| prikazuje polne grafe K
do K5.

° — o
K; K> K3 Ky Ks

Slika 59: Polni grafi.

Pot P, je graf, dolo¢en z mnoZicama V(P,) = [n] in E(P,) = {u(u+1);,u =
1,...,n—1}. Pot P, ima n vozlis¢ in n — 1 povezav. Prvih pet poti vidimo na
sliki|bo, Za n = 11in n = 2 pot sovpada s polnim grafom K.

P P, P Py Ps

Slika 60: Poti na najve¢ 5 vozlisc¢ih.

Cikel C,, Kjer je n > 3, je definiran z mnoZicama V(C,) = [n] in E(C,) =
{u(u+1);u € [n—1]} U {nl}, glej sliko |61l Kadar dopustamo tudi multigrafe,
sta definirana Se cikla C; (zanka) in C, (par vzporednih povezav). Cikel je 2-
regularen graf. Cikel C3 v¢asih imenujemo tudi trikotnik.
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/\

G Cy Cs Cs

Slika 61: Primeri ciklov.

Kolo na n + 1 vozlis¢ih ozna¢imo z Wy, (n > 3) in je definirano z mnoZicama
V(W,) = [n]U{c} in EW,) = {u(u+1);u € n—1]} U {nl}U{ucu € [n]},
glej sliko Graf W, ima torej n + 1 vozlis¢ in 2n povezav. Vozlis¢u ¢ re¢emo
center kolesa.

A

W3 Wy Ws We

Slika 62: Primeri koles.

Hiperkocke so druzina grafov, ki jih ozna¢imo s Q. Pri tem je V(Q,) =
{(uy,uz, ..., un);u; € {0,1}} in E(Qu) = {uv;u,v € V(Qpn) = X0y |uj —vi| =
1}. Vozlis¢a so torej urejene n-terice, sestavljene iz nicel in enic, dve n-terici
sta pa sosedni natanko tedaj, ko se razlikujeta na natanko enem mestu. Med
hiperkocke Stejemo tudi 0-razseZzno kocko Qp = K;. Hiperkocka Q;, ima 2"
vozlige in n - 27! povezav ter je n-regularen graf. Slika |63| prikazuje hiperkocki

Qo in Qs slika [p4] pa hiperkocko Q.

101 ——111
/ /
0] — 11 001 011
100 110
/ /
00 — 10 000——010

Slika 63: Hiperkocki Q; in Q3.
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1101

1111

AN

0101l ——

0001

0100

0000———

011

0011

0110

0010

4
/

1100

1110

1000

Slika 64: Hiperkocka Q4.

5.5.1 Drevesa

1010

vimo gozd.

Drevo je povezan graf brez cikla. Grafu, ki ne vsebuje nobenega cikla, pra-

Iz definicije drevesa takoj sledi, da je drevo enostaven graf (saj ne more vsebovati
zank ali veckratnih povezav, saj bi s tem vseboval cikel). Na sliki |65 vidimo
gozd, ki je sestavljen iz treh dreves. Grafom, ki ne vsebujejo cikla, re¢emo tudi
acikli¢ni grafi. Drevo bi tako lahko definirali kot povezan acikli¢en graf.

Slika 65: Gozd, sestavljen iz treh dreves.

A. Tepeh, R. Skrekovski
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Vsako drevo lahko zgradimo iz drevesa z enim samim vozlis¢em tako, da
zaporedoma dodajamo novo povezavo in novo vozlis¢e. Zato za poljubno drevo
na n vozlis¢ih in m povezavah velja zveza m = n — 1. Ker s tako konstrukcijo
nikoli ne moremo dobiti cikla, saj vsaka povezava povezuje eno od starih vozlis¢
znovo dodanim, od tod sledi, da je v drevesu vsak par vozlis¢ povezan z natanko
eno potjo. Velja pa tudi obratno, ¢e je vsak par vozlis¢ v grafu povezan z natanko
eno potjo, potem je graf drevo (res, graf je povezan, ker med poljubnim parom
vozlis¢ obstaja pot, je pa tudi aciklicen, saj bi v primeru cikla obstajali vozlis¢i,
ki sta povezani z dvema razli¢cnima potema). Velja torej naslednji izrek.

Izrek 282 Graf je drevo natanko takrat, ko je vsak par njegovih vozlis¢ povezan z na-
tanko eno potjo.

Ce je graf G drevo, potem po definiciji vemo, da gre za acikli¢en in povezan
graf, premislili pa smo Ze tudi, da zanj velja m = n — 1. IzkaZe se, da ¢e za graf

vv e

e acikli¢nost,
e povezanost,
em=mn-—1,
potem je ta graf drevo.
Izrek 283 Naj bo G graf z n vozlis¢i. Naslednje trditve so ekvivalentne:
(i) graf G je drevo,
(ii) G je povezan graf in ima n — 1 povezav,
(iii) G je aciklicen graf in ima n — 1 povezav.

Dokaz. Da veljata implikaciji (i) = (i) in (i) = (iii) ze vemo. Pokazimo $e, da
veljata obratni implikaciji.

(ii) = (i). Naj bo G povezan graf z n — 1 povezavami. Ker je povezan
po predpostavki, je treba dokazati le njegovo acikli¢nost, kar bomo naredili s
pomocgjo redukcije na absurd. Predpostavimo, da G vsebuje cikel. Sedaj iz G
odstranimo poljubno povezavo, pri temer graf ostane povezan. Ce G vsebuje
vec ciklov, postopek odstranjevanja povezav postopoma ponavljamo, dokler ne
dobimo drevesa H. Ker ima H n vozlis¢, ima n — 1 povezav. Tako jih mora G
imeti ve¢ kot n — 1, kar pa je v nasprotju s predpostavko.

(iii) = (i). Naj bo G acikli¢en graf z n — 1 povezavami. Dokazati je treba
le, da je G povezan. Predpostavimo, da ni. To pomeni, da ima graf vsaj dve
povezani komponenti. Brez Skode za splosnost lahko predpostavimo, da ima
natanko dve povezani komponenti G; in Gy. Sedaj dodajmo povezavo uv med
vozlis¢i u € Gj in v € Gy in dobljeni graf imenujmo H. Ker v G ni obstajala
nobena pot med u in v, je graf H brez ciklov. Torej je H povezan graf brez ciklov
(drevo) na n vozlis¢ih in n povezavah, kar je protislovje, saj bi H kot drevo
moralo imeti n — 1 povezav. |
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5.5.2 Duodelni grafi

Graf G je dvodelni, ¢e lahko mnozico to¢k V(G) zapisemo kot disjunktno
unijo dveh podmnozic A, B C V(G) tako, da je za vsako povezavo uv € E(G)
eno od vozlis¢ u, v vsebovano v mnoZici A, drugo pa v mnozici B.

Mnozici A in B imenujemo mnoZici dvodelnega razbitja grafa G, (ali particiji
mnoZzice dvodelnega grafa).

Pri ugotavljanju ali je (dovolj majhen) graf dvodelen, si lahko pomagamo
tako, da skusamo graf pobarvati z dvema barvama (recimo belo in ¢rno) tako,
da ima vsako belo vozlis¢e le ¢rne sosede in obratno, vsako ¢rno vozlis¢e ima
v soses¢ini le bela vozlis¢a. Graf, katerega vozlis¢a je mogoce pobarvati na opi-
sani nacin, imenujemo 2-obarvljiv (kasneje bomo dokazali, da je graf dvodelen
natanko tedaj, ko je 2-obarvljiv). Primere takih grafov vidimo na slikah [66 in [67]

M D] A<=

Slika 66: Dvodelni grafi.

Kis Kz 5 K33

Slika 67: Primeri polnih dvodelnih grafov.

Polni dvodelni graf K, , je definiran z mnozico vozlis¢ V(K,,,) = AU B,
kjer velja |[A| = m, |B] = nin AN B = @, ter mnoZico povezav E(Ky ) =
{uv;u € A,v € B}.

To pomeni, da je v polnem dvodelnem grafu vsako ¢rno vozliS¢e povezano z
vsakim belim vozlis¢em z natanko eno povezavo. Polni dvodelni graf K, , ima
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m + n vozlis¢ in mn povezav. Polnemu dvodelnemu grafu oblike K, re¢emo
tudi zvezda. Na sliki b7 vidimo zvezdo K 5 in polna dvodelna grafa K5 in K3 3.

Izrek 284 Naslednje trditve so ekvivalentne:
(i) G je dvodelen graf,
(ii) graf G je 2-obarljiv,

(iii) graf G ne vsebuje lihega cikla.

Dokaz. (i) = (ii). Naj bo G dvodelni graf s particijo vozlis¢ V(G) = A U B.
Potem lahko vozlis¢a iz A pobarvamo z eno barvo, vozlis¢a iz B pa z drugo
barvo tako, da sta sosedni vozlis¢i razli¢nih barv. Torej je G 2-obarvljiv.

(ii) = (i). Ce je G 2-obarvljiv, potem nam barvi vozlis¢ ravno dolocata
particijo dvodelnega grafa.

(i) = (iii). Ta implikacija o¢itno drzi, saj ¢e graf vsebuje lihi cikel, potem ne
more biti dvodelen.

(iii) = (i). Naj bo graf G brez lihih ciklov. Brez $kode za splosnost lahko
predpostavimo, da je povezan. Naj bo u € V(G) poljubno vozlis¢e. Dodelimo
ga v mnoZico A. Nato damo vse sosede vozlis¢a u v mnoZzico B. Vse sosede
sosedov vozlis¢a u, ki Se niso razporejeni, damo spet v moZico A. S postopkom
nadaljujemo, dokler ne razporedimo vseh vozlis¢ grafa. Tako dobljeni mnozici
A in B zados¢ata pogoju o dvodelnosti grafa, saj G ne vsebuje lihih ciklov. L

Iz zgornjega izreka sledi, da so vsa drevesa dvodelni grafi. Ce v hiperkocki
Qn mnozico A definiramo kot mnozico vozlis¢, katerih oznake s pomogjo urejene
n-terice iz definicije hiperkock vsebujejo sodo mnogo enic, mnoZzico B pa kot vo-
zlis¢a z lihim Stevilom enic, lahko glede na definicijo povezav v hiperkocki takoj
vidimo, da mnozici A in B predstavljata particiji dvodelnega grafa. Premislili
smo naslednje.

Trditev 285 Hiperkocke so dvodelni grafi.

<> A

Slika 68: Izomorfni grafi.
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5.6 IZOMORFIZEM GRAFOV

Grafi na sliki |bg| na prvi pogled zgledajo razli¢no. A vsak od stirih grafov na tej
sliki ima lastnost, da je graf na 4 vozlis¢ih, kjer je vsako vozlis¢e povezano z vsa-
kim drugim. Tako bi lahko katerakoli od teh slik predstavljala upodobitev (ne-
oznadenega) grafa G = (V,E), kjerje V. = {a,b,c,d} in E = {ab,ac,ad, bc,bd, cd}.
Recemo, da so vsi Stirje grafi izomorfni. Oglejmo si formalno definicijo tega

<> A

Slika 69: Izomorfni grafi.

Naj bosta G in H grafa. Preslikava f : V(G) — V(H) je izomorfizem, Ze
velja:

o f je bijekcija,
e uv € E(G) natanko tedaj, ko je f(u)f(v) € E(H).

Ce obstaja izomorfizem f : V(G) — V(H), re¢emo, da sta grafa G in H
izomorfna, kar ozna¢imo G ~ H.

Z drugimi besedami, grafa sta izomorfna, ¢e med mnozicama njunih vozlis¢
obstaja bijekcija, ki ohranja povezave in nepovezave. Spomnimo se, da je bijekcija
preslikava, ki je hkrati injektivna in surjektivna. Tako je pri bijektivni preslikavi
f : A — B poljuben element mnozice B slika natanko enega elementa mnoZzice
A. To med drugim pomeni, da imata izomorfna grafa enako stevilo vozlis¢, pa
tudi enako Stevilo povezav. Toda pozor, ¢e se grafa ujemata v Stevilu vozlis¢
in povezav, to Se ne pomeni, da sta izomorfna. Npr. grafa G in K na sliki
imata oba 4 vozlis¢a in 6 povezav, toda G vsebuje zanko, ki bi se z bijekcijo med
V(G) in V(H) seveda morala preslikati v zanko v grafu K, ki pa zanke sploh
ne vsebuje. Zato bijekcija iz mnoZice V(G) v mnoZico V(H), ki bi ustrezala
2. pogoju iz definicije izomorfizma, ne obstaja.

Primer 286 Grafa G in H na sliki[70| sta izomorfna, saj obstaja bijekcija f iz V(G) =
{a,b,c,d,e} v V(H) = {1,2,3,4,5}, definirana s predpisom f(e) = 1,f(d) =
4,f(b) = 3,f(c) = 2,f(a) = 5, ki ohranja povezave in nepovezave. Res, ker je

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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Slika 7o0: Grafa G in H iz primera @

de € E(G), velja, da sta ustrezni sliki vozlis¢ d in e, torej vozlis¢i 1 in 4, povezani.
Podobno, bc € E(G) in 23 € E(H). Ker vozlisti a in d v G nista povezani, tudi vozlis¢i
4 in 5 nista povezani, itd.

Primer 287 Kadar grafa nista oznacena, si lahko pri iskanju izomorfizma pomagamo
tako, da grafa skusamo z enako mnoZico oznak oznaciti tako, da ce sta vozlis¢i x in y
povezani v prvem grafu, potem sta povezani tudi v drugem. Na sliki|71| sta podana dva
neoznacena grafa. Na sliki 72| pa smo ju oznacili tako, da se povezave in nepovezave v
obeh grafih ujemajo, kar pomeni, da sta izomorfna (oba predstavljata graf, ki ima posebno
ime: Petersenov graf). Predstavljena resitev je ena od ve¢ moznih.

0

Slika 71: Neoznacena grafa iz primera

T hﬂ
\
»‘«

Slika 72: Oznacena grafa iz primera

Ni tezko videti, da velja naslednja trditev (dokaz izpustimo).
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Trditev 288 I[zomorfnost grafov ~ je ekvivalencna relacija.

Lastnosti grafa, ki jo imajo poleg grafa samega tudi vsi z njim izomorfni grafi,
pravimo invarianta grafa. Primeri grafovskih invariant so Stevilo vozlis¢, stevilo
povezav, Stevilo vozlis¢ doloc¢ene stopnje, Stevilo 4-ciklov v grafu, dvodelnost,
vsebovanost dolo¢enega podgrafa itd. Grafovske invariante nam pomagajo pri
utemeljitvi, da grafa nista izomorfna: pois¢emo grafovsko invarianto, v kateri se
obravnavana grafa lo¢ita. Poudariti je pa treba, da matrika sosednosti S(G) in
incidentna matrika I(G) nista grafovski invarianti, saj sta odvisni od vrstnega

reda oz. razvrs€anja vozlis¢ v matriki.

Primer 289 Ze prej smo omenili, da grafa G in K na sliki [s2| nista izomorfna, saj en
vsebuje zanko, drugi pa ne. Tudi grafa H in K iz tega primera nista izomorfna, saj se ne
ujemata v stevilu vozlis¢. Alternativna utemeljitev, da H in K nista izomorfna, bi bila,
da je 6(H) = 0, medtem ko je 6(K) = 3, ali da se grafa ne ujemata v Stevilu povezav,
ali da je en graf reqularen, drugi pa ne, itd.

Primer 290 DolZini najkrajsega cikla v grafu pravimo notranji obseg oz. oZina grafa.
Ker imata grafa na sliki [73| razlicno oZino, nista izomorfna, ceprav sta oba kubicna grafa
na 10 vozliscih.

Slika 73: Grafa z razli¢nima oZinama.

5.7 NEKAJ OPERACIJ Z GRAFI

Operacijo odstranjevanja vozlis¢a smo Ze spoznali: za graf Ginv € V(G) z G —
v oznatimo graf, ki ga dobimo z odstranitvijo vozlis¢a v iz mnozZice V(G), pri
¢emer pa tudi iz E(G) odstranimo vse povezave, ki imajo vozlis¢e v za krajisce.
Podobno G — S oznacuje graf, ki ga iz grafa G dobimo z odstranitvijo vseh
vozli§¢ iz mnozice S C V(G).

Ko odstranimo povezavo e € E(G), to storimo tako, da odstranimo le pove-
zavo, kraji¢a odstranjene povezave pa ostanejo del novonastalega grafa, ki ga
oznacimo z G — e. Primer, kjer iz grafa odstranimo vozlis¢e 4 oz. povezavo med
vozli§tema 4 in 5, vidimo na sliki 74}
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NNAZA A N5

Slika 74: Petersenov graf, ki mu odstranimo vozlis¢e 4 oz. povezavo med 4 in 5.

Komplementarni graf grafa G je graf G, za katerega velja V(G) = V(G),
dve vozlisti sta v grafu G sosedni natanko tedaj, ko nista sosedni v grafu G, glej
primer na sliki

d d
a b a b

Slika 75: Graf in njegov komplement.

Unija grafov G; in G; je graf G = G U G z mnozico vozlis¢ V(G) = V(Gy) U
V(G,) in mnoZico povezav E(G) = E(G;) UE(G,). Ce velja 8e V(G;) N V(G,) =
@, govorimo o disjunktni uniji grafov. Na sliki 76| vidimo disjunktno unijo
grafov K3 in Kj.

Slika 76: Disjunktna unija grafov K3 in Kj.

Opisimo postopek skréitve povezave e € E(G) v enostavnem grafu G: v
povezave e) ter morebitne vzporedne povezave (te nastanejo, ¢e je povezava e
vsebovana v trikotnikih grafa G). Dobljeni graf ozna¢imo z G/e. V kolikor
delamo z multigrafi, nastalih vzporednih povezav ne odstranjujemo. Slika
prikazuje levo graf G, desno pa najprej grat G/e v primeru multigrafov, nato pa
v primeru, ko delamo z enostavnimi grafi.

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



5.8 PREVERI SVOJE ZNANJE (OSNOVNO O GRAFIH)

c c
a - b a% aI
d f d f

d f

Slika 77: Skrcitev povezave e v multigrafu in v enostavnem grafu.

Povezavo subdividiramo tako, da nanjo dodamo vozlis¢a (eno ali vec) sto-
pnje dve. Subdivizija grafa G je vsak graf, ki ga iz grafa G dobimo s subdivizijo
povezav grafa G. Slika |78 prikazuje graf K33 in eno izmed njegovih subdivizij.

] K

Slika 78: Graf K33 in njegova subdivizija.

Spoj grafov G; in Gy, Kjer je V(G1) N V(Gyp) = @, je graf G = G * Gy, ki je
dolo¢en z mnozico vozlis¢ V(G) = V(Gy) U V(G,) in mnoZico povezav

E(G) = E(Gl) U E(Gz) U {MU,‘M € V(Gl),v € V(Gz)}.

Spoj ima |V(G1)| 4 [V(Gz)| vozlist in [E(G1)| + |E(G2)[ + [V(G1)] - [V(G2)| po-
vezav.

Primer 291 Kolesa in polne dvodelne grafe je mogoce predstaviti kot spoj grafov, saj
velja Wy, =~ Ky % Cyy in Ky = Ky % Kyy. Na sliki [79| pa vidimo spoj grafov Py in Cs.

5.8 PREVERI SVOJE ZNANJE (OSNOVNO O GRAFIH)

Vprasanja iz teorije

1.

2.

Zapisi definicijo grafa.

Pojasni pojme: sosedni povezavi, vporedne povezave, enostavni graf, izoli-
rano vozlis¢e, oZina grafa.

. Kaj je regularen graf? Koliko povezav ima regularen graf?

. Kaj pove lema o rokovanju in kak3ne lastnosti grafa lahko izpeljemo z njeno

pomocgjo?
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10.
11.

12.

13.
14.
15.

P3 C3 PS*CS

Slika 79: Spoj grafov Ps in Cs.
Kaj je podgraf? Katere vrste podgrafov poznamo? Podaj primere razli¢nih
vrst podgrafov.

Pojasni razliko med sprehodom in obhodom. Katere vrste sprehodov in
obhodov lo¢imo?

Kaj je povezan graf? Kdaj je graf 2-povezan?

Kako je definirana razdalja med vozlis¢ema v grafu? Kaksne lastnosti ima?
Kako pois¢emo diameter grafa?

Kako graf predstavimo s pomoc¢jo matrik?

Kaj je drevo? Nastej karakterizacije dreves.

Pojasni, kaj je dvodelen graf. Kako prepoznamo dvodelne grafe? Podaj
primere dvodelnih grafov.

Kdaj sta grafa izomorfna?
Kako utemeljimo, da grafa nista izomorfna?

Nastej in pojasni operacije z grafi.

Resene naloge

Naloga 292 Ce dana zaporedja predstavljajo zaporedje stopenj enostavnega grafa, ga
skonstruiraj, sicer utemelji, zakaj tak graf ne obstaja:

(a) 1,2,2,2,3,3,

(b) 3,3,4,4,6,6,6,

(c) 2,2,4,4,6,6,6.

Resitev:
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(a) Graf z zaporedjem stopenj 1,2,2,2,3,3 ne obstaja, saj je njihova vsota liho Stevilo
(po lemi o rokovanju bi morala biti sodo Stevilo).

(b) Primer grafa z zaporedjem stopenj grafa 3,3,4,4, 6,6, 6 vidimo na sliki

(¢) Predpostavimo, da obstaja enostaven graf z zaporedjem vozlis¢ 2,2,4,4,6,6,6. Po-
tem ima graf 7 vozlis¢. Tri od njih so stopnje 6, kar pomeni, da je vsako od njih
sosedno z vsakim drugim vozlis¢em grafa. To pa pomeni, da je stopnja vsakega
vozlisca v grafu vsaj 3, kar pa je protislovje z danim zaporedjem, ki vsebuje dve
dvojki.

Naloga 293 Iz besede tvorimo enostaven graf G = (V, E), kjer je
V(G) = {v; v je ¢rka v besedi}

in
E(G) = {vu; v in u sta sosedni ¢rki v besedi}.

Za vsako od besed MATEMATIKA, LJUBEZEN in SLOVENIJA narisi graf in ugotovi:
(a) maksimalno in minimalno stopnjo vozliséa v grafu,
(b) diameter grafa,
(c) ali je dvodelen,

(d) ali vsebuje pot Ps oz. Py kot izometricni podgraf.

Resitev: Grafe vidimo na sliki Za graf Gy velja 6(Gy) = 2, A(Gy) = 3,
Diam(Gy) = 3, je dvodelen, vsebuje izometricno pot Ps, nobena od poti Py v Gy pa
ni izometricna. Za graf Gy je 6(Gp) = 1, A(Gy) = 3, Diam(G,) = 5, je dvodelen,
vsebuje izometricno pot Ps, kakor tudi Py (npr. pot JUBEN). Za graf Gs je 5(Gs3) = 1,
A(G3) = 2, Diam(G3) = 8. Ker je Gs drevo, je vsaka njegova pot izometricha, prav
tako pa je dvodelen graf.

M E L 4 Se N I

A T J¢ E¢——=N L9 E¢ ]

K I u » B @) /e A
Gy Go Gs

Slika 8o: Grafi iz naloge
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Naloga 294 Dokazi, da ce je graf G r-reqularen in r liho stevilo, potem ima G sodo
Stevilo vozlisc.

Resitev: Recimo, da ima r-regularen graf, kjer je r = 2k + 1 za nek k € N U {0},
liho stevilo vozlis¢, tj. |V(G)| = n =21+ 1zanekl € NU{0}. Potem je vsota stopenj
vseh vozlig¢ enakan -r = (2k+1)(21 +1) = 412 + 21 + 2k + 1, kar je liho $tevilo. Toda
to je protislovje, saj je po lemi o rokovanju vsota stopenj vseh vozlis¢ 2|E(G)|, torej sodo
Stevilo.

Slika 81: Graf iz naloge

Naloga 295 DokaZi, da je vsak izometri¢ni podgraf tudi induciran.

Resitev: Trditev dokaZimo s protislovjem. Naj bo H izometricni podgraf grafa G,
ki ni induciran. Tedaj obstajata vozlis¢i u,v € V(H), ki sta v grafu G povezani, v
podgrafu H pa ne. Torej velja dg(u,v) = 1in dy(u,v) > 1, kar vodi v protislovje, saj
je H izometri¢ni podgraf grafa G.
Naloga 296 V ciklu Cq poisci podgraf, ki je induciran, ni pa izometricen.

Resitev: Poljubna inducirana pot Ps v ciklu Cg ni njegov izometricen podgraf, saj
sta krajis¢i te poti v ciklu na razdalji 2, medtem ko sta v poti na razdalji 4.
Naloga 297 Za kaksne vrednosti n je C,, podgraf grafa K, ,?

Resitev: Vemo, da je graf K, ,, dvodelen, zato ne more vsebovati lihega cikla. Torej
n ne more biti liho stevilo. Po drugi strani se hitro prepricamo, da v Ky, ,, za vsak sodi n,
kjer je n > 2, obstaja cikel dolZine n.

Naloga 298 Naj bo G graf na sliki|82| Za vsakega od spodnjih podgrafov grafa G doloci
Stevilo vozlis¢ in Stevilo povezav:

(a) Hy je podgraf, induciran z vozlis¢i, oznacenimi s sodimi Stevili.
(b) Hj je podgraf, induciran z vozlis¢i, oznacenimi z lihimi Stevili.

(¢) Hj je podgraf, induciran z mnoZico vozlis¢ {1,3,6,7,9}.
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(d) Hy je podgraf, induciran z mnoZico vozlis¢ {1,3,4,6,8,10}.

Resitev:

a) Hj je izomorfen poti Ps in ima tako 5 vozlis¢ in 4 povezave.

(a)
(b) H, je izomorfen enemu izmed dreves na 5 vozlis¢ih in ima tako 4 povezave.
(c) Hjz je podgraf, izomorfen grafu Cs, zato ima 5 vozlis¢ in 5 povezav.

()

d) Hy je podgraf, izomorfen disjunktni uniji treh polnih grafov Ky, tako ima 6 vozlis¢
in tri povezave.

Slika 82: Graf iz naloge

Naloga 299 Graf G je podan z naslednjo incidenc¢no matriko:

01100107
0000001
1100000

G =10010101
0001100

1001010,

a) Alije graf G povezan? Ali je G 2-povezan?

()
(b) Ali so cikli C3, Cy in Cs inducirani podgrafi grafa G?
(c) Ali je graf G dvodelen?

()

d) Koliko povezav vsebuje komplement grafa G?
Resitev:
(a) Graf G je povezan, ne pa tudi 2-povezan (Ce odstranimo vozlisCe, ki ustreza 4.

vrstici, graf razpade na dve povezani komponenti).
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(b) Graf G vsebuje cikle Cs, Cy in Cs, inducirana sta le Cs in Cy.
(¢) Graf G ni dvodelen, saj vsebuje lihi cikel.
(d) Poln graf na 6 vozliscih vsebuje (g) = 15 povezav. Ker jih G vsebuje 7, jih njegov
komplement tako vsebuje 8.
Naloga 300 Ali sta grafa na sliki|83|izomorfna?

Resitev: Naj bo G levi, H pa desni graf na sliki Grafa sta izomorfna, saj je
k : V(G) — V(H), definiran s predpisom k(1) = a, k(2) = f, k(3) = e, k(4) =
¢, k(5) =d, k(6) = b, izomorfizem grafov.

1

Slika 83: Grafa iz naloge

Naloga 301 Ali sta grafa na sliki|84|izomorfna?

Resitev: Grafa nista izomorfna, saj je desni graf povezan, levi pa ne.

Slika 84: Grafa iz naloge

Naloga 302 PokaZi, da lahko polni graf Ks dobimo tako, da v Petersenovem grafu
skréimo pet povezav.

Resitev: Oznacen Petersenov graf lahko vidimo levo na sliki Ce postopoma
naredimo skrcitev povezav 87,24,13,96 ter povezave med vozlis¢ema 10 in 5, dobimo
Ks.

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski



5.0 EULERJEVI GRAFI

5.9 EULERJEVI GRAFI

Eulerjev obhod je enostaven obhod, na katerem so vse povezave grafa, Euler-
jev sprehod pa enostaven sprehod z isto lastnostjo. Grafu, v katerem obstaja
Eulerjev obhod, re¢emo Eulerjev graf, ¢e pa v grafu obstaja Eulerjev sprehod,
ga imenujemo poleulerjev graf.

Eulerjeve grafe je enostavno prepoznati, saj je treba preveriti le, ali je graf po-
vezan in je vsako vozlis¢e sode stopnje. Pri dokazu da to velja, potrebujemo
naslednjo lastnost grafov, ki jo navedimo brez dokazaP]

Trditev 303 Ce ima v grafu G vsako vozliste sodo stopnjo, potem lahko povezave grafa
razbijemo na unijo po povezavah disjunktnih ciklov.

Primer 304 Graf na sliki 85| vsebuje sama soda vozlisca. Zato ga lahko po prejsnji
trditvi razbijemo na unijo po povezavah disjunktnih ciklov. Disjunktni cikli, ki skupaj
sestavljajo graf G, so npr. afeda, bcfb in abdcea, saj noben par ciklov nima skupne
povezave.

d e f
Slika 85: Graf iz primera

Izrek 305 Naj bo G povezan graf. Potem je G Eulerjev natanko tedaj, ko so vsa vozlisca
grafa G sode stopnje.

Dokaz. Najprej premislimo, da velja naslednja implikacija: ¢e je graf G Eulerjev,
potem ima vsako vozlis¢e v grafu G sodo stopnjo. Ker je graf G Eulerjev, vsebuje
Eulerjev obhod. To pomeni, da pri pomikanju vzdolZz tega obhoda prehodimo
vsako povezavo natanko enkrat in se na koncu vrnemo v zacetno vozlis¢e. Z
vsakim obiskom vozlis¢a prispevamo dva k njegovi stopnji (pridemo v vozlisce
in odidemo iz njega), kar velja tudi za zaetno vozlis¢e, saj v njem za¢nemo in
kon¢amo obhod. Torej je vsako vozlis¢e sode stopnje.

Dokaz trditve je mogoce nati v knjigi R. J. Wilson, ]. J. Watkins, Uvod v teorijo grafov, Drustvo
matematikov, fizikov in astronomov Slovenije, Ljubljana, 1997, ki je priporocljiva zacetna litera-
tura za bralca, ki ga zanima teorija grafov.
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DokaZimo $e obratno implikacijo: ¢e ima vsako vozli¢e povezanega grafa
G sodo stopnjo, potem je graf G Eulerjev. Predpostavimo, da so vsa vozli¢a
grafa G sode stopnje. Po trditvi graf G vsebuje cikel C. Pri dokazu, da
obstaja Eulerjev obhod v grafu G, si pomagamo z matemati¢no indukcijo glede
na Stevilo povezav m. Za m = 0 je edini povezani graf Kj, ki je o¢itno Eulerjev.
Predpostavimo, da trditev velja za vse povezane grafe, ki imajo manj kot m po-
vezav. Naj bo G graf z m povezavami. Iz njega sedaj odstranimo povezave cikla
C in dobljeni graf imenujmo H. Graf H ima tako manj kot m povezav, vsako vo-
zlis¢e grafa H je pa Se vedno sode stopnje (vozlis¢a, ki ne lezijo na C so 8e vedno
enake stopnje kot v G, vozlis¢em, ki lezijo na C se je pa stopnja zmanjsala za
2). Graf H ni nujno povezan, a je vsaka njegova povezana komponenta povezan
graf z vozlis¢i sode stopnje. Zato je po indukcijski predpostavki vsaka povezana
komponenta grafa H Eulerjev graf.

Eulerjev obhod grafa G lahko sedaj pois¢emo tako: za zacetek obhoda izbe-
remo katerokoli vozlis¢e v cikla C. Nato se pomikamo po ciklu C, dokler ne
pridemo do prve povezane komponente grafa H. Nadaljujemo po Eulerjevem
obhodu te komponente in se vrnemo na cikel C. Nato nadaljujemo vzdolz C in
pri tem vsaki¢, ko naletimo na novo komponento grafa H, prehodimo vse njene
povezave po njenem Eulerjevem obhodu. Ko se nazadnje vrnemo v vozlis¢e v,
smo tako prehodili vsako povezavo grafa G in to natanko enkrat. n

Zgornji izrek nam torej pokaZe enostaven nacin za preverjanje ali je nek graf
Eulerjev ali ne. Tako npr. takoj vidimo, da sta grafa na sliki {83 Eulerjeva, saj sta
povezana in vsebujeta sama soda vozlis¢a. Graf na sliki [81je povezan, a vsebuje
vozlisci, ki sta lihe stopnje, zato ni Eulerjev. Prav tako ocitno nista Eulerjeva
grafa iz slike 84} saj vsebujeta list (vozliS¢e stopnje 1), pri ¢emer za levi graf Ze
niti osnovni pogoj o povezanosti ni izpolnjen.

Most je povezava v povezanem grafu, brez katere bi bil graf nepovezan.

Mostovi igrajo pomembno vlogo v Fleury-jev algoritmu, ki nam pove, kako v
Eulerjevem grafu najti Eulerjev obhod.

Fleury-jev algoritem:
1. Izberemo zacetno vozlisce.

2. Preckamo poljubno povezavo. Pri tem most izberemo le, kadar ni vec¢
druge moZznosti.

3. Povezavo, ki smo jo prehodili, odstranimo. Prav tako odstranimo vsa
vozlisca, ki ob tem postanejo izolirana.

4. Kon¢amo, ko v grafu ni ve¢ nobene povezave.
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Primer 306 Slika|86|prikazuje nekaj korakov Fleury-jevega algoritma, s katerim poiscemo
Eulerjev obhod prvega grafa iz te slike. Izbrano zacetno vozlisce je b. Ker nobena pove-
zava, katere krajisce je b v tem trenutku se ni most, jo lahko izberemo kot prvo, ki jo
prehodimo. Recimo, da izberemo povezavo be. Ob tem, ko se premaknemo v vozlisce ¢ po
izbrani povezavi, le-to izbrisemo. Iz vozliséa c lahko nadaljujemo po katerikoli preostali
povezavi, saj nobena ni most. S postopkom nadaljujemo tako, da zacensi v b prehodimo
cikel bcfedab. Povezave tega cikla sproti odstranjujemo. Graf, ki na tak nacin ostane,
je drugi graf na sliki 86| v katerem je zacetna pozicija spet vozlisce b. Ponovno bi lahko
izbrali katerikoli povezavo s krajiscem v b, recimo povezavo bf, ki jo seveda odstranimo,
ko smo jo prehodili. Ko smo v vozlis¢u f, nam preostane le Se most fa, ki ga odstranimo
skupaj z vozliséem f, ki je s tem postalo izolirano vozlisce. Graf, ki ostane, je tretji graf
na sliki|86| Ko nadaljujemo iz vozlis¢a a, bo vsaka nadaljnja povezava most, zato je edina
moznost prehoditi pot aecdb. Tako smo skupaj prehodili Eulerjev obhod bc fedab faecdb.

QU
Y
—
QU
m
—
U
o

Slika 86: Nekaj korakov Fleury-jevega algoritma.

Prav tako je enostavno prepoznati, kdaj je povezan graf poleulerjev. Spo-
mnimo se, da to pomeni, da v njem obstaja Eulerjev sprehod, tj. enostaven
sprehod, ki vsebuje vsako povezavo grafa. Razlika z Eulerjevim obhodom je
torej le v tem, da pri Eulerjevem sprehodu ne rabimo zaceti in koncati v istem
vozlis¢u.

Trditev 307 Povezan graf je poleulerjev natanko tedaj, ko ima najve¢ dve vozlisci lihe
stopnje.

Z drugimi besedami, graf je poleulerjev, ¢e je povezan in ima 0 ali 2 vozlis¢i
lihe stopnje (po posledici leme o rokovanju graf ne more imeti le enega lihega
vozlisc¢a).

Dokaz. Naj bo G poleulerjev graf, v in u pa zacetno oziroma kon¢no vozlisce
enostavnega sprehoda, na katerem so vse povezave grafa. Ce vozli§ti v in u
poveZemo s povezavo ¢, dobimo Eulerjev graf, ki ga oznac¢imo s H. Po izreku
so v H vsa vozlis¢a sode stopnje. Da dobimo nazaj graf G, iz grafa H ostranimo
povezavo e. Tako opazimo, da sta v grafu G vozlis¢i v in u edini vozlis¢i lihe
stopnje.

Za dokaz obratne implikacije predpostavimo, da da ima povezan graf G

evve

natanko dve vozlis¢i lihe stopnje. Naj bosta to vozligéi x in y. Ce med vozlis¢i x
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in y dodamo povezavo e, dobimo povezan graf H, v katerem imajo vsa vozlis¢a
svodo stopnjo. Po izreku je H Eulerjev graf, ki torej vsebuje Eulerjev obhod.
Ce sedaj odstranimo povezavo e, dobimo enostaven sprehod med vozlis¢ema x
in y, na katerem so vse povezave grafa G. Graf G je torej poleulerjev. n

Vecina nas gotovo Ze iz osnovne Sole pozna uganke, kjer je dani diagram
treba narisati s ¢im manj potezami, pri ¢emer ne smemo nobenega dela dia-
grama narisati dvakrat. Gre za t.i. uganke Eulerjevega tipa. Nekaj primerov
diagramov vidimo na sliki Diagrame si lahko predstavimo kot grafe, kjer
vozlis¢a na diagrame postavimo le v tista stikalis¢a daljic, kjer se stikata ve¢ kot
dve daljici (kjer se stikata dve, nimamo izbire kako nadaljevati s potezo). Tako
se v jeziku teorije grafov dani problem glasi: poiskati najmanj$e moZzno Stevilo
enostavnih sprehodov v grafu tako, da bodo na njih lezala vsa vozlis¢a grafa.
Graf, ki ga na prej opisani na¢in dobimo iz prvega diagrama na sliki 87, je pole-
ulerjev, zato vsebuje en tak sprehod. V grafu dobljenem iz drugega diagrama je
najmanjse Stevilo takih sprehodov 2, v grafu dobljenem iz tretjega diagrama pa
4. Velja namre¢ naslednja trditev.

Slika 87: Uganke Eulerjevega tipa.

Trditev 308 Povezan graf brez lihih vozlis¢ lahko narisemo z eno potezo. Za k > 0

94

velja: ¢e ima povezan graf 2k vozlis¢ lihe stopnje, ga lahko nariSemo s k potezami.

Dokaz. Ce graf nima lihih vozlig¢, je Eulerjev, zato ga lahko nariemo z eno
potezo. Naj bo sedaj G graf, v katerem so vy,vy,...,0_1, Uy liha vozlis¢a grafa
(spomnimo se, da je po posledici leme o rokovanju teh sodo mnogo). 1z grafa G
skonstruirajmo nov graf H tako, da dodamo povezave v1v;, U304, . .., Uok_102. V
grafu H so vsa vozlis¢a sode stopnje, zato je H Eulerjev graf, v katerem lahko
najdemo Eulerjev obhod. Ce nato iz njega odstranimo dodane povezave (da
spet dobimo graf G), ta obhod razpade na k disjunktnih poti (vsaka taka pot je
poteza). n

Kitajski problem postarja

Oglejmo si naslednji problem: postar Zeli razdeliti posto vzdolz vseh ulic svo-
jega rajona in se vrniti na postni urad. Kaksno pot naj izbere, da bo prehodil
najmanjSo mozno razdaljo? S tem problemom se je ukvarjal kitajski matematik
Meigu Guan (1962), zato tudi takSno poimenovanje problema. Le-ta se pojavlja
tudi v drugih konteksih, npr. zimske sluZbe, zadolZene za pluZenje snega, Zelijo
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nacrtovati obhode tako, da bi ¢im manjkrat peljali po Ze spluZenih ulicah. V
praksi namre¢ graf, ki predstavlja del mesta (ali postarjev rajon), ni nujno Eu-
lerjev (v tem primeru je reSitev problema seveda kar Eulerjev obhod). Model, s
katerim predstavimo omenjeni problem v jeziku teorije grafov vkljucuje uteZeni

graf

UteZeni graf ali omreZje je graf, v katerem je vsaki povezavi dodeljeno pozi-
tivno Stevilo, imenovano utez.

Primer uteZenega grafa vidimo na sliki 89| UteZi v obravnavanem problemu
predstavljajo dolZine ulic postarjevega rajona, iS¢emo torej obhod z najmanjso
skupno teZo (t.j. vsoto vseh uteZzi), v katerem je vsaka povezava grafa vsebovana
vsaj enkrat. Za predstavitev algoritma, ki najde tak obhod (v primeru, ko graf
vsebuje liha vozlis¢a), potrebujemo $e naslednji pojem.

Prirejanje v grafu G je podmnozica M C E(G), za katero velja, da nobeni
dve povezavi v M nimata skupnega vozlis¢a. Popolno prirejanje v grafu G
je prirejanje, v katerem je vsako vozlis¢e krajis¢e kaksne povezave.

Slika 88: Popolno prirejanje v grafu (mnoZica ¢rtkanih povezav).

Primer 309 Primer prirejanja grafa na sliki|88| je mnoZica povezav {ad,ef}, mnoZica
{ab,de,cf} je pa popolno prirejanje tega grafa.

Sedaj si lahko ogledamo algoritem za iskanje optimalnega postarjevega obhoda.

1. Naj bo G povezan uteZen graf.

2. Pois¢emo mnoZico vseh vozlis¢ lihe stopnje v grafu G in jo ozna¢imo z
L.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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b

[ ]

a 4 1
C
1 8
3] O 7
2 1
3 d

Slika 89: UteZeni graf.

3. Za vsak par vozlis¢ u in v iz L pois¢emo najkrajSo pot P med njima
(pozor: dolZina poti v uteZenem grafu je definirana kot vsota uteZi na
tej poti). Naj bo d(u, v) dolZina poti P.

4. Skonstruiramo polni graf K katerega mnoZica vozlis¢ je mnoZica L.
5. Vsaki povezavi e = uv v K priredimo utez d(u, v).

6. Pois¢emo popolno prirejanje M grafa K tako, da je skupna teZza povezav
v M najmanj3a.

7. Za vsako povezavo e v M naredimo naslednje: naj bo P pripadajoca
najkrajsa pot v G med krajis¢ema povezave e. Vsako povezavo f na
poti P v grafu G podvojimo (skupaj z njeno uteZjo). S tem dobimo graf,
ki ga oznac¢imo z G*.

8. Graf G* je Eulerjev graf in Eulerjev obhod v tem grafu nam da iskani
optimalni postarjev obhod.

Primer 310 Resimo kitajski poblem postarja za uteZeni graf na sliki Graf ima 4
vozlista lihe stopnje, njihovo mnoZico oznacimo z L = {a,b,c,d}. Graf K, ki je polni
graf na mnoZici vozlis¢ L, vidimo levo na sliki Vsa moZna prirejanja v grafu K
so razvidna iz prvega stolpca spodnje tabele (posamezna prirejanja so loCena s horizon-
talnimi Crtami). V drugem stolpcu iste tabele so zapisane dolZine poti med vozlis¢ema
povezav iz prirejanja, zadnji stolpec tabele pa za posamezno prirejanje prikazuje skupno
teZo povezav iz prirejanja.
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par vozlis¢ \ dolZina poti \ vsota dolZin poti

a,b 5
c,d 7 12
a,d 6
b,c 1 7
a,c 4
b,d 8 12

Iz tabele je razvidno, da ima med vsemi prirejanji najmanjso teZo prirejanje s povezavama
ad in be, zato grafu G dodamo povezave, ki leZijo na (neki) najkrajsi poti (glede na vsoto
uteZi) med vozliscema a in d, ter vozlis¢ema b in c. Eulerjev graf G*, ki ga pri tem
dobimo, vidimo desno na sliki [go| kjer so dodane povezave oznacene Crtkano. Eulerjev
obhod tega grafa optimalni postarjev obhod, ¢igar skupna teZa znasa toliko kot je vsota
uteZi v starem grafu ter utezi na dodanih povezavah, torej 35+ 3 + 3 + 1 = 42.

b
4 1:‘\ 1
c
5 8
7
1
3
\__:o)__, d

Slika go: Konstrukcija Eulerjevega grafa iz uteZenega grafa.

5.10 HAMILTONOVI GRAFI

Oglejmo si definicijo Hamiltonovega [f| grafa.

polhamiltonov.

Graf G je Hamiltonov, ¢e v njem obstaja cikel, ki vsebuje vsako vozlice
grafa (takemu ciklu re¢cemo Hamiltonov cikel). Hamiltonova pot je pot, na
kateri so vsa vozlis¢a grafa. Graf, ki vsebuje Hamiltonovo pot, se imenuje

3 Sir William Rowan Hamilton je bil irski matematik, ki je leta 1857 je izumil igro, ki je temeljila
na dodekaedru (slika [g1)), narisanem na leseni plosci. Cilj igre je bilo najti Hamiltonov cikel na
dodekaedru, katerega oglis¢a so oznacena s ¢rkami. Prvih pet ¢rk je bilo Ze dolocenih.

A. Tepeh, R. Skrekovski
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Slika 91: Hamiltonova pot v dodekaedru (tvorijo jo polne povezave).

Pri Eulerjevih grafih smo spoznali izrek, ki je natan¢no karakteriziral, kdaj
je poljuben graf Eulerjev in kdaj ne: sodost vseh stopenj vozlis¢ v grafu je po-
treben in zadosten pogoff| za to, da je povezan graf Eulerjev. Potreben in zadosten
pogoj, ki bi karakteriziral Hamiltonove grafe, Zal ni znan. V naslednjem izreku
lahko vidimo potreben pogoj (ki ni zadosten), Orejev in Diracov izrek pa nam
predstavita zadostna pogoja (ki nista potrebna) za to, da je graf Hamiltonov.

Izrek 311 Naj bo S neprazna podmnoZica mnoZice vozlis¢ grafa G. Ce je ¢(G —S) >
|S|, potem G ni Hamiltonov. Ce je c¢(G — S) > |S| + 1, potem G ni niti polhamiltonov.

Zgornji izrek bi lahko povedali tudi tako: ¢e iz grafa G odstranimo k vozlis¢
in pri tem graf razpade na ve¢ kot k komponent, tedaj graf G ni Hamiltonov. Ce
je komponent vec kot k 4 1, potem v grafu G ni niti Hamiltonove poti.

Dokaz. Predpostavimo, da v grafu G obstaja Hamiltonov cikel oz. pot. Z od-
stranitvijo k vozlis¢, cikel razpade na najvec k delov, pot pa na najve¢ k + 1 delov.
Vsak od teh delov leZi v eni komponenti, na katere razpade graf, in vsaka kom-
ponenta vsebuje vsaj en del. Torej graf ne more razpasti na ve¢ kot k oz. k +1
delov. m

Primer 312 Graf na slikilg2|ni Hamiltonov. Namrec, ko odstranimo vozlista a, b, c graf
razpade na Stiri povezane komponente.

Za dokaz Orejevega izreka potrebujemo naslednjo trditev.
Trditev 313 Naj bosta u in v nesosedni vozlis¢i v enostavnem grafu G z lastnostjo

deg(u) + deg(v) > |V(G)|. Potem je graf G, ki ga dobimo iz grafa G z dodano
povezavo uv, Hamiltonov natanko tedaj, ko je graf G Hamiltonov.

Glej poglavje o izjavnem ra¢unu za razlago tega pojma.
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Slika 92: Graf, ki ni Hamiltonov.

Dokaz. Ce je graf G Hamiltonov, potem je Hamiltonov tudi graf G/, saj je cikel,
ki je Hamiltonov v G, Hamiltonov tudi v G’. Premislimo, da velja tudi obratna
implikacija. Predpostavimo, da je G’ Hamiltonov in naj bo C Hamiltonov cikel v
grafu G'. Ce uv ¢ E(C), potem je C cikel tudi v grafu G. Sedaj predpostavimo,
daje uv € E(C). Tedaj je C — uv Hamiltonova pot v grafu G. Zadostuje dokazati,
da na tej poti od u do v obstajata sosedni vozlis¢i x in y, za kateri velja uy, xv €
E(G), saj je tedaj u — x — v — y — u Hamiltonov cikel (oznaka u — x
pomeni, da vzamemo del poti C — uv med vozlis¢ema u in x, podobno velja za
y — u). DokaZimo torej obstoj takih vozlis¢ x in y: ker je G enostaven graf,
ima vozlis¢e u toliko sosedov, kot je njegova stopnja. Naj bo deg(u) = k. Ce
vozlis¢e v ne bi bilo povezano z nobenim od predhodnikov sosedov vozlis¢a u
na poti C — uv, bi to pomenilo, da je njegova stopnja najve¢ |V (G)| — 1 — k. Tako
bi bilo deg(u) + deg(v) < k+ |V(G)| —1—k = |V(G)| — 1, kar je protislovje s
predpostavko, da je deg(u) + deg(v) > |V(G)|. ]

Izrek 314 (Orejev izrek) Naj ima enostaven graf G vsaj tri vozlisca in naj za poljubni
nesosedni vozlis¢i u in v velja deg(u) + deg(v) > |V(G)|. Potem je G Hamiltonov.

Dokaz. Grafu G na n vozlis¢ih, ki zados¢a predpostavkam izreka, postopoma
dodajamo povezave, dokler ne dobimo polnega grafa K,. Tako dobimo zapo-
redje grafov Go = G, Gy = Go + upvg, G2 = Gy + u1vy,...,Gr = K,. Po trditvi
velja, da so vsi grafi G; Hamiltonovi ali pa noben izmed njih. Ker K;, se-
veda je Hamiltonov graf, morajo biti vsi grafi iz tega zaporedja, torej tudi graf G,
Hamiltonovi. n

Slika 93: Graf iz primera
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Primer 315 Preverimo pogoje Orejevega izreka za graf na sliki Oglejmo si vsote
stopenj vseh parov nesosednih vozlis¢: deg(a) + deg(d) = 6, deg(b) + deg(e) = 5,
deg(b) + deg(c) = 5. Ker je vsaka od teh vsot vecja ali enaka 5 = |V (G)|, je graf po
Orejevem izreku Hamiltonoo.

Graf na sliki [93| je dovolj majhen in enostaven, da bi lahko utemeljili, da
je graf Hamiltonov, Ze s tem, da bi navedli Hamiltonov cikel abdeca, v¢asih pa
Hamiltonovega cikla ni tako enostavno videti.

Se enkrat poudarimo, da je pogoj iz Orejevega izreka le zadosten pogoj, ne
pa tudi potreben. To pomeni, da kljub temu, da ta pogoj ni izpolnjen (da torej
v grafu najdemo nesosedni vozlis¢i a in b, za kateri velja deg(a) + deg(b) <
|V(G)]), to 8e ne pomeni, da graf ni Hamiltonov. Npr. graf Cs je o¢itno Ha-
miltonov, ¢eprav pogoj iz Orejevega izreka ni izpolnjen (vsota stopenj poljubnih
nesosednih vozlis¢ je enaka 4, kar je manj kot je Stevilo vozlis¢ grafa).

Diracov izrek je posledica Orejevega izreka.

Izrek 316 (Diracov izrek) Enostaven graf na n vozlis¢ih (n > 3) je Hamiltonov, ce je
stopnja vsakega vozlis¢a vsaj 7.

Dokaz. Predpostavimo, da v enostavnem grafu z n vozlis¢i, kjer je n > 3, velja,
da je stopnja vsakega vozlis¢a vsaj 5. Potem za poljubni nesosedni vozlis¢i u
in v velja deg(u) + deg(v) > |V(G)|, zato po Orejevem izreku sledi, da je graf
Hamiltonov. n

Primer 317 Preverimo pogoj Diracovega izreka za grafa na sliki94, Za graf levo pogoj
ni izpolnjen. Velja namre¢ deg(z) = 2, kar ni vsaj 2.5 = 5. Samo na osnovi te
opazke ne bi mogli trditi niti da je graf Hamiltonov, niti da ni Hamiltonov. Seveda pa
lahko v grafu neposredno najdemo Hamiltonov cikel: zstuvz. Vozliséa grafa na desni
imajo stopnjo 3 ali 4, kar je enako vsaj polovici stevila vozlisC, ki je enako 3. Zato je
graf Hamiltonov po Diracovem izreku (seveda tudi v tem primeru to takoj vidimo, saj je
fedcbaf Hamiltonov cikel).

Slika 94: Grafa iz primera
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5.11 RAVNINSKI GRAFI

Graf G je ravninski (ali planarni), ¢e ga lahko v ravnini nariSemo tako, da
se nobeni dve povezavi ne sekata (skupno vozlis¢e dveh sosednih povezav
se ne smatra kot presecisce teh povezav). Vsako tako risbo poimenujemo
ravninska risba grafa G.

Primer ravninskega grafa je polni graf Ky. Na sliki |69 vidimo tri ravninske risbe
tega grafa, povezavi se sekata le na prvi risbi.

Vsaka ravninska risba ravninskega grafa G razdeli ravnino na obmoc¢ja, ime-
novana lica. Natanko eno od teh lic je neomejeno in se imenuje neskonéno
lice ali zunanje lice. Rob lica je mnoZica vozlis¢ in povezav, ki omejujejo lice.
Ce je f poljubno lice, je stopnja lica f stevilo povezav, ki jih prehodimo, da
se sprehodimo po robu lica. Stopnjo lica f ozna¢imo z deg( f). Ce je stopnja
vsakega lica enaka 7, potem je ravninska risba grafa G po licih r-regularna.

Primer 318 Proi graf na sliki 95| je 3-reqularna ravninska risba 3-cikla, saj je stopnja
obeh lic enaka 3, lice Ly je neskoncno lice. Vsako drevo ima le eno (neskoncno) lice.
Opazimo, da sta predzadnji in zadnji graf na sliki 95| izomorfna, a sta njuni ravninski
risbi razlicni: stopnje lic prvega od obeh grafov so (po vrsti glede na oznake Ly, Ly, L3)
3,3,5, drugega pa 4,3, 4.

Za vsakega od grafov na sliki |95| poleg Stevila lic, ki ga oznacimo s f, poiscimo Se
Stevilo vozlis¢ n, Stevilo povezav m in izracunajmo vrednost izraza n —m + f.

graf |n |m| f|n—m+f
G |3]3]|2 2
Gy |6]5]|1 2
Gy |5|63 2
Gy |5/6]3 2

IzkaZe se, da je vrednost n — m + f wvselej 2, kar ni nakljucje, kot bomo videli v
naslednjem izreku, enakost n — m + f = 2 pa se imenuje Eulerjeva formula.

Izrek 319 (Eulerjeva formula) Naj bo G povezan ravninski graf, n, m in f pa Stevilo

Yy ¥

vozlis¢, stevilo povezav oz. stevilo lic ravninske risbe grafa G. Potem je
n—m+4f=2.

Dokaz. Trditev bomo dokazali s pomoc¢jo matemati¢ne indukcije na Stevilo pove-
zav m. Za bazo indukcije vzamem primer, ko je m = 0. To pomeni, da je G = Kj.
Za ta graf veljan = 1,m = 0,f = 1, zatoje n —m + f = 2. V indukcijskem
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Slika 95: Lica grafa.

koraku ob predpostavki, da trditev velja za vse povezane ravninske grafe z manj
kot m povezavami (kjer je m > 1), dokazujemo, da trditev velja tudi za poljuben
povezan ravninski graf z m povezavami. Naj bo G povezan ravninski graf z m
drevo ali ne.

1. Predpostavimo, da je G drevo. To pomeni, da je m = n — 1. Ker drevo ne
vsebuje ciklov, ima le eno lice. Tako dobimon—m+f =n—(n—1)+1 = 2.
Ce je G drevo, je torej trditev dokazana.

2. Sedaj predpostavimo, da G ni drevo. Vemo Ze, da je G povezan graf. Ker
G ni drevo, mora torej vsebovati cikel C. Najbo e € E(C). Iz grafa G odstranimo
povezavo e, da dobimo graf na manj kot m povezavah (da bomo lahko upora-
bili indukcijsko predpostavko). Ker povezava e lezi na ciklu, zagotovo ni most,
zato je graf G — e Se vedno povezan. Seveda je tudi e vedno ravninski, ima n
vozlis¢, m — 1 povezav in f — 1 lic (slednje drZi, saj odtranitev povezave na ciklu
ravninske risbe ravninskega grafa pomeni, da se dve lici zduZita v eno). Tako
za graf G — e po indukcijski predpostavki velja n — (m —1) 4+ (f — 1) = 2. Ce
dobljeno formulo poenostavimo, dobimo n —m + f = 2, kar pomeni, da za G
drzi Eulerjeva formula. u

Eulerjeva formula pove, da imajo vse ravninske risbe ravninskega grafa
enako Stevilo lic, tj. f = 2 —n +m, ali z drugimi besedami, $tevilo lic rav-
ninskega grafa je neodvisno od njegove ravninske risbe.

Eulerjevo formulo smo dokazali za povezane grafe, a jo je mogoce posploSiti
na grafe, ki niso povezani (dokaz izpustimo).

Posledica 320 Ce je G ravninski graf z n vozlis¢i, m povezavami, f lici in ¢(G) pove-
zanimi komponentami, potem velja

n—m+f=1+c¢(G).

Da je dani graf ravninski, je v primeru manjs$ih grafov enostavno utemeljiti,
saj je le treba najti njegovo ravninsko risbo. TeZje pa je dokazati, da graf ni
ravninski. Ve¢inoma je namre¢ nemogoce pregledati vse moZne risbe grafa in
preveriti, da nobena ni ravninska. V nadaljevanju bomo izpeljali uporabno po-
sledico Eulerjeve formule, ki nam lahko pomaga pri utemeljevanju, da graf ni
ravninski.
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Oglejmo si levi graf na sliki Opazimo, da je ravninski. Sedaj mu posto-
poma dodajajmo manjkajoce povezave (med razli¢nima vozlis¢ema) vse dokler
se lastnost ravninskosti ohrani. Tako dobimo npr. graf na desni (prvotnemu
grafu so bile dodane ¢rtkane povezave). Za ta graf velja: ¢e mu dodamo Se kate-
rokoli povezavo med razli¢nima vozliS¢ema, graf ve¢ ni ravninski. Takemu grafu
re¢emo maksimalni ravninski graf. Oglejmo si formalno definicijo.

Maksimalni ravninski graf je enostaven graf, ki ni vpeti podgraf kakega
drugega ravninskega grafa.

Ce si ogledamo maksimalni ravninski grafa na sliki lahko opazimo, da
so robovi vsakega njegova lica trikotniki (to velja tudi za zunanje lice). Takemu
grafu re¢emo tudi triangulacija.

Enostaven ravninski graf imenujemo triangulacija, ¢e obstaja taka njegova
ravninska risba, da je vsako njegovo lice trikotnik.

Videli bomo, da je ravninski graf maksimalni ravninski graf natanko tedaj,
ko je triangulacija. Se ve¢, tak graf ima natanko dolo¢eno Stevilo povezav.

______

Slika 96: Maksimalen ravninski graf oz. triangulacija (desno).

Izrek 321 Za enostaven ravninski graf G na n vozlis¢ih (kjer je n > 3) so naslednje
trditve ekvivalentne:

(i) G je maksimalni ravninski graf,
(ii) G je triangulacija,
(iii) G ima 3n — 6 povezav.
Dokaz. (i) = (ii). To implikacijo utemeljimo s kontrapozicijo. Ce graf G, ki

zadosca predpostavkam izreka, ni triangulacija, vsebuje lice, na katerem so vec

vve

bi se povezave sekale. Zato G ni maksimalen.
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(ii) = (i). Tudi to implikacijo utemeljimo s kontrapozicijo. Ce ravninski
graf G na vsaj treh vozlis¢ih ni maksimalni, obstaja v G tako lice, da lahko
ravninski. To je mozno le, ko rob tega lica vsebuje ve¢ kot tri povezave. Torej G
ni triangulacija.

(ii) = (iii). Naj bo graf G triangulacija. Naj S predstavlja stevilo, ki ga
dobimo tako, da za vsako lice prestejemo Stevilo povezav na njegovem robu,
nato pa vsa tako dobljena Stevila seStejemo. Ker je G triangulacija, vsak rob
vsebuje natanko tri povezave, zato je S = 3f, Kkjer je f Stevilo lic v G. Po drugi
strani pa opazimo, da vsaka povezava lezi v natanko dveh licih, zato je v S
vsaka povezava Steta dvakrat, torej S = 2m. Tako je 2m = 3f oz. f = %’” Ker
je G triangulacija, je seveda ravninski graf, zato zanj velja Eulerjeva formula. Ce
vanjo namesto f vstavimo %m, izpeljemo, da je m = 3n — 6.

(iii) = (ii). Ce je G enostaven ravninski graf na vsaj treh vozlig¢ih in velja
m = 3n — 6, potem s tem, ko iz te enacbe izrazimo n in ga vstavimo v Eulerjevo
formulo, izpeljemo enakost 2m = 3f. Ta lahko drZi le, ¢e je vsako lice trikotnik.

m

Posledica 322 Ce je G povezan ravninski enostavni graf z n > 3 vozlis¢i in m poveza-
vami, velja
m < 3n—6.

Dokaz. Grafu G, ki zados¢a predpostavkam izreka, dodajmo toliko povezav, da
bo s tem graf G’, ki ga na ta na¢in dobimo, maksimalni ravninski graf z m’
povezavami. Po prej$njem izreku je m’ = 3n — 6. Glede na konstrukcijo grafa G’/
je otitno m < m’, torej je m < 3n — 6. ]

Oglejmo si, kako lahko zgornji rezultat uporabimo za utemeljitev, da graf ni
ravninski. To bomo naredili na primeru grafa Ks.

Trditev 323 Graf Ks ni ravninski.

Dokaz. Ce bi K5 bil ravninski, bi po posledici lahko imel najve¢ 3n — 6 =
3-5—6 =9 povezav. Ker jih ima 10, torej ni ravninski. n

Da graf K33 ni ravninski, bomo dokazali s pomo¢jo naslednje leme.

Lema 324 Naj bo G ravninski graf brez trikotnikov na n > 3 vozlis¢ih in m povezavah.
Potem je m < 2n — 4.

Dokaz. Ravninski risbi grafa G postopoma dodajajmo povezave med nesose-
dnimi vozlis¢i vse dokler je Se graf ravninski in brez trikotnikov. Maksimalni
graf s tema lastnostima ozna&imo z G'. Tako za &tevilo povezav m’ grafa G’
velja m" > m. Naj S predstavlja Stevilo, ki ga dobimo tako, da za vsako lice
prestejemo Stevilo povezav na njegovem robu, nato pa vsa tako dobljena Stevila
seStejemo. Kot smo Ze ugotovili v dokazu izreka je S = 2m'. Po drugi
strani pa mora biti Stevilo S vsaj 4f, saj ima graf G’ vsaj §tiri povezave na
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robu vsakega lica. Tako velja zveza 2m’ > 4f oz. f < mT/ Ker je G’ ravnin-
ski graf, zanj velja Eulerjeva formula n — m’ + f = 2. Tako lahko izpeljemo
oceno2 =n—m'+ f < n—m’+m7/ :n—m%,odkodersledim’ < 2n — 4. Ker

je m’ > m, pa velja tudi m < 2n — 4. n
Trditev 325 Graf K33 ni ravninski.

Dokaz. Spomnimo se, da je graf K33 dvodelen in kot tak ne more vsebovati
lihih ciklov, zato pa tudi ne trikotnikov. Ce bi K3 3 bil ravninski, bi po posledici
lahko imel najve¢ 2n —4 = 2.6 — 4 = 8 povezav. Ker jih ima 9, torej ni
ravninski. n

Da grafa K5 in K33 nista ravninska, lahko premislimo tudi neposredno, brez
uporabe zgoraj izpeljanih lastnosti (glej nalogi in [333). Hitro lahko vidimo
tudi, da graf G na sliki @ ni ravninski. Ce bi G bil ravninski, bi lahko poiskali
njegovo ravninsko risbo. Ce bi v tej risbi odstranili vozli¢e v, bi tako dobili
ravninsko risbo grafa Ks, za kar pa vemo, da ne obstaja. Velja v sploSnem: vsak
graf, ki vsebuje K5 ali K33 kot podgraf, ni ravninski graf.

Spomnimo se, da je subdivizija grafa G graf G’, ki ga dobimo tako, da lahko
poljubno povezavo grafa G nadomestimo s potjo poljubne dolZine. Hitro lahko
premislimo, da je subdivizija G’ grafa G ravninski graf natanko tedaj, ko je G
ravninski graf. To pomeni, da subdivizija grafa, ki ni ravninski, prav tako ni rav-
ninski graf. Ker grafa K5 in K3 3 nista ravninska, ni ravninska tudi nobena njuna
subdivizija, prav tako pa torej tudi ne graf, ki kot podgraf vsebuje subdivizijo
katerega od teh grafov. Tole opaZanje zapisimo v obliki trditve.

Trditev 326 Ce graf G vsebuje podgraf, ki je subdivizija grafa Ks ali K33, potem graf G
ni ravninski.

Graf na sliki 97| ni ravninski.

0

Slika 97: Graf G, ki ni ravninski.

Presenetljiv rezultat, da velja tudi obratna implikacija, je delo KuratowskegaP]
po katerem nosi ime karakterizacija ravninskih grafov. Dokaz te implikacije je
netrivialen in presega osnovne pojme teorije grafov, zato ga izpustimo.

Izrek 327 (Izrek Kuratowskega) Graf je ravninski natanko tedaj, ko ne vsebuje pod-
grafa, ki je subdivizija grafa Ks ali subdivizija grafa Kj 3.

Kazimierz Kuratowski (1896-1980) je bil poljski matematik in logik.
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Primer 328 Spommnimo se, da je graf K3 3 dvodelen, zato lahko mnoZico njegovih vozlis¢
razdelimo na disjunktno unijo mnoZic A in B tako, da bo vsaka povezava imela eno
krajisce v A in drugo v B. Tako bo za vsako subdivizijo grafa K33 veljalo, da vsebuje
dve mnoZici vozlis¢, zaradi enostavnosti ju spet imenujmo A in B, da bo med vsakim
vozliséem iz A in vsakim vozliscem iz B obstajala natanko ena pot (poljubne dolZine),
pri Cemer se vsaka povezava v subdiviziji pojavi na natanko eni izmed teh poti, ki si
smejo deliti le zacetno ali koncno vozlisce na poti, ne pa vmesnih (takim potem recemo,
da so notranje disjunktne). To dejstvo nam lahko pomaga pri iskanju subdivizije K3 3
v grafu.

Vozliséa, ki pripadajo mnoZici A bomo oznacili tako, da jih obkroZimo s krogcem,
vozliséa iz mnoZice B pa bomo obkroZili s kvadratkom. Poenostavljeno receno tako sedaj
is¢emo tri krogce in tri kvadratke v vozlis¢ih grafa tako, da bo vsak krogec povezan z
neko potjo z vsakim kvadratkom (in obratno), pri Cemer so te poti notranje disjunktne.
Za graf na sliki [o8] tako velja A = {e,j,h} in B = {a,g,i}. Vozliste a je z vozliscem
e povezano preko povezave (poti dolZine 1) ae, z vozliscem j je povezano preko povezave
aj, z vozliséem h pa preko poti abch. Vozlisce g je z vozliséem j povezano preko povezave
gj, z vozlis¢em h preko povezave gh, z vozlisem e pa preko poti gfe. Vozlisce i je z
vozlis¢em j povezano preko povezave ij, z vozlis¢em h preko povezave ih, z vozliscem e
pa preko poti ide.

Tako je vsak krogec z neko potjo res povezan z vsakim kvadratkom (seveda zato velja
tudi obratno), vsaka povezava in vsako notranje vozlis¢e na neki poti pa se pojavi le na
tej poti. Graf na sliki|98| torej ni ravninski, saj vsebuje subdivizijo grafa Kj 3.

Slika 98: Graf, ki vsebuje subdivizijo K3 3.

5.12 PREVERI SVOJE ZNANJE (EULER]EVI, HAMILTONOVI, RAVNINSKI GRAFI)

Vprasanja iz teorije

1. Pojasni razliko med Eulerjevim obhodom in Eulerjevim sprehodom.
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2. Kdaj je graf Eulerjev in kdaj poleulerjev?
3. Kako prepoznamo Eulerjev oz. poleulerjev graf?
4. Razlozi Fleuryjev algoritem.
5. Kaj je omrezje?
6. Kaj je popolno prirejanje?
7. Kako za dani graf reSimo kitajski problem postarja?
8. Kako je definiran Hamiltonov oz. polhamiltonov graf?
9. Navedi izrek, s pomocjo katerega lahko dokazemo, da graf ni Hamiltonov.
10. Kaj pravita Orejev oz. Diracov izrek?
11. Kateremu grafu reCemo ravninski graf?
12. Kaj je stopnja lica?

13. Kako lahko izrac¢unamo $tevilo lic ob podanem Stevilu vozlis¢ in povezav
ravninskega grafa?

14. Navedi izrek, ki nam pomaga pri utemeljevanju, da nek graf ni ravninski.

Resene naloge
Naloga 329 Dan je graf G na sliki
(a) Doloc¢i 6(G) in A(G).
(b) Ali je Cs induciran podgraf grafa G?
(c) Alije graf G Eulerjev?
(d) Ali je graf G Hamiltonov?

(e) Alije graf G 2-povezan?

Resitev:
(a) 0(G) =2in A(G) =4.
(b) Cikel gfjkdg je induciran 5-cikel v grafu G.

(¢) Graf G ni Eulerjev, saj niso vsa vozlista sode stopnje (npr. deg(b) = 3).
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(d) Pri iskanju Hamiltonovega cikla si lahko pomagamo tudi z dejstvom, da &e imamo
v grafu vozlisce stopnje 2, potem morata biti obe povezavi, ki izhajata iz njega, del
Hamiltonovega cikla. Tako je jasno, da v kolikor Hamiltonov cikel v grafu obstaja,
bo pot bacikjf del tega cikla. Od tu dalje ni ve¢ teZko videti, da je ebacikjfhgde

Hamiltonov cikel, zato je graf G Hamiltonov.

(e) Graf G je 2-povezan, saj ob odstranitvi kateregakoli vozlista graf Se vedno ostane

povezan.

D ~.

Slika 99: Graf iz naloge

Naloga 330 Resi Kitajski problem postarja za uteZeni graf na sliki

Resitev: Graf ima 4 vozlisca lihe stopnje: a, b, d, e, njegova skupna teZa (vsota uteZi
po vseh povezavah) pa je 46. Glede na algoritem, ki smo ga spoznali, poisemo popolno
prirejanje v polnem grafu na vozlis¢ih a, b, d, e tako, da je skupna teza povezav, ki tvorijo
prirejanje, najmanjsa. Rezultati za graf iz slike so zbrani v spodnji tabeli, kjer provi
stolpec prikazuje pare vozlis¢, ki so krajis¢a povezav prirejanja (posamezna prirejanja so
locena s horizontalnimi Crtami), drugi stolpec prikazuje dolZino poti med vozliScema po-
vezav iz prirejanja, zadnji stolpec pa za posamezno prirejanje pokaZe skupno teZo povezav

iz prirejanja.

par vozlis¢

dolZina poti | vsota dolZin poti

a,b 7
d,e 1 8
a,d 6
b,e 5 11
b,d 4
ae 7 11

DISKRETNA MATEMATIKA
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Iz tabele razberemo, da ima med vsemi prirejanji najmanjso teZo prvo prirejanje, zato
grafu G dodamo povezavi ab in de skupaj z njunima uteZma, s cemer dobimo graf G*.
Graf G* je Eulerjev graf in Eulerjev obhod v tem grafu predstavlja optimalen postarjev
obhod, ¢igar skupna teZa znasa 46 +7 + 1 = 54.

Slika 100: UteZeni graf iz naloge ﬁ

Naloga 331 Naj bo G Hamiltonov graf in G' graf, ki ga iz grafa G skonstruiramo z
dodajanjem povezav med vozliséa grafa G. Utemelji, zakaj je G' prav tako Hamiltonov

graf.
Resitev: Ker je graf G Hamiltonov, vsebuje Hamiltonov cikel C. Glede na konstruk-
cjo grafa G' je C Hamiltonov cikel tudi v grafu G'.

Naloga 332 DokaZi, da K5 ni ravninski graf.

Resitev: Grafa Ks vsebuje 5-cikel C, ki ga nariSemo v obliki petkotnika. Sedaj je
potrebno dodati Se pet povezav, ki povezujejo vozlisca, ki so na ciklu C na razdalji 2.
Toda to je nemogoce narediti brez sekanja povezav, saj lahko hitro opazimo, da je brez
sekanja povezav znotraj cikla C mogoce dodati le dve taki povezavi, enako pa velja tudi
za zunanjost cikla C.

Naloga 333 DokaZi, da K33 ni ravninski graf.

Resitev: Spomnimo se, da je K3 3 dvodelen graf, zato lahko njegovo mnoZico vozlis¢
razdelimo na mnoZici ¢rnih in belih vozlis¢ tako, da ima vsaka povezava eno belo in eno
¢rno krajisce. Opazimo, da K33 vsebuje Hamiltonov cikel, na katerem se bela in ¢rna
vozlisca izmenjujejo. Narisimo ga tako, da se nobeni dve izmed povezav ne sekata. Da bi
ta cikel dopolnili do grafa K3 3, je potrebno dodati Se manjkajoce 3 povezave, ki povezujejo
belo vozlis¢e s crnim. Pri tem lahko le eno od njih nariSemo znotraj Hamiltonovega cikla,
saj bi se dve povezavi (ali vec) gotovo sekali. A tudi zunaj Hamiltonovega cikla lahko
dodamo le eno povezavo, Ce se hoCemo izogniti sekanju povezav. Hamiltonov cikel je tako
nemogoce dopolniti z manjkajocimi povezavami do grafa Ks3 tako, da bi pri tem dobili
ravninski graf.
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Naloga 334 PokaZi, da Petersenov graf ni ravninski.

Resitev: Petersenov graf lahko vidimo na sliki 71| (grafa na tej sliki sta izomorfna).
Da ta graf ni ravninski, bomo utemeljili s pomocjo izreka Kuratowskega, natancneje, v
Petersenovem grafu bomo poiskali subdivizijo grafa K3 3. Takoj namrec lahko vidimo, da
subdivizija grafa Ks v tem grafu ne more obstajati, saj je v Ks vsako vozlisce stopnje
4 in zato v vsaki njegovi subdiviziji obstajajo vozlisca stopnje 4. Petersenov graf pa je
3-reqularen, zato take subdivizije ne more vsebovati kot podgraf. Vsako vozlisce, ki je na
sliki[zo1|oznaceno s krogcem, je z neko potjo povezano z vsakim vozlis¢em, ki je oznaceno
s kvadratkom, vse te poti so pa notranje disjunktne. Zato imamo v Petersenovem grafu
subdivizijo grafa K3 3, ki je posebej izrisana desno na sliki

Slika 101: Petersenov graf vsebuje subdivizijo grafa K3 3.

Naloga 335 Ugotovi, ali sta grafa na sliki izomorfna. Preveri, ali je G ravninski
graf in ali je graf H Eulerjev ali Hamiltonoov.

Resitev: Z G oznacimo levi, s H pa desni graf slike Potem je f : V(G) —

V(H), f(b) =u, f(e) =t, f(c) =y, f(d) =x, f(a) =z, f(g) = v eden od moZnih
izomorfizmov, zato sta G in H izomorfna. Ker velja slednje, je graf G ravninski (H je
namrec njegova ravninska risba), H pa Hamiltonov (v G takoj opazimo Hamiltonov cikel
abcdega, zato mora Hamiltonov cikel obstajati tudi v H). Ker so vsa vozlis¢a grafa H
lihe stopnje, H ne more biti Eulerjev, niti poleulerjev.

Naloga 336 Za katere vrednosti n je hiperkocka Q,, Eulerjev graf?

Resitev: Hiperkocka Q, je n-regularen graf, tj. vsako vozlisce je stopnje n. Zato je
poleg Qo Eulerjeva vsaka hiperkocka Qy, kjer je n sodo stevilo.

Naloga 337 Graf G je podan z naslednjo incidenc¢no matriko:

01100107
0000001
1100000

G =10010101
0001100

100101 0]
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Slika 102: Grafa iz naloge

(a) Ali je graf G ravninski? Koliko lic ima v tem primeru poljubna ravninska risba
grafa G?

(b) Ali je G Hamiltonov oz. polhamiltonov graf?

(c) Alije graf G Eulerjev oz. poleulerjev?
Resitev:

(a) Graf G se da narisati tako, da se nobeni dve povezavi ne sekata, zato je ravninski
(bralec naj sam poisce tako risbo) in ima 3 lica.

(b) Graf G ni Hamiltonov, saj vsebuje vozlisce stopnje ena. Je pa polhamiltonov, saj
lahko najdemo pot, ki vsebuje vsa vozlisca grafa.

(¢) Graf G ni niti Eulerjev niti poleulerjev, saj vsebuje 4 liha vozlis¢a.

Naloga 338 Za graf na sliki ugotovi, ali je Hamiltonov, Eulerjev (v tem primeru
pois¢i tudi Eulerjev obhod) in ali je ravninski.

Resitev: Graf na sliki|103|je Hamiltonov, saj je abcde f ga Hamiltonov cikel. Graf
je Eulerjev, saj so vsa vozlis¢a sode stopnje (je celo 4-reqularen), primer Eulerjevega
obhoda je acedcbag fbgd fea. Graf ni ravninski, saj premore subdivizijo grafa K3 3, katere
osnovna vozliséa so prikazana z dogovorjenimi oznakami (krogci in kvadratki) na sliki

(o4}

Naloga 339 Za graf G na sliki zapisi zaporedje stopenj in ugotovi, ali je Hamilto-
nov, Eulerjev in ali je ravninski. Ali je G izomorfen grafu H (na isti sliki)?

Resitev: Graf G ima zaporedje stopenj 2,2,2,3,3,4. Graf G je Hamiltonov s
Hamiltonovim ciklom cedabfc, ni pa Eulerjev, saj vsebuje vozlisc¢a lihe stopnje (ker sta
taki vozlis¢i natanko dve, je poleulerjev). Graf G je ravninski, primer njegove ravninske
risbe vidimo na sliki Grafa G in H nista izomorfna, saj se ne ujemata v stevilu
povezav.

A. Tepeh, R. Skrekovski DISKRETNA MATEMATIKA
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8 f

Slika 103: Graf iz naloge @

c
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Slika 104: ReSitev naloge m

b c e
a< / » d a d
e ) :
G H

Slika 105: Grafa iz naloge ﬁ

Naloga 340 Naj bo G levi graf na sliki H pa desni graf na isti sliki.
(a) Alije graf G ravninski?

DISKRETNA MATEMATIKA A. Tepeh, R. Skrekovski
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f e
Slika 106: Ravninska risba grafa G iz naloge m

(b) Koliko lic ima graf H?

(c) Alista grafa G in H Eulerjeva oz. poleulerjeva?
(d) Alista grafa G in H Hamiltonova?

)

(e) Alista grafa G in H izomorfna?

Resitev:

(a) Graf G ni ravninski. V njem je mogoce najti subdivizijo grafa K33 (s krogci bi
oznacili vozlisca a,d, m, s kvadratki pa b, e, 1).

(b) Graf H je ravninski in ima 7 lic.
(c) Oba grafa sta kubicna, zato ne moreta biti Eulerjeva, niti poleulerjeva.

(d) Oba grafa sta Hamiltonova. Hamiltonov cikel v grafu G je ail jkmedcba, Hamilto-
nov cikel v grafu H pa AIJTKLMEDCBA.

(e) Grafa G in H nista izomorfna, saj je H ravninski, G pa ne.

d D

Slika 107: Grafa iz naloge
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Ucbenik je namenjen studentom visokoSolskega Studija racunalnistva
in informatike. Predstavlja uvod v izbrana poglavja iz matematike, ki
so potrebna za razumevanje in resevanje problemov, ki se pojavljajo v
racunalnistvu. Poleg izjavnega racuna, relacij in teorije grafov, ki sodijo
v podrocje diskretne matematike, ucbenik zajema tudi poglavji o
geometrijskih vektorjih in matrikah. Poleg teoreticne obravnave snovi
ucbenik vsebuje veliko zgledov za lazje razumevanje, kakor tudi naloge
s postopki in resitvami.
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