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ViS§ja matematika v fiziki

MILAN AMBROZIC, ROBERT REPNIK & MITJA SLAVINEC!

Povzetek V fiziki se da vse zakone in izreke, povezane s fizikalnimi
koli¢inami, ki so odvisne od kraja in Casa, zapisati z diferencialnimi
enacbami. Le-te so lahko navadne ali parcialne, skalarne ali vektorske,
velikokrat pa gre celo za sistem ve¢ ali mnogo sklopljenih diferencialnih
enacb, odvisno od dimenzije in kompleksnosti fizikalnega problema.
Medtem ko so diferencialne enacbe lokalna oblika zapisa fizikalnih
zakonov, zajemajo integralske enacbe cel prostor ali ¢as ali pa doloceno
prostorsko in ¢asovno obmocje. Znacilen zgled zapisa enacb v obeh
oblikah so Maxwellove enacbe v elektromagnetizmu ali pa variacijski
racun, povezan z minimizacijo proste energije. S postavitvijo in
reSevanjem (analiticnim ali numeri¢nim) teh enacb lahko zajamemo vsa
podrocja fizike, od mehanike in gibanja tockastih teles, kjer posebna
fizikalna veja analiticna mehanika vpelje koncepte posplosenih koordinat
in impulzov, Lagrangiana in Hamiltoniana, do obravnave skalarnih in
vektorskih polj v elektromagnetizmu in valovni optiki, kvantni fiziki,
termodinamiki, fiziki tekoCin, teoriji verjetnosti itd.
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diferencialne enacbe ¢ variacijski raCun ¢ Euler-Lagrangeove enacbe °
verjetnost
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Abstract In physics all the laws and theorems connected with the physical
guantities which vary in space and time, can be written with differential
equations. These can be ordinary or partial, scalar or vector, but in several cases
there is a system of a few or many coupled differential equations, depending
on the dimension and complexity of the physical problem. While the
differential equations are the local form of writing physical laws, the integral
equations contain the whole space or time, or a definite space and time area. A
typical example of writing equations in both forms is a set of Maxwell
equations in electromagnetism or variational calculus connected with the
minimization of the free energy. By setting and solving (analytically or
numerically) these equation we can capture all the areas of physics, from
mechanics and movement of point-like bodies, where the special physical
branch called analytical mechanics introduces the concepts of generalized
coordinates and impulses, Lagrangian and Hamiltonian, up to treatment of
scalar and vector fields in electromagnetism and wave optics, quantum physics,
thermodynamics, physics of fluids, probability theory etc.

Keywords: « ordinary differential equations ¢ partial differential equations °
variational calculus ¢ Euler-Lagrange equations ¢ probability
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Predgovor

MILAN AMBROZIC, ROBERT REPNIK & MITJA SLAVINEC®

Glavni cilj tega dela je razumevanje in reSevanje diferencialnih enacb, ki pomenijo
matematicni jezik teoreti¢ne in aplikativne fizike. Prvi in za neizkuSene morda najtezji korak
pri dani fizikalni nalogi je pravilna postavitev diferencialne enacbe. Kot se je v eni od svojih
knjig slikovito izrazil sedaj ze pokojni slovenski matematik France KriZanic, je diferencialna
enac¢ba uganka za neznano funkcijo. Se teZja uganka utegne biti variacijski ra¢un, ki pa nas
spet povede do nastavitve in reSevanja navadne ali parcialne diferencialne enacbe. Uporaba
Lagrangiana in Hamiltoniana, ki je tudi matemati¢no povezana z variacijskim ra¢unom, pa je
koristna npr. pri geometrijsko bolj zapletenih problemih v mehaniki in drugih fizikalnih vejah.
Najprej pa bomo bezno obdelali nekaj sploSnejSih matemati¢nih orodij, na primer, uporabo
Diracove funkcije delta. Nazadnje se bomo nekoliko ukvarjali z verjetnostnim racunom in
simulacijami Monte Carlo.
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DODATNA MATEMATICNA ORODJA

V tem poglavju bomo na kratko opisali nekaj matemati¢nih orodij, pomembnih pri teoreticni fiziki, pri
teoreticni analizi eksperimentalnih rezultatov in numeri¢nih simulacij in pri reSevanju konkretnih
matemati¢no-fizikalnih problemov [1-6].

Diracova delta funkcija

Glavna lastnost Diracove delta funkcije &x) v eni dimenziji (1D) je [1-8]:

Xpt+a

j f (X)S(X = X, )dx = f (X,) (1.1)

Xo—a

Pri tem je funkcija f pod integralom poljubna funkcija (da le ni nenavadno »divja«), a pa poljubno
pozitivno Stevilo, lahko $e tako majhno. Ker je interval okrog toc¢ke Xo poljubno majhen, mora biti delta
funkcija pri X # Xo enaka ni¢, saj integracijsko obmocje zunaj majhnega intervala ne sme prispevati h
kon¢ni vrednosti f(Xo) na desni strani enacbe (1.1). Ker smo argument funkcije pisali kot X — Xo, mora
torej veljati &x) = 0 za x = 0. Hkrati pa mora veljati {0) = o. Ni¢ se ne spremeni, ¢e v enacbi (1.1)
razSirimo integracijski interval na celo realno os. Iz definicije (1.1) izhaja Se nekaj lastnosti delta
funkcije:

Xo+a

j S(x—x,)dx =1 (1.2 a)
Xo—2a
S(ax) = éé(x) (1.2 b)

o(X—x)+o(x—Xx,)
% = %]

S[(x—x)(x=x,)]= (12¢)

Enacbo (1.2 a) dobimo, ¢e v (1.1) vstavimo f(X) = 1. Do enacbe (1.2 b) pridemo z uvedbo nove
integracijske spremenljivke, npr. u = ax za a > 0. Enacba pove tudi, da delta funkcijo vzamemo kot
sodo funkcijo; od tod imamo absolutno vrednost parametra a na desni strani enacbe. Pri enacbi (1.2 ¢)
predpostavimo razli¢ni vrednosti X1 in X2; enacba velja preprosto zato, ker lahko okoli vsake tocke X;
izberemo dovolj majhen interval, da ne vsebuje druge tocke. Enacbo (1.2 b) posplosimo Se tako, da
namesto linearne funkcije ax v argumentu na levi strani vzamemo poljubno monotono naras¢ajoco ali
pa monotono padajoco funkcijo, ki ima enostavno niclo, npr. pri X = Xo:

1

5(9(x)) = 9°0%)

O(X—X,) (1.2°¢)
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Zadnja enacba velja zato, ker lahko v majhni okolici X = Xo funkcijo g(x) aproksimiramo z linearno
funkcijo: g(x) ~ g'(X)(X — Xo). Enostavna ni¢la pomeni, da je tam prvi odvod funkcije razli¢en od nic.

Ce pa funkcija g(x) ni monotona, ima pa same enostavne ni¢le Xi, i = 1 do N, lahko enadbo (1.2 &)
posplosimo:
ZN: 1
S(9(0) =Y, s 5(x—%,) (L20)
= |g (X )|

V treh dimenzijah (3D) definiramo delta funkcijo kot produkt treh 1D delta funkcij. Ce vzamemo
krajevna vektorja r = (X, Y, z) in ro = (Xo, Yo, Zo), potem je &r —ro) = AX —Xo) - XY — Yo) - Xz — 20).

¥ Racunski zgled 1.1

Vzemimo potenéno funkcijo f(X) = AX", n pa naravno $tevilo. Izra¢unajte nasledn;ji integral:
| = j f (X)5(x? —b?)dx

Argument delta funkcije razstavimo in v skladu z enacbo (1.2 ¢) integral razcepimo na vsoto dveh
integralov:

~b+e b+e
| =2—";) | x”5(x+b)dx+b£x”5(x—b)dx

—b-¢

Mislimo si, da je $tevilo & ki podaja interval okrog obeh nigel polinoma x* — b? majhen. Bodimo
pozorni na to, da enacba (1.2 ¢) vsebuje vse ¢lene z delta funkcijo samo, ¢e zaCetni integracijski interval
zajema vse nicle polinoma kot argumenta delta funkcije. V naSem primeru to velja, ker gre x od —oo do
o0, Kon¢ajmo racun:

A

| =2
2b

(-b) +b"]

Za sodi n sta oba ¢lena pozitivna, za lihi n pa nasprotno enaka, zato velja: I =0 za lihinin I = Ab" !
zasodin. a

¥ Radunski zgled 1.2

Izracunajte nasledn;ji integral:

| = jAexp(kx)5(B sin( kx))dx

Pri tem naj bo £ majhno S$tevilo, tako da je sinusna funkcija na intervalu (—&, £€) monotono narascajoca.
Predpostavimo pozitivne parametre A, B in k.
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Tudi ¢e sinusna funkcija ni povsod monotona, lahko uporabimo enacbo (1.2 ¢) na dovolj majhnem
intervalu, kjer je funkcija monotona in ima enostavno nic¢lo. Sinusna funkcija ima res ni¢lo pri X = 0,
njen odvod pa je kosinusna funkcija, ki je tam razlicna od ni€. Zato velja:

1 Aexp(k-0) A N

l=—|A kx)o(x)dx =
Bk cos(k - 0) J. exp(kx)o (x)dx Bk Bk

¥ Radunski zgled 1.3

Izracunajte naslednji prostorninski integral s 3D »gaussovko«:
| = j Aexp(—k X2 —k,y? —k,z2)S(F — T, )dV

Integriranje gre po vsem prostoru, ro = (Xo, Yo, 20).

3D delta funkcijo razcepimo na produkt treh 1D delta funkcij, trojni integral pa na produkt treh
neodvisnih integralov:

| = Afexp(-kx*)S(x—x,)dx- [exp(—k,y*)S(y - Yo)dy - [exp(—k,2*)5(z - 2,)dz

I = AeXp(_k1X02 —k, y02 - kszoz) A

¥ Radunski zgled 1.4

IzraCunajte naslednji prostorninski integral s 3D »gaussovko« in s sferi€no simetrijo:

| = j Aexp(—kr?)s(4nr?(r —r,))dV

Integriranje gre skoraj po vsem prostoru, iz integracijskega obmocja pa je izrezana samo majhna
kroglica s polmerom 0 < & < ro. Bodite pozorni na argument delta funkcije: 4nr(r — ro). Ceprav je
integral prostorninski, je ta delta funkcija 1D, saj je odvisna samo od polmera r.

Nalogo reSimo s sfericnimi koordinatami. Zaradi sferi¢ne simetrije nam da integriranje po obeh
sfericnih kotih samo faktor 4n. Potem moramo izracunati tale 1D integral:

| = 4nA-Iexp(—kr2)5(4nr2(r —r,))ridr

Zaradi prostorninskega elementa dV = 4nr2dr smo v integralu dodali faktor r2. Pravilno moramo
interpretirati Se delta funkcijo z malce nenavadnim argumentom. Faktor 41 ne povzroca tezav, saj ga
lahko pisemo pred delta funkcijo kot delitelj po pravilu (1.2 b). Bolj problematicen je v splosSnem faktor
r? pred oklepajem (r — ro). Zaradi njega ima funkcija g(r) = r(r — ro) nic¢lo tudi pri r = 0, in sicer ta
nicla ni enostavna, temve¢ dvojna. Vendar pa smo v nasi nalogi to niclo izkljudili iz integracijskega
obmodja zaradi &> 0. Ni¢la r = ro pa je enostavna in tam velja g'(ro) = ro®>. Konéajmo nalogo:

1

~3(r —r,)rédr = Aexp(—kr,’)
4nr,

I :4nA-jexp(—kr2)
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Pri vstavitvi r = ro sta se namre¢ krajsala faktorja ro?.

¥ Racunski zgled 1.5

Vzemimo naslednjo funkcijo, odvisno od parametra &> O:

5

1
§S(X):;.X2+52

Dokazite, da se v limiti £ — 0 vede kot delta funkcija.

Funkcija za dve razli¢ni vrednosti ¢ je prikazana na sliki 1. V limiti £ — 0 res velja: 6 (0) = o, za druge
vrednosti x pa je funkcija enaka ni¢ [7]. Preverimo integral:

1 e

1 X| o©
5 5 dx = —arctan — =1
m X +e T E|—®©

To je ze Cisto dovolj, da vemo, da je 64X) v limiti £ — 0 res delta funkcija. Vendar za vajo vseeno
izraCunajmo naslednji integral z dovolj pohlevno funkcijo (pohlevno vsaj v primerjavi z delta funkcijo,
kar pa sploh ni kaka posebna zahteva):

&
X2+ g2

. ¢ 1 ¢
dx=lim_, J‘f(x); W2+ g2

lim o [ f 0oL dx
—o0 T

35
30—-
25—-
20 £=0,01

154

10 4

54
1 =01
0

LA L S B R EE N R IR B L R
-1,0 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 1,0

X

Slika 1: Graf funkcije o,

Tu smo lahko namesto oo pri mejah integrala vzeli zelo majhno $tevilo a in ne bomo posebej poudarjali,
da tudi a lahko v limiti poS§ljemo prakti¢no proti ni¢. To je zato, ker je delta funkcija izven intervala
(—a, a) tako in tako enaka ni¢ in ne prispeva k integralu. Ker pa se »pohlevna« funkcija f(x) v zelo
majhnem intervalu »skoraj« ni¢ ne spreminja, lahko vzamemo kar konstantno vrednost f(0) in jo
izpostavimo:
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dx=f(0)-|imH0j1- id
T

—a

&
X? +&°

. K 1
lim j - N

Integral delta funkcije pa je 1, ne glede na velikost intervala (—a, a). Dokazali smo, da nasa funkcija
ustreza osnovni definiciji delta funkcije (1.1). Pravzaprav smo v tem zgledu implicitno pokazali Se
nekaj splosnejSega, neodvisno od oblike funkcije, ki naj bi predstavljala delta funkcijo: e ima neka
matemati¢na funkcija te tri lastnosti: 1) f(x) = 0 za x # 0, 2) f(0) = o, 3) njen integral je enak 1 za
poljuben interval, ki vsebuje tocko x = 0, potem je ta funkcija delta funkcija, ki ustreza definiciji (1.1).
Z zgledom pa smo nakazali tudi, da lahko delta funkcijo predstavlja kaka navadna, dobro definirana
matemati¢na funkcija, ¢e vzamemo ustrezno limito enega od njenih parametrov. Drugi o¢itni zgled pri
roki je normalizirana Gaussova funkcija. Ce vzamemo limito, ko gre standardna deviacija Gaussove
funkcije proti vrednosti ni¢, se vrh funkcije vse bolj visa, njene vrednosti pri X # 0 pa so vse manjse,
tako da Gaussova funkcija dobi lastnosti delta funkcije.

V teoriji je zelo pomembna tudi razSiritev zgoraj zapisane predstavnice delta funkcije v kompleksno
obliko. Najprej opazimo, da jo lahko zapiSemo kot realni del neke kompleksne funkcije:

5€(X):£- 28 ZZRe[l. I- }
T X +& T X+Ilg

Hkrati se lahko hitro prepri¢amo, da velja tale enakost, saj integral na desni strani enacbe zlahka
izraCunamo:

i T . .
= | explik(X +ig)jdk
— ! plik(x+is)]
Da je vrednost integriranega izraza na zgornji meji k = oo enaka ni¢, zagotavlja realni faktor exp(—ke),
samo da je ¢ pozitiven, pa ¢e je Se tako majhen. Razsirimo integral na spodnjo mejo —oo, pa lahko

zapiSemo vse skupaj:

15 .
5. (X) = Re{ﬁ [Oexp[lkx—g|k|]dk}

Zaradi spodnje meje smo morali vzeti v drugem ¢lenu v eksponentu absolutno vrednost k. Nazadnje se
izkaze, da sploh ne potrebujemo oznake Re pred integralom, ker dobimo pri integriranju samo realno
komponento. To lahko bralec najlaze preveri, ¢e integracijsko obmocje razdeli na dva poltraka: k < 0
in k> 0, saj moramo pri vsakem poltraku ¢len z absolutno vrednostjo k v eksponentu zapisati drugace.
Zaklju¢imo zgodbo in zapiSimo pomembno razliico delta funkcije, ki jo veliko uporabljamo npr. v
kvantni mehaniki:

i 1% i
5(x) = lim Ho{g :Lexp[lkx—g|k|]dk} A

¥ Racunski zgled 1.6

Uporabite enacbo (1.2 d) za posploSitev enacbe (1.2 c¢) na ve¢ enostavnih faktorjev na levi strani:
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S[(x = x)(X = X,)...(x = x )] = ZA&(X— X.)

Izracunajte koeficiente Ai. Posebej zapisite izraz za N = 3. Nicle X; so vse razli¢ne.

Koeficienti Ai na desni strani enacbe so obratne absolutne vrednosti ustreznih odvodov funkcije g = (x
— X1)...( X = Xn) v argumentu delta funkcije. Zato izrazimo najprej v sploSnem odvod funkcije, ki ga
zaradi prakti¢nosti pustimo v obliki vsote produktov:

3—3: (X=%) o (X =Xy ) + (X=X )(X = X3)- . (X =Xy ) + oo (X = X)) (X = Xy 4)

V vsakem ¢lenu manjka drugi faktor, npr. v i-tem ¢lenu manjka oklepaj (X — Xi). Ta oklepaj je pri

odvodu »izginil«, ker smo ravno ta faktor odvajali. Ce pa zdaj v to vsoto produktov vstavimo Xi, SO
enaki ni¢ vsi ¢leni razen i-tega:

3_)9((Xi) = (Xi - Xl)(xi - XZ)"'(Xi - Xi—l)(xi - Xi'+1)"'(xi - XN)

V Ai moramo vzeti absolutno vrednost tega:

1
(6 =X )06 = %) (% = X1 )% = X )own (X = Xy )|

7
V primeru N = 3 velja:
S0 =x)(x=2%)(x=%)]= 2 AS(x=x)

1 ~ 1 _ 1
|(X1 - XZ)(Xl - X3)| ' AZ - |(X2 - Xl)(XZ - X3)| ’ % |(X3 - Xl)(x3 - X2)|

A =
A

¥ Radunski zgled 1.7

Heavisideova funkcija H(X) je stopnicasta funkcija, nezvezna pri X = 0. Zanjo velja: H(x) =0zax <0
in H(x) = 1 za x > 0. Dokazite, da je njen odvod delta funkcija.

Oznacimo 8(X) = dH(x)/dx, ¢eprav Se ne vemo, ali je to res delta funkcija. Ker je razen pri x = 0 funkcija
H(x) konstantna, je njen odvod: 5(x) = 0 pri x = 0. Pri x = 0 pa definiramo odvod kot limito:

dH . Hh/2)-H(=h/2) . 1-0
5(0)=a(0):"mha0 ( )h ( ):"mhaOT:OO

Dva pogoja za delta funkcijo sta torej izpolnjena, preveriti moramo le $e integral:

jd—de= HX) ~ =1-0=1
dx —

—00

TS(x)dx =
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Seveda bi enak rezultat dobili, ¢e bi integrirali le od —& do & za poljubno majhen & Omenimo $e, da bi
priblizek Heavisideove funkcije po analogiji z zgledom 1.5 najprej definirali kot zvezno, odsekoma
linearno funkcijo s parametrom & H{x) = 0zax < —¢, H{X) = kx + 2 za —e<x< g H{x)=lzax> &
Da se vse ujema, mora biti k = 1/(2¢). Prava Heavisideova funkcija je potem H, v limiti £ — 0. Skladno
s tem je odvod dHx)/dx priblizek delta funkcije: 4X) =0 zaXx < —¢, d{X) =k za—e<Xx< g d4X) =0
ZaX= & M

¥ Radunski zgled 1.8

Zapisite prostorninsko gostoto elektriénega naboja v primeru tockastega naboja z delta funkcijo.
Podobno naredite za elektri¢ni dipol in za povrSinsko porazdeljen naboj.

Naj se tockasti naboj e nahaja pri r = ro. Tedaj je gostota naboja [8]:

p(r)=es(r -1,

Pri dipolu naj bo pozitivni naboj e pri ro + a/2, negativni —e pa pri ro — a/2. Gostota naboja je:
p(F)=es(r-1,—a/2)-es(r —r,+a/2)

Enacbo ploskve v prostoru, na kateri se nahaja povrsinski naboj, zapiSemo v parametri¢ni obliki r(u,
v). To pomeni, da vse tri komponente krajevnega vektorja vsake tocke na ploskvi lahko zapiSemo z
neodvisnima spremenljivkama u in v: x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v). Prostorninsko gostoto naboja
izrazimo sedaj s povrSinsko gostoto (ki se v splosnem lahko spreminja po ploskvi) in z 1D delta
funkcijo:

p(F)=o(F(u.v))s(r,)

Pri tem je o= de/dS, r. pa je najkrajSa (»pravokotna«) razdalja med tocko in ploskvijo. Za tocke, ki
so zelo blizu ploskve (in edino te se pomembne v delta funkciji) lahko najkrajSo razdaljo toc¢ke od
ploskve pois¢emo tako, da toc¢ka lezi na ustrezni normali na ploskev. Smer normale na ploskev v dani
to¢ki ploskve pa dobimo z naslednjim vektorskim produktom: or/ou x dr/éc. Ce je ploskev ravnina z
= 0, potem je zapis gostote naboja preprost, ker lahko uporabimo kar kartezi¢ne koordinate:

px.y.2)=o(x y)s(z)

Linearna interpolacija

Linearno interpolacijo uporabljamo npr. pri analizi eksperimentalnih podatkov ali pa tistih iz
numeri¢nih simulacij, kjer imamo diskretne mreze in imamo vrednosti iskane funkcije samo v
diskretnih toc¢kah [9—-10]. Obakrat gre za to, da ocenimo vrednost skalarne funkcije v neki »vmesni«
tocki, za katero nimamo neposrednega podatka. V postev pridejo problemi v eni, dveh ali pa treh
dimenzijah, ¢e nas zanima npr. skalarno polje. Lahko gre seveda tudi za funkcijo drugih neodvisnih
spremenljivk, vendar bodimo konkretni in za neodvisne spremenljivke vzemimo kar kartezicne
koordinate. Bistvo linearne interpolacije pri drugih neodvisnih spremenljivkah je namre¢ isto. Gremo
po vrsti in obravnavajmo najprej 1D problem (slika 2).
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f

Slika 2: Linearna interpolacija za 1D funkcijo f(x)

Poznamo vrednosti funkcije: f(x1) = f1 in f(x2) = f2. Zanima nas vrednost f(x) pri x1 < X < X2. 1z pogoja
za koeficient premice: k = (f — f1)/(x — x1) = (f2 — f1)/(x2 — X1) dobimo:

f-(X—x)+f,-(x—x)
X2_Xl

f = (1.3a)

V¢asih pa nas zanima obratno: pri katerem X je vrednost funkcije enaka f, ¢e poznamo f(x1) = f1 in f(x2)
= f,? Tedaj samo izrazimo x iz enacbe (1.3 a) ali pa preprosto zamenjamo vlogi neodvisne in odvisne
spremenljivke:
X = Xl'(fz_ f)+X2-(f — fl)
fz - fl

(1.3 b)

Obravnavajmo 2D problem. Poznamo vrednosti funkcije f(X, y) v oglis¢ih pravokotnika na sliki 3: f(X1,
y1) = f11, f(X2, y1) = for, f(X1, y2) = fio, f(X2, y2) = f22. Zanima nas vrednost f v poljubni tocki v notranjosti
pravokotnika.

yn

yz_____f12 f;/a fzz

y _____ f

y1""f¥1l Ifm .f21
0 xx x X

Slika 3: Linearna interpolacija za 2D funkcijo f(x, y)
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V tem primeru lahko naredimo 1D linearno interpolacijo v dveh korakih. Najprej v tockah T1(X, y1) in
Ta(X, y2) na »vodoravnih« stranicah pravokotnika naredimo interpolacijo glede na spremenljivko X po
enacbi (1.3 a) in ti dve vrednosti oznac¢imo kar z fy1 in fyz:

_ fll'(xz_x)"‘ le'(x_xl)

f. =
X, =X

yl

_ flz'(xz_x)+ fzz'(x_xl)

f.=
X, =X

y2

Potem pa uporabimo vrednosti fy in f2 za interpolacijo po spremenljivki y:

fo (V=) +f,-(y=-y)
yz_yl

f:

Ko zlozimo vse skupaj, je rezultat:

f— (% =Xy, = Y) + o - (X=X)(Y, = V) + fip - (X = X)(y = Vi) + fop - (X=X )Y — Y1)
(Xz - Xl)(YZ - yl)

(1.4)

S podobno logiko se lotimo $e 3D problema. Poznamo vrednosti funkcije f(x, y, z) v vseh 8 oglis¢ih
kvadra: f(x1, y1, z1) = fi11, f(X2, y1, 21) = fana, ..., f(X2, Y2, 22) = f222. Vrednosti funkcije v notranjosti kvadra
izrazimo takole:

1 2
f= . fiacGin (X, ¥, i
(X, = %)Y, =Y )2, —7,) i§%a ik9 (X,Y,2) (1.5)

Pri tem so funkcije gij produkti treh enoc¢lenikov:

G111 = 06 =X)(Y, = ¥)(Z, ~2)

o1 = (X=2)(Y, = ¥)(2, = 2)

Go2o = (X=X)(y = ¥1)(z - 2)

Po tem vzorcu lahko linearno interpolacijo razSirimo na funkcije Se ve¢ spremenljivk, npr. na

dinamic¢no fizikalno skalarno polje f(x, y, z, t). Pri vektorskih poljih, kot je npr. 3D polje f(x, y, z, t),
naredimo linearno interpolacijo na enak nacin, in sicer za vsako komponento polja (fy, fy in ;) posebej.

¥ Radunski zgled 1.9

V oglis¢ih pravokotnika s stranicama a = 10 cm in b =4 ¢cm izmerimo naslednje vrednosti elektri¢nega
potenciala: ¢11 = ¢(0,0) =10V, @1 = ¢(a, 0) =12,2V, ¢12 = ¢(0,b) =8,5V in ¢ = ¢(a, b) =10,4
V. Z linearno interpolacijo izracunajte potencial v tocki (a/5, b/3).

Zaradi lepSega zapisa smo izbrali koordinatni sistem tako, da velja x1 = y1 = 0. Uporabimo zgoraj
izpeljano enacbo za 2D interpolacijo, le da jo zapiSemo s parametroma a in b:
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b awm
O — 5 3 (P215 3 (4P 5

ab

oo
w| T

b
3 Dy

gp:

— 8¢11 + 241)21 + 4(”12 + @22 - 9 92 V
15 '

V vsakem primeru je interpolirana vrednost odvisne spremenljivke v notranjosti pravokotnika med
najmanjso in najvecjo vrednostjo v oglis¢ih. a

Linearizacija funkcij in linearna regresija

Obravnavajmo najprej linearno funkcijo y = kx + n. Pri tem si spremenljivki x in y ter parametrak in n
mislimo kot fizikalne koli¢ine. Naloga je lahko povezana z eksperimentom: ¢e pricakujemo linearno
teoreticno zvezo med X in Yy in ¢e izmerimo »tocke«, to je, pare meritev (Xi, Vi), | = 1 — N, pois¢emo
premico, ki se najbolj prilega to¢kam v grafu [1, 6, 10]. Zaradi lazjega sklepanja vzemimo, da
spremenljivko x merimo zelo natan¢no, spremenljivka Yy pa je obremenjena z mersko napako (Ceprav
je v bistvu vseeno, tudi ¢e sta obe spremenljivki obremenjeni z napako). Zato posamezne tocke ne
leZijo natan¢no na premici, kakorkoli jo potegnemo med njimi. Za kvantitativno merilo najboljSega
prileganja iskane premice toCkam, ki ga seveda z lahkoto programiramo na racunalniku, vzamemo, da
je vsota kvadratov »navpiénih« razdalj vseh to¢k od premice minimalna. Temu lahko re¢emo y linearna
regresija in na kratko ozna¢imo z YLR. Zapisimo torej spremenljivko, ki jo minimiziramo:

D(k,n) = Zd ka+n y, f

Poudarili smo, da je D funkcija parametrov k in n, ki ju lahko poljubno izbiramo, saj ju $e ne poznamo.
Poznamo le vrednosti X; in yi. Tako pridemo do problema iskanja ekstrema: izra¢unati moramo
parametra k in n, da bo imela funkcija D(k, n) ekstrem. Veljati mora torej:

N
ZZXI kx +n—vy,)=
i=1

N
a;n) 2 (kx +n-,)=0

i=1

Dobili smo sistem dveh linearnih enacb za k in n, katerega resitev je:

k — i=1 i=1 i=1 (16 a)

n= i=1 i=1 i=1 i:21 (16 b)
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Ce v obeh ena¢bah delimo §tevec in imenovalec z N2, lahko parametra elegantno izrazimo s povpreéji:

< XY > —< X > >
Kk — <VX2>_<X>Z (1.6 a*)

n_<x2 ><Y>—<X><XY >

) : (1.6 b*)
<XT>=<X>

Imenovalec v vseh teh izrazih je vedno pozitiven.

¥ Radunski zgled 1.10

Namesto izrazov (1.6) za YLR izpeljite ustrezne izraze za XLR, to je X regresijo, kjer minimiziramo
vsoto kvadratov »vodoravnih« razdalj vseh tock od premice.

Resitev naloge je preprosta. Ni nam treba iti od zacetka kot pri YLR, ampak enostavno zamenjamo
vlogi spremenljivk x in y. Zapisemo lahko x = k'y + n' in ¢e to primerjamo z enacbo y = kx + n, takoj
opazimo: k' = 1/k, n' = —n/k, ali v nasprotni smeri: k = 1/k', n = —n'/K'. Za kaj pravzaprav gre? PrepiSimo
le obe enacbi z zvezdico in nadomestimo: X 2 Y,y 2 X,k 2> k', n 2> n"

O <XY>—<X><Y>

kl
<yi>-<y>’

n,_<y2 ><X>—< Y >< XY >
<yP>—<y>?

Potem upostevamo: k = 1/k" in n = —n'/k’, pa smo pri koncu:

<yP>—<y>?
<XY>—<X><Y>

k:

n_<y><xy>—<y2 ><X>
<XY>—<X><Y>

Ce funkcija y(x) ni linearna, jo navadno najprej lineariziramo z novima spremenljivkama u = u(x) in v
= v(y), tako da dobimo linearno zvezo v = ku + n. S funkcijo v(u) naredimo linearno interpolacijo,
potem pa se vrnemo k spremenljivkama x in y. Kako to naredimo, obravnavajmo v naslednjih ra¢unskih
zgledih. To je kar pogost postopek v eksperimentalni fiziki, pa tudi v teoriji, npr. pri Monte Carlo
simulacijah, ker nam racunalniski generator nakljucnih $tevil generira nakljucne vrednosti fizikalnih
spremenljivk.

¥ Radunski zgled 1.11

Imamo N parov vrednosti (xi, yi), za funkcijo y(x) pa pri¢akujemo potenéno odvisnost: y = Ax?, kjer sta
A in b Se neznana parametra. Linearizirajte funkcijo, izvedite YLR in tako ugotovite parametra A in b.
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Enacbo y = Ax? logaritmirajmo: Iny = In A + b - In x. Iz te zveze je Ze o&itno, kaj izberemo za
spremenljivki u inv: u =Inx, v =Iny. Potem velja med njima linearna zveza: v =ku + n, kjer jek = b
inn=1In A. Torej parom (xi, yi) najprej priredimo pare (ui, vi) = (In x;, In y;). Potem za te pare z YLR po
enacbah (1.6) pois¢emo K in n, nazadnje pa izracunamo: b = k, A = exp(n). 4

¥ Radunski zgled 1.12

Imamo N parov vrednosti (ri, Gi), za korelacijsko funkcijo G(r) pa pri¢akujemo eksponentno odvisnost:
G = A exp(-r/&). Is¢emo neznana parametra A in & Parametru & pravimo korelacijska dolzina,
neodvisna spremenljivka r pa je navadno razdalja med to¢kama v sredstvu (snovi). Linearizirajte
funkcijo, izvedite YLR in tako ugotovite parametra A in &

Enacbo G = A exp(—r/&) logaritmirajmo: In G = In A — r/& Temu ustrezata spremenljivki uinv:u=r,
v =In G. Potem velja med njima linearna zveza: v = ku + n, Kjer je k =-1/&in n = In A. Torej parom
(ri, Gi) najprej priredimo pare (ui, vi) = (ri, In Gj). Potem za te pare z YLR po enacbah (1.6) pois¢emo
k in n, nazadnje pa izraunamo: &= -1/k, A = exp(n). &

Konvolucija funkcij

Konvolucija pride v postev npr. pri verjetnostnem ra¢unu [11], zato jo tu na kratko opi§imo in naredimo
dva zgleda. Ce imamo funkciji f(x) in g(x), potem je njuna konvolucija f * g po definiciji podana z
integralom:

(f*9)(x) = [ f(H)g(x—t)dt (1.7)

Bralec naj bo pozoren na razliko med spremenljivko x in integracijsko spremenljivko t. Izkaze se, da
lahko vlogi funkcij v integralu zamenjamo, torej: konvolucija je komutativna, f * g = g * f, kar naj
bralec z uvedbo nove integracijske spremenljivke u = x — t dokaze sam. Vendar je Ze iz definicije
o¢itno, da konvolucija dveh navadnih funkcij ne obstaja vedno, ker lahko integral divergira. Druga
omejitev pa je definicijsko obmocje funkcij. Na primer, ¢e funkciji f in g nista definirani na vsej realni
osi, Se vedno lahko ra¢unamo z integralom (1.7), le da preprosto vzamemo, da sta funkciji povsod tam,
Kjer nista definirani, kar enaki ni¢. Tudi definicijsko obmoc¢je funkcije f * g je omejeno zaradi
omejenosti definicijskih obmocij f in g, v splosnem pa se definicijska obmocja vseh treh funkcij ne
ujemajo med seboj.

¥ Racunski zgled 1.13

Na intervalu 0 < X < o« sta definirani padajo¢i eksponentni funkciji y1 = A1 exp(—kix) in y> = Az
exp(—k2x), kjer so parametri A1, Az, ki in K2 vsi pozitivni. Privzemimo razli¢nost K1 in kz. Poiscite
konvolucijo teh funkcij in ugotovite njeno definicijsko obmocje.

Lotimo se rac¢una:

(4,5 Y200 = A, [exp(—ktJexp(—k, (x— )t

Vendar, ker je yi(t) enaka ni¢ za t < 0, je dejanska spodnja meja integrala enaka 0 in ne —o. Pri funkciji
y2 v integralu pa je argument x —t. Ta funkcija je torej definirana (razlicna od ni¢) le, ¢e je X —t >0, ali
t < x. Tako je tudi zgornja integracijska meja integrala omejena: x namesto oo:
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(v % Y2 ) = A A, [ exp(= kit exp(— k, (x—t) dt

Hkrati ugotovimo $e nekaj: v primeru x < 0 funkcija y2(x — t) nikoli ne more imeti pozitivnega
argumenta, zato je lahko celoten integral samo ni¢. Ali drugace: za X < 0 tudi konvolucija ni definirana,
ne samo prvotni funkciji. Torej predvidimo le x > 0 in dokon¢amo racun integrala. Faktor exp(—k2Xx)
izpostavimo:

(V2 * ¥, )00 = A A, exp(= k,x)[ exp((k, —k,)t)dt

5y )0 = AR e K
(v2*¥2)00 =1 - ep(=kxlep((k, ~ k)]

2 1

(3% 2)00 = 222 [exp(- k) - exp( ko)

2 1
Ta funkcija je pozitivna, ne glede na to, kateri od parametrov ki in ko je vecji. Kaj pa limita ko = kq?

Lahko upostevamo k2 = ki ze na zacetku integriranja, kar je lazje, ali pa limitiramo kon¢ni izraz.
Rezultat se tedaj poenostavi:

k, =k — (yl *Y, )(X) = AiAzxeXp(_ klx) A

¥ Radunski zgled 1.14

Na intervalu a < x < b je definirana konstantna funkcija y1 = A, na intervalu ¢ < x < d pa konstantna
funkcija y2 = A2. Glede predznakov parametrov ni nobenih omejitev. Vzemimo samo primer, ko se
definicijska intervala ne prekrivata: a < b < ¢ < d, pa naj bo tudi drugi interval ozji od prvega: d — ¢ <
b —aalia+d<b+c. Obravnavajte konvolucijo funkcij.

Zaénimo:

(% ,)00 = AA, [l

Vendar pa sta zaradi funkcije y: integracijski meji kve¢jemu a in b, zaradi funkcije y2 pa kve¢jemu x —
d in x —c (drugi dve meji dobimo, ker je v argumentu druge funkcije x —t, tako da mora veljati ¢ < x —
t < d). Torej je na spodnji meji a ali pa X — d (spodnja meja mora biti vecja od teh dveh $tevil), na
zgornji meji pa b ali pa x — ¢ (zgornja meja mora biti manjsa od teh dveh $tevil). Intervala (a, b) in (X
—d, X — C) se morata vsaj delno prekrivati, da dobimo neni¢elno vrednost konvolucije. 1z tega izhaja,
da mora x lezati v obmocju: a + ¢ < x < b + d. Glede prekrivanja obeh intervalov razlikujemo 4
moznosti:

1) Intervala se delno prekrivata: x —d < a < x —c < b; to pomeni, da je X vobmo¢ju a + ¢ < x
< a + d; za spodnjo mejo integrala vzamemo a, za zgornjo pa x — ¢, zato je konvolucija
enaka A1A2(x —a—c).
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i) Interval (x — d, x —c) je vsebovan v intervalu (a, b): a <x —d < x—c¢ < b; to pomeni, da je
X vobmocjua+d<x<Db+ c; za spodnjo mejo integrala vzamemo x — d, za zgornjo pa x
— ¢, zato je konvolucija enaka A1A2(d — c).

I11)  Intervala se delno prekrivata, a z druge strani: a < x —d < b < x - c; to pomeni, da je x v
obmocju b + ¢ < x <b + d; za spodnjo mejo integrala vzamemo x — d, za zgornjo pa b, zato
je konvolucija enaka A1A2(b + d — x).

IV)  Interval (a, b) je vsebovan v intervalu (X — d, x — ). Vendar pa ta moznost v primeru a + d
< b + c odpade.

Hitro se lahko prepri¢amo tudi, na je konvolucija na mejah omenjenih intervalov zvezna. Na sliki 4 so
prikazani grafi vseh treh funkcij v primeru A1 = A2=1,a=0,b=2,¢c=5ind = 6. To, da lezi
definicijsko obmocje konvolucije med vsoto spodnjih mej in vsoto zgornjih mej definicijskih obmocij
prvotnih funkcij, ¢e imata omejeni definicijski obmocji, velja splosno.

1,25
1,00 - 1 2
0,75
>
0,50 |
*
y, Y,
0,25 |
00 4+——F——F——7——F——f————
0 1 2 3 4 5 6 7 8
X

Slika 4: Konstantni funkciji na omejenem intervalu in njuna konvolucija #
Funkcije ve¢ spremenljivk

Zgled funkcij ve¢ spremenljivk so npr. skalarna in vektorska polja. Tu bomo v nekaj zgledih samo
podali nekaj drugih vidikov funkcij ve¢ kot ene neodvisne spremenljivke. Najprej omenimo popolni
diferencial funkcije dveh spremenljivk [12]: z = f(X, y) = dz = (df/ox)dx + (of/oy)dy. V oklepajih smo
zapisali oba parcialna odvoda funkcije po neodvisnih spremenljivkah x in y. Posplositev na ve¢ kot dve
neodvisni spremenljivki je oCitna in je ne bomo pisali.

¥ Racunski zgled 1.15

Palico z dolzino | in kvadratnim prerezom s stranico a obremenimo enoosno z vzdolzno natezno silo
F. Zato se palice podalj$a po Hookovem zakonu: Al/l = ofE. Definirali smo natezno napetost o= F/S,
kjer je S = a2, E pa Youngov modul [13]. Hkrati se stranica kvadrata a zmanjsa: Aa/a = —vAl/l, Kjer je
v Poissonovo Stevilo. Za koliko se spremeni prostornina palice (relativno in absolutno)? Ker so
relativne spremembe dolzin majhne, si pri ra¢unu pomagajte z diferenciali.

Zagasno bomo nadomestili: Al = dI, Aa = da. Prostornina kvadra je V =la? zato velja za njen
diferencial: dV = a?dl + 2lada. Bolj prakti¢no je najprej izradunati kvocient:
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dv a’dl+2lada dl _da
V la [ a

Upostevajmo $e da/a = —vdl/I:

dv dl o
7 = (1— ZU)I— = (1— ZU)E

Vrnimo se h kon¢ni spremembi prostornine:

AV o F
—=(1-2v)==1-2
V2220
Fl
AV =(1-2v)—
a-20)7

Absolutna sprememba prostornine ni odvisna od stranice a. #

¥ Radunski zgled 1.16

Idealni plin naj ima konstantno maso m, specifi¢no toplotno kapaciteto pri konstantni prostornini Cy,
razmerje specificnih toplot pa je x = Cp/Cv, Kjer je ¢p specifi¢na toplotna kapaciteta pri konstantnem
tlaku [14]. Ce se spremeni termodinamiéno stanje plina od tlaka p: in temperature T1 na tlak pz in
temperaturo To, se plinu spremeni entropija S za:

AS = mc\{(zc—l)ln Pk T—Z}
P, T

Vpeljite referen¢no vrednost entropije So pri referenénem stanju (po, To) in izrazite entropijo S kot
funkcijo tlaka p in temperature T. Zapisite diferencial entropije. Pois¢ite nivojnice entropije ali
izentrope (reverzibilne adiabate), to je krivulje T(p), kjer ima entropija konstantno vrednost.

Ker velja za spremembo entropije tudi AS = S — So, je iskana funkcija o¢itno:

S :So+mcv{(/<—1)ln p—p°+zcln '-II'-_J

Njen diferencial je dS = (6S/op)dp + (6S/0T)dT. Odvajajmo po tlaku in temperaturi in dobimo:
ds = mc\,[— (K—l)d—p+Kd—Tj|

p T
Za izentropo postavimo npr. S = Sy = konst in izrazimo zvezo med tlakom in temperaturo:

(x-1)In Po et - 51~ 5
p T, T g,
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k-1 K
n (p_J (1] _Si-S
p T ma,
S S (x-1)/x
il
me, )\ P,

Ker je k>0, je T(p) naras¢ajoca potencna funkcija. Pri drugi izentropi, Sz > Sy, je funkcija T(p) enake
oblike, le faktor pred potenco (p/po)(x—1)/x je veé;ji, ker je v eksponentni funkciji S namesto Si.

¥ Radunski zgled 1.17

Razvijte v Taylorjevo vrsto naslednjo funkcijo koordinate x in ¢asa t: y(X, t) = yo sin(kx)sin(wt). To je
npr. odmik delov napete strune, pritrjene na obeh koncih, ¢e jo zanihamo. Obravnavajte obmocje 0 <
X < L (kjer se struna nahaja), —to/2 <t <to/2. Pri tem je to nihajni ¢as. Taylorjeva vrsta naj bo okrog X =
L/2 in t = 0. Pri opisanem stojnem valovanju strune veljajo Se zveze: k = mn/L, kjer je m poljubno
naravno Stevilo, @ = ck, Kjer je ¢ hitrost valovanja po struni, nihajni ¢as pa je to = 21t/ @. Ocenite napako
Taylorjeve vrste pri kon¢nem Stevilu ¢lenov.

V tem primeru lahko izraCunamo Taylorjevo vrsto na dva nacin. Prvi je seveda direktna Taylorjeva
vrsta za funkcijo dveh neodvisnih spremenljivk. Ker pa je za naSo funkcijo vsaka od spremenljivk v
lo¢enem faktorju, si bomo pomagali tukaj drugace: izraCunamo neodvisni Taylorjevi vrsti za vsak
faktor posebej, potem pa vse skupaj zmnozimo. Izberimo si le m = 1 (osnovni nihajni nacin strune), za
vi§je vrednosti m pa lahko bralec ponovi ra¢un sam.

Funkcijo sin(at) = sin ¢, kjer si mislimo ¢ = wt kot fazo, torej razvijemo okrog ¢ = 0 in uporabimo ze
znano vrsto:

(@) () (@)

sin( wt) = wt —
3 5l 7!

+..

Drugace je s funkcijo sin(kx) = sin ¢, kjer si mislimo ¢ = kx kot »krajevno« fazo, ker jo moramo razviti
okrog x = L/2. Spet raje direktno ra¢unamo kar s fazo namesto s koordinato X, torej vrednosti x = L/2
ustreza faza ¢ = (n/L) - (L/2) = m/2. Pripravimo funkcijo in njene odvode (funkcijo sinus pa zacasno
ozna¢imo kar z y1): y1 = Sin @, y1' = €0S ¢, y1" = —sin ¢, y1" = —cos ¢, y1V) = sin ¢ itd. (cikel se
ponavlja). Vstavimo argument ni/2: y1(n/2) = 1, y1'(n/2) = 0, y1"(n/2) = -1, y1"(n/2) = 0, yi™(n/2) = 1
itd. Ze lahko zapisemo Taylorjevo vrsto:

(kx=m/2)*  (kx=n/2)* (kx—n/2)°
2! i 4 6! T

sin(kx) =1—

To pa je tako, kot da bi zapisali Taylorjevo vrsto za cos(kx — /2) okrog nicle, ¢e za argument vzamemo
res kar vse argument kx — 1/2. To seveda ni presenecenje, saj je sin(kx) = cos(n/2 — kx) = cos(kx — 1t/2).
Zmnozimo sedaj obe Taylorjevi vrsti funkcij ene spremenljivke in dodajmo spredaj Se amplitudo Yyo. V
katerem vrstnem redu pisemo ¢lene zmnozenih vrst, je delno stvar okusa. Napacno pa bi bilo, ¢e bi
npr. ¢len 1 druge vrste najprej skusali zmnoziti z »vsemi« ¢asovnimi potencami prve vrste, potem drugi
¢len druge vrste z »vsemi« ¢asovnimi potencami itd. Tako drugi ¢len druge vrste sploh »nikoli ne bi
priSel na vrsto«, ker je seveda ¢asovnih ¢lenov prve vrste neskonéno. Vedno moramo vzeti primeren
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algoritem za zaporedje ¢lenov, tako da katerikoli ¢len, ki si ga izberemo, pride na vrsto v kon¢nem
Stevilu korakov. Najbolj sistemati¢no in v skladu z direktno Taylorjevo vrsto dveh spremenljivk je, Ce
vzamemo ¢lene po naras¢ajocih vsotah potenc za x in t. Torej je Taylorjeva vrsta sestavljena samo iz
lihih skupnih potenc koordinate in Casa:

y=Yo[f,— f+ fo—f, +..]

f, =t
2 3
f = (kx=m/2)" wt N (at)
2 6
(kx—7m/2)*at  (kx—7/2)*(att)® ()’
f, = + +
24 12 120
6 4 3 2 5 7
f o (kx—m/2)" wt N (kx—m/2)" (at) N (kx—m/2)* (at) N (at)

720 144 240 5040

Ker imajo vsi ¢leni z isto potenco enak predznak, npr. predznak minus pri f7, smo predznake upostevali
Ze v prvi vrstici pri zapisu y. Enak rezultat bi dobili, ¢e bi zaceli s Taylorjevo vrsto:

y(x,t) = y(L/2,0)+Q(L/2,O)-(x— L/2)+Q(L/2,O)-t+...
OX ot

Napako za kon¢no Taylorjevo vrsto dokaj lahko ocenimo samo, Ce spet obravnavamo posebej
»Casovni« in »krajevni« del. Ustavimo se pri funkciji sin(wt) pri lihi potenci 2n — 1 in Taylorjevo vrsto
zapisemo tudi z ostankom (tokrat bodimo v zapisu kratki):

sin wt) Z((le);)l )4+ %Sm(%)(wt)z"

Upostevali smo, da je naslednji odvod funkcije spet sinusna funkcija, vendar ker je to ostanek, gre za
sinusno funkcijo pri neki nedoloceni fazi ¢1. Predznak ostanka nas niti ne zanima, ker za oceno napake
potrebujemo samo njegovo absolutno vrednost. Velikost sinusne funkcije je najve¢ 1, zato vzemimo
to vrednost za oceno. Cas pa opazujemo samo v zgoraj omenjenem intervalu —to/2 < t < to/2, tako da
temu ustreza najve¢ja absolutna vrednost faze ¢gmax = wto/2 = . Maksimalna absolutna napaka
casovnega dela funkcije je torej:

A(sin( at) )= ﬁ v

Smiselno je oceniti relativno napako tako, da za vrednost sin(wt) vzamemo kar najve¢jo vrednost 1,
torej je maksimalna absolutna napaka kar relativna napaka ¢asovnega dela. Npr. pri n = 10 je relativna

napaka 3,6 - 10°°,

Podobno ravnamo pri krajevnem faktorju funkcije, kjer gremo v Taylorjevi vrsti do sode potence 2n:
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sin(kx) = z( )Hl(kx 12)* +

o (2n1+ i) 712

Ni se nam treba ubadati z vprasanjem, ali je prav napisati sin ¢ ali cos ¢, saj ta faktor pri oceni napake
spot postavimo na 1. Ocena pri krajevnem delu absolutne napake je podobna kot pri casovnem delu:

Alsin(kx)) = (n/2)*™

1
(2n+1)!

Podobno kot pri casovnem delu vzamemo to kar za relativno napako krajevnega dela. Skupna relativna
napaka pri oceni celotne funkcije y je vsota obeh relativnih napak:

ﬂ ~ 1 .(n)Zn + _(n/2)2n+1 1

1
y  (2n)! (2n+1)! (2n)!

(n)Zn

Pri velikih n je namre¢ drugi ¢len zanemarljiv v primerjavi s prvim zaradi dodatne polovice pri .
Omenimo samo Se, da s tem, ko smo se pri ¢asovnem razvoju »ustavili« pri potenci 2n — 1, pri
krajevnem delu pa pri 2n, nismo bili glede formalnega razvoja funkcije dveh spremenljivk v Taylorjevo
vrsto povsem dosledni, ker se ni zakljucila pri isti vsoti potenc, npr. pri ¢lenih v f7 v zgoraj. #

¥ Racunski zgled 1.18

Zelo dolga (polneskon¢na) pravokotna cev s tankimi prevodnimi stenami je ozemljena (pri teh stenah
je potencial enak ni¢), na enem koncu pa zaprta s ploskvijo s stranicama a in b (osnovna ploskev) in
pri potencialu ¢ > 0 [15]. Gre torej za kvader s stranicama osnovne ploskve a in b, viSina pa je
neskon¢na. Zanima nas elektricni potencial v notranjosti cevi z vakuumom. Kartezi¢ni koordinatni
sistem izberemo tako, da je osnovna ploskev v ravnini xy, kvader pa se razteza nad to ravnino v
pozitivni smeri osi z. Resitev, ki ustreza Laplaceovi diferencialni enacbi in potencialu ni¢ na vseh
stenah (z izjemo pravokotne ploskvice pri z = 0), je naslednja dvojna vsota:

Q= i A sin (% x}sin (n_bn yj exp(—K,2)

m,n=1

=5 )

To je torej dvojna Fourierova vrsta. Izracunajte koeficiente Amn, da bo veljal Se robni pogoj pri z = 0.

Pri z = 0 mora veljati:

S50

Ker so si sinusne funkcije z razliénimi indeksi med seboj ortogonalne, skalarni produkt sinusne
funkcije same s seboj pa je a/2 oziroma b/2, mora veljati:
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ab 2 (mn . (nnm
2. = =g, |sin| —x |dx- [sin| —y |d
A5 %!I(anX!I(bny

Integrala na desni sta kosinusni funkciji (poleg dodatnih konstantnih faktorjev): na meji 0 imata
vrednost 1, na zgornji meji pa £1, odvisno od tega, ali sta m in n soda ali liha. Od ni¢ razli¢en rezultat

dobimo samo za liha m in n, tedaj pa je koeficient: Amn = 16¢0/(mnn?). Tako kondamo s Fourierovo
VIsto:

_100, i isin(m x)sin [M y}exp - (mf +(n—njzz
- o= mn a b a b

Sestevamo samo po lihih minn.

¥ Racunski zgled 1.19

Pri tekoc¢inah v€asih delamo s kompleksnimi $tevili in funkcijami, npr. v zvezi s hitrostnim potencialom
za idealne nestisljive tekoCine [16]. Imejmo funkcijo w = f(z). Pri tem sta kompleksni obe
spremenljivki: z = x + yi, w = u + vi. Zato si lahko mislimo, da sta obe komponenti funkcije w, to sta u
in v, funkciji dveh neodvisnih spremenljivk: X in y. Zanimajo nas tako imenovane analiti¢ne funkcije,
kamor spadajo tudi potenéne funkcije. Obravnavajte najprej kvadratno funkcijo w = z%. Pois¢ite vse
Stiri parcialne odvode: ou/ox, ouldy, ovlox, ovldy. Uganite dve splosni zvezi med temi odvodi. Potem
dokazite, da veljata obe zvezi za poljubno poten¢no funkcijo w = Az", kjer je lahko tudi A kompleksno
Stevilo, eksponent n pa je poljubno celo Stevilo. Pri poljubni potenéni funkciji si pomagajte z Eulerjevo
formulo.

Za kvadratno funkcijo delamo kar direktno s komponentami:
W= (X+ i)’ =x°—y® +2xyi =u +Vi

u=x*-y?

vV =2Xy

Ustrezni parcialni odvodi so:

6—u:2x a—u:—2y
X oy
@:Zy @:ZX
OX oy

Tako uganemo naslednji enakosti:

uov W

x oy oy ox

Preverimo to pri poten¢ni funkciji:
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w = (a+bi)(x+ yi)"
Pri tem smo pisali A = a + bi. Zapisimo z = x + yi raje v polarni obliki:

Z=xX+Yyi=r-exp(ip)

r=x’+y?

@ = arctan Y
X

Potem potenciramo z:

2" =r"-exp(ing) = r"[cos(ngp)+isin (ng)]

Pomnozimo z A in lo¢imo realni in imaginarni del:

Az" = (a+bi)r"[cos(ng)+isin(ng)] = r"(acos(ng)-bsin(ng))+ r"(asin(ng)+bcos(ng))i
Zapisimo torej posebej U in v, pa Se r in kot ¢ zapisSimo z X in y:

(x2 + yz)"/2 a- cos(n -arctan XJ —b-sin| n-arctan Xj

u
X X

v=(x2+y?)" a- sin(n -arctan Xj +b-cos n-arctan Xj
X X

Poisc¢imo vse 4 odvode po x in y, potem zaradi kratkosti v zapisu vrnemo K r in ¢:

& = [u(a-coslng) - b-sin(ng)) + y(a-sin(n) + b -cos(np)]
o =0 ly(a-coslng) ~b-sin(1p)) - xa-sin(1p) +b-cos(ng)]
& nr?[x(a-sin(ng)+ b-cos(ng)) - y(a-cos(np)~b-sin (1)
o= [y(a-sn(np) +b-cos(ng) + xa-cos(ng) b sin(n)]

Primerjava odvodov potrdi zgoraj zapisani zvezi, ki smo ju uganili pri kvadratni funkciji:

uoN U

x oy oy ox
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Ker analiticne funkcije lahko razvijemo v Taylorjevo vrsto in ker to pravilo velja za vsako potenco,
potem velja tudi za vsako analiti¢no funkcijo.

Fourierova in Laplaceova transformacija

Ti dve transformaciji opiSemo tukaj predvsem zato, ker si z njima lahko pomagamo pri resevanju
nekaterih diferencialnih enacb, tako navadnih kot parcialnih [17]. To sta integralski transformaciji, ki
realni ali kompleksni funkciji ene spremenljivke priredita drugo funkcijo.

Naj bo f(t) realna ali kompleksna funkcija realne spremenljivke t, definirana na vsej realni osi.
Transformacijo simboli¢no ozna¢imo takole: F(x) = F(f(t))(x), kjer je x spet realno $tevilo, F pa nova
funkcija. Pri vseh enacbah bodimo pozorni na to, da pokonc¢no pisani F pomeni operator, ki mora Se
delovati na funkcijo, poSevno pisani F pa je Ze transformirana funkcija. Transformacija in njej inverzna
transformacija sta nasledniji:

F(x) = Texp(ixt)f (t)dt (1.8 a)

f(t) = 2—1n Texp(— ixt)F (x)dx (18 b)

Pri tem je i imaginarna enota. Ce pa ho¢emo ra¢unati samo z realnimi funkcijami, lahko na podoben
nacin definiramo Fourierovo kosinusno in sinusno transformacijo. ZapiSimo ju skupaj z njunima
inverznima transformacijama:

F.(x)= Icos(xt)f (t)dt (1.8 ¢)
f(t)= %Icos(xt)Fc(x)dx (1.8 ¢)
F.(x)= Tsin (xt)f (t)dt (1.8 d)
f(t)= %Isin (xt)F, (x)dx (1.8 ¢)

Kosinusna in sinusna ina¢ica Fourierove transformacije sta posebno koristni takrat, kot je f(t) soda ali
liha funkcija. Ni pa nujno, da mora funkcija imeti takSno simetrijo, ker smo definicijski interval omejili
na pozitivni poltrak realne osi. Da omenjene tri transformacije nedvoumno razlikujemo po imenu,
bomo prvi transformaciji rekli kompleksna Fourierova transformacija. NaStejmo nekaj njenih
uporabnih lastnosti:

1) Linearnost: F(af(t) + bg(t)) = aF(f(t)) + bF(g(t));
2) Umeritev (mnoZenje s konstanto) argumenta: F(f(at)) = F(x/a)/ la |, &e je a od ni¢ razli¢no realno
Stevilo;
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3) Kompleksno konjugiranje funkcije: F(f*(t)) = F*(—x);

4) Premik argumenta pri prvotni funkciji in pri transformiranki: F(f(t — a)) = exp(iax)F(x) in
F(exp(iat)f(t)) = F(x + a);

5) Odvodi prvotne funkcije in transformiranke: F(f"(t)) = exp(~ix)"F(x) in F((it)"f(t)) = FM(x);

6) Parsevalova formula: [f(t)g*(t)dt = (1/27)[F(x)G*(x)dx, kjer gresta oba integrala po vsej realni
0si;

7) Konvolucija: F(f(t) * g(t)) = F(X)G(x).

Kjer smo na desni strani enacbe pisali F ali G, smo s tem mislili transformiranko prvotne funkcije f(t)
ali g(t).

Pri kosinusni in sinusni Fourierovi transformaciji je v lastnostih nekaj razlik v primerjavi s kompleksno
transformacijo. Razlike izhajajo predvsem iz razpolovljenega integracijskega intervala. Navedimo le
Stiri lastnosti v zvezi s prvim in drugim odvodom, ki so za reSevanje diferencialnih enacb v fiziki z
uporabo teh transformacij najpomembnejse:

Fo(f (1)) = —f(0) + xFs(f(1))

Fs(f (1)) = — xFe(f(t))

Fe(f (1)) = = '(0) — x°Fe(f(1))

Fs(f "(t)) = xf(0) — x?Fs(f(t))

Laplaceovo transformacijo lahko naredimo na realni funkciji f(t), ki je definirana na intervalu 0 <t <
o, Transformacijo simboli¢no ozna¢imo takole: F(z) = L(f(t))(2), kjer je z kompleksno $tevilo (ne nujno

na celi kompleksni ravnini). Zato je transformiranka F(z) v splosnem kompleksna, ¢eprav je original
f(t) realen. Laplaceova Transformacija spominja na Fourierovo:

F(z) = Texp(— zt)f (t)dt (1.9 a)
fE)=lim, . %CTRexp(zt)F (2)dz (19 b)
n c-iR

Kot je razvidno iz enacbe (1.9 b), je racun inverzne Laplaceove transformacije manj neposreden in
véasih tehni¢no zahtevnejsi. Stevilo ¢ v enacbi je primerno realno $tevilo, da integral sploh konvergira
in da se vrnemo k pravi zacetni funkciji f(t). Drugi¢, integral (1.9 b) lahko izraCunamo najprej
neposredno za kon¢no realno Stevilo R in potem vzamemo limito neskonénega R. To pomeni, da gre
kompleksno Stevilo z, po katerem integriramo, po vsej navpi¢ni premici v kompleksni ravnini, ki seka
realno os pri z = ¢. Druga (najveckrat bolj prakti¢éna) moznost pa je, da integracijsko obmocje
dopolnimo v sklenjeno zanko v kompleksni ravnini in si pomagamo z metodo residuov. Tu se s
tehnikami ra¢unanja inverzne transformacije ne bomo ukvarjali, temve¢ bomo samo uporabili tabelo
znanih izrazov za transformacijo preprostih funkcij. Lastnosti Laplaceove transformacije so podobne
kot pri Fourierovi transformaciji:

1) Linearnost: L(af(t) + bg(t)) = aL(f(t)) + bL(g(t));
2) Premik argumenta pri prvotni funkciji in pri transformiranki: L(f(t — a)) = exp(-az)F(z) zaa >
0 (enacba je v primeru a < 0 bolj zapletena in je ne bomo navajali) in L(exp(at)f(t)) = F(z — a);
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3) Odvodi funkcij: L(f(t)) = — {0-D(0) — zf"-2(0) ... —z" 1 (0) + 2"F(2) in L(t"(t)) = (<1)"F"(2);
4) Konvolucija: L(f(t) * g(t)) = F(X)G(x).

Kjer smo na desni strani enacbe pisali F ali G, smo s tem mislili transformiranko prvotne funkcije f(t)
ali g(t).

¥ Radunski zgled 1.20

Izra¢unajte Laplaceovo transformacijo potencne funkcije f(t) = t" za naravno potenco n.

Postopek je nasledniji:

F (2)= Texp(— zt t"dt

Tudi tranosformiranko smo oznacili z indeksom n. Naprej si bomo pomagali z integracijo per partes, ki
nas bo pripeljala do rekurzivne formule, u =t", dv = exp(-zt), du = nt™?, v = — exp(-zt)/z:

ot © N a1
F (2) = —?exp(— zt){O +;£exp(— zt )" dt

Ce naj integral sploh konvergira, mora biti realna komponenta $tevila z pozitivna. V tem primeru je
tudi prvi Clen po integraciji per partes pri obeh mejah enak ni¢, drugi ¢len pa ustreza za 1 zmanjSani
potenci n. Tako velja rekurzivna formula:

R @)="Fu ()

Najprej z lahkoto ugotovimo Fo(z) = L(1)(z) = 1/z, potem pa naprej: F1(z) = 1/22, F2(2) = 2/2%, F3(z) =
6/z*, za poljubni naravni n pa:

n!
Zn+1

I:n (Z) =

A

Podobno ugotovimo Laplaceovo transformacijo za nekaj drugih elementarnih funkcij (tabela).

(0) F(2)
1 1/z

tn nl/zn+t
exp(at) 1/(z — a)
sin(kt) K(Z2 + KD)
cos(kt) 21(z° + K?)
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NAVADNE DIFERENCIALNE ENACBE (NDE)

S temi enaCbami in ustreznimi robnimi ali zaetnimi pogoji poiS¢emo funkcijo ene same neodvisne
spremenljivke [12,18]; povedano drugace: neznano funkcijo in njen argument obravnavamo kot skalar.

NDE z lo¢ljivima spremenljivkama

To je za reSevanje najlazja kategorija NDE. Gre za diferencialne enacbe prvega reda, ki vsebujejo samo
prvi odvod odvisne spremenljivke po neodvisni spremenljivki. Lahko pa obe spremenljivki nastopata
enakovredno, tako da enacba vsebuje dva navadna diferenciala, zato je v tem primeru stvar izbire,
katero od obeh spremenljivk izberemo kot neodvisno in katero odvisno. Spremenljivki sta lo¢ljivi, kar
pomeni, da brez tezav postavimo eno spremenljivko skupaj z njenim diferencialom na levo stran
enacbe, drugo pa na desno. Obe strani enacbe lahko potem neodvisno integriramo.

¥ Radunski zgled 2.1

Ocenite gravitacijski tlak v srediS¢u Zemlje. Privzemite, da ima Zemlja homogeno gostoto.

Upostevajmo krogelno simetrijo in najprej izrazimo tezni pospeSek g(r) v notranjosti Zemlje pri
razdalji r od sredis¢a. Uporabimo enako enacbo kot za tezni pospesek na povrsju krogelno simetri¢nega
nebesnega telesa s polmerom r: g = GM/r?, kjer je G gravitacijska konstanta in M masa nebesnega
telesa. V notranjosti nebesnega telesa (Zemlje) pa moramo namesto mase M celega planeta vzeti maso
M(r) tistega dela Zemlje, ki se nahaja v njeni notranjosti do polmera r. Oznac¢imo celoten polmer
Zemlje z R, tezni pospesek na njenem povrsju pa z go. Ob privzetku homogene gostote je razmerje mas
enako razmerju ustreznih prostornin krogel, zato velja: M(r)/M = r}/R® > M(r) = Mr¥/R3. Tedaj je tezni
pospesek v notranjosti Zemlje:

GMr3

g(r):W

r
:goﬁ

dr

Slika 5: Sile v notranjosti Zemlje zaradi gravitacije. Z rde¢ima pusCicama sta oznaceni tla¢ni sili na
majhen odsek plasti (siv pravokotnik, masa dm), z zeleno pa sila teze na ta odsek kot razlika teh dveh
sil.
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Z razdaljo od sredisc¢a Zemlje se g(r) spreminja linearno od 0 do go. Sedaj pa vzemimo tanko Zemljino
krogelno lupino s srednjim polmerom r, debelino dr in maso dm = £Sdr, kjer je p gostota in S = 4nr?.
Obravnavajmo sile na to lupino (slika 5): nanjo v vseh delih delujejo prispevki gravitacijske sile proti
sredis¢u Zemlje: dFg = dm - g(r). To gravitacijsko silo uravnovesi sila zaradi razlike tlakov tik pod
lupino in tik nad njo, zato tlak postopno pojema od sredi$¢a proti povr§ju Zemlje: p(r) > p(r + dr).
Diferencial tlaka je potem: dp = p(r + dr) — p(r) < 0. Zapisimo pogoj za ravnovesje tlatne in
gravitacijske sile in reSimo NDE:

Sdp =—-dm-g(r) =—pSdr - g, %

‘ ®rdr
Idp =P 9]
Ps 0

1
Ps zngoR

Vendar pa lahko (povprecno) gostoto Zemlje pizrazimo z maso Zemlje in njeno prostornino, pri racunu
mase Zemlje pa si spet pomagamo s teznim pospeskom na njenem povr§ju: go = GM/R? 2 M = goR%G
> p=MN = [goR¥G]/[4rR3%3] = 3go/(4nGR). Tlak v sredis¢u Zemlje je tore;:

3 2
P =90 =17.10%bar a
8nG

¥ Radunski zgled 2.2

V zgoraj odprti valjasti posodi s plos¢ino osnovne ploskve S; je tekoc¢ina do viSine ho. Na dnu posode
je majhna luknja s plo$¢ino Sy << Sy, skozi katero zacne tekocina iztekati. Kako se s ¢asom spreminja
visina gladine tekoc¢ine h, ¢e je po Bernoullijevi enacbi [16] trenutna hitrost iztekanja enaka v =
(2gh)¥2? Skicirajte graf h(t). V koliksnem &asu se posoda izprazni? Kako se spremeni odvisnost h(t),
e ima posoda obliko rotacijskega paraboloida z ozkim koncem spodaj, kjer je luknjica? Ce je
prostornina tekocine na zaCetku v obeh posodah enaka in sta luknjici spodaj enako veliki, katera posoda
se izprazni prej?

Zac¢nimo reSevati nalogo za poljubno obliko posode z rotacijsko simetrijo. Na sliki 6 je prikazan zgled
paraboloidne posode. Koordinatno os usmerimo navpi¢no navzgor in jo ozna¢imo kar s h, tako da je
dno posode z luknjico pri h = 0 in trenutna gladina teko¢ine (rekli bom kar vode) pri h = h(t). Obliko
posode podamo z odvisnostjo njenega polmera od visine h: r = r(h).
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"4

iztekajoCa

. _tekoCina =~ R
Slika 6: Paraboloidna posoda in iztekanje vode skozi luknjico na njenem dnu

Pomagamo si z ohranitvijo prostornine vode: toliko vode, kot v kratkem ¢asu dt odteée skozi luknjico
spodaj, toliko je »zmanjka« pri gladini. To pomeni, da sta prostorninska pretoka pri luknjici in gladini
enaka: @y = Spv = Svg, Kjer je vg trenutna hitrost nizanja gladine. Hitrost gladine vode je torej vg =
(S2/S)v = (S2/S)(2gh)¥2. Vendar pri poljubni rotacijsko simetriéni obliki posode prerez S pri trenutni
gladini ni konstanten, S(h) # S, temve¢ je enak plos¢ini kroga s polmerom r: S = n(r(h))?. Zapisimo
vse skupaj kot diferencialno enacbo:

dh S
V,=——=——>=2—"-,/2gh

dt  n(r(h)?’

Loc¢imo spremenljivki h in t in hkrati integrirajmo enacbo:

“(r(h)’dh S, f
h{«(% -5 foa]u

t(r(h)’dh s, ,
e TR

Od tu naprej moramo resiti integral na levi strani enacbe za vsako obliko posode posebej. Pri valjasti
posodi je polmer neodvisen od visine: r(h) = R, zato:

" dh S
R*| ==-"%-,2g -t
h{ﬁ =29

2R%/h

h
:_S_Z. /29 -t
h, T

2R*(h - hy) = ~>2 29
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_i.ﬁ.t
s, V2
s i S 2 t T’
he h——z-ﬁ-t nl1oSe [9 4] Cpliot
{‘/—0 s, V2 } 0{ S, \2h, 17t

Cas tx, v katerem se posoda izprazni, izra¢unamo iz pogoja h = 0:

VR, =

Sy [2hy
S, g

t, =

Pri paraboloidni posodi je polmer pri viini h enak r = AhY2, Zato dobimo:

h
JAhdh 29 -t
ho

h
Azjhlfzdhz—i-,/zg -t
T

ho

%Az(hs’z ~-h¥%) = —%-,/29 -1

3 2/3
h= hos/z _ 9 -t
A 2

Na sliki 7 je primerjava grafov h(t) za oba primera (gl. spodaj za konkretne podatke). Za bolj fizikalno
interpretacijo zadnje enacbe vzemimo kot zacetna podatka zacetno visino gladine tekoCine ho in prerez
posode pri tej visini, to je S1. S tema podatkoma izrazimo kvadrat konstante A: S; = m(r(ho))? =
n(Aho*?)? = A% = Sy/(rtho).

38 2/3 2/3
h=hl1-22. | 9 4| —pl1-L
s, \2n, £,

Cas izpraznitve te posode je:

_ S |2
‘ 33, g
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Slika 7: Grafa h(t) za valjasto in paraboloidno posodo

Odgovor na vprasanje, katera posoda, valjasta ali paraboloidna, se prej izprazni, ni enoli¢en, tudi ¢e
vsebujeta posodi na zagetku enako prostornino teko&ine Vo. Ze pri valjasti posodi namre¢ ugotovimo,
potem ko vstavimo Vo = Sithg = S1 = Vo/ho, da je rezultat za tk Se¢ vedno odvisen od zaéetne visine
gladine ho. Zato moramo vpraSanje postaviti natan¢neje: katera posoda se izprazni prej, ¢e sta enaki
zacetni prostornini Vo in tudi zacetni visini gladine ho? Tedaj prereza S; posode pri zacetni gladini
tekoCine ne moreta biti enaka. Pri paraboloidni posodi moramo zato najprej z integriranjem povezati
prostornino Vo s podatkoma ho in Si:

hO hO hO
V, = j S(h)dh = j n(r(h))?dh = A’ j hdh
0 0 0

Razmerje obeh ¢asov tk za paraboloidno in valjasto posodo je torej:

t, (parab)/t, (val)) :{2(\;08/ o) 230 }/{VOS/ hy /2;‘0 } zg
2 2

Prej se izprazni paraboloidna posoda. Na sliki 7 sta prikazana grafa ¢asovne odvisnosti visin za obe
posodi pri konkretnih podatkih: Vo =300 L, ho = 1,5m, S; = 1 cm? (enako za obe posodi). Naj omenimo
Se, da je efektivni prerez izhajajocega curka tekoCine bistveno manjsi od ploscine luknjice, zato si lahko
podatek S, mislimo kar kot efektivni prerez curka (luknjica je vecja od tega).

VpraSanja za razmislek: 1) Zakaj je ena krivulja na sliki 7 konveksna, druga pa konkavna? 2) Kako bi
resili problem poiskati takSno obliko posode, da bi se gladina nizala enakomerno? 3) Kako bi izra¢unali
spreminjanje prostornine preostale tekocine v posodi s ¢asom? 4) V ¢em je bil racun malo pred
izpraznitvijo paraboloidne posode precej nenatancen (zadnji, zelo strmi del krivulje)? Zakaj je enacba
v = (2gh)? v tem primeru neupravi¢ena? &
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¥ Radunski zgled 2.3

Svetlobni zarek vpada iz zraka (n = 1) pod kotom « glede na pravokotnico na plast opti¢ne snovi,
katere lomni koli¢nik se linearno spreminja v smeri osi X (Smer normale na plast, slika 8). Mejni plasti
sta pri x =0 in X = a, za lomni koli¢nik na teh mejah pa velja n(0) = 1, n(a) = n1. Ravnina zarka je (X,
y). Poiscite enacbo krivulje, po kateri se giblje zarek v opticni plasti.

VA

zrak optiCna| zrak
plast

n/

Slika 8: Geometrija loma Zarka na plasti opti¢ne snovi. Zarek je prikazan z rde¢o barvo in je v plasti
ukrivljen.

Lomni koli¢nik v plasti je n = kx + 1 = (n1 — 1)x/a + 1; koeficient je: k = (ny — 1)/a. Kot zarka glede na
pravokotnico se v plasti zvezno spreminja s koordinato X, vklju¢no s to¢ko x = 0, ko pride zarek iz
zraka, saj se zaradi enakih lomnih koli¢nikov zraka in opticnega sredstva na meji tam zarek ne lomi.
Kjer koli vmes v plasti pa lahko direktno zapisemo med vpadnim kotom ¢« v zraku in lomnim kotom
A.n-sin g=sin ¢, kot da bi imeli direktno mejo med zrakom in snovjo vmes v plasti (slika 8). Da je
res tako, pove preprost razmislek, kjer si zamislimo mnoZzico posameznih lomov zarka od ene do
naslednje tanke plasti v snovi: n(0) - sin = n(dx) - sin A(dx) = n(2dx) - sin A(2dx) = ... = n(x) - sin
A(X). Naklonski kot zarka glede na os x pri koordinati x je potem kar £, smerni koeficient tangente na
zarek pa je:

sng  sina/n  siha
J1-sin2 g J1-(sina/n)®> Jn’-sin’a

K=tanpf =

Zapisimo ustrezni odvod funkcije y(x), ki opisuje obliko Zarka:

dy _ sin o
dx \/(kx+1)? —sin’ &
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Loc¢imo spremenljivki in integrirajmo zadnjo enacbo:

sin

! :!J.\/(kx+1)2 —sin’a

dx

Ker je n(x) narascajoca funkcija, se zarek lomi vedno bolj proti vpadni pravokotnici na plast, torej v
vsakem primeru pri¢akujemo smiselno resitev in konkavno narascajoco funkcijo y(x), ¢e vpade zarek
na plast poSevno navzgor, kot je prikazano na sliki. Integracijski meji v enacbi smo postavili tako, da
ustrezata vpadu Zarka na plast pri x = 0, y = 0. Nadaljujmo:

y=[—
0 [kx+lj 1
sin
Naprej uporabimo novo integracijsko spremenljivko, u = (kx + 1)/sin ¢, potem pa si pomagamo S

hiperboli¢no funkcijo, u = cosh w. Da se nam ne bo treba ukvarjati s sprotno pretvorbo integracijskih
mej, uporabimo nedoloceni integral in se nazadnje vrnimo k stari spremenljivki:

sin

y= j \/u—_

TaksSen integral sicer najdemo v tabelah, vendar ga formalno izpeljimo sami z zgoraj omenjeno novo
spremenljivko w:

_sin a,[ sinh( W)dw 5|n a jsmh( w)dw  sin o jdw _sina

Jeosh? w— Jsioh2w K k

‘W

sin sin a

sz arcosh u _T In(u++u?-1)+C
Nazadnje smo dodali nedolo¢eno konstanto C. Vrnimo se k neodvisni spremenljivki x:
. 2
_sina In[k_)(+1+ (k_x+1j —1]+C
k sin sin

Upostevajmo $e robni pogoj y(0) = O:

. 2
C:sma_lr{ _1 N (_1 j 1]
k Sin & Sin &
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Zlozimo vse skupaj:

kx+1 (kx+1}2

) - + -1
sin sin a

= -In

k 2
RERE
SIn SIn o

Graf y(x) je prikazan na sliki 9. V nasem primeru je funkcija pri prehodu iz zraka v opti¢no plast ne
samo zvezna, temve¢ je zvezen tudi njen odvod, ker se zarek zaradi n = 1 na meji ne lomi. Vendar bi
bil opisani potek reSevanja naloge pravilen tudi za nezvezni odvod, saj postopek sam ne zahteva
zveznosti odvoda pri x = 0. Nezveznost odvoda je razvidna pri meji x = a, ker je tam lomni koli¢nik
razlicen od tistega v zraku. Znano je tudi, da je zarek v zraku po prehodu skozi neko plast vzporeden
vstopnemu zarku.

1,0

)

0.8 /

0,6 -

7

yla

%47zrak zrak
02- opt. plast

0,0 -

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

7 7 7 7

Xx/a

Slika 9: lzracunani tir zarka skozi plast z linearno se spreminjajo¢im lomnim koli¢nikom. Izbrali smo
a=45°inn1=15. &

¥ Radunski zgled 2.4

Tockasto telo se giblje v ravnini po polzasti vijacnici (slika 10), podani s parametricnim zapisom: X =
rcos ¢,y =rsin ¢, kjer je r = kg. Gibanje telesa je torej podano z zvezo ¢(t). Naj je v trenutku t = 0
telo v izhodiscu: ¢(0) = 0. Izrazite v sploSnem hitrost telesa (kot velikost vektorja hitrosti). Kaksna
mora biti funkcija, da je hitrost konstantna?
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Slika 10: Lega tockastega telesa na polzasti spirali, pri kateri »polmer« raste linearno s polarnim
kotom ¢. Graf spirale je prikazan v brezdimenzijski obliki (k = 1).

Zapisimo ¢asovno odvisnost koordinat eksplicitno:
X = ko(t) cosfgp(t)]

y = ko(t)sin[o(t)]

Komponenti hitrosti sta:
v, :3—: =k(cos o —psin @) -

v, =3—¥=k(sin @+ @CoSQ)-@

Ne smemo pozabiti dvojega: 1) da odvajamo produkt funkcij, 2) da odvajamo po €asu in je azimutni
kot @ posredna spremenljivka. Odvod kota po ¢asu smo oznacili s piko nad simbolom ¢, ker je taksna
navada npr. pri analiticni mehaniki. Velikost hitrosti je tore;j:

V=V’ 4V, =kyl+ 9’ -9

Vzemimo najprej tri znaCilne zglede, kjer hitrost ni konstantna. Hitrost raje kot s kotom primerjamo s
kotno hitrostjo @ = fi s piko = d¢/dt, ker sta pri krozenju sorazmerni in je zato razen konstantnega
faktorja R njuna ¢asovna odvisnost enaka. Gibanje po spirali se namre¢ od krozenja razlikuje po tem,
da ima hitrost tudi radialno komponento glede na izhodis¢e (»sredisCe« spirale). Ti trije zgledi so: 1)
o=t 2) o= at?l2,3) p= g sin(«2A).
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V zadnjem primeru moramo razlikovati med kotna hitrostjo @ in krozno frekvenco sinusnega nihanja
kota 2. Zdaj pa se vrnimo k problemu enakomernega gibanja po vijacnici, V = Vo. ReSiti moramo
diferencialno enacbo:

kKyl+o® g =V,

ky1l+¢° -Ocll—(:):vO

V1+9® ~dg0=vro~dt

Integrirajmo obe strani enacbe v znanih mejah:
@ v t

[V1+9® dp=-2[dt

0 k 0

Integral na desni strani enacbe je kar Vot/k, mi pa se pozabavajmo z integralom na levi in najprej
obravnavajmo nedoloceni integral:

| = [J1+9® -dg

Uporabili bomo hiperboli¢ni funkciji (hiperboli¢ni sinus in hiperboli¢ni kosinus), sinh x = (eX — e7%)/2,
cosh x = (e* + €7%)/2, kaj ve¢ o njiju pa si oglejte na spletnih straneh. Uvedimo novo integracijsko
spremenljivko z: ¢ = sinh z, dp = cosh z - dz. Funkciji sta namre¢ druga drugi odvod. Integral
prepiSemo:

I :I\/1+sinh 27 .coshz-dz

Uporabimo $e eno znano zvezo med hiperboli¢nima funkcijama, cosh?z = 1 + sinh?z, tako da je integral:

| = .[(coshz z)dz

Podobno kot pri sorodnem problemu kotnih funkcij kombiniramo enacbi: cosh(2z) = cosh?z + sinh?z
in 1 = cosh?z — sinh?z, tako da eliminiramo kvadrat hiperboli¢nega sinusa in dobimo: cosh?z = (1 +
cosh(2z))/2. Torej je integral:

1 1 1.
I =E“1+ cosh(2z)Jdz ZE{Z +Esmh( 22)}

Zdaj se moramo vrniti k stari spremenljivki ¢:
p=sinhz—>z= In(go+ @’ +1)

S tem nadomestimo prvi ¢len v oglatem oklepaju v izrazu za |. Pri drugem ¢lenu pa si pomagamo z
adicijskim izrekom za hiperboli¢ni sinus, iz katerega izhaja tudi ustrezni izraz za dvojni argument
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(podobno kot pri navadnem sinusu): sinh(2z) = 2sinh z- cosh z = 2sinh z - (1 + sinh?2)Y2 = 2¢(1 + ¢?)2.
Sedaj smo pri koncu:

|=%-[|n((p+\/1+7)+¢\/1+7]

Kdor ne verjame, pa naj izraduna odvod dl/d¢ in bo spet pristal pri funkciji pod integralom (1 + ¢#)Y2,
Ce vzamemo zdaj dolodeni integral z mejama 0 in ¢, je njegova vrednost pri spodnji meji enaka ni¢,
tako da ostane resitev:

% . [In ((p + /149" )+ o \J1+¢° ]= V?Ot

Ker bi bil poskus izraziti funkcijo ¢(t) brezupen, raje izrazimo ¢as kot funkcijo kota, saj tako $e vedno
lahko narisemo graf ¢(t):

=gl o) i

Parameter k ima glede na definicijo r = kg enoto meter, tako da se enote v zadnji enacbi ujemajo. Kot
@ merimo v radianih, vendar po dogovoru poistovetimo radian z enoto 1. Kako pa izrazimo v tem
primeru kotno hitrost, ¢e ne poznamo niti eksplicitne odvisnosti ¢(t), da bi si lahko odvajali kot po
¢asu? Uporabimo trik:

do 1 v, 1

dt  dt/de Kk fite?

Napotek je v¢asih zelo uporaben: odvod spremenljivke y po x je enak inverzni vrednosti odvoda x po
y. Na sliki 11 je prikazan graf odvisnosti o(t) = dg/dt, tako da je hitrost telesa T (po velikosti)
konstantna. Graf je prikazan v brezdimenzijski obliki, k = 1, vo = 1. Graf je numeri¢no izra¢unan z
naslednjim zaporedjem spremenljivk: @ > t, ® 2 o(t). Ce vzamemo vhodno spremenljivko za graf ¢
(ki se sicer v grafu samem ne pojavi) v enakomernih razmikih, potem »neodvisna« spremenljivka t v
grafu ni v enakomernih razmikih; vendar pa to ni ni¢ hudega, saj se pri gosti izbiri to¢k na grafu na
pozna.
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t
Slika 11: Graf odvisnosti o(t) v primeru enakomernega gibanja (k=1,v=1) &
Linearna NDE s konstantnimi koeficienti
Tudi to je pomemben razred NDE, ki pa so lahko poljubnega reda [18]. Vsi odvodi in sama funkcija
se v enacbi pojavljajo v prvi potenci in imajo konstantne koeficiente. Enacba lahko vsebuje tudi Clen,

ki je poljubna funkcija neodvisne spremenljivke (nehomogena enacba), ali pa takSnega Clena ni
(homogena enacba).

¥ Radunski zgled 2.5

V cev v obliki pokon¢ne érke U s homogenim notranjim prerezom S, Ki je odprta na obeh zgornjih
koncih, nalijemo teko€ino, tako da je dolZina njenega stolpca (ne glede na ukrivljenost cevi) enaka L.
V ravnovesju sta nivoja tekocine v obeh krakih cevi enako visoka (slika 12). Zaradi tlacne motnje
tekocina v cevi zaniha. Pokazite, da je nihanje sinusno in izrazite nihajni ¢as.

el

X
Xy ’N\
ravnovesna
lega

gladine
Slika 12: Nihanje tekocine v U-cevi

Naj bo trenutni odmik gladine v desnem kraku od ravnovesne lege navzgor enak x. Za enak X se zniza
gladina v levem kraku. Zato je viSinska razlika gladin enaka 2X, ustrezna hidrostati¢na tla¢na razlika
pa Ap = 209X, Kjer je p gostota tekocCine. Sila, ki deluje na teko€ino, je F = —Ap - S = —20gSx. Po 2.
Newtonovem zakonu velja: ma = F & pSLa = —2g9Sx, ali:
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X+ng:0
L

Dusenje smo zanemarili. To je res enacba za sinusno nihanje, za krozno frekvenco pa velja: wo? = 2g/L.
Nihajni ¢as je:

t0=2—n=2n /L A
20 29

¥ Radunski zgled 2.6

Na vodi plava lesen splav v obliki kvadra z osnovno ploskvijo S in debelino D. Gostota vode je pv,
gostota lesa pa .. S kolik$nim nihajnim ¢asom zaniha splav, ¢e ga premaknemo iz ravnovesne lege?

V ravnovesni legi sta v ravnovesju teZa splava in sila vzgona. Naj se splav premakne za X navzgor. Sila
teze ostane enaka, vzgon pa se zmanj$a za AFy; = pvSxg, ker se prostornina izpodrinjene vode zmanjsa
za Sx, sila vzgona pa je enaka teZi izpodrinjene vode. Rezultanta sil je —pvSxg. Po 2. Newtonovem
zakonu velja: ma = F - p.SDa = —pvgSx, ali:

ng X=O
Do,

X+
Dusenje smo zanemarili. To je res enacba za sinusno nihanje, za krozno frekvenco pa velja: ap? =
gov/D L. Nihajni ¢as je:

D
t0=2_7£=2n ZPL

W, gpy

¥ Radunski zgled 2.7

Futuristi¢ni inZenirji so si zamislili vlak za dolge proge, ki ga poganja teza. Zacetno in kon¢no postajo
(brez vmesnih postaj) povezuje raven evakuiran tunel pod tlemi (slika 13). Koliko ¢asa potrebuje vlak
od zacetne do kon¢ne postaje?

Slika 13: Lega vlaka in sila teze; ZP in KP sta zadetna in kon¢na postaja. Trenutna lega vlaka je
oznacena z modro barvo.
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Ravnovesno lego vlaka na pol poti med postajama oznac¢imo z 0, sredis¢e Zemlje pa je S. Trenutna
lega vlaka glede na tocko 0 je podana s koordinato X na progi, vlak pa je od sredisc¢a Zemlje oddaljen
zar. V notranjosti Zemlje predpostavimo linearno odvisnost teznega pospeska od razdalje r: g = gor/R,
Kjer je go tezni pospesek na Zemljinem povrsju, R pa polmer planeta. Na vlak deluje proti sredis¢u S
sila teze Fg = mgor/R. Komponento teze, ki je pravokotna na tir, uravnovesi sila tira na vlak, tako da
ostane samo komponenta teze v smeri osi X (V Smeri tira), silo trenja in zra¢nega upora pa zanemarimo.

Zapisimo gibalno enacbo: ma = Fgx = — mgor/R - sin @ = — mgox/R. Dobili smo enacbo za sinusno
nihanje:
x+30x =0

R

Nihajni cas je:

R
t0:2n\/g

Cas od zacetne do konéne postaje (desna in leva skrajna lega nihanja) je enak polovici nihajnega ¢asa:

tzn\/E:42min
g

Ta Cas je neodvisen od tega, kako blizu sredis¢a Zemlje je tunel. Rotacije Zemlje nismo upostevali, saj
bi se racun zelo zapletel. O izvedljivosti in prakti¢nosti te zamisli pa razmislite sami. #

¥ Radunski zgled 2.8

Obravnavajte vsiljeno neduseno nihanje vzmetnega nihala (masa m, koeficient vzmeti k). Sila je
harmoni¢na, vendar pojema njena amplituda eksponentno s ¢asom. Zato velja diferencialna enacba
[19-20]:

mX + kx = F, exp(—t/ z) sin( wt)

Pri tem naj bo krozna frekvenca w razliéna od o = (k/m)¥2. Poiicite splosno resitev.

Enacbo delimo z maso in prepiSemo:
X+ @, X = a, exp(—t/ 7)sin( wt)

Definirali smo koli¢ino ag = Fo/m z enoto pospeska. ReSitev homogenega dela enacbe je seveda
preprosta in znana: Xxn = Cisin(ant) + Cocos(ant). Tudi za partikularno resitev nehomogene enacbe
takoj uganemo smiselni nastavek: xp = [Asin(wt) + Bcos(wt)]exp(-t/z). Vstavimo ga v zgornjo
diferencialno enacbo in kar dobimo na njeni levi strani, razvrstimo po ¢lenih s sinusom in kosinusom,
izpustimo pa skupni eksponentni faktor na obeh straneh:

K— o’ + %)A+ 20 B}sin( ot) + K— o’ + %}B 20 A} cos(at) = a, sin( at)
T T T

T
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Ce naj bo leva stran identi¢no enaka desni, se morajo ujemati koeficienti pri sinusnih in kosinusnih
¢lenih posebe;:

—z—a)AJr(—a)2 +i2jB =0
T

Resitev tega sistema linearnih enacb za A in B je:

2 2
A 1/¢ a)z i
(1/2'2+a)2)

B 2wl T

(1/12 + o’ )2 %

Celotna resitev diferencialne enacbe je:

x = [Csin( @,t) + C,cos(a,t) ]+ exp(— ij : : % [(1/ 7% — 0 pin( t) + 20/ r)cos(a)t)]

) [1/7? +a)2)2

Pri tej nalogi je prav nasprotno kot pri navadnem vsiljenem dusenem nihanju, ki smo ga ze obravnavali.
Tu s ¢asom zamre vsiljeno nihanje in ne lastno. &

Eulerjeva diferencialna enacba

Fizikalni zgled za reSevanje te enacbe bomo nasli npr. v racunskem zgledu 3.17. Ker se ta enacba reSuje
vedno po istem kopitu, bomo tu prikazali samo splosni postopek. Eulerjeva diferencialna je tudi
linearna, to pomeni, da so funkcija y in njeni odvodi v enacbi vedno v prvi potenci. Koeficienti teh

¢lenov pa so potencne funkcije neodvisne spremenljivke X, in sicer eksponent ustreza stopnji odvoda
funkcije [18]. Enacba je lahko poljubnega reda:

a x"y® + .. +a,x’y"+axy+a,y =0
Enacbo re$imo z nastavkom y = x*, kjer je A $e neznani realni eksponent. Ko izratunamo vse odvode
in jih skupaj s funkcijo vstavimo v Eulerjevo enacbo, dobimo v vseh ¢lenih enake potencne funkcije.

Zato jih krajSamo, ostane pa nam navadna enacba za A, Ki je n-te stopnje. Da ne bo prevec pisanja,
zapiSimo npr. ustrezno enacbo za Eulerjevo enacbo tretje stopnje:

pA(A-D(1-2)+a,A(1-)+al+a,=0
Ce so vse tri resitve A1, A2 in A3 med seboj razli¢ne, je splo$na resitev:
y =Cx* +C,x* +C,x*

Kaj pa, ce sta dve resitvi enaki, npr. A2 = 41? Tedaj je sploSna reSitev:
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y =Cx" +C,x"-In x+C,x"
To je v skladu s splosnim pravilom, da morajo linearno NDE tretje stopnje obstajati tri neodvisne
resitve. Ne bomo v splosnem dokazovali, da tudi resitev z logaritemskim faktorjem zados¢a Eulerjevi

enacbi. Oglejmo si to le v posebnem primeru.

¥ Radunski zgled 2.9

Resite Eulerjevo diferencialno enacbo: X3y — x?y" + 2xy' — 2y = 0.

Z vstavitvijo nastavka y = x* v ena¢bo dobimo resitvi: A1 = 1 (dvojna ni¢la ustreznega polinoma za 1)
in A3 = 2. Pokazimo, da poleg resitev y = x in y = x? enac¢bo resi tudi y = x In X. Izra¢unajmo zaporedoma
odvode: y' = In x +1, y" = 1/x, y" = —1/x2. Funkcijo in njene odvode vstavimo v levo stran Eulerjeve
enacbe in res dobimo vrednost 0 na desni strani. Celotna resitev enacbe je torej: y = AX + Bx In x + Cx2.
Da izraCunamo $e koeficiente A, B in C, potrebujemo Se tri dodatne pogoje (enacbe). Za to je veliko
moznosti. Ena od njih je, da so v neki tocki, npr. X = 0, podane vrednosti za funkcijo y ter njen prvi in
drugi odvod. Oglejmo si drugo moznost — da so podane kar vrednosti funkcije v treh razli¢nih toc¢kah:
y(X1) = y1, Y(X2) = Y2, y(x3) = y3. Dobimo nehomogeni sistem linearnih enacb za neznanke A, B in C,
bralec pa naj za vajo sam napiSe ustrezno matriko in preveri, ali je njena determinanta razli¢na od nic.
N

Splosnejsi zgledi NDE

¥ Radunski zgled 2.10

Mislimo si pospeSevanje telesa zaradi zunanje sile, ki narasca kot kvadratna funkcija ¢asa. Hkrati na
telo deluje upor tekocine po linearnem zakonu upora (upor je sorazmeren s hitrostjo telesa), vendar pa
se zaradi notranjih mehanizmov spreminja oblika telesa, tako da koeficient pred hitrostjo naras¢a kot
kvadratna funkcija €asa. Ustrezna enacba je:

av + at?v = bt?
dt

To je splosna nehomogena linearna navadna diferencialna enacba prvega reda. Konstanti a in b sta
pozitivni. Resite enac¢bo v splosnem, potem pa Se upostevajte zacetni pogoj v(0) = vo.

Znacilnost linearne diferencialne enacbe poljubnega reda je, da so v njej funkcija (v nasem primeru
hitrost v) in vsi njeni odvodi v prvi potenci, medtem ko so lahko koeficienti poljubne funkcije
neodvisne spremenljivke (v nagem primeru je to ¢as t). Clen, ki ne vsebuje funkcije ali njenega odvoda,
postavimo na desno stran enacbe. TakSno enacbo reSujemo v sploSnem tako, da najprej reS§imo ustrezno
homogeno enacbo, brez desne strani:

ﬂ+at2v=0
dt

Enacba ima locljivi spremenljivki: najprej prestavimo c¢len s hitrostjo na desno stran, lo¢imo
spremenljivki in kar takoj integriramo, da je manj pisanja:

%=—J.at2dt
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Uporabljamo nedoloceni integral, zato bomo na eni strani enacbe pisali dodatno konstanto. To naj bo
kar In C:

Inv:—%at3+InC

v=C exp(— 1 at3j
3
To je samo resitev homogenega dela enacbe, zato izraz prepisemo:
1
v, =C exp(— 3 at3j

Matematicni trik, kako reSimo celotno, nehomogeno enacbo, pa je variacija konstante. To namre¢ ni
ve¢ enacba z locljivima spremenljivkama. Pri variaciji konstante si mislimo, da C ni ve¢ konstanta,
ampak Se neznana funkcija ¢asa. To poudarimo z zapisom funkcije, potem pa izrazimo Se ustrezni
odvod produkta dveh funkcij:

v=C(t) exp(— % at3j

dv 1 1
— =C'(t)exp| —=at® |-C(t)at’ exp| — = at®
9 yon{1a¢)-conconf Lar)

Ce oboje vstavimo v celotno diferencialno enacbo, ugotovimo, da se drugi ¢len odvoda dv/dt iznici z
drugim ¢lenom na levi strani enacbe, at2v, zato ostane:

C'(t) exp(—%aﬁj =bt?

Nekaj podobnega se pri variaciji konstante pri taks$ni enacbi vedno zgodi. To se da brez tezav dokazati,
e namesto funkcij at? in bt? vzamemo poljubni funkciji ¢asa. Dobili smo diferencialno enacbo za C(t),
ki jo resimo z direktnim integriranjem po ¢asu:

C(t) = Ibt2 exp(% at?’jdt

V naSem primeru gre integriranje lepo analiticno do konca, ¢e vzamemo novo integracijsko
spremenljivko u = at®/3. Rezultat je:

C(t) = b exp(1 at3j
a 3

Tu ne potrebujemo Se ene integracijske konstante in bomo hitro spoznali, zakaj ne. S funkcijo C(t)
pomnozimo zgornji nastavek za celotno funkcijo Vv(t). Eksponentni funkciji se zaradi nasprotnih
predznakov eksponenta krajSata in rezultat je zelo preprost:
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(=2

Oznaka vp pove, da gre le za posebno (partikularno) resitev cele enacbe. Tole konstantno reSitev bi
lahko takoj uganili Ze iz enacbe, saj tedaj prvi ¢len s ¢asovnim odvodom hitrosti odpade. Seveda Se
zdale¢ ni v vsakem primeru partikularna resitev tako preprosta. Celotna resitev je zaradi linearnosti
enacbe vsota homogenega in partikularnega dela, v = Vi + Vp!

v=C exp(—laﬁjjtg

3 a
Zdaj tudi uvidimo, zakaj funkciji C(t) ni bilo treba dodati $e ene konstante, npr. D. Ko bi namre¢ sesteli
Vh in Vp, bi se konstanta D samo pristela h konstanti C pred eksponentno funkcijo in ne bi dobili ni¢
novega. To je bula splos$na reSitev enacbe; Ce pa uposStevamo Se zaCetni pogoj V(0) = vo, lahko
izraCunamo neznano konstanto C v tem primeru: vo = C + b/a - C = vo—Db/a. V limiti t = oo se hitrost
monotono priblizuje asimptoti¢ni vrednosti b/a. #

¥ Radunski zgled 2.11

Gibanje nosilcev elektriénega naboja v zunanjem elektricnem polju jakosti E in tako tudi elektri¢ni tok
v kovinah ali elektrolitih opiSemo z naslednjo enacbo za hitrost:

md—v——myv+eE
dt

Pri tem je e naboj nosilca, prvi ¢len na desni strani enacbe pa je posledica disipacije njegove kineticne
energije. Elektricna poljska jakost se v splosnem lahko spreminja s ¢asom. Dokazite, da lahko reSitev
te enacbe zapiSemo v obliki integrala [8] :

v(t) =% [exply(-t)Ect)dt

Preden nalogo resimo, $e nekaj opomb. Enacba je sicer vektorska, ker pa so to tri neodvisne skalarne
enacbe, jo formalno reSujemo enako kot NDE, samo da ves ¢as piSemo ustrezne vektorje namesto
skalarjev. Drugic, to je enak tip enacbe kot pri prejSnjem zgledu (nehomogena linearna enacba prvega
reda) in bi jo lahko resili direktno. Vendar je v tem primeru zelo poucno preverjanje enacbe pri Ze
podani resitvi. Odvajajmo najprej hitrost po ¢asu, pri tem pa bodimo pozorni, da se ¢as t pojavi na dveh
mestih: v zgornji integracijski meji in v eksponentni funkciji. Zato dobimo pri odvajanju dva ¢lena: pri
enem prepiSemo integrand (brez integrala), tako da vstavimo vanj t' = t, pri drugem clenu pa integral
ostane, vendar pa eksponentno funkcijo odvajamo po ¢asu t. Odvod hitrosti je torej:

V(t) = %{E(t) | exp[y(t'—t)]E(t')dt}

Ce hitrost in njen odvod vstavimo v zgornjo diferencialno enacbo, se vse izide.
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¥ Radunski zgled 2.12

V kvantni mehaniki se v primeru atoma z mnogo elektroni uporablja tudi Thomas-Fermijeva enacba
za racun elektricnega potenciala [7]. To je le grob priblizek, ki izhaja iz statisticne porazdelitve
elektronov v faznem prostoru, iz energijske enacbe in iz Poissonove enacbe v elektrostatiki. Zaradi
priblizka krogelne simetrije vsebuje Laplaceov operator samo radialni del, tako da odvisnost potenciala
od polmera ¢(r) podaja naslednja navadna diferencialna enac¢ba drugega reda:

1 d » do 3/2
— .= lrc-=—=1=A
r dr( dr} v

kjer je koeficient na desni strani enacbe:

/ /
1 (2m)3 2605 2
3n’h’e,

Simboli pomenijo: m je masa elektrona, eo osnovni naboj, h s ¢rtico Planckova konstanta deljena z 2,
& pa influenc¢na konstanta. Zamenjajte spremenljivki r in ¢ z brezdimenzijskima spremenljivkama x
in y z naslednjima nastavkoma:

r=bz*°x
Ze

0=7 - x(x)
eyl

Tako da bo nova diferencialna enacba brezdimenzijska in ¢im preprostej$a (brez numeri¢nih faktorjev).
Naloga je torej poiskati primeren parameter b, ki ima enoto dolZine. V novih spremenljivkah zapisite
Se »robna« pogoja: gr = Zeol(4ne) za r = 0 (kar pomeni, da elektronu zelo blizu jedra ne sencijo
potenciala zaradi jedra drugi elektroni), ¢gr - 0 za r = c. Nazadnje z nastavkom y = Ax? poisCite Se
potencno resitev nove enacbe (ki pa ne ustreza prvemu robnemu pogoju).

Po vstavitvi novih spremenljivk v NDE, dvakratnem odvajanju in premetavanju faktorjev dobimo
naslednjo enacbo:

2

Jx - ZX}Z( = 2

Ki ji ustreza parameter:

9rx? ‘ h’e,

b=3
2 me’

Robna pogoja sta preprosta: y(0) = 1, y(«) = 0. Zato smo tudi izbrali prav zgoraj zapisano zvezo med
@ in y (dodatno deljenje z r v tej zvezi pa nam je poenostavilo diferencialno ena¢bo). Ce vstavimo v
diferencialno enacbo nastavek y = Ax2, dobimo s primerjavo potenc neodvisne spremenljivke x na obeh
straneh enacbe najprej a = —3, potem pa Se koeficient A = 144. Vendar pa bi se ta reSitev asimptoti¢no
ujemala s pravo resitvijo le pri zelo velikih polmerih, ki za prakticni namen ne pridejo v postev.
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Diderencialno enacbo s pravim zacetnim pogojem pri X = 0 je treba reSevati numeric¢no, graf funkcije
pa je prikazan na sliki 14.

0,8

0,6

04

0,2

0,0 . , . . ; . . ,

Slika 14: Graf funkcije y(x) a

¥ Racunski zgled 2.13

Besselovo funkcijo reda n, kjer je n poljubno naravno Stevilo ali pa 0, lahko definiramo z naslednjo
potencno vrsto [18]:

=3, =3t (2]

k=0
Dokazite, da ta funkcija zados¢a diferencialni enacbi drugega reda:
X2y xy'+(x* —n?)y =0

Enacba se razlikuje od Eulerjeve po predzadnjem ¢&lenu x?y. Zapisimo najprej prvi in drugi odvod
funkcije, kjer odvajamo po Clenih:

I (—1)k(2k+n)_(5fk*“
2

y_Ek:O k!(n+k)!
u_l - (—1)k(2k+n)(2k+n_1). 5 2k+n-2
’ _4;‘ kI(n+k)! (2]

Vstavimo vse skupaj v diferencialno enacbo in preverimo, ali se vse izide:

l(n1k)(§j +n+4(§j +n+ o
— k'(n+k)' 2 2

MS
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f,(n,k) = (2k +n)(2k + n—1) + (2k +n) —n?

Potenci 2k + n namre¢ ustrezajo prvi, drugi in Cetrti ¢len NDE in to je razvidno pri »funkciji« fi(n, k).
Na primer, faktor % pri drugem odvodu funkcije Y je Sel skupaj s faktorjem x? k potenci argumenta x/2,
tako da smo prisli iz zmanjSanega eksponenta 2k + n — 2 spet na prvotni eksponent 2k + n. Podobno je
s prvim odvodom funkcije, za €len z n? pa je stvar o¢itna. Izjema je le tretji len NDE, ki nam eksponent
poveda za 2, s faktorjem 4 pri drugem &lenu v oglatem oklepaju pa smo kompenzirali to, da sSmo x?
vtaknili k potenci argumenta x/2. V nadaljevanju najprej poenostavimo fi: fi(n, k) = 4k(n + k).

Glavni miselni skok pri resevanju naloge pa pride zdaj. Ce naj bo enacba identi¢no izpolnjena, mora
biti koeficient pri vsaki potenci argumenta x/2 posebej enak ni¢. V oglatem oklepaju sicer moti ¢len z
eksponentom 2k + n + 2, vendar pa dobimo enak eksponent kot pri prvem ¢lenu, ¢e namesto indeksa k
vzamemo k — 1. To lahko naredimo, saj vsota vsebuje tudi ta indeks; paziti pa moramo, da ustrezno
spremenimo tudi faktorje pred oglatim oklepajem. Tako lahko zapisemo klju¢no enacbo:

i. f.(n,k) + (_1)1(71 A=
kI(n+k)! (k=D!(n+k-1)!

Ena¢bo pomnozimo z n!(n + k)!/(-1)*:
f,(n,k)—-4k(n+k)=0
Nazadnje samo $e vstavimo f1(n, k) = 4k(n + k) in se prepri¢amo, da enacba velja. Naj omenimo $e, da

lahko namesto parametra n vzamemo poljubno realno $tevilo a in podobno definiramo Besselovo
funkcijo Ja:

o k X 2k+a
Ja (0= kzklr(a+k+1) (_j

Uporabili smo funkcijo gama:
I'(x) = jtx’le"dt
0

Funkcija Ja zadosc¢a diferencialni enacbi:

2.,

X2y +xy'+(x* —a’)y =0

Pri fiziki uporabljamo Besselove funkcije v zvezi z Laplaceovo enacbo v cilindri¢ni simetriji, npr. pri
elektromagnetizmu. a

¥ Radunski zgled 2.14

V fiziki veckrat, posebno v termodinamiki sreCamo diferencialno enacbo prvega reda v tejle obliki:
P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. Pri tem sta P in Q znani funkciji dveh spremenljivk, mi pa i§¢emo funkcijo
y(x). Obravnavali bomo samo primer, ko je izraz na levi strani enacbe popoln diferencial neke (Se
neznane) funkcije u(x, y), torej du = 0. Ce je to res, potem mora veljati P = du/éx in Q = ou/dy, da
imamo diferencial du = (6u/ox)dx + (Au/dy)dy. Ker pa morata biti enaka me$ana odvoda 62u/oxdy in
o°uloyox, potem mora veljati zveza [18]:
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P Q

5_8x

To je torej pogoj, da imamo na levi strani enacbe res diferencial neke funkcije u. Tedaj lahko u
izraCunamo z naslednjo vsoto dveh integralov:

= POx o+ Qe y)dy

Resitev diferencialne enacbe je potem u(X, y) = C. To je implicitna enacba za y(X).

Na tej osnovi obravnavajte naslednjo enatbo: Ax2y°dx + BxCyddy = 0. Pri katerih pogojih gre za popoln
diferencial? Pri teh pogojih resite enacbo.

Delamo s funkcijama P = Ax3y? in Q = Bx%¢.
kP _R

oy oX

Abx?y°* = Bex*y¢

Da se vse ujema, mora veljati:c=a+1,d=b—-1, Ab=Bc > B =Ab/(a+ 1). Zapisimo NDE $e enkrat:
AX?yPdx + Ab x>ty *dy =0
a+1
Kraj$ajmo samo konstanto A in izratunajmo funkcijo u:
h a,,b b ¢ a+l, ,b-1
u=Ix y dx+—jx y dy
% a+1yO

2 a+l,,b

u= Xx*y? = Kkonst

Ca+1

Kar smo dobili pri spodnjih mejah integralov, samo postavili kar na ni¢. Faktor 2/(a + 1) lahko seveda
priklju¢imo kar konstanti na desni strani enacbe. Kon¢no lahko izrazimo y:

a+l

y=C/x?b

Poskusimo Se drugace. V enacbi:
Axaybdx + A_b Xa+lyb—ldy — O
a+1

krajSamo potence, kolikor se da, pa jo prepiSemo:
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(a+1)%+by:0
X y

Direktno jo integriramo, ker imamo lo¢eni spremenljivki, pridemo do logaritmov obeh spremenljivk,
antilogaritmiramo, pa pridemo do enake resitve kot zgoraj. V termodinamiki sta spremenljivki X in'y
npr. tlak in temperatura. #

¥ Radunski zgled 2.15

Hermitov polinom Hy stopnje n zadosca nasledn;ji diferencialni enac¢bi drugega reda: Hny" — 2xHyn' +
2nHn = 0. Po dogovoru je vodilni ¢len polinoma (2x)". Poiscite prvih nekaj polinomov (n = 0 do 4).
Potem razvijte potencne funkcije X" v konéne linearne kombinacije teh polinomov. Hermitovi polinomi
se pojavijo v reSitvah za valovne funkcije linearnega harmonskega oscilatorja v kvantni mehaniki [7,
18].

Polinom stopnje O je: Ho = 1. Polinom stopnje 1 je H1 = 2x + a. Hitro ugotovimo, da mora biti a = 0.
Malo podrobneje napisimo postopek za iskanje Hy: Hz = 4x2 + ax + b. 1zrazimo oba odvoda: Hz' = 8x
+ a, H2" = 8. Vstavimo polinom in njegova odvoda v ena¢bo: 8 — 2x(8x + a) + 4(4x? + ax + b) = 0.
Vodilna (kvadratna) ¢lena se izniéita. Iz linearnih ¢lenov dobimo a = 0, konstantni ¢len pa je b = —2.
Podobno ra¢unamo koeficiente polinomov visjega reda. Izkaze se, da so polinomi sode ali lihe funkcije,
to je, imajo samo sode ali samo lihe potence. Zapisimo jih nekaj: Ho = 1, H1 = 2x, Ho = 4x? — 2, H3 =
8x3 — 12X, Ha = 16x* — 48x2 + 12.

Razvoj potenc po teh polinomih je za prvih nekaj potenc preprost: 1 = Ho, x = H1/2, x? = Ho/4 + Ho/2,
x3 = Ha/8 + 3H1/4, x* = Ha/16 + 3H,/4 + 3Ho/4. Sode potence razvijemo po Hermitovih polinomih
sodega reda, lihe potence pa po polinomih lihega reda. a
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PARCIALNE DIFERENCIALNE ENACBE (PDE)

To so enacbe za funkcije dveh ali ve€ neodvisnih spremenljivk vkljuéno z ustreznimi zacetnimi in/ali
robnimi pogoji [12, 17, 21]. Za reSevanje so neprimerno tezje kot NDE, tako da znamo v sploSnem
analiticno reSiti samo nekaj najenostavnejSih linearnih PDE. Pri reSevanju najveckrat poskusimo
funkcijo ve¢ spremenljivk zapisati kot produkt funkcij s po eno spremenljivko in nato transformirati
PDE v NDE.

¥ Radunski zgled 3.1

Poiscite stacionarne valovne funkcije in njihove diskretne energijske nivoje za neskoncno
tridimenzionalno (3D) potencialno jamo v obliki kvadra z robovi a, b in c. Za potencialno energijo
velja: V(X,y,2) = 0 v obmoc¢ju 0 < x <a,0<y<bh, 0<z<c, zunaj tega obmocja pa je neskoncna.
Ustrezni robni pogoji so: (0, Y, z) = y(a, Y, z) = 0 za vsak y in z na dveh nasprotnih ploskvah kvadra,
w(x, 0, z) = w(x, b, z) = 0 za vsak x in z na drugih dveh ploskvah in podobno y(x,y, 0) = y(x,y,c) =0
za vsak x in y na preostalih dveh ploskvah. Valovna ena¢ba v omenjenem prostorninskem obmocju
kvadra, kjer je potencialna energija enaka nic, je [7]:

n* | o? 0? 0?
- : 1/2/ + ‘/2/ + VZ/ =Ey
2M | ox oy oz

Maso kvantnega delca v jami smo tokrat oznacili z M.

Valovno funkcijo zapiSemo kot produkt treh funkceij: wA(X, y, z) = X(X) - Y(y) - Z(z). Odslej odvisnosti
posameznih funkcijskih faktorjev od koordinat ne bomo posebej poudarjali. Pri vsakem parcialnem
odvodu odvajamo po enega od faktorjev, npr.: &?y/ox? = X"YZ. Namesto parcialnega odvoda lahko
namre¢ pri posameznem faktorju celotne valovne funkcije piSemo navadni drugi odvod (oznaka ").
Zato dobimo:

2
—;—M-[X"YZ +XY"Z + XYZ"]|= EXYZ

Enacbo delimo s produktom XYZ:

hz xll Yll ZII
-— | —+—+—|=E
2M | X Y Z

Na levi strani enacbe je vsota treh ¢lenov, od katerih je vsak ¢len funkcija ene koordinate, na desni
strani enacbe pa je konstanta energija E. To je edino mogoce, Ce je vsak od treh ¢lenov konstanta zase;
te konstante bomo oznacili z E1, E> in E3, tako da je E = E1 + E» + Es. To so delne energije sistema,
posamezne enacbe pa so:
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2 " 2 2
2 " 2 2

y
2 " 2 2

. = _ =
M Z s 2M  dz?

To pa so med seboj neodvisne NDE, vsaka zase pa ustreza problemu neskon¢ne enodimenzionalne
(1D) potencialne jame vkljuéno z ustreznima robnima pogojema. Zdaj Ze lahko zapiSemo celotno
valovno funkcijo in energijo za 3D-problem:

8.(mnj.(nn].(lﬂj
y/mm:‘/—sm —X [sin| —y |sin| —z
abc a b C
2 2 2 2
Emnlzh_ m_2+n_2+l_2
8M | a b C

Vpeljali smo tri naravna kvantna Stevila m, n in |. Za celotno resitev kvantno-mehanskega problema
pripiSimo Se ¢asovni faktor:

Yo (XY, z,t) = /% sin (% x}sin (%ﬂ yjsin [% Zj ) exp(_ IE;mtj

To je stacionarna resitev splosnejSe enacbe:

Wt o |o*Y ot oW | . ov
- . + + =1h— &
2M | ox*  oy?  oz°

¥ Radunski zgled 3.2

Pokazite, da splosna funkcija yA(X, t) = ya(X — ct) + y2(x + ct) res zadosca valovni enacbi:

Oy _. 0

ot? ox?

za poljubni funkciji w1 in yo.

Pri dokazu bomo upostevali, da sta funkciji w1 in w2 navadni funkciji posrednih spremenljivk g1 = x —

ctin ¢ = X + ct. Izratunajmo postopno oba druga odvoda (pozor na oznake za navadne in parcialne

odvode!):

8_(//= dy, .6g01 +dV/2 ,8§02 _ dy, -(—C)+dl//2 .
ot dp ot de, ot de de,

c
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oy _ d’y, (~c)? d’v, .c2 =C2{d2l//1 n dzl//zj
at* d(”lz d(/)z2 d(/)lz d¢22
dy _dy, Oy dy, Op, _dy, , dy, o
ox dp, ox de, ox dg de,

d*y,

+
d(Pzz

Oy _dy, , dy, ., dw
= 21-1+ 22.1 =—21

ox* d 2 do, do,
Parcialna druga odvoda valovne funkcije po ¢asu in koordinati res zadoSCata valovni enacbi. #

¥ Radunski zgled 3.3

Izpeljite valovno enacbo in ustrezno hitrost za prec¢no valovanje strune (prozZne vrvice), ki je napeta z
vzdolzno silo F. Struna je homogena: njen prerez je S, gostota materiala pa p.

YA F

ﬁ‘ﬁix)/%g; dx)

Slika 15: Sile na kratek odsek strune pri izpeljavi valovne enacbe za njeno nihanje; zaradi nazornosti
so prikazani odmiki strune in ustrezni koti so pretirano veliki.

Obravnavajmo sile, ki delujejo na kratek odsek strune z dolzino dx in maso dm = pSdx. Os x naj bo
usmerjena v smeri nedeformirane strune (slika 15). Zaradi geometrijske nazornosti odmik strune od
0si X raje oznac¢imo s koordinato y namesto s simbolom . Poudarimo, da je pri izpeljavi pravzaprav
bolj kot (povpre¢ni) odmik koscka strune in njen nagib glede na os X pomembna njena oblika
(ukrivljenost). Koscek na sliki ima obliko konveksne naras¢ajoce funkcije, tako da je njen nagib na
levem koncu, tan a(X) = dy/ox(x), man;jsi kot na desnem koncu, tan a(x + dx) = oy/ox(x + dx). Kako je
z (ne)ravnovesjem sil na takSen koSc¢ek strune? Navadno so odmiki strune od osi X majhni, zato je
povsod majhen tudi kot . Komponenta natezne sile F v smeri osi x je po velikosti enaka Fx = Fcos o
~ F. Glede na smer x sta si torej komponenti sile na obeh koncih kos¢ka strune priblizno nasprotno
enaki, torej v ravnovesju, zato lahko gibanje strune v smeri 0si X zanemarimo. Drugace je glede smeri
y: razlika komponent obeh sil na obeh koncih koscka strune je: AFy = F sin a(x + dx) — F sin «(x). 1z
Newtonovega zakona dm - ay = AFy izhaja:

o2y
dm = F -[sin a(x + dx) —sin a(x)]



52 VISIA MATEMATIKA V FIZIKI
M. Ambrozi¢, R. Repnik & M. Slavinec: Parcialne diferencialne enacbe (PDE)

Ker je kot & majhen, lahko nadomestimo sin « ~ tan a. = oy/ox:

o’y oy oy }
Sdx - —2> = F .| = (X + dx) — == (X
P o [ax( )= ™)

Nazadnje delimo ena¢bo z maso dm = pSdx in upostevajmo, da pomeni deljenje razlike prvih odvodov
v bliznjih tockah z razliko njunih koordinat dx na desni strani enacbe definicijo drugega odvoda po
koordinati x:

oy_F %
ot>  pS ox?

Res smo dobili valovno enacbo s hitrostjo valovanja:

F
c= /— A
S

¥ Radunski zgled 3.4

Izpeljite valovno enacbo in ustrezno hitrost za zvok kot vzdolzno valovanje snovi. Snov ima modul
stisljivosti K in gostoto p. Modul stisljivosti je fizikalno najbolj nazorno definiran takole: Ce majhen
koscek snovi s prostornino V dodatno stisnemo z zunanjimi okoliskimi silami (negativna sprememba
prostornine AV), potem se v njem pojavi dodaten tlak, sorazmeren z relativno spremembo prostornine
koscka: Ap = —KAV/V. Modul K je torej sorazmernostni koeficient med povecanjem tlaka in relativnim
zmanj$anjem prostornine snovi, merimo pa ga v megapaskalih.

Izpeljava spominja na tisto pri precnem valovanju napete strune, le da gre zdaj za longitudinalno
valovanje: tako motnja kot odmiki delov snovi naj bodo vzdolz osi x (slika 16).

p(x)
P p(x + dx)

———{| dm “A

<—FD
: X
0 x x+d;

Slika 16: Sile na kos¢ek snovi pri izpeljavi valovne enacbe za zvok

Kot pri prejsnjem zgledu obravnavajmo sile, ki delujejo na kratek odsek (del) snovi z dolZino dx in
maso dm = pSdx. Pri tem je S poljubni prerez snovi, pre¢no na smer $irjenja valovanja. Tokrat odmik
snovi od ravnovesne lege X v vsaki toc¢ki ozna¢imo s funkcijo . Tudi tu poudarimo, da je bolj kot
povprecni premik dela snovi pomembno to, kako se premik spreminja vzdolz odseka. Klju¢na je razlika
tlakov na levem in desnem koncu odseka (slika 16). Ta razlika je namre¢ sorazmerna z rezultanto
zunanjih sil (z leve in desne strani) na odsek. Naj bo v naSem primeru sila z leve strani F = SAp(X)
vecja kot sila z desne strani Fp = SAp(X + dX), ki kaze v nasprotno smer. To hkrati pomeni, da je dodaten
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tlak v levem koncu odseka vecji kot v desnem koncu, torej je snov na levi strani odseka bolj stisnjena
(v danem trenutku). Iz Newtonovega zakona dm - a = F. — Fp izhaja:

dm- aa?:/ =S -[Ap(x) — Ap(x + dx)]

Uporabimo definicijo modula stisljivosti:

o’y AV AV
PSdx P SK { v (x)+ v (x+dx)}
Pozor, tu moramo biti previdni pri interpretaciji relativnih prostornin na desni strani enacbe. Na primer,
simbol V zdaj ne oznacuje celotne prostornine obravnavanega dela snovi, kot je prikazan na sliki,
temve¢ samo njegov Se man;j$i del na levi ali na desni strani odseka. Enako velja za AV: to ni
sprememba prostornine celotnega odseka na sliki, ampak to spet velja samo za delcek odseka na
njegovem levem in desnem koncu. Predpostavimo, da se snov v pre¢nih smereh glede na smer
valovanje ni¢ ne premika (tudi to je le priblizek in ne nekaj samo po sebi razumljivega). Zato se pojavijo
razlike v prostornini samo zaradi premikov v smeri x: AV/V = Ab/b = owlox. Pri tem je b Se precej
manj$i koS¢ek intervala dx. Torej velja:

o’y oy oy }
Sdx - =SK .| —/—(x+dx) - — (X
P e {ax( )= ¥

Nazadnje delimo enacbo z maso dm = pSdx in uposStevajmo, da pomeni deljenje razlike prvih odvodov
v bliznjih toc¢kah z razliko njunih koordinat dx na desni strani enacbe definicijo drugega odvoda po
koordinati x:

K.
p ox°

Res smo dobili valovno enacbo s hitrostjo valovanja:
K

c=|—
o,

Nazadnje omenimo, da pri kapljevinah in plinih za modul K res lahko uporabimo modul adiabatne
stisljivosti, za elasti¢no trdno snov pa moramo K nadomestiti z Youngovim modulom E. a

¥ Radunski zgled 3.5

Resite v splosnem valovno enacbo za nihanje (stojno valovanje) na obeh koncih vpete strune, Ce je
njena zacetna oblika prikazana na sliki 17.

A
Yo

Slika 17: Zacetna oblika strune
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Valovne enacbe

&y _ g 'y

az P
se lotimo z nastavkom y = X(x)T(t), tako da moramo poiskati funkciji X in T. Kot navadno ozna¢imo

casovni odvod s piko, odvod po koordinati pa s Crtico. Valovna enacba z omenjenim nastavkom
postane:

XT =c?-X"T —>I=c2X—:—c2k2
T X

Vnaprej smo uporabili sklep o konstantnosti vsake strani enacbe posebej in izbrali negativno konstanto
—c?k?, ki ustreza sinusnemu nihanju. Oznaé¢imo kot navadno @ = ck in lo¢eni NDE za oba funkcijska
faktorja zapiSimo v ze znani obliki:

T+w’T=0

X'"+k*X =0

Resitvi s sinusnim in kosinusnim ¢lenom spet zdruZimo:

y = [Acos(at) + Bsin( «t)]- [C cos(kx) + Dsin( kx)]

Zacetni pogoji za PDE so bolj zapleteni kot pri NDE, ker potrebujemo po dva zacetna pogoja za vsako
koordinato x posebej. Po enem od zacetnih pogojev je zaCetna hitrost pri vsaki koordinati X enaka nic.
To pomeni:

v =2yl ot =[- Awsin( at) + Bacos(at)]- [C cos(kx) + Dsin(kx)]

v(t = 0) = Bw- [C cos(kx) + Dsin( kx)]

Ce naj bo ta hitrost enaka ni¢ za vsak x, mora biti B = 0. Poenostavljeno funkcijo y prepisemo le s
kosinusnim ¢asovnim ¢lenom, in to brez konstante A, ker sta C in D dovolj:

y = [C cos(kx) + Dsin(kx)]- cos(at)

Ce pa pomislimo na to, da lahko pri stojnem valovanju struna niha na ve¢ nihajnih na¢inov hkrati, je
celotna reSitev v resnici neskonc¢na vsota ¢lenov, kakrSen je zgoraj napisani produkt:

y = i[ci cos(k; x) + D, sin(k;x)]- cos(e,t)

i=1

Neznane parametre ki, Ci in D;j izraCunamo s Fourierovo analizo, medtem ko vedno velja ai = cki.
Upostevamo namre¢ Se en zacetni pogoj, to je obliko funkcije y v trenutku t = 0:

y(t=0) = S[C, cos(k, x) + D, sin(k,x)]

i=1
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S simetrijo zaCetne oblike strune na sliki 17 si najlepSe pomagamo, ¢e postavimo izhodis¢e osi X na
sredino strune v mirovni legi. Tedaj je funkcija y(x, t = 0) soda funkcija in v njeni Fourierovi vrsti
odpadejo sinusni ¢leni. Vendar tudi konstantnega ¢lena, ki ga sicer v razvoju Fourierovem sodih funkcij
upostevamo, v naSem primeru ni, ker bi pomenil konstantno, nenihajoco resitev tudi v casovnem delu;
takSnega Clena pa pri nihanju seveda ni, ¢e je mirovna lega y = 0. Tako v Fourierovi vrsti ostane:

y(t=0) = 3"C, cos(k,x)

i=1

in ki > 0 za vse indekse i. Ker mora veljati cos(kiL/2) = 0 (oba konca strune), kosinus pa je enak ni¢ pri
argumentu, ki je lihi mnogokratnik $tevila 1t/2, lahko za valovno $tevilo ki zapisemo: ki = (2i — 1)n/L,
zato:

y(t=0) = ici cos( 2i|__1nxj

i=1

Ta racun je lepa priloznost, da ponovimo bistvo Fourierove analize. Hkrati bomo uporabili Se Diracov
zapis, ki je sicer bolj znan v kvantni mehaniki. Z njim poudarimo, da lahko na funkcije, v naSem
primeru kosinusne, gledamo kot na neke vrste vektorjev. Kosinusno funkcijo, ki ustreza indeksu i,
bomo na kratko oznacili s simbolom | i >. Preverimo »pravokotnost« funkcij z razlicnimi indeksi,
hkrati pa skalarni produkt funkcije same s seboj:

L/2 - .
<ilj>= j cos(2I _1nxjcos(2J _1nxjdx
L L

-L/2

L/2 - - . .
< i|j >=1 '[ {COS(HJ_1~2nxj+cos('_—1~2nxﬂdx
2 L L

-L/2

) i #]
- L L/2
<i|J'>=L. 1 -sin(“rJ 1-2nxj+#-sin(u-2nx) =
Amii+ -1 L i—] L -L/2
1) i=j
. 1 L . (Zi—l L/2 L
<I|l>=— - -sin 27X |+ X -
2| 2n(2i -1) L -L/2 2

Zapisimo Fourierovo vrsto po Diracu:
0

y>=>Cili>
i=1

Z leve strani jo skalarno zmnozimo z »vektorjem« ‘J >:
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i = s < .. L L
< J|y>:;C‘ < jli >=;Ci3lj~E=Cj S

Kroneckerjev simbol v zadnji enacbi pomeni: & = 1 za i = |, sicer pa ni¢. Nazadnje izraCunamo
koeficient Cj:

2 ) 2 L/2 2j_1
C. =—.< J|y>=E '[ COS( 1 TCXJy(X,t=0)dX

]
L -L/2

Obe funkciji pod integralom sta sodi, zato lahko razpolovimo integracijsko obmocje:
L/2 .
C, = 4 _[ cos(21 _1nxj' A(—3x+1jdx
L o L L

Funkcija y je namre¢ na intervalu (0, L/2) linearna, s koeficientom —2A/L in prostim ¢lenom A.
Integrirajmo do konca:

4A ( ZXJ . (Zj—l j 2 (Zj—l j L/2
C.=—|1-——|sin X | ——— coS X
! 2j—-D=n L L 2j—-D=n L 0

8A
C_ -
J (2j—1)27[2

Rezultat je preprost, ker je od ni¢ razliCen samo kosinusni ¢len pri spodnji meji. Povzemimo in
zapiSimo celotno resitev:

BA L 1 2i—-1 2i—-1
X 1) =— Cos X) COS
YD) = 25 3 o con( = mcos(

nict)

Za poznejSo uporabo preverimo Se nekaj. Pri teoriji Fourierove vrste smo navajeni, da so si med seboj
pravokotne tudi sinusne funkcije ter sinusne funkcije s kosinusnimi. Vendar to zagotovo velja, ¢e
vzamemo celo osnovno periodo funkcij. Ce pa zaradi simetrije periodo skréimo, npr. na polovico kot
v nasem primeru, moramo biti previdni in ne sklepati prehitro. Preverimo torej tudi pravokotnost
sinusnih funkcij za enake valovne vektorje kot pri kosinusnih funkcijah (pozor: sinusne funkcije zdaj

.....

L/2 - .
<ilj>= j sin(ZI_lnxjsin[ZJ_lndex
L L

-L/2

L/2 - - . .
<i|j >=l j {—COS[hLJ_l-ZnXJ+COS(g~2nXHdX
27|_/2 L L

1) i #]

_— L L/2
<ilj S —- 1 -Sin(IJrJ L onx +#-sin(u-2nxj =0
| 1+ -1 L -] L -L/2
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1y i=j

L1 L : (2i—1 j L/2
<ii>==|- —.sin 27X |+ X
2| 2n(2i-1) L —L/2

Izpeljava je skoraj povsem enaka kot pri preverjanju ortogonalnosti kosinusnih funkcij, razlika je le pri
negativnem koeficientu prvega kosinusnega ¢lena.

L
2

Kolik$na mehanska energija nihanja ustreza j-temu nihajnemu nac¢inu? Enacba za i-ti ¢len odmika je:
yi = Ci cos(kix)cos(mit). Za ¢asovni faktor je vseeno, ali vzamemo sinusno ali kosinusno funkcijo.
Mehanska energija je v poljubnem trenutku vsota proznostne in kineti¢ne energije in je konstantna, ce
zanemarimo duSenje. Prakti¢no pa jo izraCunamo kot maksimalno proznostno energijo (v skrajni legi)
ali pa kot maksimalno kineticno energijo (v ravnovesni legi). Najbolj neposreden je racun maksimalne
kineti¢ne energije strune, Se prej pa moramo zapisati hitrost v pre¢ni smeri vsakega delcka strune: v =
oyilot = —awiCi cos(kix)sin(ait). Maksimalna hitrost je: vo = aiCi cos(kix), Se vedno pa je odvisna od
koordinate x, kjer se del¢ek nahaja. Celotno kineti¢no energijo izratunamo z integralom:

= —Jdnwo == sz(dex) [0.C, cos(k,x)[

L2
Z integralom se nam ni treba ukvarjati, saj je znano, da $e integriramo kvadrat sinusne ali kosinusne

funkcije po obmocju L, ki je veckratnik polovi¢ne periode (kar za na obeh koncih vpeto strune velja),
je rezultat integriranja kar L/2. Zato je energija:

E = PS(@,C)’ L
2 2

Krozna frekvenca je: @i = cki = (2i — 1)nc/L. Upostevajmo e ¢? = F/(0S) in zgoraj izra¢unani koeficient
Ci, pa pristanemo pri izrazu:

_ 16FA?
' (2i-1)%x%L

V/rsta za celotno energijo nihanja kar hitro konvergira:

16FA2 i . FA2
— (2| -1)? L

Na primer, pri 50 ¢lenih dobimo 1,992 namesto Stevilke 2, pri 100 ¢lenih 1,996, pri 500 ¢lenih pa ze
1,9992. Dokazimo S$e, da se res za vsak nihajni na¢in posebej ohranja vsota kineti¢ne in proznostne
energije strune. Pokazimo to le za skrajno in ravnovesno lego strune. Pri tem ne smemo pozabiti, da
ima struna proznostno energijo Epro tudi v ravnovesni legi, ko je ravna, saj je Ze napeta s silo F: napeta
struna z dolZino L Ze ima neki raztezek Xo. [zracunati moramo torej razliko proznostne energije AEpr v
obeh legah. Proznostna energija je odvisna le od raztezka in ne od oblike strune. Poleg zaCetnega
raztezka Xo ravne strune se pri njenem nihanju pojavi e dodaten raztezek x1. Smiselna je predpostavka
X1 << Xo, Saj so dodatne sile pri deformaciji strune zaradi nihanja zelo majhne v primerjavi z natezno
silo F. Ker za struno velja Hookov zakon F/S = Ex/Lo, si mislimo struno kot vzmet s koeficientom K =
ES/Lo, Kjer je E Youngov modul, S prerez, Lo pa zacetna dolzina. Razliko obeh proznostnih energij
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izra¢unamo kar glede na nenapeto struno: AEpr = (K/2)[(Xo + X1)? — Xo%] = (K/2)[2XoX1 + X1%] = KXoX1 =
Fx1. Ta preprosti rezultat je logi¢en, ker pomeni dodatno delo na struni, ¢e ostaja sila napetosti F zaradi
zanemarljivih dodatnih sil konstantna. Torej je dovolj raCunati raztezek strune glede na napeto struno
dolzine L, kot je npr. prikazana na sliki 17.

Zapisimo spet odmik za en nihajni nacin na kratko, brez indeksov: y = C cos(kx)cos(at); velja Se @ =
ck in ¢ = F/(0S). Kineti¢no energijo v ravnovesni legi smo Ze zapisali, tu po kar obdrzimo zapis z
valovnim vektorjem k:

Ek ZEL,OSCZCOZ :EL,OSCZCZkZ :ELPSCZ ikZ :ELFKZCZ
4 4 4 S 4

Pri ra¢unu razlike proznostnih energij pa moramo prej izracunati dolZino deformirane strune v obliki
kosinusne krivulje. Splosna ena¢ba za dolzino krivulje y(x) na intervalu (a, b) je:

b
|:j 1+ (dy/dx)?dx

a

V naSem primeru je skrajna lega v trenutku t = 0: y = C cos(kx) = dy/dx = —Ck sin(kx). Dolzina strune
je zaradi sode simetrije:

L/2 L/2

5 1 . 1
| =2 !\/1+C2k25|n2(kx)dx ~ 2'([ {1+Eczkzsm2(kx)}dx = L(1+Zk2C2j

Upostevali smo, da je drugi ¢len pod korenom veliko manjsi od 1. Razlika proznostnih energij v skrajni
in ravnovesni legi je torej:

AE, =Fx, =F(I-L) :%LFkZCZ =E,

Kaj pa, ¢e moramo zaradi Fourierovega razvoja pri rac¢unu dodatnega raztezka strune seSteti vse
Fourierove ¢lene? Izpeljava gre podobno kot za en sam nihajni nacin:

L/2

L/2 © o
| =2 j \/1+ > dy, /dx)?dx ~ 2 j {1+%(Zdyi /dx)z}dx
0 i=1 0 i=1

Pozor: V izrazu imamo kvadrat vsote in ne vsoto kvadratov, kar v sploSnem ni enako! Vendar lahko
kvadrat vsote ¢lenov piSemo kot dvojno vsoto (po nacelu mnozenja vsakega ¢lena v prvi vsoti z vsakim
¢lenov v drugi vsoti). Sproti $e integrirajmo enko in prvi ¢len je kar L. Dobimo kar raztezek xi:

LI2] © o
X, = j [ZZ(dyi /dx) - (dy, /dx)}dx
o | i=l j=1
Pri takSnih izpeljavah moramo paziti, da za drugo vsoto uporabimo drugi sestevalni indeks, ker sta
seStevanji po i in j neodvisni med seboj. Zaradi linearnosti integrala lahko zamenjamo vrstni red vsot
in integriranja:
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L/2

S [, 16)- (e, o

i=1l j=1

X

Funkcije yi so kosinusne, njihovi odvodi so sinusne funkcije, ki so med seboj pravokotne. Zato od
dvojne vsote ostanejo samo ¢leni z enakima indeksoma, j = i, in S tem enojna vsota:

2

L/
[ (dy, 7dx)*dx
0

NgE

X =

Il
LN

Iz yi = Ci cos(kix) = dyi/dx = —kiCi sin(kix) izhaja:
o LI2 L 0
X =Y [k*Clsin(kx)dx=—=-"(kC,)’
i=l 0 4 3
Celotna razlika proznostnih energij je torej:
FL &
AEpr = FXl = TZ(kchz
i=1

Celotno razliko proznostnih energij res lahko zapiSemo z vsoto po posameznih nihajnih nacinih.

Vrnimo se K struni na sliki 17 in preverimo, kako je z njeno proznostno energijo. Tako kot pri struni
kosinusne oblike, izracunamo najprej njeno dolzino | in potem razliko proznostnih energij:

2 2 2
=2 [Ej AT =L 1+[2—AJ ~1122
2 L L

FA

AE, =Fx =F(I-L)=2

Vse se lepo ujema, saj je ta vrednost enaka skupni kineti¢ni energiji, izraCunani zgoraj. Iz grafa na sliki
18 razberemo, da se ze Fourierova vsota z 20 ¢leni dobro prilega zacetni trikotni funkciji.
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Slika 18: Zacetna oblika strune in ustrezna Fourierova vsota z 1, 5 in 20 ¢leni &

¥ Radunski zgled 3.6

V Sommerfeldovem modelu obravnavamo prevodne elektrone v kovini kot proste (potencialna
energija je ni¢) [22]. Vendar pa so vezani na kovino, zato bi zanje lahko vzeli model neskon¢ne 3D
potencialne jame. Tako bi dobili stojno valovanje zaradi robnih pogojev, da je valovna funkcija na
ploskvah kvadra enaka ni¢. Namesto tega raje izberemo potujoce valove v jami; ta naj bo kar kocka s
koordinatami v obmo¢ju 0 < x <L,0<y <L, 0<z<L. Ustrezni robni pogoji so periodi¢ni (Born-von
Karmanovi): w(x+L,Y, z) = (X, Y, z) in podobno za drugi dve koordinati. Valovna enacba v notranjosti
kocke je:

n* | o? 0? 0?
2m | ox oy 0z

Uporabite nastavek za ravni val (brez ¢asovnega dela):

w =Cexp(ik -T)
in poiscite vse mogoce vrednosti valovnega vektorja na osnovi periodi¢nih robnih pogojev. Valovno
funkcijo normalizirajte, izrazite energijo sistema in nazadnje dopolnite valovno funkcijo s ¢asovnim

delom.

Upostevajmo npr. robni pogoj glede koordinate X:

expli(k, (x+ L) +k,y +k,2) | = expliCk, x + k, y +k,2)|
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explik,L]=1—k, =n,-2n/L

kjer je n1 poljubno celo stevilo. Podobno velja: ky = nz - 2w/L, k; = nz - 2n/L. Valovni vektorji so torej
kvantizirani, njihove vrednosti pa so k = (2r/L)(n1, n2, n3). Normalizacija valovne funkcije pomeni:

1 _
pyy*dV =CV =1->C=—=L
J W
Energija je:
hzkz h2 2 2 2
E= =——(M/ +n," +n
om gmiz w0

Celotna valovna funkcija za stacionarno stanje enega elektrona je:

. = _ 27 ht
= Cexp[l(k T —%t)} =¥ exp{T{(nlx+ n,y+n,z) —M(nl2 +n,” + ngz)H
4

¥ Racunski zgled 3.7

V Shrodingerjevo enacbo

2 2 2 2
—h—- 6‘[2/+6521+65:’ +V&U:iha—\P
2m | OXx oy 0z ot

vstavite kvazi-klasi¢ni nastavek [7]:
¥ = aexp(iS/h)

kjer sta tako a kot S splosni realni funkciji koordinat in ¢asa. Zapisite sklopljeno kompleksno enacbo
zaain S, nato locite realni in imaginarni del enacbe.

Z dvakratnim odvajanjem po koordinatah in enkratnim odvajanjem po ¢asu dobimo naslednjo enacbo,
ki jo lahko zapiSemo v kompaktni obliki z uporabo vektorskih diferencialnih operatorjev (gradient in
Laplaceov operator):

; : 2
aé—ih@+i(VS)2 _ I aves S Mgs vas I vraivazo
ot ot 2m 2m m 2m

Loc¢imo realni in imaginarni del enacbe:

2
§+L(VS)2 _ I Grasv —o
ot 2m 2ma
oa

@, 3 vsilysivazo
ot 2m m
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Ce drugo ena¢bo pomnozimo z 2a, jo lahko prepisemo:

2 2
oa +v.(a VS):O
ot m

Drugi ¢len je divergenca izraza v oklepaju. To je neke vrste kontinuitetna enacba za snovni verjetnostni
val. &

¥ Radunski zgled 3.8

Pri opisu gibanja navadnih (Newtonovih) tekocin uporabljamo Navier-Stokesovo (NS) enacbo [16]:
~ OV N F 25 n .
p(5+(v VIV) =1 -Vp+7nVV +(§+§)V(V-v)

Pri tem je v(r, t) hitrostno polje tekoc¢ine. Gostoto smo oznacili z vijugo nad simbolom p, da je ne bi
zamenjevali s cilindri¢no koordinato p, ki jo bomo uporabljali pri tej nalogi. Simbola 7 in & oznacujeta
navadno dinamic¢no in dilatacijsko viskoznost tekocine, p je tlak, f pa prostorninska gostota zunanjih
sil, npr. sile teze. To je vektorska enacba in tako v bistvu sistem treh PDE.

Pri zapisu enacbe v cilindriénih koordinatah moramo posebej paziti na tako imenovani advekcijski
len. Past se lahko skriva pri odvajanju po azimutnem kotu ¢. ZapiSimo ta ¢len brez gostote:

(V-V)V:{vp -§+£v(p -ai+vZ -ag)(vpép +V,€, +V,E,)
P P @ Z

kar ugotovimo, ¢e najprej hitrost v cilindri¢nem zapisu skalarno pomnozimo z zgoraj zapisano »nablo«,
vemo pa, da so si tudi smerni vektorji v teh koordinatah med seboj pravokotni. Morda najprej
pomislimo, da dobimo v sploSnem pri tako zapisanem advekcijskem ¢lenu 9 €lenov. V resnici pa
dobimo Se dva Clena ve¢, ker odvajanje po kotu ¢ deluje tudi na smerna vektorja e, in e,. Da to
preverimo, zapiSimo oba vektorja v kartezi€nem zapisu samo z dvema komponentama (slika 19), ker
je tretja komponenta enaka ni¢: e, = (COS ¢, Sin ¢) in e, = (-Sin ¢, cos ¢). Odvajajmo oba vektorja po
kotu:

*®,_0 (cos @, sin @) = (—sin ¢,cos ) =€

20 _(3(0 ¢,siN @)= ¢,C0s9) =€,

oe 0 . .

—2 = —(~sin ¢, cos @) = (- cos ¢,—sin ¢) = —€
dp Op 8

Smerna vektorja se zamenjata, v drugem primeru pa se pojavi Se negativni predznak.
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Ya_e

e

p

¢

>
X

Slika 19: Smerna vektorja e, (v radialni smeri) in e, (v tangencialni smeri)

Uporabite NS enacbo pri problemu vrtenja posode z vodo (slika 20). Posoda je valjasta, os vrtenja je
njena geometrijska os in to je hkrati os z. Poenostavite enac¢bo in nazadnje ugotovite njeno fizikalno

Z)

P

vsebino v tem primeru.

Slika 20: Vrtenje posode s tekocino: prikazana je projekcija na ravnino (X, z).

Kotna hitrost vrtenja posode je @ in tako se po zaetnem prehodnem stanju tako togo vrti tudi voda kot
celota. Hitrost zato lahko zapiSemo takole:

V=(wp)e,

Ima samo komponento v,, in ta je odvisna le od »polmera« p, to je od razdalje dela tekoCine od osi
vrtenja. Takoj lahko izraCunamo, da je divergenca hitrosti enaka ni¢, zato odpade zadnji ¢len na desni
strani NS-enacbe. Eksplicitne odvisnosti od ¢asa tudi ni, zato odpade Se prvi ¢len na levi strani enacbe.

Obravnavajmo naprej ¢len z Laplaceovim operatorjem. Pomagamo si kar z enaébo V2 = grad div v —
rot rot v. Ker je divergenca hitrosti nic¢, je »Laplace« kar minus dvojni rotor:

rot(7) = (0~ 0)8, + (008, +(1-M—ojéz —20-g,
p  Op

Zadnji izraz pa je konstanten, zato je njegov rotor enak nic:
V2V = —rot(rot(v)) =0
Torej odpade tudi ta ¢len z viskoznostjo.

Advekcijski ¢len pa je razlicen od ni¢. Za zdaj ga piSimo brez gostote, in sicer le od ni¢ razli¢en ¢len
ter poudarimo odvisnost hitrostne komponente od radija. Odvod po kotu deluje le na smerni vektor:
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2 ~ 2
v, (p) &, v, (p) s
op P

P

(V- V)V = F v, (p)- i}[v(p ()8, |-
P op

To pa je ravno centripetalni pospesek.

Upostevajmo Se V, = wp in zapiSimo enacbo s ¢leni, ki so nam Se ostali:
o

—o°ppe, =1 -Vp

Volumenska gostota zunanje sile f je teZza na volumensko enoto, ki kaZze v nasprotno smer z-0Si. 1z
zadnje enacbe izrazimo gradient tlaka:

vp:a)zﬁpép _5g§2

Tlak v vodi se spreminja tako v radialni smeri (»centrifugalni« del) kot po visini (»hidrostati¢ni« tlak).
Ker sta smeri neodvisni in ker je gradient v cilindri¢nih koordinatah enostaven, lahko takoj integriramo
oba ¢lena: prvega po radiju, drugega po visini, da dobimo sam tlak:

~1
p=p, +p(§wzp2 - g2)

Nedoloceno konstanto ozna¢imo s pa, in to je tlak sredi dna posode (0o =0, z = 0).

Z NS-enacbo smo pridobili le informacijo o tlaku v vodi. Ker se enacba nanaSa na notranjost
obravnavanega obmocja, z njo ne moremo ugotoviti »robnih pogojev, to je kaksno obliko ima gladina
vode, ¢eprav domnevamo, da bi nam morda dala to informacijo zgoraj dobljena enacba za tlak. Tlak
povsod ob povrsini tekoc¢ine bi moral biti kar enak zunanjemu zracnemu tlaku. Da ne ugibamo o tem,
si raje pomagamo z 2. Newtonovim zakonom za sile na majhen del tekoc¢ine na povrsini. Naj bo h(p)
odvisnost viSine vode nad dnom posode v odvisnosti od radija. Pri nekem radiju je gladina vode
nagnjena za kot ¢ od vodoravnice, tangens tega kota pa je ravno odvod dh/dp. Na nagnjen del tekoCine
(vzamemo kratko, Se bolj pa tanko plast na povrsju, delujeta dve sili: navpicno navzdol teza,
pravokotno na kos¢ek pa sila zaradi razlike tlakov tik pod njim in tik nad njim. Vendar niti ni treba
vedeti, kolik$na je ta druga sila. Njuna rezultanta je namre¢ vodoravna in je ravno centripetalna sila na
del. Zaradi podobnih trikotnikov pa je kot med poSevno silo zaradi razlike tlakov in silo teze spet kot
@. Zato velja:

2 2
@:tanq):i:dm.pw :pa)
dp F dm-g g

g9

Loc¢imo spremenljivki, integriramo in ugotovimo zvezo:

h:ho+“’2p2
29

Pri tem je ho visina vode na geometrijski osi in je manjsa kot pred vrtenjem. Ce vstavimo ta izraz za
vi$ino h namesto koordinate z v zgornjo enacbo za tlak, se ¢lena s kvadratom polmera iznicita in je tlak
na povrsini tekocine res povsod enak zracnemu tlaku po. #
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¥ Radunski zgled 3.9

V teoriji elasti¢nosti trdne snovi velja naslednja enacba za premike posameznih tock telesa pri njegovi
deformaciji [13]:

v2u+1 12 V(V-0)=0
— 4V

Pri tem je Stevilo vPoissonovo razmerje. Enacba velja, ¢e lahko zanemarimo zunanje sile, porazdeljene

po prostornini telesa, npr. tezo, to je, ¢e so kontaktne sile veliko vecje. Pokazite, da se v primeru, ko je
rotor premika zaradi simetrije enak ni¢, enac¢ba poenostavi v obliko

vV-u=C
kjer je C konstanta. V primeru cilindri¢ne simetrije uporabimo nastavek za premike v telesu:

u=f(p)e, +¢,z8,

Konstanta & oznacuje relativni premik v smeri geometrijske osi z. PokaZite, da je rotor premika res
ni¢. Potem poiscite splo$no resitev poenostavljene enacbe za premik, to je, poiscite funkcijo f.

Da dokazemo poenostavitev prve enacbe, ki je drugega reda, v enacbo prvega reda z divergenco,
zapisemo Laplaceov operator takole: V2u = V(V - u) — V x (V x u). Ce je rotor premika ni¢, ostane
samo prvi ¢len z gradientom. Tedaj vsebujeta oba ¢lena v zgoraj zapisani enacbi drugega reda gradient
divergence premika; Ge je ta enak ni¢, potem je divergenca premika res konstantna. Ce preverimo vseh
Sest ¢lenov v zapisu za operator rotorja v cilindri¢nih koordinatah, uvidimo, da so pri naS§em nastavku
za u res vsi enaki ni¢. Uporabimo operator divergence na premiku:

v-u=v-[f(p)e, +gzzéz]=l-m+gz =C
p dp

Konstanto & odstejemo od C, piSimo 2a = C — & in pomnozimo enacbo z p :

d(ef (p)

=2a
do r

Zdaj jo lahko integriramo:
pf(p)=ap® +b

Delimo $e s polmerom in Ze imamo splosno resitev za funkcijo f(p):

f(p)=ap+ &
P
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¥ Radunski zgled 3.10

Pri prevajanju toplote v trdni snovi velja za gostoto toplotnega toka naslednja enacba [14]:
j =T

Konstanta x je toplotna prevodnost snovi, predznak minus pri gradientnem ¢lenu na desni strani enacbe
pa pomeni, da toplota spontano tece od mesta z vi§jo temperaturo k mestom z nizjo. ZapisSite enacbo v
krogelnih koordinatah in upostevajte krogelno simetrijo: T = T(r), j = j(r)er. Resite dobljeno enacbo v
splosnem v stacionarnem stanju, ko je reSitev neodvisna od Casa. Potem obravnavajte prevajanje
toplote skozi debelo krogelno plast s polmeroma Rz in Rz > R, z znanima robnima pogojema: T(R1) =
T1in T(R2) = T2. Pomagajte si $e z zvezo, da je divergenca gostote toplotnega toka konstanta.

Gradient temperature, ki je odvisna le od krogelne koordinate r, je enostaven: VT = (dT/dr)er. Zato
enacbo za prevajanje toplote v tem primeru zapiSemo takole:

Da resimo enacbo in pois¢emo funkcijo T(r), delujemo nanjo z operatorjem divergence in upostevamo,
da je divergenca gradienta po definiciji enaka Laplaceovemu operatorju:

V-j=—«V’T =C

saj je divergenca toka j konstantna. UpoStevajmo zapis Laplaceovega operatorja v krogelnih
koordinatah in od treh ¢lenov je od ni¢ razlicen samo radialni del:

r< dr dr

Najprej enacbo pomnozimo s faktorjem —r?/x, pi§imo 6a = —C/x in prvi¢ integriramo:

i(rz -d—TJ:6ar2
dr dr

=2ar*+b

o a7
r

Naredimo $e en, podoben korak:

dT b
—=2ar+—
dr r
T-ar-2

.

Upostevajmo robna pogoja, izraCunajmo parametra a in b, kon¢ni izraz za temperaturo pa je:
_ (Tz Rz _TlRl)r2 + (T1R22 _Tz Rlz)RlRZ It a

T
R, -R/’
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¥ Radunski zgled 3.11

Naloga je podobna kot pri racunskem zgledu 3.5, le da gre za prevajanje toplote. ReSite v splosnem
»difuzijsko enacbo«, to je parcialno diferencialno enacbo za odvisnost temperature od Casa t in
koordinate x za 1D-problem. Gre za tanko palico dolzine L, ki je v pre¢ni smeri popolnoma toplotno
izolirana od okolice. To pomeni, da se toplota lahko §iri le vzdolZ osi X. Zacetni temperaturni profil naj

.....

.....

absolutne nicle temperature, saj lahko vzamemo za ni¢ poljubno referen¢no temperaturo.

Zaradi podobnosti z zgledom 3.5 ozna¢imo temperaturo s ¢rko u. Ustrezna PDE se razlikuje od valovne
enacbe po tem, da je ¢asovni odvod v njej le prve stopnje [12]:

ou__, d%

a
ot ox?

Fizikalni pomen konstante a bomo razlozili pozneje. Uporabimo znaéilni nastavek u = X(x)T(t), tako
da pridemo do enacbe:

XT —a2-X"T > - a2 X _ a2
T X

Ustrezni enacbi za obe funkciji sta tako:

T+a’k’T =0

X" + k?X =0

Splosna resitev za krajevni faktor X(X) je vsota sinusnega in kosinusnega ¢lena kot pri struni, medtem
ko je casovni faktor eksponentna funkcija:

u = exp(—a’k*t)[C cos(kx) + Dsin(kx)]

Pri ¢asovnem delu T(t) nismo pisali dodatnega konstantnega faktorja, ker nam zadostujeta konstanti C
in D pri krajevnem delu celotne funkcije. Celotna resitev je v resnici vsota neskonénega $tevila ¢lenov:

u= i[Ci cos(k;x) + D, sin(k,x) |- exp(-a’k;’t)

i=1

Od tu naprej je potek reSevanja naloge enak kot pri zgledu 2.5. ZapiSimo celotno reSitev:

BAL 1 2i-1 2i-1 Y’
u(x,t) =— - > COS X [exp| — ma |t
T 2 (2| —1) L L

Ne pozabimo, da ta reSitev ustreza koordinatnemu sistemu z izhodis¢em x = 0 na sredini palice, tako
da je temperatura u ves ¢as soda funkcija koordinate X. Druga moznost bi bila, da bi izhodis¢e postavili
v levi konec palice. V tem primeru bi v Fourierovem razvoju krajevnega dela funkcije ostali sinusni
Cleni namesto kosinusnih, a z drugace izrazenimi koeficienti ki. Za zapis u(x, t) v takSnem
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koordinatnem sistemu pa nam ni treba ponoviti celotnega postopka, ampak preprosto izvedemo
koordinatni premik x' = x + L/2. V novih koordinatah je reSitev naloge:

u(x,t) = 8AZ((2 1):)1 ( -L 1n(X+ L/2)jexp|:—(2iT_1naj t}

Kaj pomeni konstanta a in katera je njena fizikalne enota? Ze dimenzijska analiza diferencialne enadbe
pokaze, da ima a enoto m/s*2. 1z teorije je znana relacija a®> = x/(oc), Kjer je x toplotna prevodnost
snovi (enota W/(m K)), p gostota (enota kg/m®) in ¢ specifi¢na toplotna kapaciteta (J/(kg K), tako da
so enote v skladu z enacbo. A

¥ Radunski zgled 3.12

Pri numeri¢nem reSevanju parcialnih diferencialnih enacb v zvezi s skalarnim poljem v treh dimenzijah
(3D) si pomagamo s kubi¢no diskretno mrezo [10]. To pomeni, da ¢e imamo skalarno polje f(x, y, z),
podamo vrednosti funkcije v diskretnih to¢kah. Ce imamo torej mrezo N x N x N tock, med najbliZjimi
sosedi pa je razdalja h, lahko vzamemo koordinate x = ih, y = jh, z=kh, 0 <1, j, kK <N — 1. Zato lahko
tudi funkcijo f ozna¢imo na kratko z indeksi (i, j, K) = f(x = ih, y = jh, z = kh). Kako bi potem v
diferencni obliki simulirali diferencialno enacbo sz + g% =9(x, Y, z ), kjer je g znana funkcija?

Gre za to, da napiSemo Laplaceov operator v pravi diferen¢ni obliki. Zato si najprej oglejmo priblizni
zapis prvega in drugega odvoda po eni od koordinat:

QN f(x+h)—f(x)
OX h

o*f _of Iox(x+h)—of /ax(x) _[f(x+h)—f(x)]-[f(x)- f(x=h)]
ox% h - h?

o*f _f(x+h)+ f(x—h)-2f(x)
Ox? h?

Ce vzamemo to v diskretni to¢ki (i, j, k), lahko z indeksi zapigemo:

82f(i k) ~ f(i+1 j,k)+ f(i-1 j,k)=-2f(, j,k)
o W E h?

Podobno izrazimo druga odvoda po drugih dveh koordinatah, pa imamo cel Laplaceov operator v
diferencni obliki:

FA+D)+fF(i-D+F(j+D)+F(j-D+ F(k+D)+ f(k-1)—6f

V21, j,k) = oz

Da ne bi zmanjkalo prostora za formulo, smo pri f-ih v §tevcu zapisali samo tisti indeks, ki je drugacen
od tistih v trojici (i, j, k), tako da npr. f(j + 1) pomeni f(i, j + 1, k). Zgornjo diferencialno enacbo bi
torej v diferencni obliki zapisali takole:



VISJIA MATEMATIKA V FIZIKI | 69
M. Ambrozi¢, R. Repnik & M. Slavinec: Parcialne diferencialne enacbe (PDE)

F+D)+ Fl-D+ fF(j+D)+F(j-D+ f(k+D)+ f(k-1)—6F

" +0°f =g, j,k, f) &

¥ Racunski zgled 3.13

3D Gaussovo funkcijo zapisemo v obliki:

. r X% +y? +7°
g(r)=C exp(— = ] =C exp(— ?j

(o}

Konstruirajte PDE, ki vsebuje Laplaceov operator in ustreza tej funkciji.

Nalogo bi zaradi dane simetrije lahko resevali v sferi¢nih koordinatah, a za vajo ostanimo kar pri
kartezi¢nih. Dovolj je zapisati drugi odvod funkcije po koordinati x, da nam postane kon¢ni rezultat

jasen:

2 2 2
9 _ ¢ Lzexp(_ uj
(o)

OX 20°
0%g 1 X* +y? +7° NG X* +y? +7°
— =—C —exp| - +C —exp| -
ox? 2 p( 202 7P 202
3 2
Vig=——9+—0

2
Vig +i2(3—r—2jg =0 &
O O
Naslednje tri naloge so v zvezi z elektromagnetnim valovanjem (EMV) v valovnem vodniku.

¥ Racunski zgled 3.14

Pravokotni valovni vodnik za EMV je v eni smeri neomejen (naj bo to smer osi z), njegov pre¢ni prerez
pa je pravokotnik s stranicama a in b. Vodnik ima kovinske stene, opazujemo pa EMV v njegovi
notranjosti. Postavimo kartezicni koordinatni sistem tako, da so robovi vodnika vzporedni s
koordinatnimi osmi: 0 < x<a, 0 <y <bh, —0 <z <. EMV potuje v smeri osi z. Ustrezne enacbe za

komponente elektri¢ne poljske jakosti so [15]:
E, = E,, cos(k,x)sin(k, y)sin(k,z — at)
E, = E,,sin(k,x)cos(k, y)sin(k,z — at)

E,=0
Komponente valovnega vektorja (kx, Ky, kz) v teh enac¢bah pa so:
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R:(nxn’m_n’kzj
a b

Preverite, ali velja valovna enacba V?E = (1/c?)0°E/ot?. Koliksna je krozna frekvenca o? Kateri pogoj
mora biti izpolnjen, da je divergenca E enaka ni¢? Kaj velja za komponente vektorja E ob stenah
valovnega vodnika? Z uporabo Maxwellove enacbe V x E = —0B/ot izraCunajte Se gostoto magnetnega
polja B. Katere lastnosti v primerjavi z E ima B?

Da res velja valovna enacba, lahko bralec hitro sam preveri. Za krozno frekvenco velja: o = c3(ké +
ky? + k;%). Pogoj V - E = 0 je izpolnjen, &e velja k«Exo + kyEyo = 0. Tangencialne komponente vektorja
E ob stenah so enake ni¢. Na primer, pri steni X = 0 je tangencialna komponenta Ey, ki je tam res enaka
ni¢. Podobno velja za steno x = a, saj je sin(kxa) tam res nic; zato je tudi bila komponenta valovnega
vektorja ky tako izbrana. Podobno je pri stenah y = 0 in y = b tangencialna komponenta Ex enaka nig.

Gostoto magnetnega polja izratunamo tako, da najprej pois¢emo rotor elektricne poljske jakosti, potem
komponente rotorja integriramo po ¢asu in dodamo predznak minus. B ima komponente:

K.E,o . .
B, =- sin(k, x) cos(k, y)sin(k,z — at)
@

X

B, = kz_f)xo cos(k,x)sin(k, y)sin( k, z — at)

K,Exo =K Eo
B, = ——————cos(k,x)cos(k, y) cos(k,z — at)
w

z

Normalna komponenta B ob kovinskih stenah je enaka ni¢, pa tudi divergenca gostote magnetnega
polja je ni¢. Polji sta si med seboj pravokotni. To je transverzalno elektricno EMV po valovnem
vodniku, ker je jakost elektri¢énega polja pravokotna na smer $irjenja valovanja, medtem ko ima gostota
magnetnega polja tudi komponento B,. Tudi za B velja valovna enacba kot za E: V2B = (1/c?)6%B/ot>.
N

¥ Radunski zgled 3.15

Naloga je podobna kot pri prejSnjem zgledu, le da imamo sedaj vnaprej podane komponente gostote
magnetnega polja v valovnem vodniku (transverzalno magnetno EMV):

B, = B,, sin(k,x)cos(k, y)sin(k,z — at)
B, = B, cos(k,x)sin(k, y)sin(k,z — at)

z = O
Preverite, ali velja valovna enacba V2B = (1/c?)@?B/ot?. Kateri pogoj mora biti izpolnjen, da je
divergenca B enaka ni¢? Kaj velja za komponente vektorja B ob stenah valovnega vodnika? Z uporabo
Maxwellove ena¢be ¢2V x B = 0E/ot izraGunajte Se E.
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Da bo divergenca B res ni¢, mora veljati enacba kyByo + kyByo = 0. IzraCunajmo zdaj ustrezno jakost
elektri¢nega polja z uporabo druge Maxwellove enacbe (brez j):

E:czj(wé)dt

Po izracunu rotorja B in ¢asovnem integriranju dobimo:

2

c°k,By, ) _
E, = ——————cos(k,x)sin(k, y)sin(k,z — at)
w

X

2
E, = Ck;Byo sin(k, x) cos(k, y)sin(k,z — at)
w
c?(k,B,, —k B
E, = k. S XO)sin(kxx)sin(kyy)cos(kzz—a)t)
(4]

Spet sta izpolnjeni valovni enacbi za obe polji. Spet sta tangentna komponenta E in pravokotna
komponenta B ob kovinskih stenah enaki ni¢, pa tudi divergenca E je ni¢. Polji sta si med seboj spet
pravokotni. a

¥ Radunski zgled 3.16

V tem primeru ne gre za valovni vodnik, temve¢ za valjasti resonator. To je valj s polmerom R, vi§ino
¢ in tankimi kovinskimi stenami. V njegovi notranjosti vzbudimo stojno EMV. Geometrijska os naj bo
0s z. Uporabili bomo cilindriéne koordinate p, @inz: 0 < p<R, 0< ¢ <2m, 0 <z < c. Obravnavajmo
le poseben primer, ko ima elektri¢no polje smer osi z. Elektri¢na poljska jakost je torej E = E(r, ¢)e;.
Neodvisna je od koordinate z, tako da je njena divergenca res enaka ni¢. Resite naslednjo Laplaceovo
enacbo za krajevno odvisnost elektri¢nega polja v cilindri¢nih koordinatah:

2
1.3(,)@}12.8_5:_@
p op\" op) p° Op

Upostevajte robni pogoj, da je ob stenah elektricno polje povsod pravokotno na stene (torej tam nima
tangencialne komponente). Potem dodajte ¢asovni faktor, nazadnje pa izraCunajte Se gostoto
magnetnega polja.

Seveda bomo spet poskusili z razcepom: E = (X p)®(p). Takoj napisimo tudi ustrezne robne pogoje.
Ker E nima tangentne komponente pri o= R, mora veljati £XR) =0. Priz=0inz =c v tem primeru ni
nobenega dodatnega pogoja, ker je polje Zze pravokotno na ti dve ploskvi valja. Pri o= 0 pa se skriva
Se en, manj ociten pogoj: tu azimutni kot ¢ nima nobenega pomena in mora biti zaradi enoli¢nosti
funkcija E pri p= 0 neodvisna od ¢. Glede na gornji razcep pa imamo samo dve moznosti: £X0) =0
ali pa je @(¢) kar konstanta. In seveda zaradi enoli¢nosti tudi drugod v valju Se»robni« pogoj: @ ¢ +
2m) = @(). Zaradi splosnosti bomo predvideli obe moznosti. Nadaljujmo:

=—k?’Q@

i — _+_2.Q >
P, dp do ) p do

Odslej bomo navadne odvode pisali s ¢rticami. Enacbo delimo s produktom Q@ :

2
1 ¢d[p_dgj 1 do
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1 @
= (p2) _ K2
pg(p )+p2(p

Za azimutni del funkcije lahko zapisemo: @ = C exp(img) + D exp(-img). Ampak tu zaradi
periodi¢nosti funkcije @ ni nobenega dvoma: Stevilo m je naravno ali 0, tako da zapiSemo raje v
realnem: @ = C cos(mg) + D sin(mg). Prav ni¢ ne izgubimo pri fizikalni splosnosti, ¢e vzamemo samo
@ =cos(me).

Tako preostane enacba za radialni faktor:

1 m?
—(pQ')—— = —k?
%) (p ) P

Preurejena enacba je:
2
ovtovw-Myo-o
P P

To pa je Besselova enacba z resitvijo:

Q= A, (kp)+BJ_, (ko)

Ostane le Besselova funkcija Jm, ker ima J-m singularnost pri p = 0.

Besselova funkcija Jo ima pri o =0 vrednost 1, funkcije Jn z naravnim m pa so pri p= 0 enake ni¢. To
pa je ravno prav glede enoli¢nosti celotne funkcije za p = 0, neodvisno od kota ¢. ZapisSimo celotno
polje v smeri osi z, vklju¢no s ¢asovnim delom:

E = E,J,, (ko) cos(me)sin( at)g,

Pri tem velja Se @ = ck. Ker so funkcije Jm, cos in sin sode ali lihe, ne izgubimo pri sploSnosti, ¢e
vzamemo k > 0. Upostevajmo Se robni pogoj pri p = R: IJm(kR) =0 = k = &m/R, Kjer je &nn n-ta nicla
Besselove funkcije Jn. VVrednosti k so torej lahko le diskretne.

Gostoto magnetnega polja izratunamo spet kot minus Casovni integral rotorja elektricne poljske
jakosti, seveda v cilindri¢nih koordinatah:

B = E[DJm (ko) sin(M)&, + kJ_* (ko) Cos(m(p)é(p} cos(et)
wlp

Magnetno polje ima torej radialno in azimutno komponento. Crtica pri J pri azimutni komponenti
pomeni odvod funkcije po celem argumentu x = kp, ne po polmeru, ker smo k Ze izpostavili. Ce pa
upostevamo $e znani izraz za odvod Besselove funkcije, Jm' = (Jm-1 — Jm+1), lahko zapisemo kon¢ni
izraz s tremi »sosednjimi« (po indeksih) Besselovimi funkcijami:

B-2 {m I (ko) sin(me)e, + 2(3 ma (ko) — Jmﬂ(kp))COS(mco)%} cos(at)
o|p
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Divergenca B je ni¢, magnetno polje pa je o€itno pravokotno na elektricno polje. Normalna
komponenta By je pri p= R enaka nic.

¥ Racunski zgled 3.17

V prostoru z dielektricno konstanto ¢ = 1 vzpostavimo homogeno elektricno polje z jakostjo Eo. V to
polje vstavimo kovinsko kroglo s polmerom R. Kako je s poljem v krogli in v njeni okolici? Nalogo
resite v sferiénem koordinatnem sistemu z 0sjo z v smeri zunanjega polja. Pomagajte si s skalarnim
potencialom ¢ in upostevajte naslednje zveze [15]:

1) Jakost elektriénega polja zapisemo kot E = -V ¢, kjer je ¢ skalarni potencial.

2) Kolic¢ine v notranjosti krogle bomo oznadili z indeksom 1, tiste v zunanjosti pa z indeksom 2.
Ker v krogli ni elektri¢nega polja, velja: ¢ = konst. Ker zunaj krogle ni elektricnih nabojev,
velja Laplaceova enacba: V2¢, = 0.

3) Potencial je na povrsju krogle zvezen tako kot drugod v prostoru.

4) Na meji med razli¢nima sredstvoma velja: Dan — D1n = o; Kjer je o povrSinska gostota naboja,
simbol n pa oznacuje normalno (v naSem primeru radialno) komponento gostote elektri¢nega
polja na mejno ploskev.

5) Ceprav je na povrsju krogle porazdeljen pozitivni in negativni povrsinski naboj, je skupni naboj
na krogli enak nic.

6) Dalec od krogle je elektri¢no polje homogeno: E = Ege;, Kjer je e; = (0, 0, 1).

Izhodis¢e koordinatnega sistema je v srediScu krogle. Sistem je simetri¢en glede na rotacijo okrog osi
z, zato skalarni potencial ni odvisen od azimutnega kota, temvec le od polmera r in polarnega kota 6.
V limiti r = o je zaradi homogenega elektri¢nega polja (pogoj 6) potencial enostaven: ¢, 2 —Eoz =
—Eor cos 6. Tik ob povrsju krogle pa mora biti ¢» neodvisen od kota &, saj mora biti enak notranjemu
homogenemu potencialu ¢1. Zato poskusimo z nastavkom iz dveh ¢lenov: ¢, = f(r)cos & + g(r), kjer
naj bi prvi ¢len prevladoval pri zelo velikih polmerih v primerjavi s polmerom krogle, r >> R, drugi
¢len pa pri polmerih, malo vec¢jih od R. Najprej reSimo v splosnem PDE za potencial ¢,. Laplaceov
operator zapiSemo v krogelnih koordinatah (prva knjiga Matematicne fizike) brez azimutnega Clena:

1 0 0 1 o ( . 0
Vip, =| S-—|r*-— |+ — sm&—) f(rycos@+g(r)]=0
i [rz ar[ ar) r2sin 6 ae( 00 }[ (") 9(")]

Enacbo lahko takoj pomnozimo z r?. Po odvajanju dobimo dve vrsti ¢lenov: tiste, ki vsebujejo faktor
cos 6, in tiste, ki tega faktorja ne vsebujejo:

2 2
{rz d’f +2r£—2f}cos€+{r2d—g+2rd—g}:0

dr? dr dr? dr

Ce naj enacba velja za vsak par neodvisnih spremenljivk r in 6, to pomeni, da je izraz v vsakem od
obeh oglatih oklepajev enak ni¢. Na taksen nac¢in smo namesto PDE dobili dve neodvisni navadni
diferencialni enacbi, ker je v eni samo funkcija f(r), v drugi pa samo g(r). Obe enacbi sta Eulerjevega
tipa in ju reS§imo z nastavkom r#, eksponent 1 pa moramo $e poiskati. Pokazimo nacin reSevanja le pri
prvi enacbi, ker gre pri drugi enacbi za enak postopek: f = r#, df/dr = Ar*-1, d*f/dA? = A(A — 1)r*-2
Poljubne multiplikacijske konstante nismo niti pisali. Vstavimo funkcijo in njena odvoda v NDE:

2
rzi : +2r%—2f =0
r
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2 AA-Dr* 2 +2r- r*t-2r* =0
Krajsamo skupni faktor r* in re§imo preprosto kvadratno enacbo za A: 41 = -2, A2 = 1. Funkcija f je

torej sestavljena iz dveh razlicnih poten¢nih ¢lenov. Podobno ugotovimo za funkcijo g: A3 = -1, A4 =
0. Zdaj lahko sestavimo celotno resitev za »zunanji« potencial:

@, :{Aﬁ Br}cos@+{9+ DJ
r r

Ugotoviti moramo $e konstante A, B, C in D, tako da upostevamo zgoraj zapisane dodatne pogoje. V
limiti r > oo ostaneta le ¢lena s konstantama B in D. Glede na pogoj 6, zapisan kot ¢, - —Eoz = —Eor
cos 6, pa mora veljati B = —Eo in D = 0. Dalje, pri r = R potencial ne sme biti odvisen od kota 6, zato
je takrat izraz v prvem oglatem oklepaju pri ¢z enak ni¢ ali: A = —BR® = EgR®. Nedoloéena je ostala le
Se konstanta C. ZapiSimo vmesni rezultat:

3
®, :ng —1}Eor-cose+%

Na vrsti je izraun jakosti elektri¢nega polja zunaj kovinske krogle. Gradient bomo seveda tudi izrazili
v sferi¢nih koordinatah brez azimutnega ¢lena:

_ o 1_ 0 R’ C
E,=—Vp, =—& —+-8, — — | =1|E,r-cos@+—
2 @ {'ar r 960}{(r) } 0 r}

Bralcu v razmislek: Zakaj smo v prvem oglatem oklepaju smerna vektorja raje pisali pred operatorjema
parcialnega odvajanja (to je pravzaprav pomembno le pri drugem clenu, ki vsebuje odvajanje po
polarnem kotu)?

Odvajanje nam da:

3 3
E, = {H?] +1}E0 cosd + %}é + ﬂ?] —1}E0 sin -,
r

Ob povrsju krogle (r = R) drugi ¢len odpade:
= C .
E,(r=R,0)= {ISEO cosd + F}er

To je prav: elektri¢no polje kaze v radialno smer in je pravokotno na povrsino kovine. To je hkrati
skladno s splosnejSim pravilom, da so silnice elektri¢nega polja pravokotne na ekvipotencialne
ploskve; povrsje krogle je namre¢ ekvipotencialna ploskev (¢ je enak povsod na njej).

PovrSinska gostota naboja na krogli je po pravilu (4) zgoraj enaka:

=D, = 80E2r(r =R,0) = 6‘0{3E0 COSH+%}
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Celoten naboj na povrsini krogle izra¢unamo z integralom njegove povrSinske gostote po krogelni
ploskvi:

e = ffodS = 4ns,C

Hitro se da namrec¢ preveriti, da je prispevek kosinusnega ¢lena pri integriranju enak ni¢, integriranje
¢lena s konstanto C pa je enostavno. Ker pa je bila na zacetku krogla nevtralna, tudi pri porazdelitvi
povrsinskega naboja ne more biti skupnega naboja. Torej je konstanta C enaka ni€. Zapis za povrSinsko
gostoto naboja na krogli Se poenostavimo:

o =3¢,E,cos b

To pomeni: pri kotih 0 < €< 90° je o> 0 (presezek pozitivnega naboja ali natan¢neje: primanjkljaj
prevodnih elektronov), pri 90° < < 180° pa o < 0 (presezek prevodnih elektronov). Predznaki so v
redu, ker ostri polarni koti pomenijo polovico krogelne povrsine v smeri elektri¢nega polja, zato gre
zaradi odbojne sile presezek elektronov na nasprotno polovico.

Elektri¢na poljska jakost brez ¢lena s C je:

B RY RY
E, :{Z(FJ +1}E0 cose-é,+{(?j —1}Eosin 0-g,

Izberimo $e ravnino y = 0 in izrazimo ta vektor s kartezi¢nima komponentama Ey (pravokotno na smer
homogenega polja dale¢ od krogle) in E; (v smeri homogenega polja). Zapis naj bo le napol v kartezi¢ni
obliki, saj je prakti¢no obdrzati sferi¢ni spremenljivki r in €. Smerna vektorja sta: er = (sin 6, 0, cos
0), es=(cos 6, 0, —sin O). Torej sta komponenti jakosti elektricnega polja:

R 3
E, = BE{—J sin §cosé
r

E, =E, {1{?)3’(3(:052 9—1)}

Zanimivo je preveriti, kako se spreminjata obe komponenti: 1) na simetrijski osi (6 = 0), 2) v
ekvatorialni ravnini (6= m/2). V prvem primeru ni nobenega presenecenja: Ex(r, 0) =0, E;(r, 0) = Eo -
[1 + 2(R/r)®]. V drugem primeru pa velja: Ex(r, n/2) = 0, E;(r, n/2) = Eo - [1 — (R/r)?]. Torej je tako v
ekvatorialni ravnini kot na simetrijski osi elektri¢éno polje vzporedno homogenemu polju Eg dale¢ od
krogle. Kako to, ¢e pa bi na povrsju krogle zaradi pravokotnosti elektri¢nega polja pricakovali, da kaze
na osi x polje tudi v smeri osi x? Preprosto: pri r =R in 6= 7/2 sta obe komponenti polja enaki ni¢. Na
»ekvatorju« krogle torej ni elektri¢nega polja.

Nazadnje upostevajmo $e sin 8= x/r ter cos €= z/r (3¢ vedno v ravnini y = 0) in uporabimo kartezi¢ni
zapis v celoti:

R3xz

E2 :3Eom

X
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3 2 2
E,, =E, 1+w
x2+22)

z/R
[ ]

Slika 21: Silnice elektri¢nega polja okrog kovinske krogle. Opomba: Crke in $tevilke so nekoliko
popacene, ker smo morali dodatno raztegniti sliko v navpi¢ni smeri, da je kroznica res kroznica.

Slika 21 prikazuje silnice elektri¢nega polja v poljubni ravnini (2D-prikaz), ki vsebuje simetrijsko os
sistema. Silnice riSemo na osnovi zadnjega para enacb. Najbolj ukrivljene so tiste silnice, ki so pri
vecjih absolutnih vrednostih koordinate z, ko so Ze prakti¢no poravnane, od osi z oddaljene za okrog
1,5 R. Kot zanimivost naj omenimo, da smo pri programiranju problema silnice racunali le za Cetrti
kvadrant (x > 0, z < 0) na sliki, saj smo lahko za druge tri kvadrante upostevali simetrijo. Pri ra¢unanju
silnic smo zaceli pri z = —5R (kar je Ze dovolj dale¢ od krogle) in pri razli¢nih vrednostih X za razli¢ne
silnice. Racun se je koncal, ko je silnica dosegla kroglo (rde¢o kroznico na sliki) ali pa os z = 0. Med
silnicami na sliki je razkorak spodaj enak Ax = 0,2 R. S slike je razvidno, da se na krogli koncajo
silnice, ki so spodaj oddaljene od geometrijske osi do razdalje 1,6 R, silnice od 1,8 R pa se zvezno
nadaljujejo v zgornja dva kvadranta. S poskuSanjem smo ugotovili, da je natancnejsa meja med obema
vrstama silnice pri spodnji razdalji od osi ~ 1,705 R. Sicer pa se vse silnice ukrivijo navznoter — proti
krogli; edino par silnic, ki poteka po osi z, ostane seveda popolnoma raven. #

¥ Racunski zgled 3.18

Z uporabo Greenove funkcije G formalno resite Poissonovo enacbo v elektrostatiki: Vg = —pl&. Pri
tem je ¢ elektricni potencial, p pa gostota elektricnega naboja, ki je neko podano skalarno polje.
Greenova funkcija se pojavlja kot jedro pri izrazu potenciala z integralom [8]:
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o(F)=[G(F ~F)o(F)av*

Pri tem gre integral po celem prostoru (prakti¢no pa po tistem delu prostora, kjer je porazdeljen naboj).
Razlikovati moramo tudi med lokalno spremenljivko r za lego, kjer iS¢emo potencial, in integracijsko
spremenljivko r'. Greenova funkcija je soda pri zamenjavi predznaka argumenta. Navodilo: na zgornjo
integralsko enacbo delujte z Laplaceovim operatorjem (ta naj deluje na spremenljivko r in ne na r’),
upostevajte pa Se znano zvezo s 3D Diracovo funkcijo delta: V2(1/r) = —4n&%(r), Kjer je r velikost
krajevnega vektorja r.

Ce delujemo z Laplaceovim operatorjem na ¢, ta operator komutira z integralom, pod njim pa deluje
samo na funkcijo G, ker le ta vsebuje argument r:

vielr)= [ve(r - p(riov =20

Nazadnje smo upostevali Se Poissonovo enacbo. Bodimo posebej pozorni na to, da ima p v integralu
argument r', p na koncu enac¢be pa argument r. Ce naj bo ta integralska enaéba izpolnjena za poljubno
funkcijo p, mora biti faktor pred p v integralu o€itno sorazmeren s 3D delta funkcijo (glede na njeno
definicijo):

Potem iz zveze V?(1/r) = —4n&3(r) dobimo Greenovo funkcijo samo:

1

er-r)=———
(r-r) 47r50|F—F'|

Kon¢no lahko zapiSemo formalno integralsko reSitev Poissonove enacbe:

Greenova funkcija v splosnem je lahko funkcija dveh argumentov posebej, I in r', v nasem primeru pa
se zaradi simetrije izrazi kot funkcija razlike argumentov: G(r, r') = G(r —r'). a

¥ Racunski zgled 3.19

Z uporabo sinusne Fourierove transformacije krajevne odvisnosti temperature kot funkcije koordinate
X (1D problem) in Casa t reSite naslednjo nalogo o prevajanju toplote [17]. Pol neskon¢na tanka palica,
ki lezi na pozitivnem poltraku osi X (X > 0), lahko prevaja toploto samo v vzdolzni smeri. Ustrezna
enacba je:

oT 0T
—=k=—
ot OX
Opazujemo temperaturo palice pri pozitivnem ¢asu. Ustrezni robni in zacetni pogoj sta: T(0, t) = To za
t>0, T(x, 0) =0 zax > 0. Opazimo, da gre za nezveznost T(0, 0) bodisi glede na Cas bodisi glede na
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koordinato. Problem si morda najlaze zamislimo tako, da je v ¢asu t = O temperatura palice povsod
enaka 0, tudi pri x = 0, potem pa »kar naenkrat« dvignemo temperaturo levega konca palice pri X = 0
na To. Naloga ima vseeno smiselno fizikalno resitev T(X, t), razen seveda pri x =0, t = 0.

Naredimo torej ustrezno transformacijo po koordinati in namesto spremenljivke x bomo uporabili
spremenljivko y:

U(y,t) = TT(x,t)sin( xy)dx

Ker ima koordinata x enoto m, mora spremenljivki y ustrezati enota 1/m. Ker ¢asa nismo transformirali,
ustreza parcialnemu odvodu 0T/t preprosto transformiranka oU/ct. Tudi zaéetni pogoj ohrani svojo
obliko: U(y, 0) = 0. Fourierovo transformiranko za drugi odvod po koordinati x smo Ze zapisali v prvem
poglavju v razdelku o Fourierovi transformaciji, zato iz tega izhaja preprosta diferencialna enacba:

ouU
E = —kyZU + kyTo

Ceprav smo zaradi jasnosti obdrzali oznako za parcialni odvod po ¢asu, je to pravzaprav le navadna
diferencialna enacba, in sicer nehomogena linearna. Zapi$imo njeno splo$no resitev, bralec pa naj jo
preveri sam:

U(y,t)=C exp(— kyzt)+T7O
Z upostevanjem zacetnega pogoja izracunamo S$e konstanto C in dobimo:
U(y,t)= T7° [1— exp(— kyzt)]
Narediti moramo samo $¢ obratno sinusno Fourierovo transformacijo:
T(x,t) = %Tu (y,t)sin( xy)dy = %T% [L— exp(— ky?t)Jsin( xy)dy

0 0

Izkaze se, da lahko zadnji integral zapiSemo v enostavnejsi obliki:

AT S
T(x,t)_\/;‘)f(_[’ixp( s )ds

Kjer je spodnja meja integrala:

X

2kt

To lahko preverimo s primerjavo parcialnega odvoda po x in t pri obeh integralih. Se elegantnejsa pa
je neposredna preverba veljavnosti zacetne diferencialne enacbe z odvajanjem integralov. Pokazimo to
za integral v drugi obliki, saj je to tudi lepa vaja v odvajanju integrala. Ker se obe neodvisni

f(x1) =
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spremenljivki, x int, skrivata samo v spodnji meji integrala, v funkciji f(x, t), moramo odvajati posredno
prek f. Ce pa integral odvajamo po njegovi spodnji meji, je rezultat kar izraz pod integralom, kjer za

integracijsko spremenljivko s vstavimo kar spodnjo mejo; dodati moramo Se predznak minus, ker
odvajamo po spodnji meji. Odvajajmo najprej po Casu (sam integral zaradi kratkosti ozna¢imo z 1):

O _ My g X ) (L x
ot Jn 4kt 2 2Jkt¥?

oT  Tyx x?
ot qunkts 4kt
Podobno odvajamo najprej prvi¢ po koordinati, uredimo in spet odvajamo:

aT _ 21, dI of
OX Jro df ox

5_T__ﬂ.exp _X (Lj
x n 4kt ) \ 24/kt

a_T—_ TO -exp _X_2
19)4 vkt 4kt

O°T T exp X
ox® 2k+/nkt’ 4kt

Ta izraz se razlikuje od ¢asovnega odvoda samo po faktorju k v imenovalcu, tako da je diferencialna
enacba res izpolnjena. Zlahka preverimo Se oba pogoja. Ko vstavimo x = 0, je tudi funkcija f v spodnji
meji integrala enaka ni¢, pa dobimo znan dologeni integral z vrednostjo ©%/2, tako da je res T = To.
Vstavitev vrednosti ¢asa t = 0 je bolj dvomljiva; spodnja meja f postane neskon¢na, vendar ne moremo
kar tako sklepati, da je spodnja neskon¢na meja enaka zgornji neskon¢ni meji. Mislimo pa si, da je to
res, tako da je integral res enak nic.

Naj omenimo $e, da ¢e bo bralec poskusil podobno preveritev diferencialne enacbe s prvotnim
dolo¢enim integralom s spodnjo mejo 0, mora odvajati drugace. Tu sta namre¢ X in t le parametra v
funkciji pod integralom, tako da po odvajanju integral ostane. V tem primeru dobimo (navidezno!)
razliko pri odvajanju po ¢asu in dvakratnim odvajanjem po koordinati, ta razlika pa se pojavi zaradi
enke — prvega Clena v oglatem oklepaju. Vendar pa ta integral znamo resiti, zato bomo lahko
interpretirali dobljeno razliko:

o0

1.
I, = J;sm( xy)dy =g

0
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Pisali smo integral brez faktorja 2To/m. OCitno je integral konstanten, zato so njegovi odvodi po
spremenljivkah x in t enaki ni¢. Pri drugem ¢lenu z eksponentno funkcijo pa se ¢asovni odvod in drugi

krajevni odvod zares ujemata do faktorja k. s

¥ Racunski zgled 3.20

Naloga je podobna prejsnji, le da si bomo tokrat pomagali z Laplaceovo transformacijo ¢asovne
odvisnosti temperature kot funkcije koordinate x (1D problem) in ¢asa t [17]. Tanka palica, ki naj spet
leZi na osi X, ima zdaj kon¢no dolzino a (0 < x < a). Toploto lahko prevaja samo v vzdolzni smeri:

oT 0T
—=k—
ot OX

Zacetni pogoj je homogena temperatura za celo palico: T(x, 0) = To. Robna pogoja pri pozitivnem ¢asu
pa sta zdaj dva: oT/ox(0, t) = 0 (levi konec palice je toplotno izoliran) in T(a, t) = T1 (desni konec palice
drzimo pri stalni temperaturi, ki je razli¢na od zac¢etne temperature).

Najprej spravimo enacbo v napol brezdimenzijsko obliko, kjer le za temperaturo obdrzimo enoto
kelvin. Uvedba brezdimenzijske koordinate je o¢itna: X = x/a, tako da je desni konec palice pri x = 1.
Hkrati vpeljemo taksen brezdimenzijski ¢as, da se na desni strani znebimo konstante k z enoto m?%/s: t
- t/to, kjer je referencni &as to = a?/k. Enacba glede na brezdimenzijski ¢as in koordinato je torej:

o _oT
ot ox?

Naredimo Laplaceovo transformacijo po c¢asu in namesto spremenljivke t bomo uporabili
spremenljivko z:

U(x,2) = TT(x,t) exp(—zt)dt

Ker ima ¢as t enoto s, mora spremenljivki z ustrezati enota 1/s. Ker koordinate nismo transformirali,
ustreza parcialnemu drugemu odvodu 6%T/ox? preprosto transformiranka 6?U/ox2. Za Laplaceovo
transformiranko za prvi odvod po ¢asu t uporabimo tretje pravilo v prvem poglavju v razdelku o
Laplaceovi transformaciji, L(f '(t)) = — f (0) + zF(z), zato iz tega izhaja:

2
zU -T, =f3x_l£

Robni pogoj pri x =0 za U je analogen robnemu pogoju za prvotno funkcijo T: 0U/ox(0, z) = 0. Robni
pogoj pri x = 1 za U pa izpeljemo s transformacijo robnega pogoja za T: U (1, z) = L(T1) = T1L(1) =
Talz.

Ceprav smo zaradi jasnosti obdrzali oznako za drugi parcialni odvod po koordinati, je to pravzaprav le

navadna diferencialna enacba drugega reda. Mislimo si, da je pri tej enacbi z pozitivna konstanta, zato
je njena splosna resitev:

U(x,2)=C, cosh(xﬁ)+ C, sinh (xﬁ)Jr T?O
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Kot resitvi homogenega dela diferencialne enacbe, to je brez ¢lena To, bi sicer lahko vzeli obe
eksponentni funkciji, vendar sta hiperboli¢ni funkciji cosh in sinh prikladnejsi, ker je ena soda, druga

pa liha. Pri odvodu 0U/ox(0, z) je v splosnem od ni¢ razli¢en le ¢len s konstanto Cp, zato mora biti
zaradi ustreznega robnega pogoja C> = 0. Za drugi robni pogoj, pri x = 1, pa velja:

C, cosh(\/E)+T?° :%

Izrazimo C; in spet zapiSemo U:

U(x,2)=

T,-T, cosh(x\/E)Jr To
z  coshlVz)  z

Narediti moramo samo Se obratno Laplaceovo transformacijo glede na ¢as. Postopek ni preprost,
radovedni bralec pa si ga lahko ogleda v viru (Suhadolc 1994). Tu navedimo le kon¢no reSitev v obliki
vrste:

T(x,t)=T,+ 4(T1 _To)i g;l_)nl exp(— (Zn _i-)ZRZt]COS (2n —Zl)nx

n=1

Nazadnje se vrnimo k »fizikalni« koordinati in ¢asu:

AT, -T,) & (-1) 2n -1y n’kt 2n —1)nx
T(x,t)=T,+ (17[ O)HZ:l:gn_)lexp(—( 4a)2 Jcos( Za)n
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SKLOPLJENI SISTEM DIFERENCIALNIH ENACB

¥ Radunski zgled 4.1

Zapisite drugi Newtonov zakon za medsebojno silo dvojice teles. Sile iz okolice zanemarimo. Telesi
imata masi mz in my, telo 1 deluje na telo 2 s centralno silo F, telo 2 na telo 1 pa seveda z nasprotno
enako silo —F. Namesto s krajevnima vektorjema teles r1 in r2 glede na neki laboratorijski koordinatni
sistem racunajte z vektorjema r* = (miry + mar2)/(my + my) in r = r2 — r1. Prvi vektor podaja masno
srediSCe para teles, drugi pa njuno relativno lego [19-20].

Najprej se prepricajmo, da je r* linearna funkcija ¢asa, to je, a* = 0, tako da upostevamo a1* = —F/m;
in a2* = F/my:

. - - .
a*:d r*:mla1+m2a2 :—F+F 0
2
dt m, +m, m, +m,

Ve =V, + [vdt = v,
=T, +V,t

TezisCe sistema se giblje premo enakomerno, ¢e so »zunanje« sile zanemarljive.

Obravnavajmo Se spreminjanje vektorja r, to je, enacbo za ustrezni pospesek:

dr _ _ F (-F) F(m,+m,)
:—2:a2 —a_1 - — 1 2
dt m, m m,m,

Q)

Vpeljemo lahko reducirano (efektivno) maso:

_mm,
m, +m,

in zakon »gibanja« relativnega krajevnega vektorja med telesoma elegantno zapisemo:

QD)
Il
= |

TaksSna obravnava je primerna pri gravitacijski in elektriéni sili, ki sta odvisni od razdalje med
telesoma. &
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¥ Radunski zgled 4.2

Imamo kaskado N valjastih posod z dotoki in odtoki vode kot pri zgledu 1.6, razporejenih od zgoraj
navzdol, tako da se i-ta posoda prazni v (i + 1)-to posodo. Prva (zgornja) posoda nasprotno od drugih
nima dotoka. Plo$¢ino osnovne ploskve i-te posode oznac¢imo s Si op, plos¢ino njene luknjice pa z Si,Luk.
V racunu uporabimo naslednja razmerja ploséin: @i = Siop/SiLuk >> 1 (razmerje plos¢in osnovne
ploskve in efektivne luknjice odtoka za isto posodo) in fi = Siop/Si-1,0p (razmerje ploscin efektivne
luknjice odtoka za sosednji posodi). Ker prva posoda nima predhodnice, zanjo vzamemo kar 1= 1.V
trenutku t = 0 pa je viSina gladine vode v i-ti posodi enaka hoi. Kako se s ¢asom spreminjajo visine
gladine vode v vseh posodah?

Obravnavajmo spreminjanje prostornine vode Vv i-ti posodi (i > 1). Trenutna visina vode v njej je hi.
Zgoraj priteCe v posodo ravno toliko vode, kot jo izteCe iz vi§je posode (indeks i — 1) skozi njeno
luknjico, spodaj pa odteka voda skozi luknjico (efektivnega) prereza SiLuk s hitrostjo v = (2ghi)Y2. Zato
velja za prostornino vode v tej posodi diferencialna enacba:

av,

dt =S4 ok V290, =S uk /20N,
dh.
Si o ot =S, ok V29hy —S; k20N

dh, 1|1
- | = J2gh,, —2gh,

it o«
Dobili smo sklopljeni sistem NDE. Enacba velja tudi za prvo posodo, i = 1, ¢e vzamemo kar ho = 0

(njena »predhodna« posoda je prazna). Vendar pa nivo vode v prvi posodi ni odvisen od nivojev v
drugih posodah in lahko takoj uporabimo resitev iz racunskega zgleda 1.6:

2
t
h (t)=hy|1-—
l( ) Ol|: T1j|
kjer je ¢as praznjenja te posode:

2hy,

T=a- g

Podobno ¢asovno parametrizacijo uporabimo tudi za druge posode:

V tolik§nem ¢asu bi se izpraznila i-ta posoda, ¢e ne bi bilo dotoka vode vanjo iz visje posode.

Potem sistem NDE-enacb reSujemo po vrsti, najprej za drugo posodo, ker lahko v enacbo Ze vstavimo
resitev za prvo posodo:



VISJA MATEMATIKA V FIZIKI | 85
M. Ambrozi¢, R. Repnik & M. Slavinec: Sklopljeni sistem diferencialnih enacb

dh, 1{ MM}

dt
dh, _y2g] 1 t
T {E'Jh‘“'[l_f]_ﬂ

Uvedemo brezdimenzijski spremenljivki x = t/T2 in y = ha/hoz, pa dobimo enacbo:

24t

s koeficientom k = (1/B2)(ho/ho2)Y2. To in enaébe za druge posode moramo resevati numeriéno. &

¥ Radunski zgled 4.3

Imamo zaporedje radioaktivnih razpadov jeder A - B - C. Zadnje jedro, C, je stabilno, razpadna
Casa za zaporedna razpada A - Bin B - C pasta zag in mc. V ¢asut = 0 obstaja No jeder A, medtem
ko jeder B in C ni. Znacilna NDE za ¢asovno odvisnost Stevila jeder samo zaradi razpada je: dN/N =
—dt/z. Kako se s ¢asom spreminjajo Stevila jeder Na, Ng in Nc?

Zapisimo diferencialno enacbo samo zaradi razpada drugace: dN/dt = —N/z. Jedra A samo razpadajo,
jedra B nastajajo iz jeder A in hkrati razpadajo, jedra C pa samo nastajajo iz jeder B. Zato so ustrezne
enacbe:

Prva enacba ni sklopljena z drugima dvema in jo takoj reSimo, vklju¢no z zacetnim pogojem:

N, =N, exp[—Lj
TaB

Na vrsti je druga enacba:

Ny Ny ) Ny
dt  7,p
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To je nechomogena linearna diferencialna enacba prvega reda, ki jo zapiSemo nekoliko drugace:
dNs  Ns _ N, exp(—L]

dt Tsc  TaB TaB

Resitev homogenega dela enacbe (brez desne strani) je:

t
Ngy =Cey exp(— _j
Tac

Neznano konstanto smo oznacili s CgH. Za partikularno resitev nehomogene enacbe seveda deluje
nastavek Nep = Cgp exp(—t/zag). Vstavimo ga v celotno enacbo:

N
—&exp(—L}rCBp exp[— t Jz 0 exp(— t J
TaB TaB Tge TaB TaB TaB

Tako lahko izraGunamo koeficient Cgp:

Ng

Tap ! Tpc —1

Ce =

Celotna resitev nehomogene enacbe je Ng = Npn + Npp in vkljucuje oba eksponentna faktorja:

N
Ny =Cqy exp(— t j+ 0 exp(— Lj
T Tap ! Tac —1 TaB

Nazadnje pri tej enacbi izratunamo $e neznani koeficient Cgn glede na pogoj Ng(0) = 0, torej Cgn =
—Cpgp. Koncéna resitev je:

el e
Ng=—2|exp| ——— |—exp| ———
TaplToc —1 TaB Tge

Ta reSitev je vedno pozitivna, kot mora biti, ne glede na vrednosti obeh razpadnih ¢asov. Diferencialne
enacbe za Nc pa nam ni treba resiti, ker lahko o Stevilu jeder C sklepamo neposredno iz Stevil Na in
Ng. Ce jedra B ne bi razpadala, bi jih bilo ravno toliko, kolikor je razpadlo jeder A: Ng'= No — Na =
No(1 — exp(—t/zaB)). Ker parazpadajo v jedra C, je jeder B manj in iz razlike izratunamo Stevilo nastalih
jeder C: Nc = Ng' — Ng. Rezultat je:

t t
(Tas ! 7ac) exp(— J - exp(— j
N.=N.|1— TaB Tec
c 0

Tapl7pc —1

Na sliki 22 so prikazani grafi za primere zas/zac = 10, 2, 1,01, 0,5in 0,1. V limiti t = oo ostanejo samo
jedra C. Opomba: v primeru zag = zsc moramo NDE za Ng resevati drugace (partikularna resitev!).
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Za vajo izradunajmo $e maksimum Ng. Casovni odvod dNg/dt = 0 in resitev je:

_ IN(7pp/ 75c)
T Ut 11,

Ngmx = No(Tac / 7ap) €XP(—t 1 / Tag)

Zapi$imo ¢as maksimuma lepSe, ¢e uporabimo simbol X = zag/ B¢
¢ In x
=7 -_
max AB X — 1

Resitev za Stevili jeder Ng in Nc v primeru x = 1 nismo zapisali, ceprav bi lahko poskusili kar z limitnim
prehodom x - 1, ne da bi reSevali diferencialne enacbe posebej za ta primer. Kako pa je z
maksimumom Ng Vv primeru X = 1? Cas tmax pois¢emo z limitnim prehodom in L'Hospitalovim
pravilom:

1/x

trex (X =1) = 755 - liM =Tpg-liMm, ER =Ths

In x

x—1
T x-1
Temu ustreza viSina maksimuma;:

N (X=1) =N, /e = 0,37 No

S slike je razvidno, da primer x = 1 ne pomeni ni¢ posebnega glede fizikalnega dogajanja. Cim manjsi
je X (to je, ¢im vecji je razpadni ¢as sc), tem ve¢ ¢asa vztraja sistem pri znatnem Stevilu jeder B (rdece
krivulje). Jedra B tedaj »pocasi« razpadajo v jedra C.

1,0
10
0,8
,01 ,5 0,1
0,6
Zo
P
0,4
0,5 0.1
1,01
0,2 1
2
0,0 T T T T T I ! I !
0 1 2 3 4 5
t,,

Slika 22: Grafi Na(t) (¢rna krivulja), Ng(t) (rdece krivulje) in Nc(t) (modre krivulje), normalizirani na
zacetno Stevilo No jeder A in razpadni ¢as zag #
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v Racunski zgled 4.4

Nihanje atomov v ravni molekuli CO2 obravnavamo z mehanskim modelom. Na sredini je ogljikov
atom z maso m, levo in desno od njega pa sta kisikova atoma z maso po M. Med ogljikovim in vsakim
kisikovim atomom je vijacna vzmet s koeficientom k. Ravnovesna razdalja C — O je a (ta podatek pa
v racunu sploh ne igra nobene vloge) in to je hkrati dolzina nenapete vzmeti. Obravnavajte linearno
nihanje teh atomov.

Oznacimo odmik levega kisikovega atoma od ravnovesne lege v desno z x., odmik desnega kisikovega
atoma v desno je xp, odmik ogljikovega pa y. Za lazjo obravnavo enacb si mislimo naras¢ajoce odmike
v desno: X <y < Xp. Tedaj sta obe vzmeti raztegnjeni, tako da se skusata zaradi sile vzmeti spet skr¢iti
in delujeta z ustreznimi silami na atome (slika 23). ZapiSimo drugi Newtonov zakon za vse tri atome:

MX_ =k(y —x.)

my = —k(y =X ) +k(Xp = y) =k(x_ +X5 —=2Y)

MXp = k(y —X%p)

M m M

Slika 23: Molekula CO: kot sistem treh teles in dveh vzmeti; prikazani so odmiki v desno. Vsi trije
odmiki hkrati v desno so dovoljeni, ¢e poleg nihanja vklju¢imo Se translacijo molekule. Sile vzmeti
na telesa so prikazane z rdecimi pus¢icami.

Pri kisikovem atomu smo morali upostevati obe vzmeti: leva ga vlece v levo (negativna sila), desna pa
v desno (pozitivna sila). Predznaki v enacbah so pravilni, ¢e je pri odmiku, ki ustreza pospesku v isti
enacbi, negativen predznak. Pri¢akujemo, da nihajo vsi trije atomi z enako frekvenco, a z razli¢no
amplitudo in fazo. Najbolj prakti¢no je odmike zapisati kompleksno: XL = A exp(iat), y = B exp(iot),
xp = C exp(iat), pri emer so lahko kompleksne tudi amplitude A, B in C. Se pred uporabo teh
nastavkov za odmike vse tri enadbe delimo z ustrezno maso in definiramo: v = (k/M)Y?, o = (k/m)¥?;
to so krozne frekvence za vzmetno nihalo s koeficientom vzmeti k in maso M ali m. Kisikova atoma
imata ve¢jo maso od ogljikovega, M > m, zato velja om < wm. Tri diferencialne enacbe postanejo
navadne enacbe za koeficiente A, B in C:

—w*A=0w,’ (B—A)
~w’B=w,’(A+C—-2B)

~w’C=w, (B-C)
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To je sistem treh homogenih linearnih enacb, ki jih prepiSemo v matemati¢no jasnejSo obliko:
(0° —w,,°)A+ @, B+0=0

o, A+(0* -20,°)B+m,°C=0

0+, B+ (0’ -, )C =0

V resnici je poleg koeficientov A, B in C $e neznana tudi krozna frekvenca o, Ki pa jo v tem sistemu
enacb gledamo kot parameter in ne kot neznanko. Homogeni sistem linearnih enacb ima od ni¢ razli¢ne
reSitve samo, ¢e je determinanta matrike sistema enaka nic:

2 2
o’ - o, Wy, 0
det ? ?20,° * |=0
,, 0] , , =
2 2 2
0 W, 0 —wy,

Dobimo enacbo tretje stopnje za neznanko «’:
° [a)4 — 2w, + @, )0 +w, (o, + Zwmz)J: 0

Prva resitev, o = 0, pomeni samo translacijo celotne molekule, zato ni zanimiva. Hitro se namre¢
prepri¢amo, da ji ustrezajo enaki premiki: A = B = C. ZapiSimo drugi dve resitvi, ki resnicno pomenita
nihanje in se izkaZeta za zelo enostavni:

2
W, =w, +20,
Ker pa je krozna frekvenca po definiciji pozitivna, sta kon¢ni resitvi:

), = Wy

_1222
Wy, =Wy T 20,

Fizikalna interpretacija obeh resitev je preprosta, ¢e vstavimo ti frekvenci v zgornji sistem enacb in
izrazimo zveze med koeficienti. VV prvem primeru, za @ = @1 = owm, ugotovimo: C = -A, B = 0. To
pomeni, da ogljikov atom miruje (zato v enacbi za to krozno frekvenco ni mase tega atoma), kisikova
pa nihata v nasprotni fazi; to je fizikalno smiselno, saj ostaja pri takSnem nihanju tezis¢e molekule pri
miru. V drugem primeru, @ = a, pa nihajo vsi trije atomi: C = A, B = —2(wn?/ov?)A = —2(M /m)A.
Kisikova atoma nihata z enako fazo, ogljikov atom pa gre v nasprotno smer in njegov odmik ima vecjo
amplitudo. Spet ostaja tezis¢e molekule pri miru: AM + Bm + CM = 0.

Ceprav lastnih frekvenc @y in @, ne moremo izradunati direktno, ker moramo poznati koeficient vzmeti
k oziroma ustrezne medatomske sile pa je razmerje obeh frekvenc neodvisno od k:
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2
P2 _ P~ 142M
w; ), m

Razmerje frekvenc, ki ga lahko preverimo eksperimentalno, npr. z absorpcijo elektromagnetnega
valovanja primernih valovnih dolzin, je odvisno le od razmerja znanih mas atomov obeh vrst:

&=,/1+2-@ =191 &
@, 12

¥ Radunski zgled 4.5

Sklopljeno nihanje atomov v kristalni mrezi in hkrati longitudinalno komponento valovanja kot zvok
prikazemo s preprostim 1D-modelom [22]. Z njim obravnavamo N enakih atomov z maso m z
ravnovesno medsebojno razdaljo a. Med sosednjima atomoma je vijatna vzmet s koeficientom k.
Umetno privzamemo, da sta z vzmetjo povezana tudi prvi (najbolj levi) in zadnji (najbolj desni) atom.
Gre bolj za matemati¢no poenostavitev, ki sicer zaradi velikega Stevila N nima nobenega fizikalnega
vpliva na sistem. Obravnavajte linearno nihanje teh atomov in hkrati longitudinalni val ter izrazite
zvoc¢no hitrost.

Ozna¢imo odmik j-tega atoma od ravnovesne lege v desno z x;. Namesto nastavka za nihanje kot pri
prejsnjem zgledu uporabimo nastavek za longitudinalni ravni val, najprej v zveznem priblizku: AXx = A
exp[i(wt — gx)]. Prehod k diskretni sliki ali nihanju posameznih atomov naredimo s substitucijo X = X;
= (j —1)a, ¢e je prvi atom pri x = 0. Torej je nastavek v diskretnem modelu: x; = A exp[i(ewt — q(j —
1)a)]. Newtonov zakon pa pove:

MK = —K(X; =Xj0) + KX = %)) =KXy + X4 = 2)

Uporabimo omenjeni nastavek za xj, krajSamo skupni faktor A, pa tudi Casovni del eksponentne
funkcije in dobimo:

—ma? exp[-iq(j —1)a] = k{exp[-igja]+ exp[-iq(j — 2)a] - 2exp[-iq(j —1)a]}
Krajsamo pa lahko tudi exp[—iq(j — 1)a)], enacbo pa delimo Se z —m:

2

w® = —% {exp[-iqa]+ expliga] - 2}

ali

A 4k . ,(Qqa
=22 = sin?( 92
o' = {L—cos[gal} —sin ( ; }

Ta problem je v matemati¢nem smislu drugacen kot problem nihanja molekule CO». Zdaj izrazimo
krozno frekvenco kot funkcijo valovnega Stevila q:

W= 2\/E sin (%j = 2w, sin (%]
m 2 2
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Uporabili smo krozno frekvenco enostavnega vzmetnega nihala: ao = (k/m)*2. Fazna hitrost valovanja
je:

C=Q=2ﬂ.sin(%j
q q 2

Grupna (skupinska) hitrost je:

dw ga
Cg :E:woa'cos 7

V primeru dolgih valov ali majhnega valovnega vektorja q = 2n/4 velja qa/2 << 1 in se fazna in grupna
hitrost ujemata (ni disperzije):

Kako bi to izrazili Se drugace, z makroskopskimi parametri snovi, namesto s tremi mikroskopskimi
parametri m, k in a (m = masa atoma, k = medatomska vez, podana kot konstanta vzmeti, a = ravnovesna
razdalja med sosednjima atomoma)? Povedano drugace: kako bi se vrnili k zvezni, makroskopski sliki
valovanja v snovi, s katero smo reSevanje problema pravzaprav zaceli? Namesto vzmeti si mislimo kar
ravno tanko palico s prerezom S in dolzino a. Youngov modul palice je E, Hookov zakon zanjo pa je:
F = kx = ESx/a. Temu ustreza konstanta vzmeti k = ES/a. Namesto da bi bila masa m zbrana v kroglicah
(atomih) med vzmetmi, je enakomerno porazdeljena kar po tanki palici, ki hkrati deluje kot vzmet: m
= pV = pSa. Zlozimo vse skupaj za dolge valove:

\/? [ES/a \F
C=m,a=,—-a= .a= |—
m pSa Yo

To je hitrost zvoka v trdni snovi. #

Med sisteme sklopljenih diferencialnih enacb spadajo tudi vektorske diferencialne enacbe, kjer je vec
komponent vektorja odvisnih od neke neodvisne spremenljivke, hkrati pa se te komponente v enacbah
prepletajo. V naslednjih dveh zgledih obravnavamo gibanje v dveh dimenzijah.

¥ Radunski zgled 4.6

V koordinatnem sistemu (X, y) teCe reka s konstantno hitrostjo ¢ = (0, ¢) vzporedno z 0sjo y, njena
bregova pa sta pri x = 0 in x = a (a = $irina reke). Clovek v ¢olnu za¢ne svoje gibanje po reki v zacetni
tocki na desnem bregu, na osi X: To(a, 0), njegov cilj pa je priti do levega brega (kjerkoli na osi y).
Vendar pa je njegovo gibanje posebno: ¢oln namre¢ usmerja tako, da je vedno obrnjen proti izhodis¢u
koordinatnega sistema, njegova relativna hitrost glede na recni tok pa je konstantna in enaka vo. Kje in
pri katerih pogojih bo pristal ob levem bregu?

Najprej izrazimo komponenti relativne hitrosti ¢olna glede na re¢ni tok. Ker je ¢oln vedno obrnjen proti
izhodiscu, kjer koli se nahaja, sta obe komponenti negativni: Vix = —Vo COS @, Vry = —Vo Sin ¢. Pri tem je
@ azimut, katerega kotni funkciji lahko izrazimo s koordinatama tocke, kjer se nahaja ¢oln, zato velja:
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X
VI'X __VO T
VX2 +y?
y
Vry :—V0 .

Resni¢ni vektor hitrosti ¢olna glede na mirujoca bregova je vsota hitrosti re¢nega toka in relativne
hitrosti ¢olna glede na tok:

V —%—_V .L
X dt 0 ’x2+y2
v :ﬂ:c—vo- y

Yo dt /x2+y2

To je sklopljen sistem dveh diferencialnih enacb prvega reda. Najlaze ga reSimo tako, da enacbi delimo
med seboj:

Vy dy Voy_C\/X2+y2
v _dx_y_ Vo X

X

Problem sistema dveh diferencialnih enacb nam je tako uspelo pretvoriti v precej lazji problem NDE
za funkcijo y(x). Imamo pa v matemati¢nem smislu $e nekaj novega — homogeno diferencialno enacbo:
obe spremenljivki se pojavita tako v Stevcu kot imenovalcu v enaki (prvi) potenci. Taksne enacbe
reSujemo v splo$nem z nastavkom y(x) = X - u(x), kjer is¢emo novo funkcijo u(x). Najprej izrazimo
odvod odvisne spremenljivke y z novo funkcijo: y'(x) = u(x) + xu'(x). Vstavimo to v zgornjo enacbo
brez pisanja argumenta x pri odvisni spremenljivki:

VoXU—Cy/ X2 + (xU)?

Vo X

U+ Xu'=

Enacba se poenostavi v

c
XU'= ——~/1+u?
VO

Pisimo u' = du/dx in lo¢imo spremenljivki, pa Se integrirajmo:

0'\/1+U2 VOa X

V zadetni tocki je namre¢ X = a,y = 0 - u = 0. Integrirajmo do konca:

u
In(u+\/1+u210:—iln X

Vo

j- du c pdx

X
a
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In(u+\/1+u2):—£lnZ

vV, a

a

—c/vy
U++1+u® = (Ej

—c/vy
Y i (yIx)? =(§J
X a
y+ [XZ +y2 :aC/VOXl—C/VO

Nismo sicer dobili popolnega opisa gibanja, torej funkcij x(t) in y(t), temve¢ le implicitno podan tir
gibanja y(x), kar pa nam zadostuje. IzraGunajmo limito desne strani enacbe v primeru x = 0. Limita je
odvisna od eksponenta 1 — c/vo. V primeru Vo > ¢ (Coln je hitrejsi od recnega toka) je ta eksponent
pozitiven in limita je ni¢, torej tudi y = 0 na levi strani enacbe; Coln pristane v izhodi$¢u koordinatnega
sistema. V. mejnem primeru, Vo = C, je limita na desni strani enac¢be enaka a, zato mora za y veljati y =
al2.V primeru Vo < ¢ (Coln je pocasnejsi od recnega toka) je eksponent negativen in limita je neskon¢na,
torej tudi y = oo na levi strani enacbe; ¢loveku s ¢olnom ne uspe doseci levega brega reke. Na sliki 24
so prikazani grafi tirov gibanja v brezdimenzijski obliki (a = 1) pri petih razli¢nih razmerjih c/vo. Pri
racunanju tock za grafe si pomagamo s parametri¢nim zapisom koordinat X in y, za parameter pa
uporabimo kar zgoraj definirano spremenljivko u:

a

—clvy
X
U++1l+u® = [—j
iz Cesar izhajata enacbi za koordinati:

Vo /C
x=a~(u+\/1+u2T
Vo /C
y:ux:au-(u+\/1+u2)

Ker ni zveznega prehoda, kje bo ¢oln pristal, ko spreminjamo razmerje C/vo, temve¢ so samo opisane
tri moznosti, je vedenje funkcij y(X) za c/vo = 1 (z izjemo funkcije z natanénim razmerjem 1, mejni
primer, rdeca ¢rta na sliki) v blizini x = 0 precej nenavadno in divje: grafi se zelo ukrivijo (skoraj
prelomijo), in sicer proti izhodi$¢u ali pa proti neskonéni vrednosti za y. Ze funkciji za ¢/vo = 0,9 in 1,1
na sliki sta mo¢no ukrivljeni (pogled morda zavaja, a npr. funkcija za c/vo = 0,9 mo¢no »zavije« proti
izhodi$¢u in ¢oln ne pristane npr. pri y = 0,25, kot se zdi).

V primeru vo < ¢ mora Clovek izbrati preprostejSo strategijo, npr. da je Coln ves Cas usmerjen
pravokotno na smer toka reka (opis gibanja je tedaj zelo preprost). Tako bo dosegel levi breg v
najkrajSem mogocem casu, res pa ga bo tok odnesel nekam na os Y, pro¢ od izhodisca.
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Slika 24: Tiri gibanja y(X) za razli¢ne vrednosti C/vo #

¥ Radunski zgled 4.7

V kemijski reakciji snovi A in B reagirata v snovi C in D, kar zapisemo kot A + B = C + D. To hkrati
pomeni, da iz enega mola snovi A in enega mola snovi B nastane po en mol snovi C in D. Stevilo
molov kemijskih komponent oznac¢imo z enakimi ¢rkami, le da so nagnjene: A, B, C in D. Zanima nas
¢asovna odvisnost teh koli¢in (dinamika sistema). Dinamiko opiSemo s preprostim sistemom navadnih
diferencialnih enacb prvega reda:

A=B=-kAB+k,CD
C=D=-A

Enakost absolutnih vrednosti ¢asovnih odvodov vseh koli¢in je posledica tega, ker vse snovi vstopajo
ali izstopajo iz reakcije npr. s po enim molom. ReSite ta sistem v splo§nem, posebej pa v primeru A(0)
=B(0) = Ao, C(0) = D(0) = 0.

Ker so vsi odvodi enaki ali nasprotno enaki, se ustrezne koli¢ine razlikujejo samo za konstantni ¢len.
Tako lahko zapisemo: B = A + ¢, C = —A + ¢2, D = —A + c3. Konstante cz, ¢z in ¢3 so odvisne od
zacetnih pogojev, pri reSevanju problema pa bomo prisli Se do ene konstante. Namesto 4 enacb imamo
torej samo eno enacbo za neznanko A:

Azi—?=—klA(A+cl)+kz(—A+cz)(—A+cs)

To je enacba z locljivima spremenljivkama A in t, ki ju hitro lo¢imo in enacbo Ze integriramo:

_[ dA

2—=t+C4
aA” +bA+c
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Na desni strani smo takoj integrirali po ¢asu in dodali $e Cetrto konstanto. Koeficienti kvadratne
funkcije v imenovalcu pod integralom na levi strani enacbe pa so: a = ko — kg, b = —kic1 — ka(C2 + €3), €
= kaC2Cs. Resitev integrala je odvisna od predznaka diskriminante D = b? — 4ac. Izkaze se, da je v
primeru D < 0 reSitev nesmiselna, saj bi pri integriranju dobili arkus tangens, oziroma po obratu bi bila
spremenljivka A povezana s tangensom casa, torej periodicna v Casu in v diskretnih ¢asih celo
neskon¢na. Smiselna je torej samo resitev pri pozitivni diskriminanti, ko lahko imenovalec razcepimo
in pridemo da logaritemskih resitev. Resitev za D > 0 je torej:

1 | 20A+b- JD
\/_ 2&A+b+\/_

Enacbo lahko obrnemo:

A= i{—b +/D- coth[g (t +C4)H

2a

Bodimo za zdaj $e splosni in zapiSimo A(0) = Ao, B(0) = Bo, C(0) = Co, D(0) = Do. Konstanto c4 takoj
izraCunamo iz prejSnjega izraza, ¢e vstavimo t = 0 in A = Ag. Vendar moramo $e prej upoStevati €1 =
Bo — Ao, C2 = Co + Ag in 3 = Do + Ao. Od teh parametrov sta namreé odvisna tudi b in D. Sele potem
izrazimo cs:

i 287 tb- JD
\/_ 2aA0+b+\/_

Obravnavajmo zdaj poseben zgled: A(0) = B(0) = Ao, C(0) = D(0) = 0. Tedaj velja: c1 =0, c2 = c3 = Ao.
Tedaj so parametri: a = kz — ki, b = —2kzA0, € = kaAo?, D = 4kikoAo®. &

¥ Radunski zgled 4.8

V najenostavnejSem modelu (Lotka in Volterra) interakcije med populacijama dveh razli¢nih zivalskih
vrst (naj bodo to jeleni kot plen in volkovi kot plenilci) ne upostevamo drugih naravnih omejitev, kot
je npr. omejena zaloga hrane za jelene. Model dobro drzi, ¢e jelenov v nekem okolju ni prevec.
Trenutno $tevilo jelenov naj bo J, volkov pa V. Ustrezni diferencialni enacbi prvega reda za ¢asovni
odvisnosti J in V sta:

J =kJ —k,V
V = —kV +kyJV

Enacbi sta nelinearni in model nekoliko spominja na prejs$nji zgled za kemijsko reakcijo. Konstante ki,
ko, k12 In ko1 SO pozitivne. Prvi ¢len na desni strani enacbe za odvod dJ/dt torej pomeni, da bi populacija
jelenov brez volkov narascala eksponentno, medtem ko ustrezni negativni ¢len —k2V pri volkovih
pomeni, da volkovi brez jelenov eksponentno hitro izumrejo. Clena s konstantama ki in k21 Se pojavita,
ker volkovi plenijo jelene. Pois¢ite neniCelno stacionarno reSitev zgornjega sistema enacb. Potem
predvidite majhna odmika obeh populacij od stacionarnih vrednosti, enacbi linearizirajte in resite v
splosnem. Ugotovite funkcijsko obliko diagrama V(J).
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Stacionarno reSitev dobimo, ¢e postavimo oba ¢asovna odvoda na vrednost 0. Stacionarni vrednosti
ozna¢imo z zvezdico. V prvi enacbi krajSamo J in dobimo za volkove: V* = ki/ki2. V drugi enacbi
krajSamo V in dobimo za jelene: J* = ko/k21. Namesto s spremenljivkama J in V v splosnem zdaj raje
rac¢unamo z obema odmikoma, X iny, Kjer velja: J = J* + X, V = V* + y. Predpostavimo x << J* iny <<
V*, Vstavimo to v diferencialni enacbi:

X =K (I *+X) =K, (I *+X)(V *+Y)

y= _kz(v *+y) + k21(‘] *+X)(V *+y)

Pri odvodih na levi strani ena¢b smo upostevali, da sta J* in V* konstanti, s ¢asom pa se spreminjata X
in y. Zmnozimo vse na desni strani enacb. Zanemarimo lahko ¢len s produktom Xy, ki je najmanjsi.
Upostevamo Se da se v prvi enacbi izni€ita ¢lena KiJ* in —k12J*V*, v drugi enacbi pa ¢lena —kaV* in
ko1J*V*, saj je ravno to pogoj za stacionarnost resitve z J* in V¥, ki smo jo ze upostevali zgoraj. Pri
¢lenih, ki nam potem ostanejo, upoStevamo Se zvezi V* = ki/Ki2 in J* = ko/ko1. Tako nazadnje dobimo
kar enostaven sistem enacb, ki ga zapiSemo v matri¢ni obliki:

. 0 -k
[X} “ [X}

71|k

Y1 |22y 0 y

k12

Lastni vrednosti matrike sistema povesta, kako se vede sistem pri razliénih zacetnih pogojih. Ce bi bili
obe lastni vrednosti negativni, potem bi bili V* = ki/ki2 in J* = ko/kz1, stabilni (atraktor), to je, ne glede
na zacetna odmika Xo in yo. damo da sta dovolj majhna, bi s ¢asom konvergirala proti 0. V nasem
primeru pa ni taka, saj se lahko bralec hitro preprica, da sta lastni vrednosti imaginarni. Gre torej za
dinami¢no ravnovesje: vrednosti x in y nihata okrog vrednosti 0. Zato je smiselno poskusiti s kotnima
funkcijama: x = A cos(wt) + B sin(at), y = C cos(wt) + D sin(wt). Zavedati se moramo, da niso neznanke
samo delne amplitude A, B, C in D, temve¢ tudi krozna frekvenca . Bralec naj sam vstavi ta nastavek
v zgornji sistem enacb v matriénem zapisu, izenaci posebej koeficiente pri kosinusu in sinusu, pa bo
dobil tele 4 enacbe: 1) wA = (Kiokao/k21)D, 2) @B = —(Ki2ka/k21)C, 3) —wC = (kaiki/k12)B, 4) wD =
(k21k1/k12)A. Delimo npr. prvo enacbo s Cetrto, pa takoj odpravimo neznanki A in D in izraunamo
krozno frekvenco: @? = kiko. Enak rezultat bi dobili s kombiniranjem druge in tretje enac¢be. Nazadnje
eksplicitno izrazimo ¢ zvezo med A in D ter zvezo med B in C: D = (ki/k2)Y?(kai/ki2)A in C =
—(ka/k1)Y?(k12/k21)B. Za dve konstanti (izbrali smo A in B) moramo v splo$nem pustiti poljubni
vrednosti, saj potrebujemo za reSitev problema Se dva zacetna pogoja (npr. vrednosti X iny v ¢asut =
0). Zapisimo celotno resitev za majhne odmike x in 'y, to je majhni amplitudi A in B:

J ::—2+ Acos(\fkk, -t)+ Bsin(Jkk, -t)

21

\Vj =£_ ﬁ .&Bcos( /klk2 t)-|— %-%Asin(,/klkz t)

k12 1 k21 2 12

Ce eliminiramo &as, dobimo enaébo elipse za funkcijo V(J). Najlepse to ugotovimo, &e izberemo B =
0. S tem ne izgubimo pri splosnosti, saj lahko to dosezemo s primerno izbiro trenutka t = 0. PrepiSimo
poenostavljeni enacbi za premika x in y:
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X= Acos(,/klk2 -t)
y= \/E-ﬁAsin (,/klk2 -t)
k2 klZ
Po eliminaciji ¢asa res dobimo: x*/a? + y?/b? = 1, kjer sta polosi a = A in b = (ki/k2)*?(k21/k12)A. Se veg,
poznamo obhodni ¢as za kroZenje fazne tocke po tej elipsi: to = 2m/w = 2m/(kik?)Y2. KroZenje je v

pozitivni smeri — nasprotno od urinega kazalca. #

¥ Radunski zgled 4.9

To je problem sklopljenega sistema parcialnih diferencialnih enacb. V resonatorju, to je v kovinski
Skatli z robovi a, b in c, je stojno elektromagnetno valovanje (EMV). Valovni enacbi za obe polji
(jakost elektri¢nega in gostota magnetnega polja) sta:

-

;E—CZ'VZE
)z

328—02-V2E§

Zapisite najprej splosno resitev za obe polji. Potem upostevajte robne pogoje za elektri¢no polje: ob
kovinski steni je od ni¢ razlicna le njegova komponenta, ki je pravokotna na steno. Upostevajte Se
Maxwellove enacbe, da povezete med seboj vse komponente obeh polj. Zaradi prakti¢nosti izberite
kartezi¢ni koordinatni sistem tako, da lezijo koordinate tock znotraj resonatorja v obmocju 0 <x<a, 0
<y<b0<z<c.

Podrobneje analizirajmo le funkcijski razcep komponente Ex celotnega EMV, saj je ra¢un za druge

komponente analogen: Ex = X(X)Y(y)Z(z)T(t). Is¢emo vse stiri funkcije neodvisnih spremenljiv in
ustrezen PDE je:

XYZT =c? - (X"YZ + XY"Z + XYZ")T
Njena splosna resitev je preprosta:

X = Acos(k, x) + Bsin(k, x)

Y =Ccos(k, y) + Dsin(k, y)

Z = Ecos(k,z) + Fsin(k,z)

T =Gcos(at) + H sin( at)

kjer velja znaéilna zveza med krozno frekvenco in valovnim vektorjem: «? = c?k? = c?(ks® + ky? + k/).
Pravzaprav bi lahko Ze takoj na zacetku za najsplosnejSo resitev uporabili manj prostih konstant, ko
smo jih zapisali. Ampak s tem se nam ni treba ukvarjati, ker lahko splo$ni nabor resitev takoj skr¢imo.
Prvi¢, konstanti G in H v ¢asovnem delu funkcije sta doloceni z za¢etnimi pogoji. V fizikalnem smislu
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ne izgubimo nicesar pri splosnosti, ¢e izberemo G = 0, H = 1. Dalje, robni pogoji (pravokotnost
elektri¢nega polja na mejne ploskve) zahtevajo za komponento Ex enacbe: Ex(y = 0) = Ex(y = b) = Ex(z
=0) = Ex(z = c¢) = 0. V vsakem od teh skrajSanih zapisov sta drugi dve kartezi¢ni koordinati poljubni,
ker gre za celotno ploskev. To pa najprej pomeni: C = E = 0. Druga dva pogoja sta: kyb = nix, k,.c =
nzm, Kjer sta ny in nz poljubni naravni Stevili (ni¢ ne pridobimo pri splosnosti, ¢e gledamo vsa cela
Stevila). ReSitev za vse tri komponente jakosti elektri¢nega polja lahko zdaj zapisemo takole:

E, =[A, cos(k, x)+ B, sin(k,x)]sin ( nl;tyjsin [ nZ:stin( ot)

. [ NymX . . (hymz
E, :s|n( Sa [Ay cos(k,y) +B, sm(kyy)]sm( 4c

]sin( wt)

E, = sin(nf’;rx sin(nﬁt:[yj[AZ cos(k,z) + B, sin(k, z)sin( et)

Vendar pa gre seveda pri vseh treh komponentah polja za isti valovni vektor k = (ky, ky, k), sicer
vektorske enacbe za elektricno poljsko jakost ne moremo zadovoljiti. Zaradi vec¢je urejenosti
preimenujemo Stevila Ny, N2 in N3 in enacbe prepisemo:

E = [AX cos( nlnxj + B, sin ( n,7X ﬂ sin ( nzny}sin ( g2 jsin( wt)
a a b C
E, =sin ( nlnx){Ay cos( nznyj + B, sin (wﬂsin (Mjsin( at)
a b b C
E, =sin [ nlnxjsin ( N1y ]{ A, cos(%j +B, sin ( g7z ﬂ sin( wt)
a b c C

V splosnem so v oglatih oklepajih dovoljeni kosinusni in sinusni ¢leni. Da poenostavimo nadaljnjo
obravnavo, obdrzimo le kosinusne ¢lene, konstante pri teh ¢lenih pa preimenujemo:

E,=E, cos( nlnxjsin(nznyjsin[ng’ﬂjsin( at)
a b c

E, =E, sin(nlnxjcos[ nznyjsin(nsansin( wt)
a b c

E,=E, sin(nlngsin[nfy}os( nia]sin( at)

Vendar pa mora biti divergenca jakosti elektri¢nega polja enaka ni¢, saj v vakuumu v resonatorju ni
elektricnih nabojev. 1z te enakosti izhaja enacba:
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n,m n,m N,m
— B +——E, +—E,; =0
a b C

tako da je ena od treh komponent vektorske amplitude polja, Exo, Eyo ali Ezo, dolo¢ena z drugima dvema.
Da izraCunamo gostoto magnetnega polja, nam ni treba zaceti z diferencialno enacbo zgoraj, temvec si
pomagamo z Maxwellovo enacbo:

VXE:a—B
ot

Ce pri ¢asovnem delu funkcij za komponente gostote magnetnega polja namesto sinusne funkcije

vzamemo kosinusno in izvedemo operator rotorja nad komponentami elektricne poljske jakosti,
dobimo izraze:

(n n n,mz
B, =B, sm( 1nxjcos( zgy]cos( L )cos(a)t)
a c

nax) . (n n,nz
B, =B,,cos X sin| 22 | g s™ cos(at)
oo a b c

B, =B, cos[ nlnxjcos oy sin(ns’ﬂ]cos(wt)

a b C
kjer so komponente vektorske amplitude gostote magnetnega polja enake: Bxo = (n3mEyo/c — nom
Ezo/b)/ @, Byo = (N1tEz0/a — n3nExo/C)/ @ in Byo = (N2nExo/b — nimEyo/a)/ . Enostavno se da preveriti, da
sta si vektorski amplitudi Eo = (Exo, Eyo, Ez0) in Bo = (Bxo, Byo, Bz:0) med seboj pravokotni. Z malo vec
racunanja, z upostevanjem zgornje enacbe, da je divergenca jakosti elektri¢nega polja enaka nic¢, pa se
da dokazati tudi zvezo med velikostma polj: Bo = Eo/c. Glede zadnjih dveh lastnosti se stojni EMV v
resonatorju ujema s potujo¢im EMV. Razlika med njima pa je, da v resonatorju glede casovnega dela
elektricno in magnetno polju v izbrani tocki nista v isti fazi. #
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VARIACIJSKI RACUN

Variacijski racun v sploSnem

V najenostavnejSem primeru variacijskega rac¢una je naloga poiskati funkcijo y(X), tako da doseze
ekstrem (minimum ali maksimum) naslednji integral [12, 18, 23]:

=[x y (), y'(x) )k (5.1)

Pri tem je funkcija f pod integralom dana funkcija treh spremenljivk: neodvisne, odvisne in odvoda
odvisne spremenljivke po neodvisni. Ceprav smo zapisali nedoloéeni integral, gre v zna¢ilnih fizikalnih
nalogah najveckrat za doloceni integral, ni pa nujno, da sta integracijski meji znani vnaprej. Integral
(5.1) ima ekstremno vrednost glede na vse mogoce, navadno gladke, funkcije, ¢e velja za funkcijo y(X)
naslednja enacba:

d( of of
&(&]‘5 52

Imenujemo jo Euler-Lagrangeeva enacba (ELE). Razen v izjemnih primerih, kot bomo spoznali v
nadaljevanju, je to enaCba drugega reda, saj pridemo do drugega odvoda y"(x) pri odvajanju odvoda
y'(x) po spremenljivki X na levi strani enacbe. Pri parcialnih odvodih of/dy in of/oy' moramo na funkciji
y in y' najprej gledati kot na neodvisni spremenljivki in Sele pri popolnem dovodu d/dx upostevamo
njuno odvisnost od neodvisne spremenljivke.

Preidimo k ve¢dimenzionalnemu problemu. Vzemimo, da je naSa naloga izracunati funkcijo dveh
spremenljivk z(x, y), tako da doseZzemo ekstrem dvojnega integrala:

| = H f(x,y,2(x,y),8z(x, y)/ &x,z(x, y)/ dy Jdxdy (5.3)

Zdaj je funkcija f pod integralom dana funkcija petih spremenljivk. Ustrezni ELE za funkcijo z(x, y) je
PDE v splo$nem drugega reda:

of o\ of o _of 54)
ox\d(ezlox)) oy\olezley)) oz '

Enacbe lahko posploSimo na probleme s funkcijo ve¢ kot dveh spremenljivk.
Druga mogoca posploSitev naloge v zvezi z integralom (5.1) pa je, da je funkcija f odvisna od ve¢

odvisnih spremenljivk, neodvisna pa je ena sama. Na primer i§¢emo neznani funkciji yi(x) in y2(x),
tako da doseZe ekstrem naslednji integral:

= [ 106 Y200, Y500, 2" (0, ¥, () )l (55)
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V tem primeru resujemo namesto enega ELE sklopljen sistem dveh taksnih enacb:

i(ijzi 562)
dx |\ oy, oy,
1( of ]:i (56 b)
dx\ oy, ) oy,

Podobno velja, ¢e imamo vec kot dve odvisni spremenljivki.

Seveda pa v fiziki niso izjemni primeri kombinirane posplositve, kjer je ve¢ neodvisnih in prav tako
ve¢ odvisnih spremenljivk. Tedaj moramo reSevati sklopljen sistem PDE. Na primer, tri neodvisne
spremenljivke so kartezi¢ne koordinate X, y in z, sklopljenih Sest funkcij pa so komponente dveh
vektorskih polj E(r) in B(r), kjer je krajevni vektor r = (X, y, z), polji pa sta jakost elektriénega in
gostota magnetnega polja. To je takrat, ko geometrija fizikalnega sistema nima kake posebne simetrije
in zato ne moremo skréiti Stevila neodvisnih in odvisnih spremenljivk.

Obravnavajmo Se poseben zgled robnih pogojev v eni dimenziji v zvezi z integralom (5.1). Vzemimo
integracijski interval z mejama x = a in x = b. Ce sta vrednosti iskane funkcije y(x) v mejnih to¢kah, to
je y(a) in y(b), predpisani vnaprej, potem pri reSevanju enacbe (5.2) ni ni¢ posebnega. Najprej reSimo
NDE drugega reda v splosnem in dobimo Se dve nedoloceni konstanti, ki ju izraCunamo kasneje z
upostevanjem obeh robnih pogojev. V fiziki pa so pogosti tudi primeri, ko minimiziramo prosto
energijo F, ki poleg integrala (5.1) vsebuje Se znani funkciji vrednosti odvisne spremenljivke v obeh
mejnih toc¢kah:

F=|f(xy(x),y x)dx+g,(y@)+9,(y(b)) (5.7)

D ey T

V tem primeru se izkaZe, da ELE v notranjosti intervala ostane enak kot prej, (5.2), le robni enacbi sta
nekoliko bolj zapleteni. Izpeljimo ju, saj je to hkrati prikaz izpeljave enacbe (5.2). Osnova izpeljave je
variacija proste energije F: namesto funkcije y(x), ki jo minimizira, vstavimo v izraz (5.7) nekoliko
spremenjeno funkcijo y(x) + h(x), kjer si mislimo, da so vrednosti pristete funkcije h(x) v vseh to¢kah
majhne. Nova vrednost proste energije F je:

Fo= ] (% y()+h(x), y'(x) + h'())dx + g, (y(a) + h(@)) + g, (y(b) + h(b))

D C——y T

Zaradi spremenjenih vrednosti spremenljivk funkcij f, g1 in g2 uporabimo posploseni Taylorjev razvoj
do linearnega c¢lena:

of of
f(x,y+hy+h)= f(x,y,y)+—-h+—-h'
( )~ f(xy,y) w "

9.(y(a) +h(a)) = g,(y(a)) + %(a) -h(a)
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9, (y(b) + h(b)) = g, (y(b)) + %(b) -h(b)

Vstavimo vse tri razvoje v izraz za F1 in ugotovimo, da se prvi ¢leni ravno sestejejo v ekstremno
vrednost F za funkcijo y(x). Ce torej zapisemo »variacijo« (majhno spremembo) proste energije SF kot
razliko F1 — F, dobimo izraz:

SF = H%h +%h}dx+%(a)h(a) +%(b)h(b)

Da pisava ni bila predolga, pri integralu nismo poudarili eksplicitne odvisnosti od neodvisne
spremenljivke X, pri drugih dveh ¢lenih pa smo pokazali, da se racunata v tockah a in b. Pri drugem
¢lenu v integralu uporabimo metodo per partes:

_b q —i ﬂ ﬂ b % ag_z
* _ﬂayh dx(ay']h}d)(j{(ay.]h}‘;r 5 (@h@+ 32 o)

Sklepajmo naprej na kratko. Ce gre za ekstrem F, potem je znano, da je variacija 8F v limiti »majhnih«
h enaka nic¢, pri ¢emer pa je h poljubna funkcija. Prvi ¢len z integralom mora biti sam enak nic; ker
lahko v integralu h izpostavimo in je h poljuben, je edina moznost: of/oy —d/dx(cf/oy’) = 0, in to je
enacba (5.2). Ostanejo le Se 4 ¢leni v robnih tockah, ki jih razvrstimo drugace:

{% (a) - [%j(a)}h(a) + {% (b) + (%](b)}h(b)

Ker lahko vrednosti funkcij variiramo pri x = a in pri X = b neodvisno pri poljubnem h, morata veljati
robni enacbi:

(o9, (o )], _
_a_y + (ay'ﬂ(b) =0 (5.8b)

¥ Radunski zgled 5.1

Svetlobni zarek gre v ravnini (X, y) skozi plast snovi, v kateri se lomni koli¢nik n spreminja le v smeri
0si X. Z nacelom najkrajSega Casa potovanja zarka med tockama Ti(X1, Y1) in T2(X2, Y2) pokazite, da
velja lomni zakon.

Svetlobna hitrost v opti¢énem sredstvu je dolo¢ena z lomnim koliénikom, ¢ = co/n(X), Kjer je co svetlobna
hitrost v vakuumu. Cas potovanja zarka je:

. %:J-nds :J'n\/(dx)2 +(dy)?

c Co Co
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Z integracijskima mejama se tu Se nismo ukvarjali. Diferenciala dx in dy povezimo z odvodom funkcije
y(x): dy = y" dx, nato pa zapiSimo integral tako, da je razvidna integracijska spremenljivka x:

Jnoov1+(y

Sedaj minimiziramo ta integral, ki ga lahko piSemo brez Co:
= [nGOVL+ (¥ (X)) dx

V splosnem minimizacija integrala vodi do ELE drugega reda (5.2). Ker pa v nasem primeru funkcija
f ne vsebuje eksplicitno spremenljivke y, se enac¢ba poenostavi v enac¢bo prvega reda:

I ¢

V nasem primeru je ta enacba:

ny- L% _c

V1+(y'(X)*

Oznacimo Yy' = tan ¢, kjer je ¢ naklonski kot tangente proti vodoravnici:

tan @

n(x) R S
Ji+tan® e

n(x)-sinp==C

=C

To je lomni zakon v obliki, kot smo jo zapisali pri zvezno spreminjajo¢em se lomnem koli¢niku po
debelini plasti. s

¥ Racunski zgled 5.2

Dokazite, da ima od vseh konveksnih likov z vnaprej danim obsegom najvecjo plos¢ino prav krog.

To je tezja naloga iz dveh razlogov: 1) enacbo meje lika v ravnini moramo namesto s kartezi¢nima
koordinatama zapisati parametri¢no, da pravilno opiSemo sklenjeno krivuljo, b) gre za vezani ekstrem,
ker je obseg konstanten.

Najuporabne;jsi je polarni zapis r = r(¢) z navadnim pomenom: X =r oS ¢, y = r sin ¢. Nasa naloga je
torej poiskati funkcijo r(¢); natan¢neje: dokazati, da je konstantna. PlosCinski element v polarnem
zapisu je dS = pdpd @, kjer je 0 < p< r(@). V geometrijskem smislu si ta element zami$ljamo kot ozek
lok, del zelo tankega kolobarja s polmerom p, debelino dp in sredis¢nim kotom d¢. Je pa dobra vaja,
¢e izpeljemo ploscinski element analiti¢no, kot se to naredi pri pretvorbi med dvema 2D koordinatnima
sistemoma:
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oxlop oxlop
oylop oylog

ds = V) 4= abs(‘ ‘) -dpdg
o(p,9)

ds =|8X/8p-6y/8(0—6X/8(o-8y/8p|-dpdgp

Upostevajmo X = pC0S @, y = psin ¢, parcialno odvajajmo, vstavimo odvode v determinanto in res
ugotovimo: dS = pdpd@. Vendar pa lahko ta plos¢inski element takoj integriramo po spremenljivki p
in izratunamo dS = r’d¢/2. Tudi ta plo§¢ina ima jasen geometrijski pomen: to je plos¢ina ozkega
enakokrakega trikotnika (krozni izsek je skoraj trikotnik) s stranico ds = rd¢ in visino r. S tem smo ze
nakazali, kako izra¢unamo ploscino lika:

2n
S=Id8:%_[r2(go)dgo
0

Pri obsegu moramo biti previdni, saj izraz ds = rd¢ tu ni ustrezen. Pri plos¢ini ozkega lika (pa naj ga
gledamo kot trikotnik ali krozni izsek) namre¢ oblika krivulje r(¢) na robu lika ni pomembna, pri
velikosti odseka ds pri racunu obsega pa je ta oblika vsekakor odlo¢ilna. Pomagamo si z dosledno
matematicno izpeljavo:

ds = /(dx)? + (dy)? =\/(§—;j +[d_y} -do

do

Pozor: tu spet uporabimo x = r(¢) - cos ¢,y =r(¢) - sin . Rezultat je:

ds=/(r')*+r’ -de

Sele zdaj lahko pravilno zapisemo obseg:

0 :J'ds = Tw/(r')2 +r?-de

0

Pri minimizaciji ploS¢ine moramo upoStevati vnaprej dolo¢en obseg, tako da moramo formalno
minimizirati koli¢ino | = S — A0, Kjer je A primerna konstanta, ki se pri taks$nih problemih doloci
kasneje. Minimiziramo torej integral:

I :TErz —A4(r')? +r2]dgo

0

Zdaj v funkciji pod integralom manjka eksplicitna odvisnost od neodvisne spremenljivke ¢. Zato bi
lahko z matemati¢no zvijaco tudi reSevanje te naloge poenostavili kot pri zgledu 5.1, vendar vseeno
ra¢unajmo naprej kot navadno:

of P r

o U ey
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" "2 2 rr'+rr'
r''(r') +r°—r 7\/W

d ,of

~ (Zy=-_,.

do (8r') (r')? +r?
of _y r

or J(r)? +r?
Dobimo dokaj zapleten NDE:

rn. [(rl)Z +r2 _rI. rr+rr
) V(rl)2+r2 —r—4 r

(r')? +r? W

Vendar, ¢e predpostavimo kroznico, ali res deluje nastavek za konstantni polmer: r = R? Tedaj velja r'
=r" =0 in se enacba mo¢no poenostavi:

0=R-4

Enacba je izpolnjena, ¢e postavimo A = R. Torej je kroznica res ena od resitev diferencialne enacbe za
r(), precej tezje pa bi bilo dokazati, da gre res za maksimum ploscine. #

¥ Radunski zgled 5.3

Dokazite ena¢bo veriZnice, to je, da ima nenapeta verizica ali vrvica z enakomerno porazdeljeno maso,
ki se pobesi zaradi lastne teze, obliko hiperbolicnega kosinusa. Minimizirati je treba potencialno
energijo verizice, kar pomeni enako kot minimizirati vi$ino njenega tezis¢a. Konca verizice naj bosta
na enaki visini.

Tu gre spet za vezani ekstrem, saj je dolzina verizice vnaprej doloc¢ena. Izberimo koordinatni sistem v
skladu s simetrijo verizice (slika 25). Njeni robni tocki T1 in T sta pri (—a, 0) in pri (+a, 0). Dolzina
verizice je L in veljati mora L > 2a. Koordinata ymin najnizje tocke T3(0, ymin) Ni vnaprej znana, lahko
pa jo bomo izracunali kasneje. Iskana funkcijska oblika verizice naj bo y(X). Njeno dolzino izrazimo
podobno kot pri zgledu 5.1, samo neposredno s koordinatama x in y:

a
|.:jds:2j (y)2 +1-dx
0
Pri trirazseznem telesu izracunamo eno od koordinat njegovega tezis¢a po definiciji:

w=%ij

Enako naredimo tudi pri tanki verizici, le da je del¢ek njene mase sorazmeren z dolzinskim odsekom
ds: dm = pSds, kjer je S plos¢ina majhnega prereza verizice. Celotna masa verizice je m = poSL. Torej
je izraz za y* podoben kot za L:



VISJIA MATEMATIKA V FIZIKI | 107
M. Ambrozi¢, R. Repnik & M. Slavinec: Variacijski racun

2 2
*= | pS N +1-dx=— "? +1-dx
y pSLlpy(y) Ljy (y")

0

Zaradi vezanega ekstrema minimiziramo integral | = y* — AL:
| = zj(%—ﬁ),/(y')2 +1-dx
0

Spet smo naleteli na zgled, kjer v funkciji pod integralom manjka eksplicitna odvisnost od neodvisne
spremenljivke x. Zato zdaj uporabimo trik z zamenjavo vlog spremenljivk: y(x) = x(y). To pomeni, da
spremenimo tudi integracijsko spremenljivko: dx = (dx/dy)dy = x'dy. Hkrati pa veljay' = 1/x', pri ¢emer
nam je jasno, po kateri spremenljivki odvajamo v obeh primerih. Torej je integral:

L= [ f(y,y)dx=[ f(yl/x)xdy

V nasem primeru je to:

| = Zj(%—ﬂj\/(llx')z +1-x'dy = 2_[[% —/1}/1+ (x')? -dy
Izpustimo nebistveno dvojko in funkcija pod integralom je:

f :(%—/1) 1+ (x)?

Ker manjka (nova) odvisna spremenljivka x, se diferencialna enacba poenostavi v enacbo prve stopnje
podobno kot v zgledu 5.1, of/ox' = C:

z_ﬂj;':c
(L V1+(x)?

Nadaljujemo lahko iskanje funkcijske zveze x(y) ali pa se vrnemo k prvotno zastavljeni funkciji y(x),
ponovno z zamenjavo odvoda X' = 1/y'. Izberimo drugo moznost:

(1_ j;:C
L JJy)?+1

Najprej izrazimo odvod:

2
podr [He=a)
dx C

Pa smo spet pri NDE z lo¢ljivima spremenljivkama. Tokrat se bomo zadovoljili z nedolo¢enim
integralom:
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J— = o
TSk

V integralu na levi strani ena¢be bomo seveda uporabili novo spremenljivko: z = (y/L — 1)/C = dz =
dy/(LC):

dz

Nzt -1

Lcj —x+D

Integral na levi strani enacbe je nas stari znanec — inverzni hiperboli¢ni kosinus:

J. dz =arcoshz = In(z+\/z2 —1)

7% -1
Tako izhaja:
arcosh(y/ L—/Ij _x+D
C LC

y/lL-A4 :Cosh(X—f- Dj
C LC

y= L-{1+Ccosh(x+Dﬂ
LC

Konstante v zadnji enacbi so morda res postavljene nekoliko nerodno, a lahko =zapis hitro
poenostavimo. Prvi¢, tako funkcija cosh kot funkcija y(X) sta sodi, to pa je mogoce edino pri pogoju D
= 0. Drugi¢, upostevamo lahko desni robni pogoj, y(a) = 0:

A+Ccosh a =0—> A =-Ccosh a
LC LC

Prepisimo funkcijo:

oo

Sicer bi lahko uvedli novo konstanto C = LC, vendar je bolj prakti¢no ostati pri zgornjem zapisu, kjer
je fizikalna dimenzija meter vkljucena v znani dolzini L, medtem ko je konstanta C brez enote. In kako
nazadnje izraCunamo C? S tem, da je dolzina verizice res enaka L.:

o[y s 1-dx=2[ Jsinn? )41
L_Z!). (y')° +1-dx 2!\/S|nh (LCJ—i_l dx
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Vendar pa je zadnji integral enostaven:
L= chosh(ij -dx = 2LC sinh (L) 4 2LC sinh (ij
0 LC LC )0 LC

Enacba za C pa ni preprosta:
2Csinh (ij =1
LC
Uvedimo brezdimenzijski parameter o = 2a/L < 1 in t = 2C enacbo prepis§imo za neznanko t:

t-sinh (%) =1

Ena¢bo moramo resiti numeri¢no za dani parameter ¢, na primer z enostavno metodo — bisekcijo.
Nazadnje lahko izraCunamo tudi najniZjo toc¢ko veriznice:

a
.. =Y(0)=-LC-cosh —
Yin = Y(0) (LC)

ylcm

x/icm

Slika 25: Veriznica: L =60 cm, a =15 cm (o= ' - bisekcijada t = 0,23) &

¥ Radunski zgled 5.4

V pobegli radialni strukturi (v tuji literaturi je oznaka zanjo ER = escaped radial) nemati¢nega tekoCega
kristala (NTK) v valju ima direktorsko polje cilindri¢no simetrijo, nematski direktor pa podaja enacba:
N =sin a(p)€, +cosa(p)g,

Nematski direktor je enotski vektor, ki podaja lokalno povprecno usmerjenost dolgih osi molekul [24].
Kot ¢, to je kot med cilindricno geometrijsko osjo in nematskim direktorjem n, je odvisen le od
cilindri¢ne koordinate p, to je od razdalje tocke od geometrijske osi. Enotska vektorja e, in e, sta
lokalna smerna vektorja cilindriénega koordinatnega sistema. Velja (0) = 0, to je, ob geometrijski osi
je nematski direktor poravnan z 0sjo, a(p) pa je narasc¢ajoca funkcija, to je, z razdaljo od geometrijske
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osi se povecuje tudi nagib nematskega direktorja glede na os. Valj je omejen in ima dimenziji R in h.
Uporabimo gostoto proste energije [24]:

f =%{K11(V'ﬁ)2 + Kzz(ﬁ'vxﬁ)2 + K33|ﬁXVXﬁ|2}

Nalogo poenostavimo s priblizkom enakih elasti¢nih konstant, K11 = Kz = Ksz3 = K. Minimizirajte
celotno prosto energijo F (to je integral gostote proste energije f po prostornini valja) in napiSite
ustrezno navadno diferencialno enacbo za funkcijo o(p).

ZapiSimo najprej divergenco in rotor vektorja n v cilindri¢nih koordinatah:

1 d(pn,) 1 . da
V-n=—. = .sina+——-Ccosa
P Op P dp
n .
Vxﬁz—a Le =sina- —é

op 7 do *

Skalarni produkt n - V x n je ni¢, zato odpade drugi (zvojni) ¢len v zavitem oklepaju v izrazu za f.
Vektorski produkt pri tretjem ¢lenu pa je:

- N " _ i da _
nxVxnz[SIna-ep+cosa-ez]x5|na-—e
do 7

_ . da T1. _ _
n><V><n=SInoc-d—-[smo:-eZ —Cosa-ep]
o,

Torej je gostota proste energije:

1 0(1 . da * (da . Y
f==K:| =-sihag+—-cosa | +| —-sih«
2 Yol dp dp

2
f:—K (daj +i da 5|n(205)+i sin®a
2 dp p dp p°

Celotno prosto energijo NTK v valju izraCunamo s trojnim integralom:

2n

!

F=]]]f- pdpdedz

o'—.;u
O ey T

R 2
F :nKhj{(g—a] i da SIn(20¢)+i sin a}pdp
o [\dp ) p dp p

Integrala po kotu in viSini sta namre¢ elementarna. Oznac¢imo funkcijo pod integralom, vklju¢no s

faktorjem p, spet s f, saj ni nevarnosti za zamenjavo z gostoto proste energije, ki je ne bomo vec
potrebovali:
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2
f = [d—a] +£ da S|n(205)+i sinapp
dp p dp p°

Nadaljujemo standardni postopek minimizacije integrala:

of da .
— =2p-—+sIn(2
Sdaldp) ~ 2, T2

2
d 0; +2d—a+2cos(2a) da
d dp

dp(8(da/dp)) P ap

N 292 os2a) + L -sin( 2)
oo dp yo,
Postavimo

d of of

dp a(da/dp)) " da

Enacbo preuredimo in nazadnje pristanemo pri zna¢ilnem ELE drugega reda:

2
d_62¥ i.d_a_i.sm(za) 0
dp

p dp  2p?

V celoti jo lahko resimo numeri¢no, poleg robnega pogoja a(0) = 0 pa potrebujemo Se robni pogoj pri
p = R. Ta je odvisen od interakcije med steno valja in molekulami NTK: navadno opazimo ER-
strukturo pri tako imenovanem homeotropnem sidranju. To pomeni: stene valja molekulam vsiljujejo
smer dolgih osi pravokotno na stene, s ¢imer se pojavi frustracija v smereh v bliZini geometrijske osi
valja; govorimo o »pobegu« smeri molekul v smer geometrijske osi valja. Na sliki 26 je prikazan graf

funkcije a(p).

90
75 -
60 -

45

alstop

30

15 1

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
pIR

Slika 26: Graf numeri¢no izra¢unane funkcije ofp) pri ER-strukturi
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Kote smo izracunali numericno, s preprosto relaksacijsko iterativno metodo za reSevanje zgoraj
zapisanega NDE drugega reda, pri robnih pogojih «(0) =0 in «(R) = 90°. Drugi pogoj pomeni mo¢no
homeotropno sidranje. TakSne metode zahtevajo primerne zacetne vrednosti kota na obravnavanem
intervalu (zaCetni priblizek). Najprimernejs$i zacetni priblizek je kar linearna odvisnost kota od
polmera, saj je z grafa razvidno, da se po relaksaciji funkcija ne razlikuje mocno od linearne funkcije
(je rahlo konkavna). a

¥ Racunski zgled 5.5

V radialno zviti (v literaturi bolj znani pod imenom dvojno zviti, DT = double twisted) strukturi
kiralnega nemati¢nega tekocega kristala (KNTK) v valju ima direktorsko polje cilindri¢no simetrijo,
nematski direktor pa podaja enacba:

n =sin a(p)€, +cosa(p)E,

Kot « je kot pri prejsnjem ra¢unu odvisen le od cilindri¢ne koordinate p. Vendar imamo tu namesto
enotskega vektorja e, vektor e,. Spet velja «(0) = 0, () pa je narascajoca funkcija. Zdaj gre za zasuk
nematskega direktorja okrog vsake radialne osi od sredine proti robu valja. Valj je omejen in ima
dimenziji R in h. Uporabimo gostoto proste energije za kiralni nematik [24]:

f :%{Kll(v'ﬁ)z + Ky, (N-Vxn—q)? +K33|ﬁXVXﬁ|2}

Nalogo poenostavimo s priblizZkom enakih elasti¢nih konstant, K11 = K2 = Kszz = K. Minimizirajte
celotno prosto energijo F (to je integral gostote proste energije f po prostornini valja) in napisite
ustrezno navadno diferencialno enacbo za funkcijo o(p).

Divergenca nematskega direktorja je zdaj enaka ni¢. ZapiSimo Se rotor vektorja n v cilindricnih
koordinatah:

opn,) da _ [1. da j_
c—e =Slna-—e¢+ —-SNao+—-CO0Sx eZ

1
P Op dp P dp

V gostoti prosti energije sta od ni¢ razli¢na drugi in tretji ¢len, zato zapiSimo skalarni in vektorski
produkt nematskega direktorja in njegovega rotorja:

_ d_a+ sin( 2«x)
dp 2p

n-vxn

sin“a _
— -e

NnxVxn - »

Torej je gostota proste energije:

. 2 . 9 2
f:lK d_a+sm(2a)_q N sin“
2 dp 2p p
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2 ) .
R (d_aj L1 de (sin(2cr) —2qp)+ sin Za_qSIn(Za)+q2
2 de) p dp P P

Celotno prosto energijo KNTK v valju izraCunamo z integralom:

R 2 2 .
F :nKhj (d_aj ;1.92 (sin(2a) —2gp)+ sin 206—(:15'r](20[)+q2 pdp
o |[\dp ) p dp P

Yo,

Oznaéimo funkcijo pod integralom spet s f, &len g2 pa mirne duse izpustimo, saj na minimizacijo proste
energije ne vpliva:

‘ (d_aj L1 da (sin(2a)— 2q0) + sina  gsin(2c) »
do) p dp P’ p

Minimizirajmo integral:

of da
—————=2p-—+5sin(2 2
odaldp) 2P g, ToN(2a) — 240
2
i(L)=2p-d—02[+2d—a+2005(2a)~d—a—2q
dp od(da/dp) do dp dp
i_zd—a cos(2a)+— sin( 2a) — 2qcos(2a)
oa dp Yol
Postavimo
d of of

E(a(da/dp))=£

Enacbo preuredimo in priplovemo do kon¢nega ELE:

2
d_Oz‘ Lde 1 Gin(2a)-29.sin?a=0
dp P

p dp 2p°

V celoti jo lahko reSimo numeri¢no, poleg robnega pogoja (0) = 0 pa potrebujemo Se robni pogoj pri
p =R. Ta je odvisen od interakcije med steno valja in molekulami NTK: navadno opazimo DT-
strukturo pri tako imenovanem planarnem sidranju. To pomeni: stene valja molekulam vsiljujejo smer
dolgih osi vzporedno s stenami. Zanimivo je, da bi bila diferencialna enacba brez kiralnega ¢lena (q =
0) enaka tisti za ER-strukturo v prejsnjem zgledu. Preveriti se tudi da, da pri majhnih vrednostih p
dobro velja linearni priblizek a =~ Kp pri obeh strukturah, saj lahko uporabimo priblizek sin(2a) = 2«
in se drugi in tretji ¢len iznicita, prvi ¢len (drugi odvod) pa je ni¢. Pri DT-strukturi je Cetrti (Kiralni)
¢len manjsega velikostnega reda kot drugi in tretji. Vendar pa med ER-strukturo nekiralnega nematika
in DT-strukturo Kiralnega nematika vseeno obstaja bistvena razlika. Medtem ko ER-strukturo vsili
robni pogoj s steno valja, pride do DT-strukture delno spontano, saj je kiralnost v naravi kiralnega
nematika. Res je, da bi kiralni nematik brez omejujocih robnih pogojev prevzel preprostejso heli¢no
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strukturo z eno samo 0sjo vrtenja, vendar pa valj s planarnim sidranjem lahko daje prednost strukturi,
pri Kateri gre za zasuk okrog vseh radialnih osi. Robni pogoj pri p= R naj bo v tem primeru drugaéen
kot pri ER-strukturi iz prej$njega zgleda: stene valja naj vsiljujejo molekulam TK azimutno smer. Ta
je pravokotna tako na radialno smer, kot na geometrijsko os valja, zato jo lahko podamo s smernim
vektorjem e,. Ustrezni kot je a = 90°, vendar pa to ni edina moznost. Kota 90° in 270° sta v primeru
TK ekvivalentna, ker kot 270° ustreza nematskemu direktorju n z nasprotno smerjo kot pri kotu 90°.
Zaradi simetrije je namre¢ struktura NTK neobcutljiva za transformacijo n = —n. Zaradi periodi¢nosti
kotnih funkcij pa so ustrezni vsi lihi mnogokratniki kota 90°. Vendar kota o«(R) zdaj ne bomo
predpisali, ker obravnavamo primer $ibkega sidranja: stene sicer vsiljujejo azimutno smer n, vendar
smer n ni nujno takSna. Vpliv povrSine lahko opiSemo z dodatnim (povrSinskim) ¢lenom proste
energije, ki ostane koncen, ¢e se smer N ne ujema s smerjo +e,. Primerna funkcijska odvisnost tega
¢lena proste energije od kota, je Cos?q, ker je ta ¢len res minimalen (enak ni¢) pri lihem mnogokratniku
pravega kota. ZapiSimo torej Se enkrat celotno prosto energijo:

E_ Jl‘ fdp +W cos?(a(1))

Zapis je ze v brezdimenzijski obliki: R = 1, prosto energijo v brezdimenzijski obliki, prera¢unano na
enodimenzionalni integral, pa smo zapisali Ze zgoraj:

2 . .
tog[92) 1 192 (Gnog) - 2qp)+ & ASN(20) |,
p dp p

dp p

Konstanta W je jakost sidranja nematskega direktorja ob povrSini v brezdimenzijskem zapisu.
Resujemo torej problem, ki ustreza splosnejsi prosti energiji zgoraj, le da je kot pri p= 0 fiksiran: ¢(0)
= 0. Funkcija g2 v nasem primeru je g2 = W cos?(e(1)), ustrezna robna diferencialna enacba (namesto
4.8 b) pa je:

9, (f Y| _
[5 +(aa'ﬂ(1) -0

Eksplicitno jo izrazimo z vstavitvijo funkcij f in g2. ZapiSimo zdaj skupaj Se enkrat ELE in obe robni
enacbi:

2

d 02‘+£.d_a_i2.3in(2a)_2—q-sin2a20
dp® p dp 2p P

«a(0)=0

{d_a +£(1—W)sin( 2a) — q}(l) =0 &
do 2

¥ Radunski zgled 5.6

V tej nalogi zapiSimo direktorsko polje NTK v kartezi¢nih komponentah v splosnem:
i = (sin Qcosy, sin Qsiny, cosQ)
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Pri tem sta parametra (»smerna kota«) £21in y odvisna od koordinat x, y in z, razen tega pa je izpolnjen
normalizacijski pogoj: n + ny? + n,2 = 1. Nalogo kar takoj poenostavimo s priblizkom enakih elasti¢nih

konstant, K11 = K22 = K33 = K. Zato lahko poenostavimo tudi zapis gostote proste energije:
f :%K{(V-ﬁ)z £ (Vxn)?)

Minimizirajte celotno prosto energijo F in napisSite ustrezni sistem PDE za parametra 21in y.

Pri racunu divergence in rotorja nematskega direktorja moramo paziti na posredno odvajanje prek obeh
kotov. Ne bomo podrobno opisali tega rauna, ker je za bralca dovolj preprost, le nekoliko dolgovezen.
Podajmo le zgled, kako racunamo enega od parcialnih odvodov po koordinatah:

oy

on os2 ] ]
X =C0SQ-—-CcoS —SIin 2-siny -——
ox oV Y ox

Ko zlozimo skupaj vse odvode, dobimo:
f = % K{(VQ)? +5sin2 Q- (V)2 +sin(2Q)- f,, +2sin2 Q- (f,, -cosy + £, -siny )}
kjer smo definirali funkcije odvodov fyy, fx, in fy;:

Simetrija teh funkcij pri ciklicni permutaciji koordinat je ocitna. Prosto energijo izrazimo s
prostorninskim integralom njene gostote:

02 02 02 oy Oy Oy
F=[[[ f oy, &2,%2 &2 0V OV OV 4y dydz
It o s o o oy o Y

V splosnejsem primeru bi lahko bila funkcija pod integralom eksplicitno odvisna tudi od koordinat X,
y in z, v naSem primeru pa ni. Ta variacijski problem spada v najsplo$nejsi tip, ker imamo dve Se
neznani funkciji (£2in y) in tri neodvisne spremenljivke — kartezi¢ne koordinate. Zato iz minimizacije
proste energije izhaja sistem dveh PDE:

oo ooy o | oy o |_of
ox| o(0Q1ox) | oy| a@eldy) | az| el | @

Q
Q{LPQ{L}&[ of }J’f
ox| oy iox) | oy|o@wlay) | ez|o@wier)| ow
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Kon¢ni enacbi sta:
2 1. 2
V2Q = Esm( 2Q)-(Vy)

Viy =-2cot(Q)-(VQ-Vi)

¥ Radunski zgled 5.7

Do Poissonove enacbe v elektrostatiki lahko pridemo z iskanjem ekstrema naslednjega integrala [8]:
S=[f(p VeV

kjer navadno integriramo po vsem 3D prostoru, ¢ je elektri¢ni potencial, funkcija f pod integralom pa
je odvisna tudi od gradienta potenciala in ima obliko:

&
f =—7°(V<0)2 +pg

Pri tem je p znana gostota elektri¢nega naboja in je funkcija kartezi¢nih koordinat. ReSite nalogo.

Da si problem bolje predstavljamo, zapisimo v funkciji f kvadrat velikosti gradienta potenciala na
dolgo:

 GECECI

Dovolj je obdelati samo en ¢len na levi strani ELE (5.4) v ustrezni obliki za ta racun:

0 of d of o of of
— | || |=—
ox\ d(6plox)) oyl ooploy)) oz\oepléz)) op
Prvi ¢len izra¢unamo takole:

o 2

o0plox) " ox

0 of o%p
e e _go _2
ox\ 8(0p ! ox) ox

Z vsemi tremi Cleni na levi strani ELE dobimo ocitno Laplaceov operator. Enac¢bo zapisemo v tejle
kon¢ni obliki:
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To je Poissonova enacba. Vendar nas tu zanima Se vrednost integrala, ¢e upoStevamo to enacbo za
potencial. Eliminirajmo raje gostoto naboja: p = —&V?2¢, tako da je funkcija f:

&,
F==Z (Vo) —epV'p

Drugi ¢len z Laplaceovim operatorjem bi radi izrazili drugace. UpoStevajmo naslednjo enakost za
divergenco produkta skalarne in vektorske funkcije: V - (fg) =f(V - g) + Vf - g. Vzemimo f= ¢ing =
Vo, paimamo: V - (pVe) = ¢V2p + (V)2 Enacbo obrnemo: ¢pV2p =V - (pVg) — (V¢)?, torej za
funkcijo f velja:

f= —%(Vrp)2 — e[V (V) - (Vo) = 'g—z"(V(p)2 —&V-(¢Vo)

Kaj naredimo z divergen¢nim ¢lenom? Najprej vzamemo kon¢no prostornino (npr. kroglo s polmerom
I in divergencéni ¢len lahko z Gaussovim izrekom prepiSemo v ploskovni integral za ploskev, ki
objema dani volumen:

S =%I(V¢)2dv —gOIV~(¢V¢)dV

_ <o 2 _ S
S—;J‘(V(p) dv goif(pV(o ds

Ko povecujemo polmer krogle, gre povrsinski integral proti 0, ker produkt ¢V ¢ pada s polmerom
hitreje kot 1/r? (npr. za to¢kasti naboj: ¢ oc 1/r, Vo oc 1/r> > ¢V @ oc 1/r%), ploskev pa raste z r. Ostane
samo $e prostorninski integral; upostevajmo definicijo jakosti elektricnmega polja E = -V ¢, pa imamo
kon¢no:

S=g—2°jE2dV

S je energija elektricnega polja. 4

Nadaljnjih pet zgledov fizikalnih problemov iz mehanike bomo najprej obravnavali z vidika
Lagrangiana, potem pa Se s Hamiltonianom.

Lagrangian

Obravnavali bomo le zglede, ko so sile konservativne in se jim da prirediti potencialno energijo: F =
—VV. Lagrangian vpeljemo kot razliko kineti¢ne (L) in potencialne energije (V) telesa ali sestava teles:
L =T -V [19-20]. Kot eno ali ve¢ medsebojno neodvisnih spremenljivk uporabimo posplosene
(generalizirane) koordinate, ki jih mora biti ravno toliko, da prav opisejo gibanje sistema, tudi glede na
morebitne geometrijske omejitve. Zaradi dinamike sistema so generalizirane koordinate odvisne od
Casa in prav njihovo ¢asovno odvisnost i§¢emo. Lagrangian je funkcija generaliziranih koordinat in
njihovih casovnih odvodov, lahko pa vsebuje Se direktno (eksplicitno) odvisnost od casa.
Generalizirane koordinate ozna¢imo v sploSnem z Qji, njihovi ¢asovni odvodi pa so:
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_da;

g = at

Z Lagrangianom so povezani naslednje enacbe (po ena za vsako generalizirano koordinato):

dafa)_a 59
dt\ ad, ) o .

Enacbe so podobne ELE (5.2) ali pa (5.6), le da je zdaj neodvisna spremenljivka Cas t namesto
koordinate x, odvisne spremenljivke pa so ¢ namesto y.

¥ Radunski zgled 5.8

Majhna kroglica z luknjico lahko brez trenja drsi po vodoravni palici dolzine L. Palico za¢nemo vrteti
enakomerno s kotno hitrostjo @ okrog njenega levega krajis¢a, os vrtenja pa je pravokotna na palico.
Zacetna razdalja kroglice od osi je ro. Kako se s ¢asom spreminja njena razdalja od osi? S kolik§no
skupno hitrostjo odleti s palice?

Ker gre za gibanje kroglice v vodoravni ravnini, ni treba upoStevati njene teZznostne potencialne
energije. Lagrangian je enak kineti¢ni energiji kroglice T. Trenutni »polmer« krozenja kroglice
ozna¢imo z I in je odvisen od ¢asa: r = r(t). To naj bo generalizirana koordinata. Koordinati kroglice
sta x = r cos(at) iny = r sin(wt). Komponenti hitrosti sta:

<

. = X =rcos(awt) — rosin( wt)

v, =y =rsin(at) + rocos(at)

tako da je kineti¢na energija in hkrati Lagrangian:
L=T-= %m(vx2 +vy2)= %m(r‘2 +1r%0°)

Ustrezno prepiSimo ELE (5.9):

dfa)_a

dt\or ) or

i(mr‘) = ma’r

dt

Potem odvajamo levo stran enacbe in krajSamo maso:
I = ’r

Do te enacbe bi prisli na klasi¢en nacin, ¢e bi si mislili, da na kroglico deluje sistemska »centrifugalna«
sila (po velikosti enaka centripetalni sili mra?), ki »vle¢e« kroglico navzven.
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To je homogeni linearni NDE s konstantnimi koeficienti, zato uporabimo nastavek r = Cexp(At).
Ugotovimo A = £+ @ in zapiSemo splosno resitev:

r=Ce”+C,e ™

Upostevajmo zacetna pogoja:

r(0)=C,+C, =r,

r0)=C,0o-C,0=0

Torej sta konstanti: C1 = Cz = ro/2, celotna resitev pa:

I = r, cosh( wt)

Cas t1, v katerem kroglica doseZe konce palice, ustreza enacbi:
L =r, cosh(at,)

Ni treba, da ga izrazimo eksplicitno. Hitrost kroglice v tem trenutku je:

V=Ai?+r’e’ =ro- \/sinh ?(eot,) +cosh? ()
Upostevajmo $e cosh(wt1) = L/ro in sinh®x = cosh?x — 1 in smo pri koncu:

V=217 —r,°

Razmislite o fizikalnem pomenu rezultata za posebna zgleda: 1) ro=0,2) ro=L. &

¥ Racunski zgled 5.9

Telo lahko pod vplivom teZe brez trenja drsi v navpicni ravnini po vbocenem delu elipti¢ne ploskve
x?/a? + y?/b? = 1. V tretji razseznosti je ploskev ravna. Os y je usmerjena navzgor, gibanje telesa pa je
omejeno na negativne y. Izpeljite ustrezni Lagrangian in Euler-Lagrangeevo enacbo.

Namesto s kartezicnima koordinatama je bolj prakti¢no racunati z generalizirano koordinato ¢. Z njo
zapiSemo kartezi¢ni koordinati: X = a cos ¢, y = b sin ¢. Pozor: ¢ v tem zapisu ni polarni kot!
Komponenti hitrosti sta:

\'

X

X=-asing-¢
v, =y=Dbcosg-¢p
Kineti¢na energija je:

L Z%m(vxz +Vy2):%m(a2 sinZ o+ b? cos? pp’
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potencialna energija pa:
V =mgy=mgb sin ¢

Lagrangian je njuna razlika:

L=T-V :%m(a2 sin? ¢ +b? cos? go)(bz —mgbsin ¢

ZapiSimo ELE za parameter ¢:

o).z

dt\ op ) OJ¢p

%[m(a2 sin? ¢ +b? cos® go)(p]z m(% (a® —b?)sin( 2¢p)p” — gbcosqu

Se enkrat odvajamo (tokrat totalno po ¢asu) levo stran enacbe in hkrati krajsajmo maso:
(a2 sin? @ +b? cos® go);b + (a2 —b? )sin( 20)p° = %(a2 —b? )sin( 20)p° —gbcos ¢

Kon¢ni NDE je:

(a2 sin? ¢ +b? cos® (p)¢+%(a2 -~ bz)sin( 20)p° +gbcosp =0

Resevati jo je treba numeri¢no. &

v Radunski zgled 5.10

Telo lahko pod vplivom teze brez trenja drsi po navpi¢ni 3D-vijacnici s polmerom R in hodom
(debelino navoja) h. Navpicna os z je usmerjena navzdol, na zacetku se telo nahaja na osi X, njegova
zacetna hitrost pa je ni€. Izpeljite Lagrangian in reSite Euler-Lagrangeevo enacbo v celoti.

Generalizirana koordinata naj bo polarni kot ¢. Z njim izrazimo kartezi¢ne koordinate: X = R cos ¢, y
=Rsin ¢, z = kp. Koeficient k pri koordinati z izracunamo takole: v enakem ¢asu, kot se lega telesa v
projekciji na vodoravno ravnino premakne za kot 2, se telo pomakne navzdol za hod h, torej h =k -

2nali k =h/(2r). Komponente hitrosti telesa so:
V. =X=-Rsing-¢

X

v, =y=Rcos¢g-¢
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Kineti¢na energija je:

1 2 2 2 1 2 2 .2
L=—mlv, " +v,~+V,” )]=—m R +—

2 (X Y Z) 2 [ 4n? 4

potencialna energija pa:
h

V=-mgz=—-mg —¢
21

Lagrangian je:

Uporabimo ELE:

dfoL)_ob
dtl 6g ) og

EmR2+h—2 ' —mL
dt 471:2(/)_ an

Se enkrat odvajamo (tokrat totalno po ¢asu) levo stran enacbe in hkrati kraj§ajmo maso:

h? h
R°+— |p=qg—
( 4n® J(p 9 21

Dobili smo zelo preprosti NDE, ki ga lahko direktno dvakrat integriramo po ¢asu:

Integracijski konstanti A in B sta obe ni¢, ker sta zaCetni kot in kotna hitrost enaka ni¢. Eksplicitno
zapi$imo ¢asovno odvisnost koordinate z:

hZ
7= 94”2 .tz
R2+hz 2
4r?

Komponenta pospeska v smeri osi z je:
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h2

9,
a, =ihz:gsin2a
R? +

An?

Kjer je a nagib tira na vijacnici glede na vodoravno ravnino, tako da res velja:

h

sinazgz h d = 2
As  Jo2+h?  4n’R2+h? \/2 h?
R+4—2
T

Zvezo a; = g sin®a lahko izpeljemo &isto na klasi¢en nacin, po 2. Newtonovem zakonu. Pospesek
vzdolz klanca zaradi dinami¢ne komponente teze je a = g Sin «. Da bi dobili njegovo komponento v
navpicni smeri, ga moramo S$e enkrat pomnoziti s sinusom naklonskega kota. #

¥ Racunski zgled 5.11

Telo lahko pod vplivom teze brez trenja drsi po vbocenem delu elipsoidne ploskve x%/a? + y?/b? + z%/c?
= 1. Os z je usmerjena navzgor, gibanje telesa pa je omejeno na negativne z. lzpeljite ustrezni
Lagrangian in obe Euler-Lagrangeevi enacbi.

Namesto s kartezi¢énimi koordinatami raCunamo z generaliziranima koordinatama € in ¢. Z njima
zapiSemo kartezi¢ne koordinate podobno kot v sfericnemu koordinatnemu sistemu: X = a sin @ cos ¢,
y=Dbsin #sin ¢, z=ccos 6. Azdajimatakota #in ¢drugacen pomen kot kota v sferi¢nih koordinatah.
Kot &je vecji od n/2. Komponente hitrosti so:

vV, = X=a(cos#cose- 6 —sin Osin - @)
v, =y =b(cosdsin ¢- 6 +sin Gcosg- @)
2=—csing-6

\"

z

Kineti¢na energija je:

L= %m(vx2 +v,° +v22): %m(flé2 + f,% + f39¢)
Vpeljali smo funkcije fi, f2 in fs:

f, = (a2 cos’ ¢ +b?sin? go)COSZ f+c’sin’o

f, = (a2 sin? ¢ +b? cos? (p)sin 20

f, = b_Tasin( 20)sin( 2¢)
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Potencialna energija je:
V =mgz=mgc-cosé

Lagrangian pa:
1 - 2 y
L_Em f,0° + f,9° + f,6p)—mgc - cos &

Ustrezna ELE sta:

dfoL)_or
dtl op ) op

gy a
dt\ o) 06

Ne bomo ju zapisali v eksplicitni obliki, ker sta enacbi predolgi. Omenimo le, da sta to sklopljeni enacbi
drugega reda, ki ju moramo resiti numeri¢no. 4

v Radunski zgled 5.12

To je vedno zanimiv problem koni¢nega nihala [20]. Gre za navadno matemati¢no (nitno) nihalo, pri
katerem je na lahki vrvici dolZine | obeSena majhna utez. Tokrat nihalo ne niha v navpi¢ni ravnini,
temvec gre za 3D-kombinacijo kroZenja in nihanja. Ker je vrvica neraztegljiva, je oddaljenost utezi od
zgornjega pritrdis¢a vrvice (tam vzamemo izhodis¢e koordinatnega sistema) vedno enaka |. lzpeljite
ustrezni Lagrangian in obe Euler-Lagrangeevi enacbi.

Uporabimo sferi¢ni koordinatni sistem s kotoma @in ¢. Ker nas zanima gibanje utezi okrog ravnovesne

o

obema kotoma zapiSemo kartezi¢ne koordinate: x = | sin 8cos ¢,y = 1sin @sin ¢, z =—I cos 6. Kot
je zdaj manjsi od /2. Ta zgled je podoben zgledu 1.14, le da je matemati¢no veliko enostavnejsi zaradi
a=Db =c =1. Komponente hitrosti so:

v, =X =I(cos@cosg-6—sin Gsin ¢- @)
v, =y =I(cos@sin -6 +sin Ocose- @)

v,=2=Ising-0

Kineti¢na energija je:

Potencialna energija je:

V =mgz = -mglcoséd
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Lagrangian je:
1 212 a2 . 2
L=Eml [H +sin“0-¢ ]+mg|cos€

Uporabimo Euler-Lagrangeevi enacbi brez mase:

dfa)_a
dt\op ) Op

$(a) 4
dtleg) o6

V primerjavi z gibanjem telesa po elipsoidni ploskvi sta zdaj enacbi preprosti. V enacbi za L se ne
pojavlja eksplicitna odvisnost od kota ¢, temvec je v enacbi samo ¢asovni odvod tega kota. Pravimo,
da je ¢ cikli¢na generalizirana koordinata, prva enacba pa se tedaj poenostavi v enac¢bo prve stopnje:

a—"_zlzsinze-gbzc
op

s poljubno konstanto C. Izrazimo iz enacbe ¢asovni odvod kota:

_c
1sin? 6

Obravnavajmo drugo enacbo:

d 2, 2 i - 2 ;
a(l @) =1°sinfcosO-p- —glsin &
Enacba v konéni obliki je:

0=-Q%sin@+p*- 90339
sin” @

Uvedli smo kvadrat krozne frekvence (2 = g/l v skladu z nihanjem nitnega nihala ter konstanto z enako
fizikalno enoto: % = C%/1*. Obe mejni moznosti gibanja nihala sta ogitni: a) ¢ = konst., b) &= konst. V
prvem primeru velja C = 0 = A= 0 in dobimo navadno enacbo za nihanje nihala: d?>@ldt? = —¢¥sin 6.
Nihanje je sinusno le za majhne kote 6. V drugem primeru iz diferencialne enacbe za polarni kot izhaja:

12sin? 6 g
\Jcosé I

Q%sin* @ = B?cosd —»C =

Vstavimo to konstanto v enac¢bo za ¢asovni odvod kota ¢ in dobimo ustrezno konstantno kotno hitrost
@ = d@ldt pri krozenju utezi v vodoravni ravnini:
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w = g
\'Icos @

To enacbo bi izpeljali tudi tako, da bi izraunali centripetalno silo kot rezultanto teZe in sile vrvice na
utez.

Pri enakomernem kroZenju s kotno hitrostjo @ naj bo razdalja masnega telesa od osi vrtenja enaka R
(radij kroZenja). Dobimo trikotnik sil (slika 27).

L

o g
T

F,

F,ol.
Fg

Slika 27: Sile pri vrtenju koni¢nega nihala

V smeri vrvi je sila vrvi, navpi¢no navzdol teZa, njuna rezultanta pa je vodoravna centripetalna sila. Iz
trikotnika razberemo:
F mRw® R’

tang =—=
F, mg g

Polmer kroZenja je enak R = I sin 6. Ce v zgornji ena¢bi upostevamo $e tan 6= sin €/cos 6, se sinus

kota krajSa in dobimo zgoraj zapisano resitev za kotno hitrost.
Hamiltonian in energija

Hamiltonian v sploinem formalno izpeljemo iz Lagrangiana [19, 20]. Ce pa se ¢as ne pojavlja kot
eksplicitna spremenljivka v kineti¢ni in potencialni energiji, se izkaZze, da je Hamiltonian kar enak
energiji E=T +V, ki se ohranja. Obravnavali bomo le tak$ne zglede (vseh pet zgledov z Lagrangianom
je bilo tega tipa).
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¥ Racunski zgled 5.8 = 5.13

Majhna kroglica z luknjico lahko brez trenja drsi po vodoravni palici dolzine L. Palico za¢nemo vrteti
enakomerno s kotno hitrostjo  okrog njenega levega krajis¢a, os vrtenja pa je pravokotna na palico.
Zacetna razdalja kroglice od osi je ro. Kako je z energijo kroglice?

PrepiSimo kineti¢no energijo kroglice iz zgleda 5.8:
T= %m(l‘2 +1r207)

Gravitacijska energija je konstantna, zato jo postavimo na ni¢. Hamiltonian je enak Lagrangianu, le da
bi ga morali formalno izraziti z generalizirano koordinato r in njenim impulzom p = oL/o(dp/dt). A's
tem se ne bomo ukvarjali. Ne moremo uporabiti zakona o ohranitvi energije kroglice, saj nanjo deluje
palica z neko silo, ki o¢itno opravlja pozitivno delo, kot bomo pokazali. Zato je bilo v tem primeru
primerno uporabiti Lagrangian in ne Hamiltonian. Lahko bi sicer zapisali obe Hamiltonovi enacbi,
vendar bomo tu kar uporabili resitev za gibanje, ki smo jo ze izrazili:

r = r, cosh(wt)

V=12 +12@? = r,m-4/sinh ? (at) + cosh? ()

V=r,m-+J2cosh? (at) -1

Moc sile je enaka ¢asovnemu odvodu kineti¢ne energije kroglice:

P=T :g(lmvzj:mw
dt\ 2

P =mr,’w® - 2sinh( wt) cosh(at) = mr,’w® - sinh( 2at)
Ce ni trenja, deluje sila palice na kroglico samo v radialni smeri. Za¢etna radialna komponenta hitrosti

je enaka ni¢, zato je tudi zacetna moc ni¢. Z naraS€¢anjem radialne komponente hitrosti in hkrati radialne
sile se povecuje tudi moc. A

¥ Racunski zgled 5.9 = 5.14

Telo lahko pod vplivom teze brez trenja drsi v navpicni ravnini po vbocenem delu elipticne ploskve
x2[a% + y2[b? = 1. V tretji razseznosti je ploskev ravna. Os Y je usmerjena navzgor, gibanje telesa pa je
omejeno na negativne y. Zapisite Hamiltonian in Hamiltonovi enacbi.

Generalizirana koordinata je ¢: x =acos ¢,y = b sin .

Kineti¢na energija je:

L :%m(vxz +v,7)= %m(aZSin 2 p+b? cos? p)p?
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potencialna energija pa:
V =mgy =mgb-sin ¢

Lagrangian je:
L=T-V :%m(a2 sin2(0+b20052(0)¢2 —mgb -sin ¢

Generalizirani impulz je enak:

S
op
p=m(a®sin?p+b?cos? plp

Hamiltonian je:
_ . _ _1 2 = 2 2 2 .2 -
H_p¢—L_T+V_Ema sin“ @ +b*° cos go)q) +mgbsin ¢

Pozor! Ni nujno, da je Hamiltonian vedno vsota kineti¢ne in potencialne energije in da se energija
ohranja, v naSem primeru pa je tako. Vendar moramo Hamiltonian izraziti razen z generalizirano
koordinato ¢ Se z njenim impulzom p namesto odvoda d¢/dt:

2

H = P
2m(a2 sin” ¢ +b*cos® ¢

)+ mgbsin @
Hamiltonian je torej funkcija formalno neodvisnih spremenljivk ¢ in p, ¢eprav sta seveda v gibalnih
enacbah povezani s seboj. Hamiltonovi enacbi sta prve stopnje:

, - oH _ p
4 op m(a®sin’®@+b*cos® p)

_oH _ p?(a’ —b?)sin( 2¢)
op 2m(a’sin® @ +b?cos® p)°

—mgbcos¢e

Prva enacba je samo drugace zapisana enacba zgoraj pri definiciji impulza p. Vsebinsko nova je druga
enacba, ki je v bistvu 2. Newtonov zakon. Vseeno pa moramo enacbi resSevati skupaj. To gre le
numeri¢no. Pou¢no je omeniti $e tretjo, manj znano Hamiltonovo enacbo:

HooH
at

Njen fizikalni pomen je tale: Hamiltonova funkcija ali Hamiltonian se s ¢asom spreminja (totalni
casovni odvod na levi strani enacbe) samo, Ce je eksplicitno odvisna od ¢asa kot dodatnega parametra
(parcialni ¢asovni odvod na desni strani enaébe). Ce te eksplicitne odvisnosti ni, npr. v nasem primeru,
se Hamiltonian ohranja in ga istovetimo z energijo sistema. #
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¥ Racunski zgled 5.10 = 5.15

Telo lahko pod vplivom teze brez trenja drsi po navpi¢ni 3D-vija¢nici s polmerom R in hodom
(debelino navoja) h. Navpi¢na os z je usmerjena navzdol, na zacetku se telo nahaja na osi X, njegova
zadetna hitrost pa je ni¢. Ze vnaprej sklepamo na ohranitev vsote kineti¢ne in potencialne energije, zato
zapiSite kar energijo in iz njene ohranitve sklepajte o gibanju.

Generalizirana koordinata naj bo spet polarni kot ¢: x =R cos ¢,y = R sin ¢, z = kg; k = h/(2n).
Kineti¢na energija je:

1 (o, h?),
L==m R*+—
2 ( 4n2j¢
potencialna energija pa:
h
V=-mg—
g chﬁ

Celotna energija je konstantna:

1 , h* ), h
E=T+V=—m R+ -mg —
2 ( 4n2}0 an(o

Tako dobimo direktno zvezo med kotom in njegovim ¢asovnim odvodom (kotno hitrostjo):

.| 2E/m+ghe
R? + (h/(2m))®

Ce je na zadetku ¢ = 0 in hkrati @ = dg/dt = 0, potem velja tudi E = 0, tako da se NDE poenostavi:

do _ gho/n
dt  \R2+(h/(2n))

To je NDE z lo¢ljivima spremenljivkama:

Tde | gh/n
!ﬁ_l\/Ru(h/(zn))zdt

2\/;=\/ gh/ﬂ:

R? + (h/(2n))?

Dobili smo odvisnost ¢(t) kot v ratunskem zgledu 1.13:
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. h
— 2
»= 27;]2 % 4
R?+
4r

¥ Racunski zgled 5.11 - 5.16

Telo lahko pod vplivom teZe brez trenja drsi po vboéenem delu elipsoidne ploskve x?/a? + y?/b? + 7%/c?
= 1. Os z je usmerjena navzgor, gibanje telesa pa je omejeno na negativne z. Zapisite energijski zakon
za ta primer.

Racunamo z generaliziranima koordinatama @in ¢, tako da velja:

X=asin 8cos ¢,y =bsin #sin ¢, Z=c cos 6.

Kineti¢na energija je:
1 2 .2 A .
L:Em[fle + 1,0 + 1,00
Funkcije fy, f2 in f3 so zapisane pri zgledu 5.11. Potencialna energija je:

V =mgz = mgccosé

Energija se ohranja:
1 52 .2 A -
E= Em[fle + f,0° + f39¢]+ mgc cos &

To je zveza med Casovnima odvodoma obeh kotov. Za celotno resitev problema pa moramo reSiti
sistem 4 Hamiltonovih enacb prvega reda ali pa sistem dveh Euler-Lagrangeevih enacb drugega reda.
A

¥ Radunski zgled 5.12 > 5.17

Obravnavajte koni¢no nihalo z energijskega vidika.

Geometrija nihala je prikazana na sliki 28. Na zacetku ne naredimo nobene predpostavke o obliki 3D-
tira gibanja in njeni 2D-projekciji na vodoravno ravnino (X, y). Lego te ravnine iz prakti¢nih razlogov

dolo¢imo z najnizjo lego utezi (tocka B). Tej legi ustreza najkraj$a razdalja med utezjo in osjo, b = OB.

daljico XA, osy pa vsebuje daljico OB; 0s z gre potem po osi vrtenja. Visinsko razliko med tockama
A in B oznac¢imo s h = OX, viSinsko razliko med pritrdis¢em vrvice P in to¢ko O pa oznacimo s C.
Zvezo med visinsko razliko h, razdaljama a in b ter dolzino vrvice ugotovimo s Pitagorovim izrekom.

Velja: I2 = ¢? + b? = (¢ — h)? + a2, zato lahko izrazimo dolZini ¢ in h:
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c=+I?-p?

h=vI12—b? /I —a?

Naprej si pomagamo s konceptoma energije in vrtilne koli¢ine. Zanimata nas ekstremni vrednosti
hitrosti va (najmanjsa hitrost) in vg (najvecja hitrost) v tockah A in B. Ker sta v teh to¢kah maksimum
in minimum viSine tira, je tam navpi¢na komponenta vektorja hitrosti enaka ni¢. Vektorja hitrosti v
tockah A in B sta torej vodoravna, hkrati pa tudi pravokotna na zveznici XA in OB. Oglejmo si navor
sile vrvice na utez in sile teZe nanjo glede na sredis¢e krivulje O (izhodi$¢e koordinatnega sistema).
Ker je navor kot vektor pravokoten tako na silo kot na njeno rocico, lezi navor obeh omenjenih sil na
uteZ v vodoravni smeri. To pa pomeni, da nima navpicne (z) komponente. Navpi¢na komponenta tirne
vrtilne koli¢ine utezi glede na os O se torej ohranja, kar ustreza konstantni ploS¢inski hitrosti projekcije
gibanja telesa na ravnino (X, y). Plos¢insko hitrost lahko preprosto izrazimo s hitrostma Va in vg:

_ds 1

——av—lbv
A=t — 2% =0

Hkrati pa zaradi ohranitve vsote kineti¢ne in potencialne energije utezi velja:
V.2 +2gh=v,’

Nazadnje izracunamo obe hitrosti:

2gh
v, =b 2

2gh
Vg =a .

Plosc¢inska hitrost nihala glede na ravnino (X, Y) je:

_ab 29
M= Var-

=

(o
N
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P

O

XBAy
"X

Slika 28: Gibanje koni¢nega nihala v sploSnem

Pri majhnih kotih vrvice glede na navpi¢nico so dolzine a, b in h veliko manjse od dolzine vrvice |.
Zato lahko zgoraj izpeljane enacbe nekoliko poenostavimo, uposStevamo pa Se, da je projekcija tira
gibanja uteZi na vodoravno ravnico elipsa s polosema a in b ter plos¢ino S = nab. Poenostavimo enacbo

za h, tako da korensko funkcijo razvijemo do drugega ¢lena:

h=1[1- (/1) —1- (/1) |

1 ) 1 )| a*-b’
hzl{(l—g(bll) j—(l—i(all) H_ o

Tedaj se poenostavita tudi enacbi za ekstremni hitrosti:

V, & bwf% =bw,, Vg & a % =am,,

Kjer je anih krozna frekvenca nihanja matemati¢nega nihala pri majhnih kotnih amplitudah. Plos¢inska

hitrost nihala je  ~ abanin/2.

Obhodni ¢as je neodvisen or razmerja polosi:

S nab |

t,=—~ =2mn
p abw,,/2 g

Kot je bilo pricakovati, se ta ¢as ujema z nihajnim ¢asom matemati¢nega nihala. #
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VERJETNOST

Verjetnost navadno pripiSemo dogodkom, za katere ne vemo vnaprej, ali se bodo zgodili. V znanosti
pa Se pogosteje uporabljamo verjetnostni racun za spremenljivke (matemati¢ne, fizikalne in druge), ki
imajo lahko ve¢ kot eno vrednost in so na nek nacin (za nas) naklju¢ne. Pri tem moramo razlikovati
med spremenljivkami z diskretnim in zveznim spektrom [11]. V prvem primeru posameznim
vrednostim naklju¢ne spremenljivke direktno pripiSemo verjetnost, v drugem primeru pa ra¢unamo z
verjetnostno gostoto.

Naklju¢na spremenljivka z diskretnim spektrom

¥ Radunski zgled 6.1

V skatli so 3 rdece in 7 zelenih krogel. Na slepo izvle¢emo dve (prve ne vrnemo v $katlo). KolikSne so
verjetnosti, da sta obe rdeci, da sta obe zeleni, da je ena rdeca in ena zelena (ne glede na vrstni red)?

Uporabili bomo kombinatorni raun in ne neposredno verjetnostnih zakonov. Ker vrstni red izvle¢enih
krogel ni pomemben, bomo racunali §tevilo kombinacij: C(n, m) je Stevilo nacinov, kako od n razli¢nih
objektov izberemo m < n. Velja:

nl _n(n=-H(n-2)...(n—m+1)
mi(n—m)! 1.2-3-...-m

C(n,m) =

Seveda pri tem tudi krogle enake barve razlikujemo med seboj kot individualne objekte. Stevilo vseh
moznih kombinacij, da od 10 objektov izberemo dva, je X = C(10, 2) = 10 - 9/(1 - 2) = 45. Stevilo vseh
moznih kombinacij, da od 3 rdegih krogel izberemo dve, je X(RR) =C(3, 2) = 3. Stevilo vseh moznih
kombinacij, da od 7 zelenih krogel izberemo dve, je X(ZZ) = C(7, 2) = 21. Stevilo vseh moZnih
kombinacij, da od 3 rdecih krogel izberemo eno in prav tako od 7 zelenih eno, je X(RZ) = C(3, 1) -
C(7, 1) = 21. Vse kombinacije so enako verjetne, zato so verjetnosti za opisane tri moznosti ustrezni
koli¢niki:

P(RR) _X(RR)_3 _1
X 45 15
pzz) X2 _2A_ 1
X 45 15
pRy_XEFD)_2_ T
X 45 15

Preskus: vsota vseh treh verjetnosti je res 1.
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¥ Radunski zgled 6.2

Pri druzabni igri »jamby, kjer meCemo pet igralnih kock, je ena od mogoc¢ih kombinacij »ful«, to je 3
enake Stevilke + 2 enaki Stevilki, na primer 5, 5, 5, 4, 4. Kocke me¢emo vse hkrati, tako da vrstni red
Stevilk ni pomemben. Ce s prvim metom 5 kock ¢ nismo zadovoljni, lahko met Se dvakrat
popravljamo, to je, kocke z Zelenimi Stevilkami pustimo na mizi in me¢emo preostale. Po prvem metu
imamo Stevilke 5, 5, 4, 4, 1. Odlo¢imo se, da bomo poskusili doseci ful, zato kocko z enko me¢emo
ponovno, najve¢ dvakrat. Kolik$na je verjetnost za ful?

Dogodek, da v prvem metu od dveh zadenemo 4 ali 5, ozna¢imo z A. Njegova verjetnost je 1/3. Ce se
zgodi A, nehamo, sicer me¢emo $e enkrat. Verjetnost za ful je: P = P(A) + P(ne A) - P(A) =1/3 + 2/3

- 1/3 =5/9. Verjetnost je ve¢ kot polovica in se splaca poskusiti. &

¥ Radunski zgled 6.3

Strelec v povprec¢ju na tekmovanjih zadene ¢rni krog v tar¢i v 70 % primerov. Kolik$na je verjetnost,
da bo pri 10 strelih zadel v ¢rno natan¢no 8-krat?

Oznacimo verjetnost za zadetek v ¢rno p = 0,7. Racunamo z binomsko porazdelitvijo:
10-9

10
P(8, 10) { ijs(l— p)? =15 p?(1—-p)* =23,35% &

¥ Radunski zgled 6.4

Pri Poissonovi porazdelitvi obravnavamo S$tevilo navadno redkih dogodkov (v doloCenem ¢asu, na
dolocenem obmocju itd.), ¢e poznamo statisticno povprecje tega Stevila, ki smo ga ugotovili z
dolgotrajnim opazovanjem. Naj bo povprecno Stevilo dogodkov enako a, in to v splosSnem ni naravno
stevilo. Tedaj je verjetnost, da se bo zgodilo ravno n dogodkov (n je naravno $tevilo ali pa nic), enaka:

n

P() = exp(-a)

Poissonovo porazdelitev lahko izpeljemo iz binomske v limitnem primeru, ko je n lahko poljubno
veliko naravno Stevilo. Naj bo povprec¢no Stevilo potresov na nekem obmocju v enem letu enako a =
2,45. Izracunajte verjetnosti P(n) za prvih nekaj vrednosti n vklju¢no z n = 0 ter pois¢ite maksimum
P(n). Koliksna je verjetnost, da bo v enem letu to obmocje dozivelo vsaj 3 potrese? Dokazite, da je
vsota verjetnosti po vseh mogocih n res enaka 1.

Verjetnosti P(n) za prvih nekaj n so:
P(0) =exp(-—a) =8,63 %
P() =a-exp(-a)=a-P(0) = 21,14 %

2

P(2) = a? .exp(-a) = %- P(1) = 25,90 %
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a’ a
P(3) = o exp(—a) = 3 P(2) =21,15%
4

a a
P(4) =— -exp(-a) = —- P(3) = 12,95 %
@)= exp-a)= 2P =1295 %

1z nakazanega postopka je razvidno tudi v splosnem, pri katerem Stevilu n je verjetnost P najvecja — to
je na celo Stevilo navzdol zaokrozeno (odrezano) Stevilo a. Na primer, tudi ¢e bi bil a enak 2,99, bi bil
maksimum verjetnosti pri n = 2. Verjetnost za vsaj tri potrese najhitreje izraCunamo, ¢e upostevamo,
danegrezaO, 1ali 2 potresa:

P(n>3)=1-P(0) - P(1) - P(2) =44,33 %
Dokaz za pravilnost vsote verjetnosti:

0 n

i P(n) =exp(-a)- Za— = exp(-a) -exp(a) =1

n!

Na sliki 29 je prikazan »Crtasti« spekter verjetnosti za izraCunani zgled.

28

24
20

16 +

Pl%

12 1

Slika 29: Verjetnosti pri Poissonovi porazdelitvi

¥ Racunski zgled 6.5

Hkrati vrzemo Nkock KOCK (Nkock =2, 3, 4, ...). Pois¢ite verjetnosti za razli¢ne vsote pik na vseh kockah.

Dokler imamo res zelo majhno Stevilo kock, npr. 2 ali 3, se da verjetnosti Se nekako izracunati na
pamet. Za ve¢ kock pa postane kombinatorni problem tako zapleten, da ga raje prepustimo racunalniku.
Tu si oglejmo, kako izracunamo na pamet verjetnosti za vsote pik na treh kockah. Najpreprosteje jih
izra¢unamo kot kvocient pravih variacij in vseh mogo¢ih variacij. Vseh variacij je 6°. Prave variacije
za vsoto npr. S = 5 pa so naslednje: 113, 131, 311, 122, 212 in 221. Sest jih je, torej je P(S = 5) = 6/6°
=1/36. Cim ve¢ je kock, tem ved variacij §tevilk da prave vrednosti za S. Spodaj je podana programska
koda v Pascalu za primer 5 kock.
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program kocke;
Uses SysUtils;

procedure delaj ;
var izhod : text ;
i1,i2,13, 14,15, 16, 17,18, 19, i10 : integer ;
Nkock, Nmax, vsota : integer ;
P :array[1..100] of longint ;
Preal, Pmax, X : real ;

pot6 : longint ;
begin
Nkock :=5;
Nmax := 6*Nkock ;
Pmax :=0;
for il := (Nkock-1) to (Nmax+1) do P[i1] := 0 ;
pot6 ;=1 ;

for il := 1 to Nkock do pot6 := 6*pot6 ;

foril:=1to6do
fori2:=1to6do
fori3:=1to6do
fori4d:=1to6do
fori5:=1to6do
begin
vsota ;= i1+i2+i3+i4+i5;
P[vsota] := P[vsota]+1
end ;

assign(izhod,'P.dat") ; rewrite(izhod) ;

for il := (Nkock-1) to (Nmax+1) do begin
Preal := 1.0*P[i1]/pot6 ;
if (Preal > Pmax) then Pmax := Preal ;
writeln(izhod, ' ', i1:3," ', Preal:8:5)

end ;

close(izhod) ;

assign(izhod, 'Pnorm.dat’) ; rewrite(izhod) ;

for il := (Nkock-1) to (Nmax+1) do begin
X :=1.0*i1/Nkock ;
Preal := 1.0*P[i1]/(pot6*Pmax) ;
writeln(izhod, ' ', x:8:4," ', Preal:8:5)

end ;

close(izhod) ;

end ;

{glavni program}
begin

delaj ;
end.
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Pou¢ni rezultati so prikazani na sliki 30. Cim vedje je §tevilo kock, tem bolj grafi spominjajo na
Gaussovo funkcijo. Tu opazimo nekak prehod iz diskretne v zvezno porazdelitev. Z vecjim Stevilom
kock se najvecja mogoca vsota pik povecuje, zato se Siri in hkrati niza porazdelitvena funkcija. Za bolj
neposredno primerjavo so na desni sliki Se grafi druga¢e normaliziranih porazdelitev pri ve¢jem Stevilu
kock, tako da je vrh pri P = 1, intervali na abscisni osi pa so deljeni s Stevilom kock (tako da Stevilka
na tej osi ustreza povpre¢nemu $tevilu pik na vseh kockah). Grafi so si podobni, le Sirine se spreminjajo;
seveda to ni prava normalizacija verjetnostne porazdelitve.

0,18 1,0
0,16 =N =2 0Od najsirse k najozji:
56,7,8
0,14 - e, \ 084
0,121 M
L
. e 0,6
0,104 . Y g
Q 08 ", . g\:
. . 0,4
0064 . .
* *
0,04 - . . 024
- * - * -
0,021
* - * -
0,00 f=s+2ptses ‘ s : 00 . : ; : ; :

Slika 30: Porazdelitvene funkcije za vsoto pik na ve¢ kockah. Edino pri dveh kockah imamo trikotno
zagasto funkcijo, ze pri treh pa porazdelitev spominja na normalno.

Naklju¢na spremenljivka z zveznim spektrom

¥ Radunski zgled 6.6

Koliks$na sta pri¢akovana vrednost in relativna standardna deviacija naklju¢ne spremenljivke X S
konstantno verjetnostno gostoto na intervalu (0, a): p(x) = 1/a?

<X > =.|‘xp(x)dx=1.[xdx=E
5 a 2

0

a la a
<xX?> = |x°p()dx == | x?dx = —
{p() a! :
2 2
Ked<xi>—<x>2= 2 2 _ 8
3 4 23

Relativna standardna deviacija je:

X 1

=—— &
<X> /3

¥ Radunski zgled 6.7

Porazdelitev neke nakljucne fizikalne spremenljivke x opisuje eksponentna verjetnostna gostota (slika
31): p(x) = C exp(—x/xo). Pri tem je Xo znacilni (skalni) parameter (z enako fizikalno enoto kot x), C
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ustrezna normalizacijska konstanta, dovoljene vrednosti x pa lezijo v obmoc¢ju 0 < X < oo, Pomen
funkcije p(x) je naslednji: p(x)dx je (majhna) verjetnost, da bo naklju¢no izbrana vrednost
spremenljivke x lezala v intervalu (X, X + dx), ¢e je dX zelo majhna S§irina intervala. Normalizirajte
funkcijo p(x) s pravo vrednostjo konstante C. Kolik$na je verjetnost, da se X nahaja v obmoc¢ju 0 < x <
Xo? Kaj pa v obmocju Xo < X < 2Xo? Koliksna je povpre¢na vrednost X? Koliksna je povpre¢na vrednost
x2? Koliks$na je standardna deviacija x?

0,5

0,4 -

0,3

0,2 -

0,1 -

0,0 - - ! - T ' T

Slika 31: Eksponentna porazdelitvena funkcija z brezdimenzijsko spremenljivko x; xo = 2. Nakazan
je racun verjetnosti za Xo < X < 2Xo: P(2, 4) je plosc¢ina lika med abscisno osjo, grafom funkcije in
navpi¢nima modrima ¢rtama.

Geometrijski pomen dane porazdelitvene funkcije je prikazan na sliki. Ce pomeni p(x)dx verjetnost za

nahajanje spremenljivke X v ozkem intervalu, izraCunamo verjetnost za $ir$i interval z integralom. Na
primer, verjetnost za a < x <b je enaka:

Pla<x<bh)= j' p(x)dx

Verjetnost, da bomo nasli X kjer koli na dovoljenem obmoc¢ju vrednosti, je enaka 1, zato v skladu s tem
normaliziramo integral po celotnem obmoc¢ju spremenljivke. V nasem primeru:

0

IC exp(—x/x,)dx =1
0

—Cx, exp(—x/x,)

0
=1
0
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Cx,=1->C :i
XO

Glede na definicijo lahko zapisemo tudi p(X) = dP/dx. Izracunajmo verjetnost za podani obmogji:

Xg

X
PO<x<x,)= iIexp(—x/xo)dx = —exp(—x/x,)| ° =1—l
Xo % 0
1% 2%, 1 1
P(X, <X<2x;) =— IeXp(_X/XO)dX =—exXp(=x/X,) =
XO Xo Xo e e

P(X, SXSZXO)ZE-P(OSXSXO)
e

Podobno bi ugotovili za naslednje intervale Sirine Xo. Povpre¢no (pri¢akovano) vrednost katere koli
funkcije f(x) lahko s podano verjetnostno gostoto p(X) izraéunamo z naslednjim integralom:

max

<um>=}unmnw

Xmin

kjer sta Xmin IN Xmax Najmanjsa in najvecja dovoljena vrednost spremenljivke X. V naSem primeru bomo
skusali izraziti povprec¢je <x"> za poljubni naravni eksponent n, da ne ponavljamo racuna.

175 X
<x"> =—|x"exp| —— |dx
XOO XO

Pomagamo si z integriranjem per partes, zato da znizamo potenco faktorja X" za 1: u = X", dv =
exp(—x/Xo) = du = nx"~1, v = —xo exp(—x/Xo). Tako izraunamo:

o0 I n-1 X
+nX, | X" exp| —— [dx
O! ( XOJ }

<x"> 1 — X, X" exp X
X, | ° X, )0

Prvi, integrirani del, je enak ni¢ pri obeh mejah, zato velja:

<xX">=nx, <x"*'>

Prisli smo do koristne rekurzivne relacije, zato lahko ra¢unamo po vrsti: <x®> = 1; <x> = xo - <x®> =
X0, <XZ> = 2Xg - <X> = 2X0?; <x>> = 3Xo - <x®> = 6X¢° itd. Standardno deviacijo lahko izra¢unamo direktno
iz povpreéij <x> in <x®>:

K=< X2 >—<x>7 =2%7 =X, =X,
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Torej je pri eksponentni porazdelitvi standardna deviacija spremenljivke kar enaka njeni povprecni

vrednosti. To seveda lahko s primernimi parametri dosezemo tudi pri drugih porazdelitvah z vsaj
dvema prostima parametroma, npr. pri Gaussovi. #

¥ Racunski zgled 6.8

Za spektralno gostoto sevanja ¢rnega telesa s povrSinsko temperaturo T velja enacba:

d 2rthc?
di hc
2| exp(—) -1
( p(km) j

Pomen simbolov: j je gostota svetlobnega toka j = P/S, 1 je valovna dolzina, h Planckova konstanta, ¢
svetlobna hitrost, k pa Boltzmannova konstanta. Temperatura povrsja zvezde je 8 000 K. Pri kolik$ni
valovni dolzini ima spektralna gostota dj/dA maksimum? Kolik$na je gostota svetlobnega toka samo v
intervalu Am + 50 nm okrog maksimuma Am? Koliksen del celotne gostote svetlobnega toka je to?

Preden reSimo nalogo, $e opozorilo. Funkcija dj/dA ima analogen pomen kot verjetnostna gostota p(x)
v prejSnjem zgledu, a ne povsem enakega. Z integriranjem p(x) po nekem intervalu smo dobili
verjetnost, medtem ko z integriranjem dj/dA po intervalu valovnih dolzin dobimo fizikalno koli¢ino
gostoto toka v obmoé&ju teh valovnih dolZin. Enota za spektralno gostoto je W/m?®. Vendar pa lahko z
ustrezno normalizacijo tudi iz spektralne gostote naredimo neke vrste verjetnostno gostoto, kot bomo
pokazali v nadaljevanju.

Maksimum spektralne gostote podaja Wienov zakon: Am = kw/T = 2,9 - 10-3 m K/(8 000 K) = 362 nm.
Oznacimo AA =50 nm. Gostoto j v obmocju Am + 50 nm formalno izra¢unamo z integralom:

Am+AL dj
| = — dA
i= ] (dz)

Am—A4

Izracunati ga moramo numericno, saj obstaja analiticna resitev samo za celotno integracijsko obmocje
(0, ), od koder tudi izhaja Stefanov zakon. Vendar, e je integracijski interval dovolj ozek, lahko
integral izra¢unamo priblizno: j ~ (dj/dA)(1 = Am) - 2AA. To je takrat, ko lahko ozko obmogje lika pod
grafom nadomestimo kar s pravokotnikom, torej ¢e se spektralna gostota v danem intervalu valovnih
dolZin le malo spreminja. Primerjajmo torej najprej dj/dA pri vseh treh kljuénih valovnih dolzinah: 312
nm, 362 nm in 412 nm. Spektralno gostoto je bolj prakti¢no napisati v obliki:

dji _2n(kT)® x* x°
dA h'c® e*-1 e* -1

kjer je x = hc/(KTA). Dovolj je opazovati le relativne razlike v spektralni gostoti zaradi razli¢nih
valovnih dolZin, torej primerjamo samo spreminjanje izraza X°/(e* — 1). Pri omenjenih valovnih
dolzinah je ta faktor enak po vrsti 20,07, 21,20 (maksimum) in 20,37. Vzemimo kar aritmeti¢no sredino
vseh treh vrednosti: 20,55. Upraviéeno lahko uporabimo priblizek: j = 20,55 - A - 100 nm = 4,13 - 10’
W/m?2, Celotno gostoto svetlobnega toka za vse valovne dolZine jiot izraunamo po Boltzmann-
Stefanovem zakonu: jiot = oT* = 2,32 - 101 W/m?. Razmerije j/jwt je enako 1,78 - 10~3. Ce spektralno
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gostoto normaliziramo (delimo s faktorjem jwt), dobimo zares porazdelitveno funkcijo po valovnih
dolzinah:

2nthc?

hc
T8 exp(—) -1
o ( Plers) j

P, (ﬂ,) =
tako da velja:
[p.()di=1
0

Omenimo Se, da porazdelitvene funkcije po frekvencah (namesto po valovnih dolzinah) ne dobimo
preprosto tako, da v funkciji p4(4A) nadomestimo A = c¢/v. Vendar pa vseeno lahko izvedemo pretvorbo
pi(4) =2 pAVv) s preprostim trikom:

dP _dP [dA
= = — |/ = 2’ .
PO =30 =4s dv‘ P ( )‘

d(c/v)
dv

C C

= pz(/l)'%: pﬂ(_j'_z
14 V)V

Torej ni dovolj le substitucija A = ¢/v, temve¢ moramo funkcijo p; pomnoziti §e s faktorjem c/12.
Rezultat je:

2nhv?
hv
T4c? exp(——) -1
o

p, (V)=

tako da velja:
jpxmdv=1¢
0

¥ Radunski zgled 6.9

Pri gibanju molekul idealnega plina v zaprtem sistemu s homogeno temperaturo T velja za njihovo
hitrostno porazdelitev Maxwellova porazdelitvena funkcija. Ce opazujemo samo eno komponento
hitrosti, npr. v, je ustrezna porazdelitev Gaussova (normalna) z vrhom pri vx = 0:

mv. °
—Cexp| — ¥
p(v,) GXIO{ KT :I

kjer je C normalizacijska konstanta, m masa molekule in k Boltzmannova konstanta. Kolik§ne so
naslednje povprecne (pricakovane) vrednosti: <vx>, < v [> in <y 2>?

En odgovor je na dlani: <vx> = 0, ker je p(vx) soda funkcija, ¢e pa jo pri raéunu povpreéja pomnozimo
Z Vx, Je pod integralom liha funkcija. V drugih dveh primerih gre za integral sode funkcije, zato lahko
integracijski interval takoj skr¢imo od (—o, ©) na (0, «). V principu bi morali pred racunom raznih
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povprecij izracunati konstanto C. Vendar nam tega ni treba narediti, saj nam razmislek o normalizaciji
verjetnostne gostote pove, da lahko npr. pricakovano vrednost < v > izradunamo direktno takole:

o) mVX2
va -exp| — T dv,

< |>="° .
K mv,
jexp - dv,
s -5

Integral v imenovalcu spada med dobro znane dolocene integrale:

Texp(—tz)dt :%

integral v $tevcu pa izra¢unamo z uvedbo nove integracijske spremenljivke U = —-mv,%/(2kT). Rezultat
je:

T

<|v,|>= -

Druga pri¢akovana vrednost v nasi nalogi je:
0 2
vaz cexpl = Mgy,
0 2KT
£ 2
J'exp _ Y dv,
5 2kT

Pri integralu v Stevcu si zdaj pomagamo z metodo per partes, tako da ga direktno povezemo z
integralom v imenovalcu. Rezultat je zato zelo preprost:

2
<V, >=

o kT
<V, >=— A
m

¥ Radunski zgled 6.10

Maxwellova porazdelitvena funkcija iz prej$njega zgleda je za vse tri komponente hitrosti enaka:

2 2 2
m(vX +V," +V, )}

v.,v.,v.)=C3exp| —
P(V,,Vy,V,) p{ AT

kar pomeni, da se vse tri komponente hitrosti vedejo kot neodvisne naklju¢ne spremenljivke.
Maxwellova porazdelitev v oZjem pomeni se nanasa na velikosti vektorja hitrosti, neodvisno od smeri
gibanja molekul. Izpeljite jo 3D Maxwellove porazdelitve zgoraj. Kolik$ni sta pri¢akovani vrednosti
<v> in <v2>?

Za izpeljavo moramo najprej razumeti pomen funkcije p(vx, vy, Vz). Majhna verjetnost, da najdemo
komponente hitrosti hkrati v majhnih intervalih (vx, vx + dvx), (vy, vy + dvy), (V2, v, + dv;), je enaka:
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m(vx2 +v,° + sz)
2kT

dP =C®exp| - dv,dv, dv,

Ko racunamo verjetnost za §irSe obmocje vrednosti komponent hitrosti, moramo torej funkcijo p
integrirati po vseh treh komponentah. 1z kartezi€nega koordinatnega sistema preidimo v sferi¢ni.
Pretvorba je tak$na kot navadno, le da namesto koordinat X, y in z piSemo ustrezne komponente hitrosti.
»Prostorninski element« dvxdvydv, nadomestimo v sferinem zapisu z izrazom vZsin @ dv d@ de; kjer

velja v2 = w2 + vy? + v,2. Torej je 3D hitrostna porazdelitev v sferiénemu zapisu podana takole:
2

dP = C?exp| - IV
2kT

}vz sin advd&d g

Bistvo prehoda v 0zjo Maxwellovo porazdelitev je zdaj v tem, da ker nas kota ne zanimata, temvec le
hitrost v, povpre¢imo porazdelitveno funkcijo po kotih, tako da jo integriramo po njiju. Integral je
takSen kot pri racunu povrsine krogle, torej dobimo le dodatni faktor 4n. Tako zapiSemo:

2
dP = 4nC*exp| — W_\2gy
2kT

To pa pomeni, da je sama verjetnostna gostota po hitrostih:

2
V) = 42C3?2 -exp| - TV
- of 2]

Bodite pozorni na dodatni faktor v pred eksponentno funkcijo; ta funkcija ni ve¢ Gaussova! S to
porazdelitveno funkcijo lahko izraéunamo razne pri¢akovane vrednosti potenc hitrosti. Povpreéja <v®>
nam pravzaprav sploh ni treba racunati, ker si zaradi ekvivalentnosti smeri v prostoru pomagamo z
rac¢unom iz prejSnjega zgleda:

V2=V + V2 + V2 D <vB> = <ud> + <vy?> + <v2> = 3<v®> = 3KT/m

Namesto tega navadno zapiSemo neke vrste povprecno hitrost:

3kT
Vems = T

Oznaka RMS (root mean square) pomeni, da to ni prava povprecna hitrost, temve¢ koren iz povpreéja
kvadrata hitrosti, kar ni isto. Hitrost Vrms je pomembna v statistini termodinamiki, npr. pri
razumevanju ekviparticijskega teorema, kjer so pomembne kineticne energije molekul. Povpre¢no
hitrost v navadnem pomenu izra¢unamo s funkcijo p(v) takole:

jv3 -exp| — MYy dv,
) 2kT

<V >= - = . =
Ivz -exp| — mv, dv,
) 2kT |
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Spet si pomagamo z metodo per partes, rezultat pa je:

<V >= BkT <V
m RMS

Omenimo $e eno hitrost, tisto, pri kateri ima funkcija p(v) maksimum:
2kT

iy

Ta je najmanjsa od vseh treh. &

¥ Radunski zgled 6.11

Imejmo dve Gaussovi porazdelitveni funkciji, eno za spremenljivko x in drugo zay:

_ 1 _(X_X0)2
)= - ﬂexp{ s }

X

_ 1 (y-y)
pz(Y)—GmeXp{ 20 2 :l

y y

Vsota naklju¢nih spremenljivk X iny je nova naklju¢na spremenljivka z: z = x + y. Dokazite, da je tudi
njena porazdelitvena funkcija Gaussova in poisc¢ite njena parametra.

V splosnem je porazdelitvena funkcija vsote konvolucija porazdelitvenih funkcij sumandov:
p(2) = [ p,(t) P, (2~ t)cl

Vstavimo v integral nasi Gaussovi funkciji:

o0

foo] (0 -ty

2 2
Oy % 20, 20,

p(2) =7 —

Podrobnosti so dolgovezne, zato samo nakazimo nadaljnji postopek, ki ga lahko bralec sam izvede.
Najprej damo oba ulomka v oglatem oklepaju na skupni imenovalec. Potem zdruzimo c¢lene po
potencah integracijske spremenljivke: t?, t in 1. Clena s t? in t dopolnimo do popolnega kvadrata, kar
ostane in je neodvisno od Casa, pa izpostavimo pred integral. Nato uvedemo novo integracijsko
spremenljivko u, tako da dobimo preprost integral Jexp(-u?)du v mejah od —oo do oo, ki ima vrednost
12, Pomnozimo faktorje in konéni rezultat je zelo preprost:

(Z_XO_YO)Z}

1
Pz = \/ZR(O'XZ + ayz)explz_m
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Res smo dobili Gaussovo funkcijo s povpre¢no vrednostjo spremenljivke zo = Xo + Yo in s standardno
deviacijo po »Pitagorovem izreku«: o:? = 6 + ;2.

Ta rezultat je za statistiko izjemno pomemben in ga lahko z indukcijo takoj posplo§imo na vsoto ve¢
kot dveh sumandov. V posebnem primeru naj gre za isto naklju¢no spremenljivko x, ki jo seStejemo
N-krat. Pozor: Ceprav gre za isto spremenljivko, so vrednosti sumandov razli¢ne, saj sumande
vzamemo za neodvisne med seboj in x je pa¢ nakljuéna spremenljivka. Ce formalno definiramo vsoto
Sn=x+x+ ... +x (N sumandov), potem je porazdelitvena funkcija vsote naslednja:

1 (S, — Nx, ¥
S )=—— _exp| — N0
P(Sy) o (v p{ No?

Formalno lahko ta izraz prepisemo takole:

it 5

To pa pomeni: standardna deviacije vsote ni N-krat vecja od standardne deviacije enega ¢lena, temved
samo NY2-krat ve¢ja. Sedaj vsoto Sy delimo z N in definiramo »statistiéno povpregje po N meritvah
spremenljivke x«: Xp = Sn/N. Takoj ugotovimo naslednje: standardna deviacija statistiénega povprecja
je N-krat manjsa od standardne deviacije vsote, ali: standardna deviacija statisti¢nega povprecja X pri
N meritvah je N*2—krat manjsa od standardne deviacije same spremenljivke X. &
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Univerzitetna zalozba
Univerze v Mariboru

MONTE CARLO SIMULACIJE

Pri simulacijah Monte Carlo (MC) uporabljamo ra¢unalniski generator nakljuénih $tevil (GNS) za
simulacijo poljubne diskretne ali zvezne porazdelitve [10]. Vsaki¢, ko se program sklicuje na GNS,
mu le-ta vrne novo in na videz naklju¢no racionalno (za vse prakti¢ne namene realno) stevilo med 0 in
1. To stevilo bomo oznacevali z r (random), verjetnostna porazdelitvena funkcija pa je pr(r) = 1. Z
ustrezno funkcijsko pretvorbo r - x potem simuliramo dano porazdelitveno gostoto px(x) za fizikalno
nakljucno spremenljivko X. Kako to naredimo, bomo prikazali pri konkretnih zgledih.

¥ Radunski zgled 7.1

Z GNS simuliramo met igralne kocke. Kako bomo programirali met kocke 10*-krat, presteli §tevilo
ponovitev posameznih pik, povpre¢no stevilo pik in standardno deviacijo?

To je najpreprostejsi zgled MC-simulacije: kon¢na diskretna porazdelitev z enakimi verjetnostmi za
vse vrednosti diskretno porazdeljene spremenljivke; v naSem primeru je to kar Stevilo pik od 1 do 6.
GNS nam da $tevilko r, ustrezno §tevilo pik na kocki pa ozna¢imo z x. V primeru 0 < r < 1/6 naj bo x
=1, vprimeru 1/6 <r < 2/6 naj bo x = 2 in tako do 6. Prireditev r = X se da napisati z enac¢bo: X =
trunc(6r) + 1. Funkcija »trunc« (truncate) pomeni vedno zaokrozanje navzdol. Potem se vsi omenjeni
intervali $tevila r pravilno pretvorijo v stevilko X, npr. r = 0,1 > x =1 (ker je trunc 0,6 = 0), r = 0,25
- x =2 (ker je trunc (6 - 0,25) = trunc 1,5 = 1) itd. Prilagamo podprogram za 10 000 »metov« in izid
taksne simulacije.

const N = 10000 ;

procedure delaj ;
var X,i : integer ;
Nx : array[1..6] of integer ;
rxXp,xp2,xstd : real ;
begin
for i:=1to 6 do Nx[i]:=0;
Xp:=0 ; xp2:=0;
for i:= 1 to N do begin
r:=random ;
x:=trunc(6*r)+1;
if (x<1) then x:=1 else if (x>6) then x:=6 ;
NX[x]:=Nx[x]+1
end ;
for i:= 1 to 6 do begin
writeln('Metov za ',i:2,": ",Nx[i]:4) ;
Xp:=xp+i*Nx[i] ;
Xp2:=xp2+i*i*Nx[i]
end;
Xp:=xp/N ;
Xp2:=xp2/N ;
xstd:=sqrt(xp2-sqr(xp)) ;
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writeln('Povp : ',xp:8:4) ;
writeln('Std : ',xstd:8:4) ;
readiIn(i) ;

end ;

Bl C:\Users\Uporabnikimilan'pedaghsnovim

= Ry PVORIEY LY
AR EN EN EN ER RN

Naj omenimo, da je povprecje Stevila pik pri idealni statistiki (zelo veliko Stevilo metov in seveda
odlicen GNS) enako 3,5. Ustrezno standardno deviacijo izraCunamo takole:

6

std(x) = \/ZGZP(X)(X—?,,S)Z = \/%Z(x—&S)z = \/%i(x—&S)z ~ 1,708 &

x=1

¥ Racunski zgled 7.2

Z GNS simuliramo Poissonovo porazdelitev. Naj bo npr. a = 4,25. Poii¢ite zvezo med naklju¢no
Stevilko r in Stevilom dogodkov X.

Spet gre za diskretno porazdeljeno spremenljivko X, to je naravno Stevilo ali 0. Problem je tezji kot pri
prejsnjem zgledu, prvic, ker je verjetnost odvisna od spremenljivke X, drugi¢, ker ima X neskon¢no

mnogo vrednosti. Sedaj je prakti¢no izvesti MC-simulacijo na naslednji nacin. Iz verjetnosti P(n)
izraunamo kumulativne verjetnosti Pkum(n), t0 je vsota vseh verjetnosti do indeksa n:

Pan(M =3 P() =32 ex0(-2)

i=0

n a_i
il

P (M) = > P(i) =exp(-a) - D
i~0 i-o I

Izracunajmo prvih nekaj kumulativnih verjetnosti:

Pun(0) = P(0) = exp(-a) =0,01426

Pum(@) = P(0) + P(1) = P(0)- (1+a) =0,07489

P...(2) =P(0)+P()+P(2) = P(0)-(1+a+a’/2) =0,20371
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P..(3) =P(0)-(l+a+a*/2+a’/6) =0,38621
P..(4)=P(0)-1+a+a’/2+a’/6+a’/24) =0,58012

Kumulativna verjetnost se kaj hitro bliza vrednosti 1, tako da je dovolj vzeti dolo¢eno Stevilo ¢lenov,
ker so dogodki z velikimi $tevili, npr. n > 20, zelo malo verjetni. Pri MC-simulaciji priredimo sedaj r
- x takole. Za r < Pium(0) je x =0, za Pxum(0) < r < Pium(1) je x =1, za Pkum(1) < r < Pxum(2) je x =2
itd.

Prikazan je podprogram, ki naredi MC-simulacijo pri N = 10° ponovitvah, iz histograma vrednosti x pa
izraCuna verjetnosti P(X). Za primerjavo so dodane teoreticne vrednosti P(x) iz dane Poissonove

porazdelitve. Porazdelitvi se odlicno ujemata, kar dokazuje pravilnost delovanja podprograma (slika
32).

const xmax = 20 ;
N = 1000000 ;

procedure delaj ;
var X : integer ;
i :longint;
Nx : array[0..xmax] of longint ;
P,Px,Pkum : array[0..xmax] of real ;
a,r,PP :real;
izhod1,izhod?2 : text ;
begin
{Postavitev verjetnosti}
for x:= 0 to xmax do Nx[x]:=0;
write("a : ") ; readIn(a) ;
P[0]:= 1.0/exp(a) ;
Pkum[0]:=P[0] ;
for x:= 1 to xmax do begin
P[x]:=P[x-1]*a/x ;
Pkum[x]:=Pkum[x-1]+P[X] ;
writeln(x," ',Pkum[x]:9:6) ;
end;
readin(x) ;
{MC simulacija}
for i:= 1 to N do begin
writeln(i) ;
r:=random ;
x:=-1;
repeat
X:=X+1;
PP:=Pkum[x]
until ((PP>r) or (x=xmax)) ;
NX[x]:=Nx[x]+1
end ;
for x:= 0 to xmax do Px[x]:=1.0*Nx[x]/N ;
assign(izhodl,'Porig.dat’) ; rewrite(izhod1) ;
assign(izhod2,’PMC.dat’) ; rewrite(izhod2) ;
for x:= 0 to xmax do begin
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writeln(izhod1,x:3," ',P[X]:9:6) ;
writeln(izhod2,x:3," ',Px[x]:9:6)
end ;
close(izhodl) ; close(izhod?2) ;
readIn(x) ;
end ;
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Slika 32: Primerjava originalne Poissonove porazdelitve (modri kvadratki) in njene MC-simulacije
pri N = 10° (rde¢i trikotniki). Porazdelitvi se povsem pokrivata.

Prva dva zgleda sta bila bolj za ogrevanje. Vse pomembnejse MC-simulacije v znanosti se izvajajo na
zvezno porazdeljenih nakljuénih spremenljivkah. Osnova za uporabo GNS v teh primerih je vedno
enaka: naklju¢no spremenljivko X z verjetnostno gostoto px(x) generiramo z naklju¢no Stevilko r z
verjetnostno gostoto pe(r) = 1 na intervalu (0, 1). Prireditvena funkcija x = f(r) mora biti bijektivna na
ustreznih definicijskih obmogjih obeh spremenljivk. To pomeni, da se vsak interval (r, r + dr) naklju¢ne
stevilke GNS enoli¢no preslika v interval (x, X + dx) simulirane spremenljivke x. Zato morata biti enaki
tudi ustrezni verjetnosti: p(r)dr = px(x)dx. To enacbo integriramo od minimalne vrednosti obeh
spremenljivk do neke vmesne vrednosti (minimalna vrednost je leva meja definicijskega obmocja):

[, (rdr = [ p, ()

j'ldr = i p, (x)dx

Xmin

r= j P, (x)dx

Xmin
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Integral na desni strani enacbe navadno imenujemo kumulativna porazdelitvena funkcija in pomeni
verjetnost, da bo imela nakljucno izbrana spremenljivka X vrednost manjSo od zgornje integracijske

meje. To funkcijo na kratko oznacimo s Px(x), da jo razlikujemo od verjetnostne gostote px(x).
Zapisimo zvezo med r in X $e enkrat na kratko:

r=P,(x) > x=P(r)

kjer je Px* inverzna funkcija funkcije Px. Enacba je osnova za vse MC-simulacije zvezno porazdeljenih
naklju¢nih spremenljivk.

¥ Radunski zgled 7.3

Naredimo MC-simulacijo eksponentne porazdelitvene funkcije p(x) = C exp(—x/xo) za obmocje X > 0.
Najprej normalizirajte verjetnostno gostoto p(x), potem pois¢ite njeno kumulativno porazdelitveno
funkcijo in zapisite funkcijsko priredbo r = x.

Normalizacijo eksponentne porazdelitve smo ze naredili v racunskem zgledu 6.7: C = 1/Xo.
Kumulativna funkcija (uporabljali bomo to kratko ime) je:

P(x) = Ixiexp(—x/xo)dx =—exp(—x/X,) g =1—exp(—x/X,)

0 %o
Velja torej zveza:

r=1-exp(—x/x,)

obratna zveza med spremenljivkama pa je:

X ==X, In(1-r)

Za preizkus preverimomeji: r=0-> x=0,r =1 - x =+ c0. Seveda se moramo pri numeric¢ni simulaciji
izogniti limiti r = 1 & X = + o zaradi omejitve raunalnika. Vendar so velike vrednosti X tako malo
verjetne, da z rezanjem prevelikih vrednosti X (Cemur ustrezajo vrednosti r zelo blizu 1) ni¢ ne $kodimo
realni porazdelitvi. Na sliki 33 so prikazani rezultati simulacije za N = 10% 10° in 10° ponovitev.
Simulirane porazdelitve izra¢unamo s histogramsko metodo, kjer posamezne vrednosti X porazdelimo
po »predalc¢kih« primerne Sirine AX; te porazdelitve primerjamo s teoreticno eksponentno verjetnostno
gostoto.
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Slika 33: Primerjava originalne eksponentne porazdelitve (gladka ¢rna ¢rta) z njenimi MC-
simulacijami pri N = 104, 10° in 10° (barvne érte); porazdelitev je normalizirana na xo = 1. Cim vedji
je N, tem manjSe so statisti¢ne fluktuacije.
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¥ Radunski zgled 7.4

Naredimo MC-simulacijo normalne porazdelitvene funkcije p(x) = C exp[-(x — X0)%/(26%)]. Najprej
normalizirajte verjetnostno gostoto p(x), potem pois¢ite njeno kumulativno porazdelitveno funkcijo in
zapisite funkcijsko priredbo r 2 X.

Pri normalizaciji Gaussove funkcije si pomagamo z znanim dolo¢enim integralom:
Texp(-{z)dt:=VGE

Pri normalizaciji

_zC exp(— %)dx =1

Uvedemo zato novo integracijsko spremenljivko t? = (x —x0)?/(20?), tako da je konstanta C enaka:

Kumulativna porazdelitvena funkcija je:

P = [ oo 2

in velja tako za pozitivne kot negativne vrednosti x. Vendar je smiselno zapis P(x) poenostaviti. Prva
poenostavitev je prav vpeljava brezdimenzijske spremenljivke t v MC-simulaciji: ta je skoraj enaka
zgoraj omenjeni integracijski spremenljivki t, vendar jo iz prakti¢nih razlogov raje definiramo brez
polovice: t = (X — Xo)/o. Tako namesto z P(X) raje ra¢unamo direktno s porazdelitveno funkcijo P(t):

P(t) = I%exp(—%)dx

Zaradi normalizacije sode funkcije je njen integral med mejama — c« in 0 enak ', tako da lahko
postavimo spodnjo integracijsko mejo na ni¢, integriramo pa le po pozitivnih vrednostih t:

[

1 t?

!Eexp(—g)dx

wo=%i

kjer je predznak pred integralom enak predznaku spremenljivke t. Tezava je v tem, da integral za
poljubno zgornjo mejo t zgoraj nima analiti¢nega zapisa. V literaturi je ta integral povezan s funkcijo
error function, ki je pomembna v teoriji verjetnosti in merskih napak. Vendar pa nam razli¢ne vrednosti
integrala samim ni tezko programirati: uporabimo Simpsonovo metodo. Zveza s spremenljivko r, Ki
nam jo da GNS, je potem: r =P(t) > t=P7X(r) > x=Xo + to. &
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¥ Radunski zgled 7.5

Kako naredimo MC-simulacijo Maxwellove porazdelitve hitrosti molekul idealnega plina pri
temperaturi T, ki jo opise funkcija: p(v) = C exp[-m(v:® + vy® + v,2)/(2KT)]? Pri tem je m masa molekule,
k pa Boltzmannova konstanta.

Sedaj je p funkcija treh naklju¢nih spremenljivk — treh komponent hitrosti. Ker je p produkt funkcij
komponent hitrosti, pomeni to, da so vse tri komponente med seboj statisticno neodvisne. Vsako

komponento opisuje Gaussova porazdelitev, centrirana privi =0 (i = x, y ali z). Torej je MC-simulacija
takSna kot v raCunskem zgledu 7.4, le za vsako komponento hitrosti uporabimo po eno Stevilko GNS:

1= P_l(l’l) 2> Vg = '[1(|(-|-/m)1/2
to = PY(r2) > vy = to(kT/m)Y2
ts = P7Y(rs) 2 v; = t3(KT/m)*2 &

v Radunski zgled 7.6

Difuzijo molekul neke tekocine v mesanici z drugo tekocino lahko teoreticno simuliramo z naklju¢nim
sprehodom (ang. random walk). Delec (molekulo, prasni delec pri Brownovem gibanju itd.) postavimo
najprej v izhodis¢e koordinatnega sistema. Obravnavajmo 3D-problem, saj je obravnava v 2D
analogna. V vsakem koraku (iteraciji) naj se delec premakne za dolzino L v povsem naklju¢no smer
(neodvisno od prejSnjih korakov). Zanima nas »makroskopsko« spreminjanje razdalje delca od
izhodis¢a s Stevilom korakov N, ne glede na statisticne fluktuacije. Najprej teoreticno izrazite r(t),
potem pa zapiSite MC-simulacijo naklju¢nega sprehoda v 2D in 3D.

Zapisimo vse tri koordinate delca po N premikih, ¢e posamezne spremembe koordinat po korakih
ozna¢imo z AXi, Ayi in Az;:

X =Y AX,

i=1
N

y:ZAyi

i=1

Izrazimo pri¢akovano vrednost kvadrata koordinate X (s pricakovano vrednostjo odpravimo statisti¢ne
variacije):

N
<x?>=< (D A%)? >

i=1

Ker se pri kvadratu nekega izraza mnozi »vsak ¢len z vsakim«, lahko namesto kvadrata vsote zapiSemo
dvojno vsoto produktov ¢lenov:
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N N

<X >=< Y > AXAX; >

i=1 j=1

Vsi ¢leni z | # 1 so enaki ni¢, ker so nekorelirani, tako da je njihovo povprecje enako ni¢: <AX; - AXj >
= <AX; > - <AXj > =0 - 0 = 0 (zaradi izotropne simetrije je namre¢ povprecna sprememba posamezne
koordinate enaka nic¢). Preostanejo le ¢leni z enakima indeksoma in namesto dvojne vsote imamo spet
enojno:

N
2
<x?>=<Y AX" >
i=1

Ker pa so vse tri smeri pri izotropni simetriji ekvivalentne, velja <Axi>> = <Ay®>> = <Azi*>> = L?%/3.

Torej velja:

2
<x*>=N.-—
3

in enako za <y?> in <z%>. Pri razdalji mislimo Ze statisti¢no povpreéje: r? = <x®> + <y?> + <z?> = NL2
Izraz korenimo in nazadnje ugotovimo:

r:L-\/W

Pois¢imo Se tesnejSo fizikalno zvezo. Naj se delec giblje z neko povpre¢no ali efektivno hitrostjo V.
Tedaj je Stevilo korakov: N = s/L = vt/L. Statisti¢no se torej razdalja delca od njegove zacetne lege s
¢asom spreminja takole:

r=+/Lvt

V 2D dobimo s podobnim sklepanjem enak rezultat. Res je sicer <Axi®> = <Ay;i?> = L%/2 namesto L?/3,

vendar zdaj seStejemo dva Clena, tako da se konstantni faktor ' krajsa, tako kot se je krajsal faktor 1/3
v 3D.

Prikazimo $e MC-simulacijo za 3D-problem. Obravnavajmo problem v brezdimenzijski obliki z
normalizacijo L = 1. Simulacijo izvedimo na dva razli¢na nacina: prvi je preprostejsi in za na$ namen
bolj prakti¢en, drugi pa kje bolj matemati¢no poucen. Pri prvem nacinu najprej obravnavajmo premik
tako, kot da so njegove komponente med seboj neodvisne. Pri tem dovolimo tako negativne kot
pozitivne vrednosti komponent (z enako verjetnostjo). Potrebujemo 3 nakljuéna §tevila iz GNS (ry, r2
In r3) in najpreprostejse pretvorbe so:

AX; =1, -1/2
Ay, =r,-1/2
Az, =r,-1/2

S tem dosezemo enakomerno porazdeljenost vrednosti komponent premika na intervalu (-1/2, +1/2).
Vendar pa moramo celoten vektor premika Se normalizirati na velikost 1:



156 VISJIA MATEMATIKA V FIZIKI
M. Ambrozi¢, R. Repnik & M. Slavinec: Monte Carlo simulacije

AX, = AX, [ AX? + Ay + Az

Ay, = Ay, 1A + Ay + Az

Az, — Az, [JAX + Ay, + Az

Pri drugem nacinu MC-simulacije premikov uporabimo sferi¢na kota €in ¢. Njuni naklju¢ni vrednosti
dolo¢imo z naklju¢nima Stevilkama ry in r2 GNS. Pri izotropni porazdelitvi smeri premikov v 3D-
prostoru je porazdelitev azimutnega kota ¢ na intervalu (0, 2r) enakomerna: p(¢) = 1/(2w). Ustrezna
preslikava je: ¢ = 2n - r1. Porazdelitvena funkcija polarnega kota @ na intervalu (0, n) pa je: p(6) =
(1/2)sin 6. To sklepamo med drugim po tem, da je element prostorskega kota enak: d<2=sin #d&de.
Za vajo preverimo normalizacijo produkta obeh porazdelitvenih funkcij:

2nm 2nm

JJ p(e)p(¢)d6U(0=4—1anin9daj¢:1

0

Kumulativna porazdelitvena funkcija kota & je potem:
P(O) = 1ffsin Ao = 1(1— cos 6)
29 2

Iz pretvorbe r2 = P(6) najdemo e zvezo med polarnim kotom in drugo nakljuéno $tevilko GNS:
6 = arccos(l-2r,)
Nazadnje izracunamo komponente premika:

AX; =sin cos ¢
Ay, =sin @sin ¢
Az, =cos @

Prilagamo Se programa v Mathematici (prva metoda) z rezultati za MC-simulacijo naklju¢nega
sprehoda v 2D in 3D za prvih 1 000 korakov. Grafi so prikazani na slikah od 34 do 37.

v2={{0,0}};

r2={{0,0}};

x=0;

y=0;

i=0;

Do[
{dx=Random[Real {-1,1}],
dy=Random[Real {-1,1}],
Xy2=Sqrt[dx*dx+dy*dy],
dx=dx/xy2,
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dy=dy/xy2,

X=x+dXx,

y=y+dy,

I=1+1,

rr=Sqri[x*x+y*y],

v2=Append[v2,{X,y}],

r2=Append[r2,{i,rr}]

}, {10003}];
ListLinePlot[v2]
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Slika 34: Tir gibanja delca y(X) pri naklju¢nem 2D-sprehodu

ListLinePlot[r2]
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Slika 35: Odvisnost razdalje delca od izhodi$¢a od Stevila korakov pri nakljuénem 2D-sprehodu

v3={{0,0,0}};
r2={{0,0}};

x=0;
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Do

{dx=Random[Real {-1,1}],
dy=Random[Real {-1,1}],
dz=Random[Real,{-1,1}],
xy2=Sgrt[dx*dx+dy*dy+dz*dz],
dx=dx/xy2,

dy=dy/xy2,

dz=dz/xy2,

X=X+dx,

y=y+dy,

z=z7+dz,

i=i+1,
rr=Sqrt[x*x+y*y+z*z|,
v3=Append[v3,{X,y,z}],
r2=Append[r2{i,rr}]

}, {1000}];

Graphics3D[{Blue,Line[v3]}]

Slika 36: Tir gibanja delca y(x) pri naklju¢nem 3D-sprehodu

ListLinePlot[r2]
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Slika 37: Odvisnost razdalje delca od izhodis$¢a od $tevila korakov pri naklju¢nem 3D-sprehodu
V obeh primerih prvi graf prikazuje spreminjanje lege delca, drugi pa trenutno razdaljo delca od
izhodis¢ne lege. Statisti¢ne variacije so velike, tako da se krivulji r(N) ujemata s korensko funkcijo
samo v grobem statisticnem povprecju. #

¥ Radunski zgled 7.7

V znanosti o strukturnih materialih se pogosto uporablja dvoparametricna Weibullova porazdelitev. Z
njo opisemo npr. porazdelitev vrednosti upogibne trdnosti o (navadno v megapascalih) preizkusnih
vzorcev. Pri tej porazdelitvi je verjetnostna gostota:

p(a)zﬂ(iJ _ exp{(i] :|
Oy \ 9o Oy

kumulativna funkcija pa je:

P(o) = T p(o)do = 1exp{ (i] }
0 Oy

Prosta parametra m in op imenujemo Weibullov modul in skalni (umeritveni) parameter, dolocata pa
Sirino porazdelitvene funkcije p in njen vrh. Zato sta neposredno povezana s pri¢akovano vrednostjo
trdnosti <o> in njeno standardno deviacijo do. Ni nakljucje, da je funkcija P(o) v tem primeru
preprostejs$a od funkcije p(o), saj je Weibull najprej teoreti¢no izpeljal P(o) in Sele potem izracunal
p(o) = dP(o)/do. Poiscite zvezo r = o v MC-simulaciji te porazdelitve.

Veljati mora r = P(o) ali:

]

Obratna zveza je:

l 1/m
O =0" Inﬁ

V zvezi z Weibullovo porazdelitvijo v raziskovalnem delu omenimo nekaj zanimivosti. Trdnost je med
najpomembnejSimi mehanskimi lastnostmi tehni¢nih (strukturnih) materialov, kamor spada tudi
tehni¢na keramika, npr. aluminijev oksid (Al2O3z), cirkonijev oksid (ZrO) in silicijev nitrid (SisNa). 1z
eksperimentalnih podatkov za trdnost, kjer gre za zlom vzorcev pravilne geometrijske oblike, navadno
kvadra, lahko z razli¢cnimi uveljavljenimi metodami izraCunamo oba neznana parametra m in oo.
Omenimo za naso obravnavnavano najpreprostejSo metodo, to je metodo momentov (MM). Kot smo
ze omenili, velja enoli¢na zveza med parom m, op in parom <¢>, do. To zvezo izpeljemo takole:

© © m-1 m
<o" >:J.0”-p(0')d0:.|.0”-ﬂ- < -exp| — 2 ldo
0 0 O \ 9o Oy
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za poljubno naravno Stevilo n.
Upostevajmo definicijo funkcije gama:

r'(x)= Tt“ -exp(—t)dt

Uvedimo v integral za <o"™> novo integracijsko spremenljivko t = (o/ov)™ in tako izra¢unamo:

<o">=0c," -F[1+£J
m

Za prvi dve potenci, ki ju potrebujemo pri MM-metodi, tako velja:

<O'>=O'O'F(1+%)

<o?>=0,- ]“(1+ Ej
m

Izrazimo relativno standardno deviacijo trdnosti:

- - F(1+2]—F2(1+1]
oo _\/<0' >—<0o>" m m

<o> <o> F(1+lj
m

Vrednosti <> in do izratunamo neposredno iz eksperimentalnih podatkov. Potem izracunamo
relativno standardno deviacijo in iz zadnje enacbe po metodi MM numeri¢no $e Weibullov parameter
m. Nazadnje izra¢unamo skalni parameter: op = <o¢>/7{1 + 1/m). Omenimo S$e dve drugi znani metodi
za izraCun parametrov m in oo, to sta linearna regresija (LR) in metoda najveéje verjetnosti (slisi se
tudi izraz »najvecje verjetje«, ML = maximum likelihood). Da je statistika dovolj zanesljiva, standardi
pri vseh metodah priporoc¢ajo vsaj 30 meritev trdnosti. V industriji se ponekod drZijo tega priporocila,
drugod pa si tega ne morejo privos€iti in zlomijo manj preizkusnih vzorcev (posebno zato, ker je
proizvodnja kerami¢nih elementov draga in zahtevna). Slabost vseh omenjenih metod je, da dajejo pri
premajhnem Stevilu preizkusnih vzorcev sistematicno premaknjene vrednosti predvsem parametra m
glede na njegovo pravo vrednost: nekatere metode dajo preveliko vrednost m, druge pa premajhno.
Zato so poleg eksperimentalnega dela zelo razSirjene raznovrstne teoreticne MC-simulacije trdnosti,
kot je opisano zgoraj, z njimi pa natan¢no in sistemati¢no preverjamo zanesljivost metod, kot so MM,
LR in ML. Neka;j tak$nih simulacij smo med drugim objavili tudi sodelavci Oddelka za fiziko FNM.

Neka;j ¢lankov sodelavecev FNM o Weibullovi statistiki:

AMBROZIC, Milan, GORJAN, Lovro. Reliability of a Weibull analysis using the maximum-
likelihood method. Journal of Materials Science, 46 (2011) 6, 18621869
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GORJAN, Lovro, AMBROZIC, Milan. Bend strength of alumina ceramics : a comparison of Weibull
statistics with other statistics based on very large experimental data set. Journal of the European
ceramic society, 32 (2012) 6, 1221-1227

AMBROZIC, Milan, GORJAN, Lovro, GOMILSEK, Maga. Bend strength variation of ceramics in
serial fabrication. Journal of the European ceramic society, 34 (2014) 7, 1873-1879 a

¥ Radunski zgled 7.8

V' semimikroskopski teoriji nemati¢nih tekoc¢ih kristalov (NTK) se veliko uporablja Lebwohl-
Lasherjev model, ki je izpeljanka Heisenbergovega spinskega modela pri simulaciji orientacijskega
reda feromagnetnih in feroelektri¢énih snovi. V tem modelu nakljuéno postavimo spine (enotne
vektorje, ki podajajo smeri osi podolgovatih molekul ali pa njihovih veéjih gru¢) v 3D kubi¢no mrezo.
Vsaka celica te mreze je torej majhna kocka, ki vsebuje en spin. Z MC-simulacijami predstavimo
gibanje smeri osi molekul, npr. v odvisnosti od temperature, pri ¢emer upoStevamo tudi nakljuéne
termi¢ne zasuke spinov. RazloZimo termi¢ni zasuk posameznega spina. NajlaZze naredimo to, e si
izberemo lokalni koordinatni sistem, vezan na ta spin, tako da se lokalna os z ujema z njegovo smerjo.
Potem rotacija spina okrog te osi nima nobenega fizikalnega pomena. Termi¢na rotacija ima zato
namesto treh prostostnih stopenj le dve, ki ju lahko opisemo z dvema kotoma, @in ¢, sorodnima kotoma
sferi¢nega koordinatnega sistema. Kot ¢ podaja smer rotacijske osi, ki je pravokotna na lokalno os z,
zato je porazdelitev njegovih vrednosti enakomerna na intervalu (0, 2x). Kot 4 pa je dejanski zasuk
spina okrog tako dolocCene rotacijske osi. Porazdelitev njegovih vrednosti ni enakomerna, temvec¢ na
neki nacin ustreza kombinaciji Gaussovih porazdelitev v dveh neodvisnih dimenzijah. V podrobnosti
izpeljave ne bomo §li, izkaze pa se, da je porazdelitvena funkcija kota @ naslednja:

02
0)=C0O-exp| —
o0 -co-oef- L)

Pri tem je o standardna deviacija, ki naras¢a z narasc¢ajoco temperaturo NTK. C je normalizacijska
konstanta, ki nam je zdaj niti ni treba izraCunati. Izrazite zvezi med naklju¢nima Steviloma GNS in
kotoma v MC-simulaciji.

Zveza je pri kotu ¢ spet preprosta: ¢ = 27 - r1, kjer je r1 prvo naklju¢no Stevilo. V zvezi s kotom & pa
moramo najprej izraziti kumulativno porazdelitveno funkcijo:

el £]

Ker naj velja P(e0) = 1 (teoreti¢no gledamo tudi kote, vecje od 27, ¢eprav pride pri operaciji zasuka v
postev le njihov modul po 27), potem mora veljati Co? = 1. Normalizirana kumulativna porazdelitvena
funkcija tega kota je torej:

2] 02
P(@)=|C8- -exp| —
®) j p( =

PO)=1- exp[— 2922 J
(o}

Iz pretvorbe rz = P(6) izratunamo:

r,=o- |2 L
1-r,
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Seveda pa je treba nazadnje zasuk prikazati v laboratorijskemu koordinatnemu sistemu, zato moramo
po lokalnem termi¢nem zasuku spina izvesti Se transformacijo med koordinatnima sistemoma. Precej
taks$nih simulacij smo naredili na Oddelku za fiziko in rezultate tudi objavili.

Nekaj ¢lankov sodelavcev FNM o MC-simulacijah NTK:

REPNIK, Robert, RANJKESH SIAHKAL, Amid, SIMONKA, Vito, AMBROZIC, Milan, BRADAC,
Zlatko, KRALJ, Samo. Symmetry breaking in nematic liquid crystals: analogy with cosmology and
magnetism. Journal of physics, Condensed matter, 25 (2013) 40, 404201-1-404201-10

RANJKESH SIAHKAL, Amid, AMBROZIC, Milan, SLAVINEC, Mitja. Study of phase transitions
and structural order in perturbed nematic liquid crystals = Studij faznega prehoda in strukturnega reda
v perturbiranemu nemati¢nemu teko¢emu kristalu. Anali PAZU, ISSN 2232-416X, 3 (2013) 2, 57-67,
graf. prikazi. http://www.anali-pazu.si/sites/default/files/Separat Ranjkesh_et.al_.pdf

RANJKESH SIAHKAL, Amid, AMBROZIC, Milan, KRALJ, Samo, SLUCKIN, T. J. Computational
studies of history dependence in nematic liquid crystals in random environments. Physical review. E,
Statistical, nonlinear, and soft matter physics, 89 (2014) 2, 022504-1-022504-14 a

¥ Radunski zgled 7.9

V zvezi s perkolacijsko teorijo predstavimo dva modela, mrezni in kontinuumski model v
najpreprostejsi razli¢ici.

Mrezni model

V preprostem 2D mreznem modelu imamo mrezo N x N kvadratkov (slika 38 a). Pri perkolacijskih
problemih gre v splosnem za makroskopsko (globalno) geometrijsko povezanost objektov (v naSem
primeru kvadratkov v 2D-mreZi), pri tem pa lahko obravnavamo raznovrstne fizikalne lastnosti mreze
(snovi). Zaradi nazornosti vzemimo elektricno prevodnost: privzemimo, da je dolo¢en delez (p) vseh
kvadratkov v mreZi elektri¢no prevoden, delez 1 — p pa ne. Razporeditev prevodnih in neprevodnih
kvadratkov v mrezi naj bo povsem naklju¢na, zato lahko konfiguracijo postavimo z MC-simulacijo.
Zaradi prikaza lahko kvadratke obarvamo: npr. prevodne s ¢rno barvo, neprevodne pa z belo. Pri
doloceni konfiguraciji kvadratkov nas zanima, ali obstaja prevodna pot (prek prevodnih kvadratkov)
od spodnjega do zgornjega roba (elektrode). Pri povezavah med prevodnimi kvadratki veljajo le
povezave prek stranic (ne oglis¢!) sosednjih kvadratkov. Pri dolocenem prevodnem delezu p (posebno
v blizini perkolacijskega praga, kot ga bomo definirali spodaj) lahko racunalnik nastavi taksno
konfiguracijo, da prevodna pot obstaja (perkolacija), ali pa taksno, da takSne poti ni. Zato gre pri
perkolacijski teoriji za statistiko in verjetnostni ra¢un. Program mora pri izbrani vrednosti p velikokrat
postaviti nakljucno zacetno konfiguracijo in vsaki¢ preveriti, ali nastane perkolacija ali ne. Na osnovi
tega izraCuna verjetnost za perkolacijo P, in ta je funkcija prevodnega deleza p. Pri dovolj majhnih
vrednostih p pri¢akujemo P =0 (saj je kvadratkov premalo za prevodno pot), pri velikih p pa P = 100
%. Vmes je P(p) naras¢ajoca funkcija. Od celotnega perkolacijskega problema se tu omejimo samo na
vprasanje: kako naj program pri danem delezu p z uporabo GNS nastavi zadetno konfiguracijo
prevodnih in neprevodnih kvadratkov?

Ta naloga je dokaj preprosta. Za vsak kvadratek posebej program izbere naklju¢no Stevilko r. Zar <p
naj bo kvadratek prevoden, za r > p pa ne. PriloZen je znaCilni paskalski podprogram za nastavitev
konfiguracije.


http://www.anali-pazu.si/sites/default/files/Separat_Ranjkesh_et.al_.pdf
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procedure postavi ;
var i, j : integer ;
r:real ;
begin
fori:=1toNdo
for j := 1 to N do begin
r :=random ;
if (r < p) then prevod[i]"[j] := true
else prevod[i]*[j] := false
end ;
end;

Omenimo $e, da kot perkolacijski prag pc definiramo tisto vrednost prevodnega deleza p, pri kateri
velja: P(pc) = 50 %.

Kontinuumski model

V kontinuumskih modelih geometrijski objekti niso razporejeni v pravilno mrezo, temve¢ so njihove
na prevodne in neprevodne, temvec¢ za same prevodne objekte v neprevodni matrici ali kar v praznem
prostoru. Obravnavajmo preprost 3D-problem, kjer so prevodni objekti kroglice s polmerom R v 3D-
prostoru. Prevodna pot med nasprotnima elektrodama nastane s sekanjem dovolj velikega Stevila
prevodnih kroglic med elektrodama. Zaradi sferi¢ne simetrije se nam pri kroglicah ni treba ukvarjati
Se z orientacijo, temve¢ mora program v 3D prostorski konfiguraciji postaviti samo lege njihovih
srediS¢. Naj bo razporeditev srediS¢ kroglic v 3D-prostoru sicer naklju¢na, a homogena. V simulaciji
vzemimo kocko z robom 1. Kako naredimo MC-simulacijo leg kroglic?

Tudi ta naloga je preprosta. Za vsako kroglico program izbere tri naklju¢na Stevila: ry, r2 in rs.
Koordinatni sistem izberimo tako, da je simulacijska kocka v oktantu s pozitivnimi koordinatami, eno
od njenih oglis¢ pa je v izhodiscu. Torej lezijo vse koordinate sredi$¢ kroglic v obmocju (0, 1), zveza
med koordinatami in naklju¢nimi $tevili pa je kar se da preprosta: X = r, y = Iz, Z = r3. Kot zanimivost
omenimo $e, da morajo biti za dovolj dobro statisti¢no veljavnost rezultatov kroglice veliko manjse od
simulacijske kocke: R << 1. V zvezi s kontinuumskimi perkolacijskimi modeli za krogelne in
anizotropne objekte smo objavili ve¢ ¢lankov.

Na sliki 38 sta ponazorjena mrezni in kontinuumski model za prevodne kvadratke.
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ZGORNJA ELEKTRODA ZGORNJA ELEKTRODA

SPODNJA ELEKTRODA
SPODNJA ELEKTRODA
(a) (b)

Slika 38: Razlika med mreznim (a) in zveznim (b) modelom (v splosnem bi lahko bili kvadratki tudi
razli¢no zasukani). Prevodni kvadratki so temni. V obeh primerih je merilo prevajanja med
elektrodama izpolnjeno, saj obstaja prevodna pot med njima (lahko je ve¢ takSnih poti), nakazana z
rde¢imi puséicami.

Nekaj ¢lankov sodelaveev FNM na temo perkolacijske teorije:

VALANT, Matjaz, DAKSKOBLER, Ale§, AMBROZIC, Milan, KOSMAC, Tomaz Giant
permittivity phenomena in layered BaTiO[sub]3-Ni composites. Journal of the European ceramic
society, 26 (2006), 891-896

AMBROZIC, Milan, DAKSKOBLER, Ales, VALANT, Matjaz. Influence of the geometric al
parameters on the conductivity percolation threshold. EPJ, Applied physics, 35 (2006), 85-92

AMBROZIC, Milan. The percolation threshold in systems of permeable ellipses. EPJ, Applied physics,
41 (2007) 2, 121-127 &

¥ Racunski zgled 7.10

Avtor tega zgleda: Marko Gosak

MC-simulacije se pogosto uporabljajo tudi na podrocju fizikalne biokemije. V sistemih, kjer interagira
relativno majhno Stevilo molekul (npr. na nivoju posameznih celic), so zelo izrazite fluktuacije, ki jih
tradicionalno modeliranje, ki temelji na reSevanju sistema diferencialnih enacb, ne predvideva. Za
stohasti¢en opis sistema je D. T. Gillespie [Gillespie, J. Phys. Chem. 81 (1977), 2340] izdelal
algoritem, ki na osnovi MC-simulacije poda ¢asovni razvoj kemijskega reakcijskega sistema. Pri tem
se porajata dve klju¢ni vpraSanji: katera reakcija se bo zgodila naslednja in ¢ez koliko Casa. Prav zaradi
naklju¢nih procesov, ki spremljajo kemijske reakcije, na ti vprasanji ne moremo to¢no odgovoriti.
Lahko pa izraCunamo verjetnost, katera reakcija se bo zgodila naslednja in kdaj.
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Fizikalno ozadje, ki temelji na statisti¢ni termodinamiki, je dokaj zapleteno in ga vedozeljen bralec
najde v zgoraj omenjenem ¢lanku. Osnovna ideja pa je relativno preprosta. Vpeljimo reakcijsko
gostoto verjetnosti, funkcijo p(z, w), ki je odvisna od dveh spremenljivk. Prva, 7, je zvezna
spremenljivka in je povezana s ¢asom naslednje reakcije, druga, u, pa je diskretna in podaja vrsto
reakcije:

p(a;0:=aﬂexp{—§iaﬂw} (*1)

Koeficient a, je povezan z verjetnostjo za u-to reakcijo (u = 1 — M). Funkcija p(z, ) je definirana za
0<7<owinl< u<M,pricemer je 7 realno Stevilo, u in M pa sta naravni Stevili. Shematski prikaz
gostote verjetnosti je prikazan na sliki 39. Zacetne vrednosti gostot verjetnosti za posamezne reakcije
so odvisne od vrste posameznih reakcij, vsem pa je skupno, da reakcijska gostota verjetnosti
eksponentno pada s ¢asom, kar pomeni, da je bolj verjetno, da se bo reakcija zgodila v krajSem casu;
toCnega Casa pa ne moremo natancno napovedati.

| p(t.p)

ya

Slika 39: Shematska slika reakcijske gostote verjetnosti. Zasenceni del na grafu pomeni reakcijsko
verjetnost P(z, u).

Z uporabo MC-tehnike zelimo generirati nakljuéni par (7, ), Ki bi ustrezal gostoti verjetnosti p(z, )
in nas povezal s ¢asom ter vrsto naslednje reakcije. A ker je reakcijska gostota verjetnosti, ki je
definirana z enacbo (*1), funkcija dveh spremenljivk, jo raje zapiS§imo kot produkt dveh ¢lenov, ki sta
odvisna le od ene spremenljivke:

Pz, 1) = pu(7) P, (1) (*2)
Pri tem p1(z) pomeni gostoto verjetnosti, da se bo naslednja reakcija zgodila v diferencialnem intervalu

(t+ 7, t+ £+ d7), ne glede na to, katera reakcija se bo zgodila, medtem ko p2(«d 7) ponazarja verjetnost,
da se bo zgodila to¢no u-ta reakcija.
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Gostoto verjetnosti p1(7) lahko zapiSemo kot vsoto p(z, 1) za vse reakcije u:
M

p.(2) = p(z, 1) (*3)
pu=l

Prav tako lahko gostoto verjetnosti, da se bo zgodila prav u-ta reakcija, zapisemo kot:

0, (ur) = PO (*4)

Z p(z,v)

Ce v zgoraj zapisani enacbi (*3) in (*4) vstavimo p(7, ), ki smo ga definirali v ena¢bi (*1), ugotovimo:

p.(7) = 8, exp(-a,7) | 0<t<o0 (*5)
in

aﬂ N
p2(1u|z-):a_ ) ,u=1,2,...,M ( 6)

0

pri ¢emer je ao povezan z vsoto verjetnosti za vse reakcije (« = 1 — M) in je definiran kot:

a, = i a, *7)

=1

Definirani gostoti verjetnosti p,(t) in p2(u |7), sta funkciji ene spremenljivke, kar omogoca, da lahko z

ustreznim predpisom na podlagi dveh naklju¢nih Stevil dolo¢imo ¢asovni korak 7 in Stevilo u, ki definira
naslednjo reakcijo. Zapisani verjetnosti (*5) in (¥6) sta normalizirani na njunem definicijskem obmodju:

[pu(o)dr =1 ©

S (i) =1 (*9)

=1

Tako kot v prej$njih primerih, zapi§imo $e kumulativno verjetnostno porazdelitveno funkcijo F(z):
F(o)=[ p.(r)de (*10)
0

za katero veljata znacilna normalizacijski pogoja: F(0) = 0 in F(e0) = 1. Kumulativna verjetnostna
porazdelitvena funkcija F(7) tako na celotnem definicijskem obmocju naraséa od 0 do 1. Naslednja
reakcija se bo zgodila ¢ez ¢as 7. Ta bo dolo¢en na osnovi pi(7), za kar potrebujemo nakljuc¢no Stevilo
r1, izbrano iz zaloge vrednosti funkcije F(z). Zato velja: 7= F-}(r1). Z integracijo (*10) dobimo:

F(r) =1-exp(-a,7) (*11)
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Enacimo enacbo (*11) z nakljuénim Stevilom r1 : r1 = exp(—ao ), pri ¢emer smo naredili zamenjavo ry
- 1-r1. Nazadnje izpeljemo:

o1 (1] (*12)

Eh) n

Na podlagi naklju¢nega Stevila pridobljena vrednost z nam pove, ¢ez koliko ¢asa se bo zgodila naslednja
reakcija.

V nadaljevanju moramo poiskati tudi nakljuéno naravno Stevilo u v skladu s pa(u |7), ki bo dologilo,

katera reakcija bo naslednja. Ponovno vpeljimo pripadajo¢o kumulativno verjetnostno porazdelitveno
funkcijo G(u):

6(x) = p. () (13

ki je prav tako normalizirana na intervalu [0, 1]. Za dolocitev iskanega naravnega Stevila u, dolo¢enega
na osnovi pa(u |7), potrebujemo nakljugno stevilo ra, ki zados¢a pogoju:

G(u-1)<r, <G(u) (*14)

V zadnjo enacbo vstavimo gostoto verjetnosti p2(u |2), tako da je iskano naravno Stevilo u ustreza

pogoju:

u-1 U

> )< <> p () (*15)
v=l v=1

oziroma

u-l av H av

;a—0<r2£;a—o (*16)

V enacbi (*16) je stevilo w, ki dolo¢i, katera reakcija bo naslednja, podano implicitno in ga je potrebno
razbrati, kot je shematsko prikazano na sliki 40. Z drugimi besedami, dogodek oz. reakcijo izberemo
naklju¢no, vendar v skladu s predpisano verjetnostjo; pri bolj verjetnih reakcijah bodo intervali Sirsi.

ji )

|

| 1 M-1 M

a 2 a L u M- b
o~ 2 '

a} v=l

v
( a() v=l ao v=l a() v=1 a() v=l1 a

Slika 40: Uporaba MC-metode za dologitev reakcije, ki se bo zgodila naslednja. Sirina posameznega
intervala je sorazmerna z verjetnostjo a,; sirsi kot je interval, vecja je verjetnost, da bo Stevilo r2
lezalo v tem intervalu. Ce r2 »pade« v u-ti interval, se bo naslednja zgodila u-ta reakcija.
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Kot primer si poglejmo simulacijo kinetike treh sklopljenih kemijskih reakcij, podanih z naslednjo
shemo:

ky
A-B+C
k>
C+D->E (*17)
ks
B+C->F

V spodnji tabeli so za te tri reakcije (M = 3) definirane posamezne reakcijske verjetnosti (a1, az in az)
ter pripadajoci stohasti¢ni dogodki:

Tabela: Reakcijske verjetnosti a, in pripadajoci stohasti¢ni procesi
a, Stohasti¢ni procesi

a, = kA A->A—-1,B->B+1,C->C+1

a, = k,CD c-C-1,D->D-1E->E+1

a;=ksBC |B->B-1,C->C—1,F->F+1

Reakcija 1 pomeni razpad molekule A na B in C, kar je ponazorjeno s pripadajo¢im stohasti¢nim
procesom. Pri reakciji 2 reagirata molekuli C in D, kar vodi do nastanka molekule E, medtem ko pri
reakciji 3 reakcija med B in C vodi do nastanka F. Verjetnost reakcije je podana s hitrostnimi
konstantami ki, k2 in Ks.

Algoritem za simulacijo tega sistema je naslednji:

1. Inicializacija — vnesemo vrednosti parametrov, zacetne vrednosti Stevila molekul, ¢as postavimo na
0.

2. Izra¢unamo reakcijske gostote verjetnosti v zgornji tabeli in njihovo vsoto ao (en. (*7)).

3. Generiramo 2 naklju¢ni Stevili med 0 in 1 in izraunamo cas naslednje reakcije = (en.(*12)) ter
doloc¢imo, katera reakcija se bo zgodila (en. (*16)).

4. V skladu z izbrano reakcijo, spremenimo Stevilo posameznih molekul, kot to veleva reakcijska
shema. Nato se vrnemo na korak 2.

V nadaljevanju je naveden osrednji del programa v C++ in primer reSitve (slika 41) za dve razli¢ni
zacetni vrednosti Stevila molekul.

int _tmain()

{
seed(time(NULL));
out=fopen("stevmolVScas.dat","w");
fclose(out);

I/ vrednosti parametrov
k1=1.5;

k2=0.1;

k3=0.001,;

M=3; // st. vseh moznih reakcij

I zacetni pogoji
A=150.0;
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B=0.0;
C=0.0;
D=50.0;
E=0.0;
t=0.0;
i=0;

while (t<=8)

{
an[1]=k1*A; /I reak. verj. za reakcijo 1

an[2]=k2*C*D; // reak. verj. za reakcijo 2
an[3]=k3*C*B; // reak. verj. za reakcijo 2

a0=0;
for (j=1;j<=M;j++) /I vsota vseh reak. verj.

{

a0=a0+an([j];

}
rl=randd(); // naklj.st. med Oin1
tau=1/a0*log(1/rl); /I cas naslednje reakcije

=L
r2=randd(); // naklj. st. med 0 in1
ani=0.0;
while (ani<r2) // doloci reakcijo
{
ani=ani+(an[j]/a0);
=L
}
ni=j-1;
if (ni==1) // dogodki ob izbrani reakciji 1
{
A=A-1;
B=B+1,
C=C+1,
}
if (ni==2) // dogodki ob izbrani reakciji 2
{
C=C-1;
D=D-1;
E=E+1;
}
if (ni==3) // dogodki ob izbrani reakciji 3
{
B=B-1;
C=C-1,
F=F+1;
}

t=t+tau;

169
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i++;

if (i % 10 == 0) // v datoteko zapise vsako deseto tocko

{
out=fopen("stevmolVScas.dat","a");
fprintf(out,"%.6lf %.61f %.61f %.6If %.6If %.61f\n",t,A,B,C,D,E);
fclose(out);
}
}
return O;
}
A B C D E
14004 0T 1404 0 0T
1200 - ] 120 -
% 1000 1 - % 100 1 _
= 800 - = 80 .
£ 600 ' £ e0] T '
7 200 - i 720 - -
0 T T T T T T T 0 T T T T T T T
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
cas cas

Slika 41: Stohasti¢ni resitvi reakcijske sheme podane v en. (*17) za dve razli¢ni zaéetni Stevili
molekul A in D. Zacetne vrednosti $tevil vseh drugih molekul so bile 0. Opazimo, da so fluktuacije
izrazite le pri majhnem Stevilu molekul, medtem ko se z veCanjem $tevila delcev priblizujemo

......
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